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djeljive distribucije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . 10
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1 Uvod

Razne prirodne i društvene pojave u svakodnevnici odvijaju se
upravo na slučajan način.Teorija slučajnih procesa modelira
evoluciju tih slučajnih pojava kroz vrijeme. Modeliranjerazvoja
portfelja osiguravajućeg društva tijekom vremena poprilično je
težak zadatak, po-gotovo u slučaju neživotnog osiguranja,
budući da osim što sami iznosi prispjelih šteta
nisudeterministički, jednako tako i dolazna vremena i vremenska
učestalost šteta imaju karakterslučajnosti. Stoga je potrebno
modelirati broj osiguranih slučajeva koji će pretpjeti štetu,kao
i iznose šteta u dugom vremenskom periodu. Takvi modeli se
baziraju prije svega naprimjeni teorije slučajnih procesa. Uz sami
portfelj polica veže se i njegova vjerojatnostpropasti. Naime,
postavlja se pitanje postoji li neki vremenski trenutak u kojem do
tadanaplaćene premije zajedno s inicijalnim kapitalom neće biti
dostatne za pokrivanje svih do-tadašnjih prispjelih šteta i u tom
slučaju bi smo govorili o propasti osiguravatelja. Ovaj
radpredstavlja jedan od brojnih tipova modela kojima se upravo
modelira vjerojatnost propastiosiguravatelja.

Na samom početku rada uvest ćemo bitne pojmove i rezultate iz
teorije slučajnih procesate definirati i pokazati strukturu bogate
klase Lévyjevih procesa koji svoj naziv nose upočast radu
francuskog matematičara Paula Lévyja. Nakon dovoljno temeljnog
znanja oLévyjevim procesima na intuitivnoj razini ćemo
predstaviti najpoznatiji model iz teorijerizika te interpretaciju
Lévy-Itóve dekompozicije u aktuarskoj matematici, čime ćemo
semotivirati za daljnji rad.

U sljedećem poglavlju predstavit ćemo osnovne modele teorije
rizika. Cilj ovog poglavljaje upoznavanje s matematikom neživotnog
osiguranja te modeliranje ukupnog iznosa pris-pjelih šteta s već
dobro poznatim Lévyjevim procesima. Modeliranje ćemo razdvojiti
na dvadijela. Prvo ćemo odvojeno promatrati model za brojeći
proces šteta u okviru Lévyjevihprocesa i modele za iznos šteta,
a potom će zbog lijepih svojstava jednog od najpoznatijegprimjera
Lévyjevih procesa s kojim ćemo se detaljno upoznati i
rezultirajući model za ukupniiznos šteta ostati zadržan u okviru
Lévyjevih procesa.

Uz definiran model za ukupni iznos šteta na temelju prethodnog
poglavlja, u sljedećempoglavlju promatrat ćemo problem
vjerojatnosti propasti tako modeliranog portfelja polica.Visoka
vjerojatnost propasti sugerira osiguravajućem društvu povećanje
iznosa premija iliprilagodbu portfelja na neki drugi način kako bi
se izbjegla propast. To naravno ovisi i osamoj sklonosti riziku
osiguravajućeg društva.

U konačnici, u zadnjem poglavlju prethodne teorijske rezultate
primjenit ćemo na kon-kretnim podacima dva osiguravajuća
društava s područja Republike Hrvatske, pri čemu ćemoizgraditi
modele za vjerojatnost propasti portfelja polica obveznog
osiguranja od automobil-ske odgovornosti te portfelja polica
osiguranja strojeva od loma.
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2 Lévyjevi procesi

2.1 Motivacija i definicija

Slučajni proces možemo shvatiti kao matematički model
empirijskog procesa čijim slijedomupravljaju zakoni vjerojatnosti
i oni predstavljaju korisne modele u raznim područjima
poputstatistike fizikalnih mjerenja, teorije informacije i
komunikacije, analize vremenskih nizova,rasta populacije i mnogim
drugima. Bitno mjesto zauzeli su i u teoriji rizika koja je jedna
odglavnih grana aktuarske matematike. Stoga, definirajmo osnovne
pojmove iz teorije slučajnihprocesa koji će nam biti potrebni za
razumijevanje daljnjeg rada.

Definicija 2.1. Slučajni proces je familija slučajnih
varijabli {Xt : t ∈ T0} na istom vjero-jatnosnom prostoru (Ω,F , P
), pri čemu je T0 ⊆ R.

Dva bitna skupa za karakterizaciju slučajnog procesa su:

i) skup (prostor) stanja S definiran kao skup svih mogućih
realizacija slučajne varijableXt, t ∈ T0. S obzirom na skup stanja
S, slučajne procese dijelimo na procese sdiskretnim skupom stanja
i procese s neprekidnim skupom stanja;

ii) skup indeksa (parametarski skup) T0 ⊆ R. S obzirom na skup
indeksa T0, slučajneprocese dijelimo na procese u diskretnom
vremenu (nizove slučajnih varijabli) i proceseu neprekidnom
vremenu.

Slučajni proces X = {Xt : t ∈ T0} shvaćamo kao funkciju dvije
varijable X : Ω × T0 → S,pri čemu je za izabrane ω ∈ Ω i t ∈ T0 ,
Xt(ω) = X(t, ω) jedna realizacija slučajnog procesaX u trenutku
t.Za fiksan t ∈ T0, ω 7→ Xt(ω) je slučajna varijabla na Ω kojom
modeliramo realizacijuprocesa u trenutku t, dok je za fiksan ω ∈ Ω
preslikavanje t 7→ Xt(ω) funkcija definirana na T0koja opisuje
realizaciju procesa kroz vrijeme za dani ω ∈ Ω. Preslikavanje t 7→
Xt(ω) nazivase trajektorija slučajnog procesa X. Bitno je uočiti
da za različite ω ∈ Ω imamo različitetrajektorije. Sada ćemo
navesti primjere slučajnih procesa koje ćemo koristiti tijekom
čitavograda.

Definicija 2.2. Standardno Brownovo gibanje ili Wienerov proces
B = {Bt : t ≥ 0} jeslučajni proces definiran na vjerojatnosnom
prostoru (Ω,F , P ) sa sljedećim svojstvima:

i) trajektorije t 7→ Bt(ω) su neprekidne P-g.s.,

ii) P (B0 = 0) = 1,

iii) za 0 ≤ s < t, slučajna varijabla Bt−Bs je jednako
distribuirana kao slučajna varijablaBt−s,

iv) za 0 ≤ s < t, slučajna varijabla Bt −Bs je nezavisna od
familije {Bu : u ≤ s},

v) ∀t > 0, Bt ∼ N (0, t).
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Slika 1: Dio jedne trajektorije standardnog Brownovog
gibanja

Definicija 2.3. Poissonov proces N = {Nt : t ≥ 0} je slučajni
proces definiran na vjerojat-nosnom prostoru (Ω,F , P ) sa
sljedećim svojstvima:

i) trajektorije t 7→ Nt(ω) su P-g.s. zdesna neprekidne funkcije,
odnosno vrijedi

limt→t+0

Nt(ω) = Nt0(ω), ∀t ∈ [0,+∞〉

te imaju limes slijeva, odnosno vrijedi

∀t0 ∈ [0,+∞〉 ∃L− ∈ R t.d. je limt→t−0

Nt(ω) = L−,

ii) P (N0 = 0) = 1,

iii) za 0 ≤ s < t, slučajna varijabla Nt−Ns je jednako
distribuirana kao slučajna varijablaNt−s,

iv) za 0 ≤ s < t, slučajna varijabla Nt −Ns je nezavisna od
familije {Nu : u ≤ s},

v) ∀t > 0, Nt ima Poissonovu distribuciju s parametrom λt,
pri čemu je λ > 0, tj.Nt ∼ P(λt).

Primjer 2.4. Pretpostavimo kako osiguravajuće društvo nudi
police automobilskog osigura-nja. Takoder, pretpostavimo da broj
pristiglih šteta, odnosno zahtjeva za isplatu, u
slučajuautomobilskog osiguranja možemo modelirati Poissonovim
procesom s intenzitetom od 20šteta po danu. Ova pretpostavka je
sasvim prirodna budući da bilo koja pristigla šteta uodredenom
vremenu ne ukazuje na pojavljivanje druge štete u budućem
vremenu. Slučajkada broj pristiglih šteta modeliramo Poissonovim
procesom najpoznatiji je primjer primjenePoissonovg procesa u
praksi matematike neživotnog osiguranja i njime ćemo se detaljno
ba-viti u sljedećem poglavlju.

Definicija 2.5. Složeni Poissonov proces je slučajni proces
{Xt : t ≥ 0} definiran na vje-

rojatnosnom prostoru (Ω,F , P ) pri čemu je Xt =Nt∑i=1

Yi, {Nt, t ≥ 0} Poissonov proces s

intenzitetom λ > 0, a (Yn, n ∈ N) niz nezavisnih i jednako
distribuiranih slučajnih varijabli.
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Slika 2: Dio jedne trajektorije Poissonovog procesa s
intenzitetom λ = 1.

Primjer 2.6. Pretpostavimo kako osiguravajuće društvo nudi
police automobilskog osigura-nja, pri čemu broj pristiglih šteta
modeliramo Poissonovim procesom s intenzitetom od 20šteta po danu,
označimo ga s N = {Nt : t ≥ 0}. Takoder pretpostavimo kako je
društvozaprimilo velik broj šteta s različitih geografskih
područja čiji iznosi imaju jednak limit i pod-nositelji zahtjeva
imaju jednak rizični profil (npr. mladi vozači). Uz ove uvjete,
prirodno jepretpostaviti kako su slučajne varijable kojima
modeliramo iznose pristiglih šteta, označimoih s (Yn, n ∈ N),
nezavisne te jednako distribuirane s distribucijom koja poprima
vrijednostiizmedu nula i odredenog limita. U interesu nam je znati
modelirati ukupni iznos pristiglihšteta do nekog fiksnog trenutka
t ∈ [0,∞〉. Intuitivno je sasvim jasno kako jednostavno
trebasumirati iznose svih šteta koje su prispjele do trenutka t,
no budući da nam je broj štetapristiglih do trenutka t nepoznat i
modeliran je slučajnom varijabom Nt, tada je ukupni iznossvih
šteta pristiglih do trenutka t takoder modeliran slučajnom
varijablom, označimo ju saSt, jednak

St =Nt∑i=1

Yi

pa je S = {St : t ≥ 0} složeni Poissonov proces, a za slučajnu
varijablu St kažemo da imasloženu Poissonovu distribuciju.

Definicija 2.7. Slučajni proces X = {Xt, t ∈ T} ima nezvisne
priraste ako su za pro-izvoljan odabir t1, t2, . . . , tn ∈ T ,
takvih da je t1 < t2 < . . . < tn, slučajne varijableXt2
− Xt1 , . . . , Xtn − Xtn−1 nezavisne. Ukoliko postoji t0 = min (T
), onda nezavisnost pri-rasta znači da su slučajne varijable Xt0
, Xt1 −Xt0 , . . . , Xtn −Xtn−1 nezavisne za svaki izbort1 < t2
< . . . < tn ∈ T .

Definicija 2.8. Slučajni proces X = {Xt, t ∈ T} ima stacionarne
priraste ukoliko distribu-cija prirasta Xt+h −Xt ovisi samo o
duljini h i ne ovisi o t, odnosno vrijedi da je slučajnavarijabla
Xt1+h −Xt1 jednako distribuirana kao varijabla Xt2+h −Xt2 za bilo
koje t1, t2 ∈ T .

Brownovo gibanje i Poissonov proces spadaju u klasu slučajnih
procesa s nezavisnim istacionarnim prirastima. Lako se vidi da
nezavisnost i stacionarnost prirasta Brownovoggibanja i Poissonovog
procesa slijede iz svojstava (iii) i (iv) definicije 2.2 i
definicije 2.3.
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Promotrimo još malo svojstva Poissonovog procesa i Brownovog
gibanja. Medu njimaima dosta različitosti, npr. Brownovo gibanje
je proces s neprekidnim skupom stanja, tra-jektorije su mu
neprekidne g.s. i prirasti su mu normalno distribuirani, dok je
skup stanjaPoissonovog procesa diskretan skup, trajektorije su mu
neopadajuće stepenaste funkcije, aprirasti imaju Poissonovu
distribuciju. No, ono što je puno bitnije su njihova
zajedničkasvojstva. Kao što smo već rekli, oba su procesi s
nezavisnim i stacionarnim prirastma,oba procesa startaju iz nule s
vjerojatnošću 1, a budući da Brownovo gibanje ima
nepekidnetrajektorije, ujedno oba procesa imaju i zdesna neprekine
trajektorije s limesima slijeva s vje-rojatnošću 1. Upravo ova
zajednička svojstva iskoristit ćemo kako bismo definirali
općenitijuklasu slučajnih procesa koju nazivamo Lévyjevim
procesima.

Definicija 2.9. Slučajni proces X = {Xt : t > 0} definiran
na vjerojatnosnom prostoru(Ω,F , P ) zove se Lévyjev proces ako
ima sljedeća svojstva:

i) trajektorije procesa X su P-g.s. zdesna neprekidne, odnosno
vrijedi

limt→t+0

Xt(ω) = Xt0(ω), ∀t ∈ [0,+∞〉

te imaju limes slijeva, odnosno vrijedi da

∀t0 ∈ [0,+∞〉 ∃L− ∈ R t.d. je limt→t−0

Xt(ω) = L−,

ii) P (X0 = 0) = 1,

iii) za 0 ≤ s < t je Xt −Xsd= Xt−s (stacionarnost
prirasta),

iv) za 0 ≤ s < t je slučajna varijabla Xt − Xs nezavisna od
familije slučajnih varijabli{Xu : u ≤ s} (nezvisnost
prirasta).

Primjer 2.10. Budući da je Poissonov proces s intenzitetom λ
> 0 Lévyjev proces, spe-cijalno je i Poissonov proces iz
primjera 2.4 kojim modeliramo broj pristiglih šteta
Lévyjevproces. Kako bismo se uvjerili da je i složeni Poissonov
proces takoder Lévyjev proces, moratćemo se malo poblǐze
upoznati sa strukturom Lévyjevih procesa.

Lévyjevi procesi svoj naziv nose u počast radu francuskog
matematičara Paula Lévyjakoji je, izmedu ostalog, zaslužan za
sintezu razumijevanja i karakterizacije slučajnih procesas
nezavisnim i stacionarnim prirastima. Iz same definicije Lévyjevih
procesa teško je odmahuvidjeti o koliko bogatoj klasi procesa se
tu zapravo radi. Bruno de Finetti je davne 1929.godine uveo pojam
beskonačno djeljivih distribucija i ukazao na njihovu usku
povezanosts Lévyjevim procesima. Upravo ta veza pruža iznimno
dobar uvid u raznolikost Lévyjevihprocesa i otkriva mnoga važna
vjerojatnosna svojstva tih procesa. Njima ćemo se baviti
usljedećem potpoglavlju.
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2.2 Beskonačno djeljive distribucije

2.2.1 Karakteristične funkcije

Neka je F : R → R monotono rastuća funkcija, neprekidna zdesna.
Neka je g : [a, b] → Rograničena. Izaberimo bilo koju particiju P
= {x0, x1, . . . , xn} intervala [a, b] takvu da jea = x0 < x1
< . . . < xn = b. Definirajmo integralnu sumu

S(P , g, F ) =n∑i=1

g(xi)[F (xi)− F (xi−1)],

pri čemu je xi ∈ [xi−1, xi], i ∈ {1, . . . , n}. Označimo s ∆
= maxi∈{1,...,n}

(xi − xi−1).

Definicija 2.11. Kažemo da je g Riemann-Stieltjes integrabilna
u odnosu na funkciju F ,ako postoji limes integralnih suma S(P , g,
F ) kada ∆ → 0, neovisno o izboru particije itočaka xi ∈ [xi−1,
xi]. Taj limes nazivamo Riemann-Stieltjesov integral funkcije g po
funkcijiF na intervalu [a, b], a označavamo ga na sljedeći
način:

b∫a

g(x)dF (x) := lim∆→0

S(P , g, F ).

Ako F ima skokove iznosa pi u točkama ci, za njezin
Riemann-Stieltjesov integral vrijedi

b∫a

g(x)dF (x) =n∑i=1

g(ci)pi.

Ako je F neprekidno diferencijabilna funkcija, onda je

b∫a

g(x)dF (x) =

b∫a

g(x)F ′(x)dx.

Prisjetimo se sada definicije karakteristične funkcije i njenih
svojstava.

Definicija 2.12. Neka je X slučajna varijabla s funkcijom
distribucije F. Karakterističnafunkcija slučajne varijable X, tj.
funkcije distribucije F, je funkcija ϕX : R→ C dana izrazom

ϕX(t) =

∫R

eitxdF (x) =

∫R

cos(tx)dF (x) + i ·∫R

sin(tx)dF (x) = E[eitX ], t ∈ R.

Uočimo kako vrijedi da je

|eitx| = | cos2 (tx) + i sin2 (tx)| =√

cos2 (tx) + sin2 (tx) = 1

pa je stoga∞∫

−∞

|eitx|dF (x) =∞∫

−∞

dF (x) = 1.

Drugim riječima, ϕ(t) = E[eitX ] je dobro definirana na cijelom
R. Takoder vrijedi

ϕ(0) = E[ei·0·X ] = E[1] = 1.

U sljedećoj propoziciji obuhvaćeni su nužni uvjeti koje
funkcija mora zadovoljavati da bi bilakarakteristična
funkcija.
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Propozicija 2.13. Za karakterističnu funkciju ϕ : R→ C vrijede
sljedeća svojstva:

i) ϕ(t) ≤ ϕ(0) = 1, ∀t ∈ R,

ii) ϕ(−t) = ϕ(t), ∀t ∈ R,

iii) ϕ je uniformno neprekidna na R.

Dokaz:

i) Za svaki t ∈ R vrijedi

|ϕ(t)| =

∣∣∣∣∣∣∞∫

−∞

eitxdF (x)

∣∣∣∣∣∣ ≤∞∫

−∞

|eitx|dF (x) =∞∫

−∞

dF (x) = 1 = ϕ(0).

ii) Za svaki t ∈ R vrijedi

ϕ(−t) =∞∫

−∞

ei(−t)xdF (x) =

∞∫−∞

eitxdF (x) =

∞∫−∞

eitxdF (x) = ϕ(t).

iii) Za proizvoljne t, h ∈ R imamo

|ϕ(t+ h)− ϕ(t)| =

∣∣∣∣∣∣∞∫

−∞

eitx(eith − 1)dF (x)

∣∣∣∣∣∣ ≤∞∫

−∞

|eihx − 1|dF (x)

Dovoljno je pokazati da zadnji član teži prema nuli za h → 0.
No, za svaki x ∈ Rvrijedi 2 ≥ |eihx − 1| → 0 za h → 0 pa budući da
je F ograničena slijedi da je

limh→0

∞∫−∞|eihx − 1|dF (x) = 0. Prema tome, ϕ je uniformno neprekidna
na R.

�

Sljedeći teorem navodi nužne i dovoljne uvjete da bi funkcija
bila karakteristična fukncija.

Teorem 2.14. (Bochner) Funkcija ϕ je karakteristična funkcija
ako i samo ako vrijedisljedeće:

i) ϕ(0) = 1,

ii) ϕ je neprekidna,

iii) za bilo koji {ui : i = 1, . . . , n} ⊂ R i {vj : j = 1, . .
. , n} ⊂ C je

n∑i=1

n∑j=1

ϕ(ui − uj)vivj ≥ 0.
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Za dokaz pogledati ([8] P. A. P. Moran, An Introduction to
Probability Theory , str. 273,teorem 6.19).

Ukoliko je X slučajna varijabla takva da je R(X) = N0 i P (X =
k) = pk za k ∈ N0,funkciju gX : R→ R definiranu izrazom

gX(z) = p0 + p1z + p2z2 + · · · =

∑k∈N0

pkzk = E[zX ], z ∈ R, |z| ≤ 1

nazivamo funkcijom izvodnicom vjerojatnosti slučajne varijable
X. Proširimo funkciju gX nasljedeći način

gX : C→ C, gX(t) = E[tX ].

Neka jeh : R→ C, h(t) = eit.

Tada vrijedi(gX ◦ h)(t) = gX(h(t)) = gX(eit) = E[eitX ] =
ϕX(t).

Primjer 2.15. Izračunajmo karakterističnu funkciju Poissonove
slučajne varijable s para-metrom λ > 0. Neka je X ∼ P(λ). Tada
znamo da je R(X) = N0 i

P (X = k) =λk

k!e−λ, k ∈ N0.

Stoga je

gX(z) = E[zX ] =

∞∑k=0

zkλk

k!e−λ = e−λ

∞∑k=0

(zλ)k

k!= e−λezλ = eλ(z−1), z ∈ R

teϕX(t) = gX(e

it) = eλ(eit−1)

je karakteristična funkcija Poissonove distribucije s
parametrom λ > 0.Korisna svojstva za računanju
karakterističnih funkcija obuhvaćena su sljedećim teore-

mima.

Teorem 2.16. Neka je X slučajna varijabla s funkcijom
distribucije FX , Y slučajna varijabla

s funkcijom distribucije FY te ϕX(t) = ϕY (t), ∀t ∈ R. Tada je
Xd= Y .

Za dokaz pogledati ([11], N. Sarapa, Teorija vjerojatnosti ,
str. 445, propozicija 13.2).

Teorem 2.17. Neka su X1, . . . , Xn nezavisne slučajne
varijable i Sn =n∑k=1

Xk. Tada je

ϕSn(t) =n∏k=1

ϕXk(t), ∀t ∈ R. Specijalno, ako su X1, . . . , Xn dodatno i
jednako distribuirane

tada je ϕSn(t) = ϕnX1

(t).

Dokaz:

ϕSn(t) = E[eitSn ] = E

[eit

n∑k=1

Xk

]= E

[n∏k=1

eitXk

]=

n∏k=1

E[eitXk

]=

n∏k=1

ϕXk(t), ∀t ∈ R.

�
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Teorem 2.18. Neka je X slučajna varijabla s karakterističnom
funkcijom ϕX te a, b ∈ R.Tada je

ϕaX+b(t) = eitbϕX(at).

Dokaz:

ϕaX+b(t) = E[eit(aX+b)]

= E[eitb · ei(at)X ]= eitbE[ei(at)X ]

= eitbϕX(at).

�

Primjer 2.19. Izračunajmo karakterističnu funkciju normalne
slučajne varijable Y s očekivanjemµ ∈ R i varijancom σ2, pri
čemu je σ > 0, tj. Y ∼ N (µ, σ2). Znamo da je tada
funkcijagustoće fY slučajne varijable Y dana s

fY (x) =1

σ√

2πe−

(x−µ)2

2σ2 , x ∈ R.

Da bi odredili karakterističnu funkciju normalne distribucije s
parametrima µ i σ2, najprijećemo odrediti karakterističnu
funkciju standardne normalne distribucije, tj.
karakterističnufunkciju slučajne varijable X ∼ N (0, 1) čija je
funkcija gustoće fX dana sa

fX(x) =1√2πe−

x2

2 , x ∈ R.

Tada je

ϕX(t) = E[eitX ]

=1√2π

∞∫−∞

e−x2

2+itxdx

=1√2π

∞∫−∞

e−x2

2

(∞∑k=0

(it)kxk

k!

)dx

=1√2π

∞∫−∞

∞∑k=0

(it)k

k!xke−

x2

2 dx

=1√2π

∞∑k=0

∞∫−∞

(it)k

k!xke−

x2

2 dx

=∞∑k=0

(it)k

k!

1√2π

∞∫−∞

xke−x2

2 dx (1)

Znamo da je funkcija g(x) = xke−x2

2 parna funkcija za paran k, odnosno neparna funkcijaza neparan
k te vrijedi

∞∫−∞

xke−x2

2 dx = ((−1)k + 1)∞∫

0

yke−y2

2 dy.
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Stoga izraz (1) poprima oblik

ϕX(t) =∞∑k=0

(it)k

k!((−1)k + 1)

∞∫0

yke−y2

2 dy.

Uvedimo li supstituciju s = y2

2u gornji izraz, dobivamo

ϕX(t) =∞∑k=0

(−1)k + 1√2π

(it)k

k!

∞∫0

(2s)k2 e−s(2s)−

12ds

=∞∑k=0

(−1)k + 1√2π

(it)k

k!2k−12

∞∫0

sk−12 e−sds

=∞∑k=0

(−1)k + 1√2π

(it)k

k!2k−12 Γ

(k + 1

2

).

Budući da su sumandi za slučaj kada je k neparan jednaki nuli,
sumiramo samo po parnimk pa imamo

ϕX(t) =∞∑n=0

(−1)2n + 1√2π

(it)2n

(2n)!2

2n−12 Γ

(2n+ 1

2

)=∞∑n=0

2√π

(it)2n

(2n)!22n−1Γ

(2n+ 1

2

).

Iskoristimo činjenicu da vrijedi Γ(z) · Γ(z + 12) =

√π

22z−1Γ(2z) pa je stoga

ϕX(t) =∞∑n=0

2√π

(it)2n

(2n)!

√π

22n−1Γ(2n)

Γ(n)

=∞∑n=0

21−n(it)2n

(2n)!

(2n− 1)!(n− 1)!

=∞∑n=0

21−n(it)2n

2n(2n− 1)!(2n− 1)!(n− 1)!

=∞∑n=0

2−n(it)2n

n!

=∞∑n=0

2−n(−t2)n

n!

=∞∑n=0

1

n!

(−t

2

2

)n= e−

t2

2 , t ∈ R (2)

Budući da slučajnu varijablu X možemo prikazati kao X =
Y−µσ

, tj. vrijedi da je Y = σX+µ,koristeći (2) i teorem 2.17
slijedi da je

ϕY (t) = eitµϕX(σt) = e

itµ− (σt)2

2 , t ∈ Rkarakteristična funkcija slučajne varijable Y .
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2.2.2 Definicija i svojstva beskonačno djeljivih
distribucija

Definicija 2.20. Za slučajnu varijablu X kažemo da ima
beskonačno djeljivu distribuciju akoza svaki n ∈ N postoji niz
nezavisih jednako distribuiranih slučajnih varijabli X1,n, . . . ,
Xn,ntakav da je

Xd= X1,n + . . .+Xn,n.

Ukoliko slučajna varijabla X s funkcijom distribucije FX ima
karakterističnu funkciju ϕX teima beskonačno djeljivu
distribuciju, tada za svaki n ∈ N postoje funkcije distribucije
Fntakve da je

ϕFX (t) = ϕnFn(t), t ∈ R,

gdje su ϕFn karakteristične funkcije odgovarajućih funkcija
distribucije Fn.

Primjer 2.21. Pokazali smo da ukoliko je X ∼ P(λ), tada je ϕX(t)
= eλ(eit−1) njena

karakteristična funkcija. Uočimo kako je

ϕX(t) =(eλn

(eit−1))n

= (ϕXn(t))n, ∀n ∈ N,

pri čemu je Xn ∼ P(λn

), n ∈ N. Drugim riječima, Poissonova dristribucija je
beskonačno

djeljiva distribucija.

Primjer 2.22. Specijalno i slučajna varijabla iz primjera 2.4
kojom modeliramo broj pris-tiglih šteta do trenutka t ima
beskonačno djeljivu distribuciju. No, željeli bismo se uvjeritida
i slučajna varijabla St iz primjera 2.6 kojom modeliramo ukupan
iznos šteta pristiglih dotrenutka t ima beskonačno djeljivu
distribuciju, budući da smo rekli da je de Finetti ukazaona usku
povezanost beskonačno djeljivih distribucija s Lévyjevim
procesima.

Primjer 2.23. Pokazali smo da ukoliko je X ∼ N (µ, σ2), za µ ∈
R, σ > 0, tada je njenakarakteristična funkcija dana
izrazom

ϕX(t) = eitµ−σ

2

2t2 = (e

1n

(itµ−σ2

2t2))n,

tj. normalna distribucija s parametrima µ i σ2 je takoder
beskonačno djeljiva.

Vidjeli smo kako svojstvo beskonačne djeljivosti distribucija
slučajnih varijabli na ele-gantan način možemo iskazati u
terminima karakterističnih funkcija. Sada ćemo pokazatiniz
rezultata vezanih uz beskonačno djeljive distribucije kako bismo
izveli konstrukciju ovogrezultata preko niza Poissonovih slučajnih
varijabli koji će ograničiti karakteristične funk-cije
beskonačno djeljivih distribucija. Kako bismo dobili ciljani
rezultat, za početak ćemosvaku karakterističnu funkciju ϕX
slučajne varijable X s beskonačno djeljivom distribucijomzapisati
u obliku ϕX = e

lnϕX . Naravno, činjenica vrijedi sve dok je ϕX(t) 6= 0, ∀t ∈
R, tj.kada karakteristična funkcija ϕX nema nultočke. Kako bismo
dokazali činjenicu da je ovakavzapis moguć za svaku beskonačno
djeljivu distribuciju, navedimo teorem koji će nam bitipotreban u
njenom dokazu.

Teorem 2.24. (Lévy) Neka je (Xn, n ∈ N) niz slučajnih
varijabli s pripadnim karakte-rističnim funkcijama ϕn. Ukoliko ϕn
konvergira prema ϕ po točkama, sljedeće su
tvrdnjeekvivalentne:

i) ϕ je karakteristična funkcija neke slučajne varijable
X,
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ii) ϕ je karakteristična funkcija slučajne varijable X, pri
čemu Xnd→ X, n→∞,

iii) ϕ je neprekidna

iv) ϕ je neprekidna na nekoj okolini točke 0.

Za dokaz pogledati ([15] D. Williams, Probability with
Martingales, str. 185, teorem18.1).

Propozicija 2.25. Karakteristična funkcija beskonačno djeljive
distribucije nema nultočke.

Dokaz: Neka je ϕ karakteristična funkcija beskonačno djeljive
distribucije. Tada za svakin ∈ N možemo pronaći ϕn takvu da je
ϕ

1n = ϕn. Promotrimo

φ(t) = limn→∞

ϕ1n (t) =

{1, ukoliko je ϕ(t) 6= 0,0, ukoliko je ϕ(t) = 0.

Budući da je ϕ(0) = 1 i ϕ je neprekidna, stoga je φ(x) = 1 na
neposrednoj okolini točke 0, aonda je φ i neprekidna na
neposrednoj okolini točke 0. Tada je ona karakteristična
funkcijaprema Lévyjevom teoremu. No, tada je ona i neprekidna pa
mora biti φ(x) = 1 na cijelojdomeni te stoga ϕ nema nultočke.

�

Sada možemo prijeći na teorem koji će biti vrlo bitan u
dokazu ključnog rezultata.

Teorem 2.26. Ukoliko je karakteristična funkcija limes niza
beskonačno djeljivih karakte-rističnih funkcija, tada je ona
beskonačno djeljiva.

Dokaz: Neka je (ϕ(n), n ∈ N) niz beskonačno djeljivih
karakterističnih funkcija kojikonvergira prema karakterističnoj
funkciji ϕ. Tada ∀n, k ∈ N postoji ϕ(n)k takva da je(ϕ

(n)k )

k = ϕ(n). Budući da je prema pretpostavci svaka od ϕ(n)k
takoder beskonačno djeljiva,

prema prethodnoj propoziciji nijedna od njih nema nultočke.
Stoga možemo pisati

ϕ(n)k = e

1k

lnϕ(n) ,

tj.limn→∞

ϕ(n)k = e

1k

lnϕ = ϕ1k .

Budući da je ϕ neprekidna, neprekidna je i ϕ1k , a Lévyjev
teorem nam kaže kako je onda i

ϕ1k karakteristična funkcija. Prema tome, ϕ je beskonačno
djeljiva.

�

Teorem 2.27. (de Finetti) Karakteristična funkcija ϕ je
beskonačno djeljiva ako i samoako je

ϕ(θ) = limn→∞

epn(gn(θ)−1),

pri čemu je (pn, n ∈ N) nenegativan niz realnih brojeva, a (gn,
n ∈ N) niz karakterističnihfunkcija.
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Dokaz: Pretpostavimo da je ϕ(θ) beskonačno djeljiva. Neka je pn
= n i gn = ϕ1n , ∀n ∈ N,

iz čega slijedi kako gn nema nultočke pa je

ϕ(θ) = elnϕ(θ) = limn→∞

en(ϕ1n (θ)−1) = lim

n→∞epn(gn(θ)−1).

Sada pretpostavimo da je ϕ(θ) = limn→∞

epn(gn(θ)−1), tada je za svaki q > 0

f(x) =

(1 +

pn(gn(θ)− 1)n

)qneprekidna i pozitivna za svaki n ∈ N i f(0) = 1 pa stoga
možemo primjeniti Bochnerovteorem kako bismo zaključili da je ona
karakteristična funkcija. Stoga slijedi da je(

1 +pn(gn(θ)− 1)

n

)nbeskonačno djeljiva karakteristična funkcija za svaki n ∈ N.
Promatrajući limes kada n težiu beskonačno imamo

ϕ(θ) = limn→∞

(1 +

pn(gn(θ)− 1)n

)n= lim

n→∞epn(gn(θ)−1)

pa je ϕ(θ) je beskonačno djeljiva prema Lévyjevom i prethodnom
teoremu.

�

Korolar 2.28. ϕ je beskonačno djeljiva karakteristična
funkcija ako i samo ako je limeskarakterističnih funkcija
slučajnih varijabli sa složenom Poissonovom distribucijom.

Dokaz: Iz de Finettijevog teorema slijedi kako je ϕ
karakteristična funkcija beskonačnodjeljive distribucije ako i
samo ako je

ϕ(θ) = limn→∞

epn(gn(θ)−1) = limn→∞

epn∫R

(eiθx−1)Gn(dx),

pri čemu je (gn, n ∈ N) niz karakterističnih funkcija, a Gn
pripadne funkcije distribucijaniza (gn, n ∈ N).

�

2.2.3 Kanonska reprezentacija i Lévy-Khintchineova formula

Na osnovu prethodno dokazanog, sada ćemo moći dokazati
rezultat koji će nam biti vrlokoristan kod slučajnih procesa s
beskonačno djeljivim distribucijama.

Teorem 2.29. (Lévyjeva kanonska reprezentacija)
Karakteristična funkcija ϕ je be-skonačno djeljiva ako i samo ako
je prirodni logaritam karakteristične funkcije ϕ oblika

lnϕ(θ) = aθi− 12σ2θ2 +

−0∫−∞

(eiθx − 1− iθx

1 + x2

)M(dx) +

∞∫+0

(eiθx − 1− iθx

1 + x2

)N(dx),
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pri čemu su M i N neopadajuće funkcije na intervalima (−∞,−0),
(+0,∞), redom, takveda vrijedi

limx→∞

−x∫−∞

M(dx) = limx→∞

x∫−∞

N(dx) = 0

i

∀ε > 00∫−ε

x2M(dx)


	
=

1∫0

∫R

eiθx(

1− eihx + e−ihx

2

)1 + x2

x2Hn(dx)dh

=

1∫0

∫R

eiθx(1− cos(xh))1 + x2

x2Hn(dx)dh.

Koristeći Fubinijev teorem, slijedi da je nadalje

λn(θ) =

∫R

eiθx(

1− sinxx

)1 + x2

x2Hn(dx) =

∫R

eiθxRn(dx),

pri čemu je

Rn(dx) =

(1− sinx

x

)1 + x2

x2Hn(dx).

Kako je ϕ neprekidna funkcija, slijedi da λn konvergira prema
neprekidnoj funkciji. Stogamožemo pretpostaviti da Rn slabo
konvergira prema ograničenoj neopadajućoj funkciji R,odnosno za
svaku realnu funkciju f koja u ±∞ postiže vrijednost nula je

limn→∞

∫R

f(x)dRn(x) =

∫R

f(x)R(dx).

Posebno je i za svaku realnu funkciju g kojoj su nultočke ±∞ i
funkcija(1− sinx

x

)−1 x21−x2 g(x)

realna funckija s nultočkama ±∞. Iz navedenog slijedi kako Hn
slabo konvergira prema nekojfunkciji distribucije H i s obzirom na
isti argument, nGn slabo konvergira prema nekoj G.Stoga imamo∫

R

(eiθx − 1− iθx

1 + x2

)1 + x2

x2Hn(dx)→

∫R

(eiθx − 1− iθx

1 + x2

)1 + x2

x2H(dx)

i

an = n

∫R

x

1 + x2Gn(dx)→ a.

Pokazali smo da bilo koja beskonačno djeljiva distribucija ima
karakterističnu funkciju zakoju vrijedi

lnϕ(θ) = iaθ +

∫R

(eiθx − 1− iθx

1 + x2

)1 + x2

x2H(dx). (3)

Sada definiramo

σ2 = H(+0)−H(−0)

M(x) =

∞∫−∞

1 + x2

x2H(dx), x < 0

N(x) = −∞∫

−∞

1 + x2

x2H(dx), x > 0
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što zadovoljava zadane uvjete teorema. Obrat slijedi primjenom
korolara 2.19. na

lnϕn(θ) = n

∫R

(eiθx − 1)Gn(dx) = ianθ +∫R

(eiθx − 1− iθx

1 + x2

)1 + x2

x2Hn(dx).

�

Formula (3) iz dokaza prethodnog teorema predstavlja jedan oblik
tzv. Lévy-Khintchineoveformule koja daje opći oblik
karakteristične funkcije beskonačno djeljivih distribucija.
For-mulu ćemo iskazati u uobičajenom obliku, no prvo uvedimo
sljedeći pojam:

Definicija 2.30. Neka je X slučajna varijabla s
karakterističnom funkcijom ϕ. Funkcijudefiniranu izrazom

Ψ(θ) := − lnϕ(θ), θ ∈ Rnazivamo karakteristični eksponent
slučajne varijable X.

Sada je lako uočiti da slučajna varijabla X iz prethodne
definicije ima beskonačno dje-ljivu distribuciju ukoliko ∀n ≥ 1
postoji karakteristični eksponent vjerojatnosne
distribucije,označimo ga s Ψn, takav da je

Ψ(θ) = nΨn(θ), θ ∈ R.

Način na koji možemo potpuno okarakterizirati beskonačno
djeljive distribucije opisan jeupravo karakterističnim eksponentom
i navedenom formulom (1), kako slijedi.

Teorem 2.31. (Lévy-Khintchineova formula) Neka je X slučajna
varijabla s funkcijomdistribucije F . X ima beskonačno djeljivu
distribuciju s karakterističnim eksponentom Ψ,∫

R

eiθxF (dx) = e−Ψ(θ), θ ∈ R,

ako i samo ako postoji uredena trojka (a, σ,Π), pri čemu je a ∈
R, σ ≥ 0 i Π je mjera naR\{0} koja zadovoljava

∫R

(1 ∧ x2)Π(dx)


	
2.3 Lévy-Khintchineova formula za Lévyjeve procese

Neka je X = {Xt : t ≥ 0} Lévyjev proces. Promotrimo malo
detaljnije povezanost be-skonačno djeljivih distribucija i
Lévyjevih procesa. Iz definicije Lévyjevih procesa uočavamoda je
za svaki t > 0 Xt slučajna varijabla s beskonačno djeljivom
distribucijom. Zaključakdonosimo na temelju činjenice da za svaki
n ∈ N vrijedi

Xt = X tn

+ (X 2tn−X t

n) + · · ·+ (X (n−1)t

n

−X (n−2)tn

) + (Xt −X (n−1)tn

)

uz činjenicu da X ima stacionarne i nezavisne priraste. Sada za
svaki θ ∈ R i t ≥ 0 definiramo

Ψt(θ) = − lnE[eiθXt ].

Uz prethodni zapis varijable Xt za bilo koji t > 0 i
činjenicu da X ima stacionarne i nezavisnepriraste, za svaki m ∈ N
vrijedi

Ψm(θ) = − lnE[eiθXm ]= − lnE

[eiθ{X1+(X2−X1)+···+(Xm−Xm−1)}

]= − lnE

[eiθX1 · eiθ(X2−X1) · . . . · eiθ(Xm−Xm−1)

]= − ln

(E[eiθX1

]· E[eiθ(X2−X1)

]· E[eiθ(Xm−Xm−1)

])= − ln

(E[eiθX1

])m= m ·

(− ln

(E[eiθX1

]))= m ·Ψ1(θ). (5)

Analogno, neka je n ∈ N. Tada vrijedi:

Ψ1(θ) = − lnE[eiθX1 ]

= − lnE[eiθ{X 1

n+(X 2

n−X 1

n)+···+(Xn−1

n−X 1

n)}]

= − lnE[eiθX 1

n · eiθ(X 2n−X 1n ) · . . . · eiθ(Xn−1n −X 1n )]

= − ln(E[eiθX 1

n

]· E[eiθ(X 2

n−X 1

n)]· . . . · E

[eiθ(Xn−1

n−X 1

n)])

= − ln(E[eiθX 1

n

])n= n ·

(− ln

(E[eiθX 1

n

]))= n ·Ψ 1

n(θ). (6)

Iz (5) i (6) slijedi kako je za sve m,n ∈ N

mΨ1(θ) = Ψm(θ) = nΨmn

(θ).

Ukoliko je t iracionalan broj, tada postoji padajući niz
racionalnih brojeva (tn, n ∈ N) takavda tn ↓ t, n→∞. Ukoliko je t
racionalan broj, neprekidnost zdesna g.s. slučajnog procesaX
implicira neprekidnost zdesna od e−Ψt(θ) pa stoga za svaki t ≥ 0
vrijedi

Ψt(θ) = tΨ1(θ).

Zaključujemo kako Lévyjevi procesi imaju svojstvo da ∀t ≥
0

E[eiθXt ] = etΨ(θ),
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pri čemu je Ψ(θ) := Ψ1(θ) karakteristični eksponent slučajne
varijable X1 koja ima be-skonačno djeljivu distribuciju.

Definicija 2.32. Neka je X = {Xt : t ≥ 0} Lévyjev proces.
Funkciju Ψ definiranu izrazom

Ψ(θ) = − lnE[eiθX1 ], θ ∈ R,

nazivamo karakteristični eksponent Lévyjevog procesa.Sada je
jasno da svaki Lévyjev proces možemo povezati s beskonačno
djeljivim distribu-

cijama. Ono što još uvijek nije jasno je, možemo li za danu
beskonačno djeljivu distribucijukonstruirati Lévyjev proces X
takav da X1 ima danu beskonačno djeljivu distribuciju. Ovajproblem
je razriješen sljedećim teoremom u kojem je dana
Lévy-Khintchineova formula zaLévyjeve procese.

Teorem 2.33. (Lévy-Khintchineova formula za Lévyjeve procese)
Neka je a ∈ R,σ ≥ 0 i Π mjera na R\{0} t.d. je

∫R

(1 ∧ x2)Π(dx)


	
nalazimo se u uvjetima Lévy-Khintchineove kanonske
reprezentacije pa prema tome vidimoda je za svaki i = 1, . . . , n,
Ψi karakteristična funkcija neke beskonačno djeljive
distribucije,označimo ju s FXi , odnosno distribucije slučajne
varijable Xi prema Lévyjevoj kanonskoj re-prezentaciji. Sada smo
točno specificirali konačno-dimnezionalnu distribuciju (X1, . . .
, Xn)stohastičkog procesa. Razlog tome je što je karakteristična
funkcija jedinstvena do na distri-buciju. Nadalje možemo
iskoristiti Kolmogorovljev teorem kako bismo ga smjestili u
odredenivjerojatnosni prostor, budući da se uz dosadašnje
pretpostavke i pokazane rezultate nalazimounutar uvjeta teorema. Na
samom kraju pokaže se kako su prirasti ovog procesa nezavisni
ijednako distribuirani pa je stoga konstruirani proces Lévyjev
proces.

�

Tek sada vidimo koliko je zapravo bogata klasa Lévyjevih
procesa. U sljedećem pot-poglavlju reći ćemo nešto vǐse o
samoj strukturi Lévyjevih procesa, a prije toga nadopunitćemo
znanje o već spomenutim primjerima Lévyjevih procesa koji će nam
biti ključni upravokod spomenute strukture.

Primjer 2.34. (Poissonov proces) Pokazali smo već da ukoliko je
X ∼ P(λ), pri čemuje λ > 0, tada je karakteristična funkcija
slučajne varijable X dana s

ϕ(θ) =[e−

λn

(1−eiθ)]n, θ ∈ R, n ∈ N.

Desna strana je karakteristična funkcija sume n nezavisnih
jednako dristribuiranih Poissono-vih slučajnih varijabli s
parametom λ

n. Vidimo kako je u Lévy-Khintchineovoj dekompoziciji

u ovom slučaju a = σ = 0, a Π = λδ1, pri čemu je δ1 Diracova
delta mjera koncentriranana skupu {1}. Znamo kako je Poissonov
proces {Nt : t ≥ 0} Lévyjev proces pri čemu jeNt ∼ P(λt) pa je
stoga

φt(θ) = E[eiθNt ] = e−λt(1−e

iθ), θ ∈ R,

iz čega slijedi da je karakteristični eksponent Poissonovog
procesa dan sa

Ψ(θ) = λ(1− eiθ), θ ∈ R.

Primjer 2.35. (Složeni Poissonov proces) Neka je N slučajna
varijabla, N ∼ P(λ), pričemu je λ > 0 te neka je (ξi, i ∈ N)
niz nezavisnih jednako distribuiranih slučajnih varijablis
funkcijom distribucije F , nezavisnih s N . Tada je za svaki θ ∈
R

E

[eiθ

N∑i=1

ξi

]=∑n≥0

E

[eiθ

N∑i=1

ξi

]e−λ

λn

n!

=∑n≥0

∫R

eiθxF (dx)

n e−λλnn!

= e−λ∫R

(1−eiθx)F (dx),

pri čemu je∑0

1 = 0. Iz izvedenog vidimo kako je distribucija odN∑i=1

ξi beskonačno djeljiva s

Lévijevom karakterističnom trojkom

(−λ∫

0


	
Pretpostavimo sada da je {Nt : t ≥ 0} Poissonov proces s
intenzitetom λ > 0 i definirajmosloženi Poissonov proces {Xt :
t ≥ 0} zadan s

Xt =Nt∑i=1

ξi, t > 0.

Koristeći činjenicu da slučajni proces {Nt : t ≥ 0} ima
nezavisne i stacionarne priraste te daje (ξi , i ∈ N) niz
nezavisnih jednako distribuiranih slučajnih varijabli s funkcijom
distribucijeF , za 0 ≤ s < t


	
čemu je B = {Bt : t ≥ 0} standardno Brownovo gibanje, X je tada
proces koji nazivamoskalirano Brownovo gibanje s linearnim pomakom
i njegov karakteristični eksponent dan jeupravo s

Ψ(θ) =1

2σ2θ2 − iθµ, θ ∈ R.

2.4 Lévy-Itôva dekompozicija

U ovom potpoglavlju želimo uspostaviti razumijevanje strukture
trajektorija Lévyjevih pro-cesa na intuitivnoj razini. Način na
koji ćemo to provesti baziran je na činjenici da za
danikarakteristični eksponent Ψ neke beskonačno djeljive
distribucije postoji Lévyjev proces stim istim karakterističnim
eksponentom. Provedeni postupak rezultirat će Lévy-Itôvom
de-kompozicijom koja opisuje strukturu Lévyjevih procesa u
terminima tri medusbno nezavisna,sporedna Lévyjeva procesa, svaki
s različitim tipom trajektorija.

Kao što smo već pokazali, svaki karakteristični eksponent
beskonačno djeljive distribucijemožemo zapisati, nakon
pregrupiranja, u obliku

Ψ(θ) =iaθ +1

2σ2θ2

+ Π(R\(−1, 1))∫|x|≥1

(1− eiθx

) Π(dx)Π(R\(−1, 1))

+

∫0


	
a Ψ(2) je karakteristični eksponent složenog Poissonovog
procesa X(2) = {X(2)t : t ≥ 0}, pričemu je

X(2)t =

Nt∑i=1

ξi, t > 0,

gdje je {Nt : t ≥ 0} Poissonov proces s intenzitetom Π(R\(−1,
1)), a (ξi, i ∈ N) je niznezavisnih, jednako distribuiranih
slučajnih varijabli s distribucijom Π(dx)/Π(R\(−1, 1)) snosačem
{x : |x| ≥ 1}, osim u slučaju kada je Π(R\(−1, 1)) = 0 i tada je
X(2) konstantanproces identički jednak nuli.

Jedino što nam je preostalo je misteriozni proces s
karakterističnim eksponentom Ψ(3).Vrijedi ∫

0


	
X(3) je čisti proces skokova koji je martingal s g.s.
prebrojivo mnogo skokova manjih od 1na svakom konačnom vremenskom
intervalu i s karakterističnim eksponentom

Ψ(3)(θ) =

∫0


	
Karakteristični eksponent slučajnog procesa {Ut − u : t ≥ 0}
možemo zapisati u obliku

ψ(θ) = −icθ + λ0∫

−∞

(1− eiθx)F (dx)

=

{1

2σ2θ2

}+

iθc+−1∫−∞

(1− eiθx)Π(dx)

+

0∫−1

(1− eiθx + iθx)Π(dx)

, θ ∈ R,pri čemu je Π t.d. je Π(0,∞) = 0. Zadnji član možemo
shvatiti kao Lévyjev proces kojipredstavlja prebrojivo mnogo
proizvoljno malih potraživanja s determinističkim
pozitivnimpomakom, što odgovara akumulaciji premija za beskonačno
mnogo ugovora. Osiguravajućedruštvo balansira takva potraživanja
tako da prikuplja premije na način da u svakom razdob-lju duljine
dt, dio njihovog prihoda u iznosu |x|F (dx)dt namjene kompenzaciji
potraživanjaveličine |x|. Druga zagrada može se shvatiti kao
prihod koji dolazi iz velikih potraživanjakoja se povremeno
javljaju i koja su nadoknadena stabilnim prihodima po stopi c >
0. Prvuzagradu možemo promatrati kao stohastičku transformaciju
sustava potraživanja i prihoda odpremije.
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3 Modeliranje ukupnog iznosa šteta Lévyjevim proce-

sima

3.1 Uvod u teoriju rizika i osnovni model

Teorija rizika je drugi izraz za matematiku neživotnog
osiguranja. Ona se bavi modeliranjemi izračunom šteta i rizika,
njihove distribucije, vremenske dimanike, ukupne sume, kao i
vje-rojatnosti propasti odnosno gubitka u portfelju polica
osiguranja. Dogadaji poput napadana Svjetski trgovački centar
(2001. godine, ukupna šteta procjenjena na 32 mlrd $),
četiriuragana na Floridi (2005. godine, ukupna šteta procjenjena
na 23 mlrd $), uragana Katrinau New Orleansu (2005. godine, ukupna
šteta procjenjena na 40 mlrd $) samo su jedni odekstremnih
pokazatelja jednog od teških zadataka koje preuzimaju aktuari u
praksi - izmeduostaloga, trebaju procijeniti rizik i procijeniti
optimalnu visinu premija kako bi se izbjeglapropast osiguravajućeg
društva u slučaju ovakvih katastrofa.

Ukupni iznos šteta u odredenom vremenskom periodu je od
fundamentalnog značaja zapravilno vodenje osiguravajućeg
društva. Ono što je bitna činjenica je da se
pojavljivanješteta, odnosno vremena dolazaka šteta i iznosi
šteta mogu proučavati odvojeno. Stoga, štetanastaje po nekom
jednostavnom modelu vremenskog pojavljivanja dogadaja, a tada se
iznosštete modelira jednom od distribucija koje dobro opisuju
iznos štete.

Mnogi oblici neživotnog osiguranja, kao na primjer osiguranje
motornih vozila, osiguranjenekretnina, osiguranje u slučaju
požara itd., mogu se smatrati kratkoročnim ugovorima.Kratkoročni
osiguravateljni ugovor ima sljedeća svojstva:

- polica traje fiksno i relativno kratko vremensko razdoblje,
tipično jednu godinu,

- osiguravajuće društvo prima od osiguranika premiju,

- za uzvrat, osiguravatelj isplaćuje štete nastale po polici
za vrijeme trajanja police.

Važno obilježje kratkoročnog osiguravateljnog ugovora je to
da je premija odredena narazini pokrića šteta nastalih samo za
vrijeme trajanja police. To je u suprotnosti s policamaživotnog
osiguranja gdje porast intenziteta smrtnosti s dobi znači da će
godǐsnje premijeu ranim godinama biti vǐse nego dovoljne za
pokriće očekivanih šteta u ranim godinama.Vǐsak iznosa se tada
akumulira kao pričuva za upotrebu u kasnijim godinama kada će
samepremije biti nedovoljne za pokriće očekivanih troškova
štete.

Napomenimo samo kako promatrani modeli za kratkoročno
osiguranje sadrže cijeli nizpojednostavljenja u odnosu na stvarno
osiguranje. Kao što navodi Thomas Mikosch (Mi-kosch, [9]): ”Modeli
trebaju biti pojednostavljeni što je vǐse moguće, ali ne vǐse
od toga.”Prvo od njih je što u praksi distribucije šteta nisu
poznate nego ih je potrebno procijeniti iznekih relevantnih
podataka. Drugo pojednostavljenje je da se štete rješavaju manje
vǐse od-mah nakon što nastaju, tako da je, na primjer,
osigurateljev profit poznat na kraju godine.U praksi postoji barem
kratka odgoda u rješavanju šteta, a u nekim slučajevima
odgodamože iznositi i vǐse od godinu dana. Zatim, modeli
općenito ne spominju troškove rješavanjašteta, promjenu stope
inflacije, promjenu kamatne stope itd.
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1903. godine švedski aktuar Filip Lundberg postavio je temelje
moderne teorije rizika.Teorija rizika je, kao što smo već
napomenuli, sinonim za matematiku neživotnog osigura-nja, koja se
suočava s modeliranjem šteta koje osiguravajućem društvu stižu
na naplatu tesavjetovanjem o visini premije kako bi se izbjegla
propast, odnosno bankrot osiguravajućegdruštva.

Primjer 3.1. (Lundbergov osnovni model) Jedan od Lundbergovih
glavnih doprinosa jejednostavni model koji je kadar opisati
dinamičnost homogenog osiguravateljskog portfelja,pri čemu
mislimo na portfelj ugovora, odnosno portfelj polica osiguranja za
slične rizike, kaošto su npr. osiguranje automobila za odreden
tip automobila, osiguranje nekretnine u slučajupoplave itd.
Lundberg je pretpostavio sljedeće:

1) štete (zahtjevi za isplatu) stǐzu u vremenima 0 < T1 ≤
T2 ≤ · · · koje nazivamo dolaznimvremenima,

2) šteta koja stǐze u vremenu Ti ima iznos Xi. Niz (Xi, i ∈ N)
čine nezavisne, nenegativne,jednako distribuirane slučajne
varijable,

3) slučajni procesi dolaznih vremena (Ti, i ∈ N) i iznosa
šteta (Xi, i ∈ N) su medusobnonezavisni.

Homogenost se manifestira u svojstu nezavisnosti i jednakoj
distribuiranosti niza (Xi, i ∈ N).Pretpostavka o nezavisnosti
vremena dolaska štete i njenog iznosa sasvim je prirodna

i na intuitivnoj razini, a u velikoj mjeri čini život aktuara
puno lakšim. Uz niz vremena(Ti : i ∈ N) vežemo njegov brojeći
proces

Nt =∑i∈N

1{Ti≤t} = #{i ∈ N : Ti ≤ t}, t ∈ [0,∞〉

tj. Nt je broj šteta do trenutka t. Još važnijii proces sa
stajalǐsta osiguravajućeg društva jeproces ukupnih šteta do
trenutka t definiran sa:

St =Nt∑i=1

Xi =∞∑i=1

Xi1[0,t](Ti), q ≥ 0.

Naš prvi zadatak će biti modeliranje brojećeg procesa {Nt : t
≥ 0} Lévyjevim procesima,gdje ćemo ukazati na važnost
Poissonovog procesa u teoriji rizika te ćemo navesti
najčešćekorǐstene distribucije za modeliranje visine šteta.
Nakon toga, modelirat ćemo proces {St : t ≥0}, opet u okviru
Lévyjevih procesa, kako bismo u sljedećem poglavlju modelirali
vjerojat-nost propasti kao globalnu mjeru rizika.

U teoriji razlikujemo dva specijalna modela kratkoročnih
osiguravateljnih ugovora:

1) modeli kolektivnog rizika koji imaju iste pretpostavke kao i
Lundbergov model, jedinošto se štete prate u fiksnom periodu,

2) modeli individualnog rizika koji se od gornjeg modela
razlikuju po tome što:

- dopuštaju najvǐse jednu štetu po osiguraniku u danom
periodu,

- pretpostavljaju fiksan broj polica N ,

- ne pretpostavljaju da su različite štete jednako
distribuirane.

Mi ćemo proučavati modele kolektivnog rizika.
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3.2 Modeliranje brojećeg procesa šteta

Poissonov proces definiran u 2. poglavlju ima glavnu ulogu u
matematici osiguranja, dugutradiciju u primjenjenoj teoriji
vjerojatnosti i teoriji stohastičkih procesa. Nešto kasnijena
primjeru ćemo vidjeti kako je on glavni dio i jednog od
najbitnijih modela u matema-tici osiguranja, tj.
Cramér-Lundbergovog modela s kojim smo se već intuitivno upoznali
uprethodnom poglavlju. Poissonov proces će biti model za brojeći
proces šteta, dok ćemosloženi Poissonov proces iskoristiti za
modeliranje ukupnog iznosa šteta. Iako ćemo se kon-kretno
fokusirati na homogeni Poissonov proces, budući da smo pokazali
kako on pripadabogatoj klasi Lévyjevih procesa, napomenimo kako u
kontekstu osiguranja, slučaj kada λnije konstanta, odnosno kada
Poissonov proces nije homogen, takoder ima veliku primjenu.Može se
vezati uz sezonske efekte ili trendove, npr. Mikosch [9] navodi
kako je pokazanoda se u Danskoj vǐse automobilskih nesreća dogada
zimi nego ljeti, zbog loših vremenskihuvjeta. U modernom
aktuarstvu navodi se takoder kako kombiniranje Poissonovog procesa
sBrownovim gibanjem vodi puno realističnijim modelima. No, budući
da je naš krajnji zada-tak modeliranje vjerojatnosti propasti
Lévyjevim procesima, fokusirat ćemo se na homogeniPoissonov
proces te ćemo za početak pokazati još neka od njegovih brojnih
teoretskih svoj-stava, kako bismo ukazali na njegovu primjerenost i
korisnost pri modeliranju.

Krenimo za početak od same Poissonove distribucije. Ukoliko
slučajna varijabla X imaPoissonovu distribuciju s parametrom λ
> 0, tj. kraće pǐsemo X ∼ P(λ), znamo kako onaima svojstvo da
je

λ = E[X] = V ar(X),

tj. da je ona potpuno odredena svojim očekivanjem. Analogno,
Poissonov proces N ={Nt : t ≥ 0} potpuno je odreden poznavanjem
njegove funkcije očekivanja, budući da tadaznamo odrediti sve
njegove konačnodimenzionalne distribucije jer su one
distribucijekonačnodimenzionalnih slučajnih vektora (Nt1 , . . .
, Ntn), za sve moguće izbore t1, . . . , tn > 0,takvih da je t1
< t2 < . . . < tn, za svaki n ∈ N.Definicija 3.2. Za
slučajni proces X = {Xt : t ∈ T} takav da je E[|Xt|] < ∞
definiramofunkciju očekivanja slučajnog procesa µX : T → R sa

µX(t) = E[Xt].

Ukoliko je N = {Nt : t ≥ 0} homogeni Poissonov proces s
intenzitetom λ > 0, po njegovojdefiniciji je Nt ∼ P(λt) pa je
stoga

µN(t) = E[Nt] = λt, ∀t > 0.

Neka su t1, . . . , tn takvi da je t1 < t2 < · · · <
tn


	
Jednako zanimljiva činjenica je da homogeni Poissonov proces
posjeduje Markovljevosvojstvo.

Definicija 3.3. Za slučajni proces X = {Xt : t ∈ T} sa skupom
stanja S kažemo da posjedujeMarkovljevo svojstvo ukoliko je

P (a < Xt ≤ b|Xt1 = x1, . . . , Xtn = xn) = P (a < Xt ≤
b|Xtn = xn)

za t1 < t2 < . . . < tn < ∞ i x1, . . . , xn ∈ S za
koje su gornje uvjetne vjerojatnosti dobrodefinirane.

Kod homogenog Poissonovog procesa, ovo je jednostavna posljedica
nezavisnosti prirasta.

P (Ntn = k1 + . . .+ kn|Nt1 = k1, . . . , Ntn−1 = k1 + · · ·+
kn−1) == P (Ntn = k1 + . . .+ kn|Nt1 = k1, . . . , Ntn−1−tn−2 =
kn−1)

=P (Ntn−tn−1 = kn, Nt1 = k1, . . . , Ntn−1−tn−2 = kn−1)

P (Nt1 = k1, . . . , Ntn−1−tn−2 = tn−1)

=P (Ntn−tn−1 = kn)P (Nt1 = k1, . . . , Ntn−1−tn−2 = kn−1)

P (Nt1 = k1, . . . , Ntn−1−tn−2 = tn−1)

= P (Ntn−tn−1 = kn)

= P (Ntn−tn−1 = kn|Ntn−1 = k1 + · · ·+ kn−1) (zbog
nezavisnosti)= P (Ntn = k1 + . . .+ kn|Ntn−1 = k1 + · · ·+
kn−1).

Drugim riječima, ponašanje homogenog Poissonovog procesa u
neposrednoj budućnosti,uvjetno na poznatu sadašnjost i prošlost,
jednako je ponašanju procesa u neposrednojbudućnosti uvjetno na
poznatu sadašnjost. Prošlost i budućnost homogenog
Poissonovogprocesa uvjetno su nezavisne. U našem slučaju, broj
pristiglih šteta u bliskoj budućnostiuvjetno na poznati broj
šteta u sadašnjosti i prošlosti jednak je broju pristiglih
šteta u bli-skoj budućnosti uvjetno na poznati trenutni broj
šteta.Promotrimo sada dolazna vremena 0 < t1 < t2 < . . .
< tn 0.Slučajni proces W = (Wn, n ∈ N) kojim modeliramo vremena
protekla izmedu(n−1)−ve i n−te realizacije promatranog dogadaja
(medudolazna vremena) čine nezavisne,eksponencijalno distribuirane
slučajne varijable s parametrom λ.

Dokaz: Pokazat ćemo da su prve tri varijable eksponencijalno
distribuirane s parametromλ i medusobno nezavisne, za ostale
slijedi analogno. Označimo redom:

W1 = vrijeme proteklo do 1. realizacije

W2 = vrijeme proteklo od 1. do 2. realizacije

W3 = vrijeme proteklo od 2. do 3. realizacije

...
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Odredimo distribucije od W1,W2 i W3.

P (W1 > t) = P (Nt = 0) = e−λt, t > 0,

P (W1 ≤ t) = 1− e−λt, t > 0,

što je funkcija distribucije eksponencijalne slučajne varjable
pa zaključujemo da jeW1 ∼ Exp(λ). Jednako tako je

P (W2 > t) = E[1{W2>t}] = E[E[1{W2>t}|W1]

]= (∗)

E[E[1{W2>t}|W1 = s]

]= P (W2 > t|W1 = s), s < t,= P (Ns+t −Ns = 0|Ns = 1)

=P (Ns+t −Ns = 0, Ns = 1)

P (Ns = 1)

=P (Nt = 0)P (Ns = 1)

P (Ns = 1)

= P (Nt = 0)

= e−λt, t > 0

(∗) = e−λt

P (W2 ≤ t) = 1− e−λt, t > 0,

što je opet funkcija distribucije eksponencijalne slučajne
varijable pa zaključujemo da je iW2 ∼ Exp(λ). Analogno imamo:

P (W3 > t) = E[1{W3>t}] = E[E[1{W3>t}|W2]

]= (∗)

E[E[1{W3>t}|W2 = s]

]= P (W3 > t|W2 = s), s < t,= P (Ns+t −Ns = 0|Ns = 2)

=P (Ns+t −Ns = 0, Ns = 2)

P (Ns = 2)

=P (Nt = 0)P (Ns = 2)

P (Ns = 2)

= P (Nt = 0)

= e−λt, t > 0

(∗) = e−λt

P (W3 ≤ t) = 1− e−λt, t > 0,

odnosno, opet je i W3 ∼ Exp(λ). Preostalo nam je još pokazati
da niz čine nezavisne varija-ble. Pokazat ćemo nezavisnost
slučajnih varijabli W1 i W2, ostale slijede analogno. Znamo
danezavisnost slučajnih varijabli W1 i W2 možemo iskazati u
terminima uvjetnih funkcija distri-bucija, odnosno slučajne
varijable W1 i W2 su nezavisne ukoliko je FW2|W1(t|s) = FW2(t),
pričemu je FW2|W1 uvjetna funkcija distribucije slučajne
varijable W2 uz uvjet W1, dok je FW2funkcija distribucije slučajne
varijable W2 za koju znamo da ima eksponencijalnu distribucijus
parametrom λ > 0. Stoga je

FW2|W1(t|s) = P (W2 ≤ t|W1 = s) = 1− e−λt = FW2(t),
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iz čega zaključujemo nezavisnost varijabli W1 i W2.

�

Pokazali smo da je niz medudolaznih vremena niz nezavisnih,
eksponencijalno distribuira-nih slučajnih varijabli s parametrom
λ. Sjetimo se da smo takoder pokazali da Poissonovproces posjeduje
Markovljevo svojstvo. Naime, to je u interpretaciji usko povezano i
s ni-zom medudolaznih vremena koji nasljeduje od eksponencijalne
distribucije jedno zanimljivosvojstvo koje nazivamo svojstvo
”zaboravljanja”. Naime, zbog nezavisnosti i stacionarnostiprirasta
odgovarajućeg homogenog Poissonovog procesa, proces W = (Wn, n ∈
N) se u sva-kom trenutku ”vjerojatnosno restartira”, tj. nezavisan
je o svemu prije. Kažemo da procesW = (Wn, n ∈ N) nema memoriju
ili pamćenje. Za varijablu Wi, i ∈ N vrijedi:

P (Wi > s+ t|Wi > s) =P (Wi > s+ t,Wi > s)

P (Wi > s)

=P (Wi > s+ t)

P (Wi > s)

=e−λ(s+t)

e−λs

= e−λt

= P (Wi > t), 0 < s < t 0, proces dolaznih vremenaT =
(Tn, n ∈ N) definiran s:

T1 = W1

T2 = W1 +W2...

Tn =n∑i=1

Wi

...

Sada možemo odrediti distribuciju dolaznih vremena.

Teorem 3.5. Neka je N = {Nt : t ≥ 0} homogeni Poissonov proces s
intenzitetom λ > 0, pričemu je W = (Wn, n ∈ N) odgovarajući
proces medudolaznih vremena, a T = (Tn, n ∈ N)pripadni proces kojim
modeliramo dolazna vremena. Tada slučajna varijabla

Tn =n∑i=1

Wi
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ima gama distribuciju s parametrima n ∈ N i λ > 0, tj.

fTn(t) =λn

Γ(n)e−λttn−11[0,∞〉(t)

i pǐsemo Tn ∼ Γ(n, λ).Dokaz: Neka je FTn funkcija distribucije
slučajne varijable Tn. Tada vrijedi

FTn(t) = P (Tn ≤ t)= P (Nt ≥ n)

=∞∑k=n

P (Nt = k)

=∞∑k=n

(λt)k

k!e−λt, t > 0,

iz čega slijedi

fTn(t) =

ddt∞∑k=n

(λt)k

k!e−λt, t > 0

0, t ≤ 0=

ddt(

1−n−1∑k=0

(λt)k

k!e−λt

), t > 0

0, t ≤ 0= (∗)

d

dt

(1−

n−1∑k=0

(λt)k

k!e−λt

)=

d

dt

(1− e−λt −

n−1∑k=1

(λt)k

k!e−λt

)

= λe−λt −n−1∑k=1

kλ(λt)k−1

k!e−λt +

n−1∑k=1

(λt)k

k!λe−λt

=n−1∑k=0

(λt)k

k!λe−λt −

n−1∑k=1

(λt)k−1

(k − 1)!λe−λt

=n−1∑k=0

(λt)k

k!λe−λt −

n−2∑k=0

(λt)k

k!λe−λt

=n−2∑k=0

(λt)k

k!λe−λt +

(λt)n−1

(n− 1)!λe−λt −

n−2∑k=0

(λt)k

k!λe−λt

=(λt)n−1

(n− 1)!λe−λt

=λn

Γ(n)e−λttn−1, t > 0,

(∗) = λn

Γ(n)e−λttn−11[0,∞〉(t),

što je i trebalo dokazati.

�

Osim toga, htjeli bismo poznavati i distribuciju slučajnog
vektora (T1, . . . , Tn) uz poznatbroj šteta pristiglih do
trenutka t. Drugim riječima, za dani N = {Nt : t ≥ 0}
homogeniPoissonov proces s intenzitetom λ > 0, cilj nam je
odrediti uvjetnu distribuciju slučajnogvektora (T1, . . . , Tn), n
∈ N, uvjetno na Nt.
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Lema 3.6. Neka je Neka je N = {Nt : t ≥ 0} homogeni Poissonov
proces s intenzitetomλ > 0, pri čemu je W = (Wn, n ∈ N)
odgovarajući proces kojim modeliramo pripadnamedudolazna vremena.
Tada je za 0 ≤ s ≤ t

P (W1 < s|Nt = 1) =s

t.

Dokaz: Kako homogeni Poissonov proces ima nezavisne priraste,
slijedi da je

P (W1 < s|Nt = 1) =P (W1 < s,Nt = 1)

P (Nt = 1)

=P (Ns = 1, Nt −Ns = 0)

P (Nt = 1)

=P (Ns = 1)P (Nt −Ns = 0)

P (Nt = 1)

=λse−λse−λ(t−s)

λte−λt

=s

t.

�

Prethodna lema nam kaže kako vrijeme dolaska štete, uz uvjet
da je samo jedna štetapristigla u intervalu [0, t], ima uniformnu
distribuciju na [0, t]. Ovo nam je i na intuitivnojrazini jasno, no
pitanje je, što ako promjenimo uvjet u općenitiji izraz Nt = n,
što tadamožemo reći o uvjetnoj distribuciji slučajnog vektora
(T1, . . . , Tn)?

Propozicija 3.7. Neka je N = {Nt : t ≥ 0} homogeni Poissonov
proces s intenzitetomλ > 0, pri čemu je W = (Wn, n ∈ N)
odgovarajući proces medudolaznih vremena, a T =(Tn, n ∈ N)
pripadni proces kojim modeliramo dolazna vremena. Za svaki t > 0
i za svakin ∈ N, uvjetna funkcija gustoće slučajnog vektora (T1,
. . . , Tn) uz uvjet Nt = n dana jeizrazom

fT1,...,Tn|Nt(t1, . . . , tn|n) = n!1

tn,

pri čemu je 0 < t1 < . . . < tn < t 0 takve da
vrijedi 0 < t1 < t1 + h1 < t2 < t2 + h2 < t te
koristimosvojstva nezavisnosti i stacionarnosti prirasta danog
Poissonovog procesa. Slijedi kako je

P (t1 < T1 < t1 + h1, t2 < T2 < t2 + h2|Nt = 2)
=

=P (Nt1 = 0, Nt1+h1 −Nt1 = 1, Nt2 −Nt1+h1 = 0, Nt2+h2 −Nt2 = 1,
Nt −Nt2+h2 = 0)

P (Nt = 2)

=e−λt1λh1e

−λ(t1+h1−t1)e−λ(t2−(t1+h1))λh2e−λ(t2+h1−t2)e−λ(t−(t2+h2))

e−λt(λt)2

2!

=2!

t2h1h2

Dijeljenjem s h1h2 i promatranjem limesa h1h2 → 0 dobivamo
traženi rezultat.

�
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Dokazano svojstvo povezano je s tzv. svojstvom statistike
poretka koje na jedan načinkarakterizira Poissonov proces.
Prisjetimo se najprije osnovnih pojmova iz statistike kakobismo
imali jasno definiranu statistiku poretka. Za početak,
pretpostavimo kako imamoodredenu količinu podataka i na osnovu tih
podataka želimo izgraditi model i donositi za-ključke. Statistika
se prvenstveno bavi upravo takvim situacijama, u kojima se
pojavljivanjenekog dogadaja ne može predvidjeti sa sigurnošću.
Cijeli skup jedinki naziva se populacija.Podaci se mjere na jednom
dijelu populacije koji se naziva uzorak. Ukoliko svaka jedinkaima
jednaku šansu biti izabrana u uzorak, tada uzorak nazivamo
slučajni uzorak. Najjed-nostavniji model je tzv. model
jednostavnog slučajnog uzorka, pri čemu imamo podatkex1, . . . ,
xn koji predstavljaju realizacije iste slučajne varijable u n
nezavisnih ponavljanjai opažanje (x1, . . . , xn) je realizacija
slučajnog vektora (X1, . . . , Xn) kojeg čine nezavisne,jednako
distribuirane slučajne varijable. U statistici, baza podataka
predstavlja jednu reali-zaciju slučajnog vektora definiranog na
nekom vjerojatnosnom prostoru (Ω,F , P ). Slučajnivektor odreden
je svojom funkcijom distribucije F , odnosno gustoćom f ako se
radi o apso-lutno neprekidnom slučajnom vektoru.

Definicija 3.8. Statistički model P je familija dozvoljenih
funkcija distribucije slučajnogvektora. Ako je familija P odredena
do na neki p-dimenzionalni parametar θ, onda kažemoda je model
parametarski

P = {Fθ : θ ∈ Θ ⊆ Rd}.

U suprotnom kažemo da je model neparametarski.

Definicija 3.9. Neka je P statistički model. Ako P čine
funkcije distribucije slučajnogvektora (X1, . . . , Xn) čije su
komponente medusobno nezavisne i jednako distribuirane s
dis-tribucijom G, kažemo da je P statistički model jednostavnog
slučajnog uzorka (pǐsemo j.s.u.)iz distribucije G.

Definicija 3.10. Neka je t : Rn → Rk izmjeriva funkcija i X =
(X1, . . . , Xn) slučajni uzorak,X : Ω→ Rn. Kompozicija funkcija T
= t ◦X : Ω→ Rk zove se statistika.Vidimo kako je statistika
funkcija slučajnog uzorka, odnosno ona je slučajni vektor.

Označimo sortirani slučajni uzorak s X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤
X(n). Tada se

i) X(1) naziva minimalna statistika poretka ,

ii) X(k) naziva k-ta statistika poretka, 2 ≤ k ≤ n− 1

iii) X(n) naziva maksimalna statistika poretka.

Iskažimo pomoćnu lemu iz koje će direktno slijediti dokaz
svojstva statistike poretkahomogenog Poissonovog procesa pa ga
stoga nećemo izvoditi.

Lema 3.11. Neka je (X1, . . . , Xn) slučajni vektor, pri čemu
su slučajne varijable X1, . . . , Xnnezavisne i jednako
distribuirane sa zajedničkom funkcijom gustoće f . Funkcija
gustoćeslučajnog vektora (X(1), . . . , X(n)) tada je dana s

fX(1),...,X(n)(x1, . . . , xn) = n!n∏i=1

f(xi)1{x1


	
Napomenimo kako je nosač funkcije gustoće fX(1),...,X(n) dan
s

Cn = {(x1, . . . , xn) : x1 ≤ . . . ≤ xn} ⊂ Rn.

a egzistencija funkcije gustoće fX(1),...,X(n) povlači kako su
svi elementi iz uzorka različiti g.s.pa u definiciji skupa Cn ”≤”
možemo zamjeniti s ” 0, pri čemu je W = (Wn, n ∈ N) odgovarajući
procesmedudolaznih vremena, a T = (Tn, n ∈ N) pripadni proces kojim
modeliramo dolazna vre-mena. Tada je uvjetna funkcija gustoće
slučajnog vektora (T1, . . . , Tn) uz uvjet Nt = n,jednaka
uvjetnoj funkciji gustoće slučajnog vektora (Y(1), . . . , Y(n)),
pri čemu je (Y1, . . . , Yn)slučajni vektor koji se sastoji od
nezavisnih, uniformno distribuiranih slučajnih varijabli
naintervalu [0, t], odnosno:

(Y(1), . . . , Y(n))d= (T1, . . . , Tn)

tj. iskazano u terminima funkcije gustoće je

fT1,...,Tn|Nt(t1, . . . , tn|n) =n!

(λt)n

n∏i=1

λ =n!

tn,

pri čemu je 0 < t1 < . . . < tn < t.

Za dokaz teorema pogledati ([8] T. Mikosch, Non-Life Insurance
Mathematics, An Intro-duction with the Poisson Process , str.
12-13, teorem 1.10, primjer 1.11).

Osvrtom na prethodnu lemu te lemu 3.10 zbilja vidimo kako je
gornjim izrazom danazajednička funkcija gustoće niza Y(1), . . .
, Y(n) pri čemu su Y1, . . . , Yn nezavisne,
uniformnodistribuirane slučajne varijable na intervalu [0, t].
Primjetimo i kako ova osobina ne ovisio veličini iznosa
intenziteta λ > 0, nego ovisi isključivo o duljini promatranog
intervala iuvjetnim brojem realizacija unutar tog intervala.

Zadnje u nizu teoretskih svojstava homogenog Poissonovog procesa
koje ćemo promatratije njegova pripadnost klasi tzv. procesa
obnavljanja.

Definicija 3.13. Neka je (Wi, i ∈ N) niz nezavisnih, jednako
distribuiranih, nenegativnihslučajnih varijabli. Tada slučajnu
šetnju (Tn, n ∈ N0) zadanu s

T0 = 0, Tn = W1 + · · ·+Wn, n ≥ 1,

nazivamo niz obnavljanja, a brojeći proces

Nt = max{i ≥ 1: Ti ≤ t}, t ≥ 0,

je odgovarajući proces obnavljanja.

Procesi obnavljanja modeliraju dogadaje koji se javljaju na
slučajan način u vremenskimtrenucima, pri čemu su vremena izmedu
dva dogadaja nezavisna i jednako distribuirana. Upodručju
neživotnog osiguranja navedene vremenske trenutke interpretiramo
kao vremena
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dospijeća zahtjeva za isplatu štete. Pokazali smo da u
slučaju homogenog Poissonovog pro-cesa s intenzitetom λ > 0,
dolazna vremena šteta imaju eksponencijalnu distribuciju s
para-metrom λ te su medusobno nezavisna. U općem slučaju,
eksponencijalnu distribuciju izmedudva dolazna vremena možemo
zamjeniti bilo kojom distribucijom na intervalu [0,∞〉 kakobismo
dobili širu klasu, tj. klasu procesa obnavljanja, no jednako tako
primjećujemo da uko-liko medudolazna vremena nemaju
eksponencijalnu distribuciju, time gubimo stacionarnosti
nezavisnost prirasta čime izlazimo iz područja modeliranja
Lévyjevim procesima, stoga senjima nećemo posebno baviti.

3.3 Modeliranje iznosa šteta

Cilj je opisati varijaciju u iznosima šteta nalaženjem
distribucije šteta koja adekvatno opisujestvarne štete koje se
pojavljuju. Za opis distribucija slučajnih varijabli upotrebljava
se nizstatističkih tehnika. Uobičajeno se to može napraviti na
dvije razine. Na prvoj razini sepretpostavlja da se štete
pojavljuju kao realizacije iz poznate distribucije pa bi
poznavanjeprocesa šteta u tom slučaju bilo potpuno i zanimanje bi
se usredotočilo na posljedice u osi-guranju. Na primjer, moguće
je pretpostaviti da logaritam iznosa šteta slijedi, do
razumneaproksimacije, normalnu distribuciju s poznatim očekivanjem
i poznatom varijancom. No,točne distribucije šteta skoro nikad
neće biti poznate u praksi. Na drugoj razini standardna jemetoda
pretpostaviti da je distribucija šteta član neke parametarske
familije. U tom slučajuse moraju procjeniti parametri familije
korǐstenjem podataka o iznosima šteta pomoću odgo-varajuće
metode kao što su najčešće korǐstena metoda maksimalne
vjerodostojnosti, metodamomenata i metoda percentila. Prilagodba
distribucije može se formalno testirati primjenomχ2 ili
Kolmogorov-Smirnovljevog testa. Provedena su mnoga istraživanja o
vrsti distribucijekoja se može koristiti za opis varijacija u
iznosima štete.

U ovom radu nećemo se detaljno baviti tim problemom, budući da
nam je krajnji cilj ovogpoglavlja modelirati ukupni iznos
pristiglih šteta Lévyjevim procesima, što će bez obzira natip
distribucije iznosa šteta u konačnici opet biti Lévyjev proces,
preciznije složeni Poissonovproces, zbog odabira homogenog
Poissonovog procesa kao brojećeg procesa šteta. Vǐse osamim
tehnikama vidjet ćemo na konkretnim primjerima u praktičnom
dijelu rada, a teorijskaosnova provedene analize može se pronaći
u [3] J. Cariboni, W. Schoutens, Lévy Processesin Credit Risk i
[8] T. Mikosch, Non-Life Insurance Mathematics, An Introduction
with thePoisson Process .

U ovom koraku jedino ćemo ukazati na dvije bitne familije
distribucija i navesti najčešćekorǐstene primjere, jer će se u
konačnici pokazati kako se i vjerojatnost propasti
drugačijeponaša s obzirom na tip familije distribucija. Moramo
posebno voditi računa da distribu-cije koje odaberemo mogu
modelirati i one najveće do tada opažene štete. U suprotnomse
naravno izlažemo velikom riziku. Distribucije se tipično dijele
na one koje imaju teške ilake repove, gdje se pri tome služimo
familijom eksponencijalnih distribucija kao prirodnomgranicom
izmedu ove dvije klase.

Kako su štete u našem modelu uvijek nenegativne slučajne
varijable, nas posebice morabrinuti upravo desni rep njihove
distribucije, tj. ponašanje repne funkcije distribucije

FX(t) = P (X > t) = 1− P (X ≤ t) = 1− FX(t),

za ”velike” t. Jedan od načina za karakterizaciju težine repa
je korǐstenje eksponencijalnedistribucije kao granične.
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Definicija 3.14. Neka je X slučajna varijabla sa funkcijom
distribucije F. Ukoliko je

lim supx→∞

F (x)

e−λx 0,

tada kažemo da je F distribucija s lakim repom, a ukoliko
je

lim infx→∞

F (x)

e−λx> 0, ∀λ > 0

kažemo da je F distribucija s teškim repom.

Kao posebnu klasu distribucija unutar distribucija s lakim
repovima, navest ćemo pri-mjere iz eksponencijalne i gama klase
distribucija kojima modeliramo tzv. male štete unutarmatematike
neživotnog osiguranja, dok se pri modeliranju tzv. velikih šteta
koriste subeks-ponencijalne distribucije kao klasa distribucija s
teškim repovima.

Definicija 3.15. Za slučajnu varijablu X s funkcijom
distribucije F kažemo da imasubeksponencijalnu distribuciju
ukoliko za niz (Xn, n ∈ N) nezavisnih, jednako
distribuiranihslučajnih varijabli s distribucijom F vrijedi

∀n ≥ 2 : limx→∞

P (X1 + · · ·+Xn > x)F (x)

= n,

pri čemu je F repna funkcija distribucije slučajne varijable
X.Slučajna varijabla X ima eksponencijalnu distribuciju s
parametrom λ > 0 ako ima repoblika

FX(t) = e−λt, t > 0.

Eksponencijalna razdioba pripada klasi distribucija s lakim
repovima.

Slučajna varijabla X ima gama distribuciju s parametrima α >
0 i β > 0 koju najjed-nostavnije opisujemo preko funkcije
gustoće koja je dana s

fX(t) =βα

Γ(α)xα−1e−βx, t > 0.

Primjetimo da eksponencijalne razdiobe čine podfamiliju ove
klase ukoliko stavimo α = 1.

Slučajna varijabla X ima Pareto distribuciju s parametrima κ
> 0 i α > 0 ukoliko imarep oblika

FX(t) =

(κ

κ+ t

)α, t > 0.

Ove razdiobe imaju težak rep, posebice za male α. Unatoč tome,
ova familija distribucijatipično dobro opisuje stvarne podatke pa
se često koristi u modeliranju vrlo velikih šteta.

Zadnji primjer koji ćemo navesti je Weibullova distribucija s
paramtrima c > 0 i τ > 0koja je okarakterizirana repom
oblika

F (t) = e−ctτ

, t > 0.

Za τ = 1 dobijemo eksponencijalne razdiobe kao specijalni
slučaj. Za τ > 1 Weibullovadistribucija ima rep lakši od
eksponencijalne, dok je za τ < 1 on teži.
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3.4 Modeliranje ukupnog iznosa pristiglih šteta

Budući da smo brojeći proces šteta odlučili modelirati
homogenim Poissonovim procesom,dobili smo jedan od najpoznatijih i
najprimjenjivijih modela u matematici neživotnog osi-guranja, tzv.
Cramér-Lundbergov model, koji je takoder Lévyjev proces, budući
da smopokazali da složeni Poissonov proces pripada klasi
Lévyjevih procesa.

Primjer 3.16. Cramér-Lundbergov model Ukoliko u Lundbergovom
osnovnom modelubrojeći proces šteta modeliramo homogenim
Poissonovim procesom, dobivamo model kojinazivamo
Cramér-Lundbergov model, odnosno model s pretpostavkama:

• štete (zahtjevi za isplatu) stǐzu u vremenima 0 < T1 ≤ T2
≤ · · · koje modeliramodolaznim vremenima homogenog Poissonovog
procesa,

• šteta koja stǐze u vremenu Ti ima iznos Xi, a niz (Xi, i ∈
N) čine nezavisne, nenega-tivne, jednako distribuirane slučajne
varijable,

• slučajni procesi dolaznih vremena (Ti, i ∈ N) i iznosa šteta
(Xi, i ∈ N) su medusobnonezavisni.

Odnosno, predstavit ćemo proces ukupnog iznosa šteta S = {St :
t ≥ 0} definiranog sa

St =Nt∑i=1

Xi, t ≥ 0,

gdje je brojeći proces {Nt : t ≥ 0} modeliran homogenim
Poissonovim procesom s intenzi-tetom λ > 0 nezavisnim od niza
(Xn, n ∈ N) kojim modeliramo iznose dospjelih šteta čijisu
elementi nezavisni, nenegativni i jednako distribuirani te
pretpostavljamo X0 = 0, g.s.Jedno od najvažnijih pitanja za
osiguravajuće društvo je red veličine od St za zadani modelza S.
Taj podatak potreban je kako bi se utvrdila premija koja pokriva
gubitke predstavljenesa St. U ovom poglavlju predstavit ćemo
jednostavne načine za dobivanje grube procjeneo ukupnom iznosu
šteta. Ti načini obuhvaćaju odredivanje očekivanja i varijance
slučajnevarijable St te zakon velikih brojeva i centralni
granični teorem za St kada t→∞.

Očekivanje ukupnog iznosa šteta lako se računa uz činjenicu
da su slučajni procesi(Ti, i ∈ N) i (X, i ∈ N) nezavisni. Naime,
ukoliko su E[Nt] i E[X1] konačni, tada je

E[St] = E

[E

[Nt∑i=1

Xi | Nt

]]= E[Nt]E[X1] = λtE[X1].

No, samo očekivanje nam ne daje dovoljno podataka o
vjerojatnosnim svojstvima od St,stoga je pogodno znati i varijancu.
Pretpostavimo da su V ar(Nt) i V ar(X1) konačne. Tadavrijedi

V ar(St) = V ar

(Nt∑i=1

Xi | Nt

)

=Nt∑i=1

V ar(Xi|Nt)

= NtV ar(X1|Nt)= NtV ar(X1)
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pa je stoga

V ar(St) = E[NtV ar(X1)] + V ar(NtE[X1])

= E[Nt]V ar(X1) + V ar(Nt)(E[X1])2

= λt[V ar(X1) + (E[X1])2]

= λtE[X21 ].

Na osnovu ovih rezultata zaključujemo kako i očekivanje i
varijanca ukupnog iznosa šteta iz-gledaju kao linearne funkcije od
t. Ovaj podatak može biti iskorǐsten u praksi pri
odredivanjupromjene iznosa premije kako bi se pokrio gubitak.
Premija treba biti linearna rastuća funk-cija s nagibom većim od
λE[X1]. Ovu slutnju opravdat ćemo u idućem poglavlju.

Sada ćemo promotriti asimptotsko ponašanje promatranog procesa
ukupnog iznosa šteta.

Teorem 3.17. Pretpostavljamo Cramér-Lundbergov model.

i) (Jaki zakon velikih brojeva) Ako varijabla kojom modeliramo
vrijeme medudolaskadvije štete Wi i varijabla Xi kojom modeliramo
pripadni iznos štete imaju konačnaočekivanja, tada S zadovoljava
jaki zakon velikih brojeva:

limt→∞

Stt

= λE[X1], g.s.

ii) (Centralni granični teorem) Ako varijabla kojom modeliramo
vrijeme medudolaska dviještete Wi i varijabla Xi kojom modeliramo
pripadni iznos štete imaju konačne varijance,tada S zadovoljava
centralni graničini teorem:

supx∈R

∣∣∣∣∣P(St − λtE[X1]√λt(E[X1])2

≤ x

)− Φ(x)

∣∣∣∣∣→ 0,pri čemu je Φ funkcija distribucije normalne N (0, 1)
distribucije.

Za dokaz teorema vidjeti ([8] T. Mikosch, Non-Life Insurance
Mathematics, An Intro-duction with the Poisson Process , str.
33-34, teorem 2.4).

Jaki zakon velikih brojeva za ukupan iznos šteta je jedan od
važnijih rezultata koje jeiskusilo svako osiguravajuće društvo
od samog osnivanja osiguravateljskih kompanija, navodiMikosch.
Razlog je taj što se jaki zakon velikih brojeva može promatrati u
okviru podatakaiz realnog života. Njegova primjena daje nam
potvrdu da u prosjeku i veliki i mali zahtjevitijekom vremena
konvergiraju k njihovim teoretskim srednjim vrijednostima.
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4 Modeliranje vjerojatnost propasti Lévyjevim proce-

sima

4.1 Proces rizika i vjerojatnost propasti

U aktuarskoj literaturi, često se koristi riječ ”rizik”
umjesto fraze ”portfelj polica”. Zanema-rujući inflaciju i druge
dinamičke promjene u portfelju, ukupna vrijednost šteta u
vremen-skom intervalu [0, t] iznosi

St =Nt∑i=1

Xi, t ≥ 0,

pretpostavljajući model obnavljanja, tj. Lundbergov model, pri
čemu ćemo nakon provedenegeneralizacije precizirati popratne
rezultate za Cramér-Lundbergov model koji nam je odinteresa.
Drugim riječima, (Xi, i ∈ N) je niz nezavisnih, jednako
distribuiranih pozitivnihslučajnih varijabli s funkcijom
distribucije F i nezavisan je od niza (Tn, n ∈ N) zadanog s

T0 = 0, Tn = W1 + · · ·+Wn, n ≥ 1,

pri čemu je (Wn : n ∈ N) niz nezavisnih, pozitivnih, jednako
distribuiranih slučajnih varijablikoje nazivamo vremena
medudolazaka. Tada je brojeći proces

N(t) = #{n ≥ 1: Tn ≤ t}, t ≥ 0,

proces obnavljanja koji je nezavisan od niza (Xi, i ∈
N).Nadalje, pretpostavimo da je u > 0 inicijalni kapital
osiguravatelja. Taj iznos naziva

se početni vǐsak i on je potreban jer buduće premije možda
neće biti dovoljne za pokrićebudućih šteta. Osigurateljev
vǐsak u bilo koje buduće vrijeme t > 0 je slučajna
varijabla,budući da njena vrijednost ovisi o iskustvu o štetama
do trenutka t i taj vǐsak u trenutku toznačavat ćemo s Ut.
Takoder, pretpostavimo da se premije naplaćuju po konstantnoj
stopic > 0, tako da je u intervalu [0, t] na ime premija
naplaćeno ukupno c · t, što nas navodi nadefiniranje funkcije

p(t) = c · t, t ≥ 0,

koju nazivamo prihod od premija. Definiramo Ut izrazom

Ut = u+ p(t)− S(t), t ≥ 0,

koji nam kaže je osiguravateljev vǐsak u trenutku t jednak
početnom vǐsku plus prihod odpremija do trenutka t, umanjen za
ukupni iznos šteta do trenutka t. Uočimo kako su t i
udeterminirane vrijednosti, za dano t je U(t) slučajna varijabla,
jer je S(t) slučajna varijabla.Stoga je U = {Ut : t ≥ 0} slučajni
proces poznat kao proces rizika, proces toka novca iliproces vǐska
prihoda. Sada se postavlja pitanje postoji li neki vremenski
trenutak u kojemdo tada naplaćene premije zajedno s inicijalnim
kapitalom neće biti dostatne za pokrivanjesvih dotadašnjih
ostvarenih šteta i u tom slučaju bismo govorili o propasti
osiguravatelja.Jasno je kako bi u tom trenutku, neka je to trenutak
t, vrijedilo Ut < 0.

Definicija 4.1. Dogadaj kada je vrijednost od U manja od nule
naziva se propast:

propast = {Ut < 0, za neki t > 0}.
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Definicija 4.2. Vrijeme T kada proces rizika prvi puta poprimi
vrijednost manju od nulanaziva se vrijeme propasti:

T = inf{t > 0: Ut < 0}.

Primijetimo da ovako definirana propast u praksi ne znači
nužno i stvarnu propast osi-guravatelja, budući da je on u
mogućnosti povisiti premije ukoliko se proces rizika
prevǐsepribliži nuli ili se gubitak u jedom portfelju može
pokriti zaradom iz preostalih. Jednakotako moguće je da kompanija
ulaže imovinu pa se proces rizika mijenja i zbog prinosa naimovinu
i sl. Unatoč svojoj jednostavnosti, ovaj model daje zanimljiv uvid
u matematikuneživotnog osiguranja. Ono što osiguravatelj želi je
držati vjerojatnost propasti na što nižojvrijednosti ili barem
ispod neke odredene granice. Kako definirati vjerojatnost
propasti?Uočimo da je

propast = {Ut < 0, za neki t > 0}

=⋃t≥0

{Ut < 0}

={

inft≥0

Ut < 0}

= {T 0 | U0 = u) = P (T 0.

Uočimo kako slučajna varijabla T ne mora nužno biti realna
slučajna varijabla. U ovisnostio uvjetima na model obnavljanja,
moguće je da T može poprimiti vrijednost∞ s
pozitivnomvjerojatnošću. Takva slučajna varijabla naziva se
proširena slučajna varijabla. Takoder, iakoi propast i vrijeme
propasti ovise o početnom kapitalu u, uvjet U0 = u u vjerojatnosti
propastije bespotreban budući da je U0 = u g.s. stoga se u
literaturi ova ”uvjetna vjerojatnost” koristisamo kako bi se
naglasilo o kolikoj visini početnog kapitala se radi.

Prema konstrukciji procesa rizika U , propast može nastupiti
jedino u vremenima t = Tnza neki n ≥ 1, budući da su prirasti
procesa U linearni. Niz (UTn : n ∈ N) nazivamo kosturprocesa U.
Koristeći kostur, propast možemo iskazati u terminima vremena
medudolazakaWn, iznosa štete Xn i stope premije c.

Propast ={

inft>0

Ut < 0}

=

{infn≥0

UTn < 0

}=

{infn≥1

[u+ p(Tn)− STn ] < 0}

=

{infn≥1

[u+ cTn −n∑i=1

Xi] < 0

}

budući da jeNTn = #{i ≥ 1: Ti ≤ Tn} = n, g.s.
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uz pretpostavku da je Wj > 0 g.s. za sve j ≥ 1. Uvedimo
sljedeće oznake:

Zn = Xn − cWn, S0 = 0, Sn = Z1 + · · ·+ Zn, n ≥ 1.

Sada slijedi alternativni izraz za vjerojatnost propasti ψ(u) uz
inicijalni kapital u:

ψ(u) = P

(infn≥1

(−Sn) < −u)

= P

(supn≥1

Sn > u

)Sada vidimo kako se i uz jednostavan početni model i sasvim
prirodnu definiciju vjerojatnostipropasti, uz drugačiji pristup
problemu stvari jako zakompliciraju funkcionalima slučajnihprocesa
pa se stoga vjerojatnosti propasti pridaje velika pozornost u
području primjenjenevjerojatnosti.

Pretpostavimo kako očekivanja E[W1] i E[X1] postoje. Sada je
E[Z1] = E[X1]− cE[W1]dobro definirano i konačno. Budući da
slučajna šetnja (Sn, n ∈ N) zadovoljava uvjete jakogzakona
velikih brojeva, slijedi kako

Snn

g.s.→ E[Z1], n→∞

što implicira kako Sng.s.→ ±∞, n → ∞, u ovisnosti je li E[Z1]
pozitivno ili negativno. Iz

toga bismo zaključili da, ukoliko je E[Z1] > 0, propast je
neizbježna bez obzira na visinuinicijalnog kapitala. Našu
intuiciju potvrduje sljedeća propozicija.

Propozicija 4.4. Ukoliko je E[W1] 0 je trivijalan. Pretpostavimo
da je E[Z1] = 0 teV ar(Z1)


	
tada je P (A) ∈ {0, 1}, ∀A ∈ Fω. Stoga je

P (Am ∈ {0, 1}).

Budući da je

P

(lim supn→∞

Z1 + · · ·+ Zn√n

=∞)

= limm→∞

P (Am)

dovoljno je pokazati da je P (An) > 0. Nadalje je

Am =

{lim supn→∞

Z1 + · · ·+ Zn√n

≥ m}

⊆∞⋂n=1

∞⋃k=n

{Z1 + · · ·+ Zk√

k≥ m

}.

Sada zbog centralnog graničnog teorema vrijedi da je

P (Am) ≥ lim supk→∞

P

(Z1 + · · ·+ Zk√

k≥ m

)=

∞∫m

e−x2

2σ2dx√2πσ2

> 0,

pri čemu je σ2 = E[Z21 ].

�

Iz prethodne propozicije slijedi kako bi svako osiguravajuće
društvo trebalo odabratipremiju p(t) = ct na takav način da
vrijedi E[Z1] < 0. Ovo je jedini način na koji je
mogućeizbjegavanje pojavljivanje propasti s vjerojatnošću 1. No,
takoder uočimo kako ovo nijenužan uvjet. Ukoliko je E[Z1] < 0,
to ne znači nužno da do propasti neće doći, budući dane
vrijedi obrat ove propozicije. Slobodno govoreći, ukoliko je E[Z1]
< 0, postoji nada da jeψ(u) < 1.

Definicija 4.5. Kažemo da model obnavljanja zadovoljava uvjet
neto profita ukoliko vrijedi

E[Z1] = E[X1]− cE[W1] < 0.

Uvjet neto profita znači da za danu jedinicu vremena očekivani
iznos štete mora biti manjiod prihoda od premije, što i dalje ne
znači da je izbjegnuta propast, budući da očekivanjeprocesa ne
govori puno o samim fluktuacijama procesa.

Primjer 4.6. Pretpostavimo Cramér-Lundbergov model. Znamo da
je

E[St] = E[Nt]E[X1] = λtE[X1] =E[X1]

E[W1]t.

Ukoliko odaberemo premiju p(t) = ct uz c = E[X1]E[W1]

, tada je E[Z1] = 0 i propast je neizbježnas vjerojatnošću 1.
Uz definiran tzv. sigurnosni koeficijent ρ = c

λE[X1]−1, slijedi kako je uvjet

neto profita zadovoljen za bilo koji u > 0.
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4.2 Granice za vjerojatnost propasti

Cilj nam je odrediti elementarnu gornju granicu vjerojatnosti
propasti ψ(u). Pretpostav-ljamo kako model zadovoljava uvjet neto
profita.

4.2.1 Lundbergova nejednakost

Definicija 4.7. Neka je X slučajna varijabla. Funkcija
izvodnica momenata slučajne vari-jable X je funkcija mX definirana
s

mX(t) = E[etX ],

za sve realne brojeve t za koje gornje očekivanje postoji
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