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Uvod
 Ovaj rad govori o zivotu i djelovanju Euklida, obraduje njegovo najznacajnije djelo Elemente,
 te malo detaljnije obraduje prvu knjigu Elemenata.
 Na pocetku ovog rada, kratko cemo se osvrnuti na aleksandrijsku skolu i njezino djelo-
 vanje, te stvaranje knjiznice i Museuma.
 U prvom poglavlju dajemo kratak pregled o zivotu i stvaralastvu Euklida.
 U drugom poglavlju rijec je Elementima opcenito, sto sadrzi koja knjiga, koliko ima
 definicija, propozicija.
 Trece poglavlje nam donosi kratak pregled nastanka Euklidske geometrije.
 Cetvrto poglavlje obraduje Prvu knjigu Elemenata. Navodi se koliko definicija, propozi-
 cija knjiga sadrzi, navode se postulati, aksiomi i neke propozicije, neke s dokazom, neke bez
 dokaza.
 Petim poglavljem zavrsava obrada prve knjige i to Euklidovim dokazom Pitagorina te-
 orema.
 Aleksandrijska skola
 Prema kraju cetvrtog stoljeca pr.Kr., srediste matematickog zbivanja se pomaknulo iz Grcke
 u Egipat. Nakon bitke kod Chaeronea (Grcka), u kojoj je pobijedio Filip Makedonski 338.
 pr.Kr., dolazi do izumiranja grcke slobode kao i propadanja produktivnih genija na grckom
 tlu.
 Dvije godine kasnije, Filipa su ubili nezadovoljni plemici, a naslijedio ga je njegov sin,
 dvadesetogodisnji Aleksandar Veliki. Aleksandar je pokorio veliki dio tada poznatog svijeta
 unutar 12 godina, tj. do svoje smrti 323. pr.Kr. Buduci da su mu vojnici bili pretezno Grci,
 Aleksandar je prosirio grcku kulturu na veliki dio Bliskog istoka.
 Uslijedilo je novo poglavlje povijesti, poznato kao helenisticko doba, koje je trajalo tri
 stoljeca, sve do uspostave Rimskog carstva.
 Aleksandrov veliki spomenik Egiptu je grad koji i danas nosi njegovo ime, Aleksandrija.
 Buduci da su u pobjednickom pohodu duz Istocnog mediterana unistene mnoge fenicke luke,
 Aleksandar je vidio potencijal za novi pomorski grad blizu najzapadnijeg usca Nila. No, nije
 1
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uspio mnogo uciniti, jer je uskoro krenuo u pohod na Perziju.
 Nakon Aleksandrove smrti, jedan od njegovih vodecih generala je postao guverner Egipta
 i dovrsio je utemeljenje Aleksandrije. Grad je imao izvanredne luke i pristanista za 1200
 brodova, pa je vrlo brzo postao trgovacko srediste svijeta i trgovacko cvoriste Azije, Afrike i
 Europe. Uskoro je Aleksandrija pretekla i Atenu, koja je u meduvremenu postala osiromaseni
 provincijski grad. Iducih gotovo tisucu godina Aleksandrija je bila centar helenisticke kulture.
 Nakon sto su je osvojili Arapi 641. g., te nakon izgradnje Kaira 960. g. i otkrica pomorskog
 puta oko Rta Dobre Nade, Aleksandrija je uvenula.
 Rani Ptolomejci su se posvetili tome da Aleksandriju ucine centrom intelektualnog zivota
 cijelog istocnog Mediterana.
 Ovdje su osnovali veliki centar ucenja u tzv. Museumu (sjedistu Muza), preteci moder-
 nog sveucilista. Vodeci znanstvenici, pjesnici, umjetnici i pisci onoga vremena, dolazili su u
 Aleksandriju na poziv Ptolomeja. U Muzeju su imali slobodu nastaviti svoje ucenje, pristup
 najboljim knjiznicama i priliku raspravljati o temama s drugim ucenjacima. Osim besplat-
 nog smjestaja i hrane te izuzece od poreza, imali su i stipendije, a zauzvrat su morali davati
 redovita predavanja.
 Muzej je bio namijenjen kao institucija za istrazivanje, teznja za ucenjem. Na svom
 vrhuncu, imao je nekoliko stotina strucnjaka, cija je prisutnost privlacila mnoge ucenike koji
 su htjeli razviti svoje talente.
 U povijesti postoji jos samo jedno razdoblje koje se sa svojom produktivnoscu moze
 usporediti s ovim periodom, a to je period od Keplera do Gaussa (1600.-1850.)
 Znanstvenici nisi mogli dugo izdrzati bez knjiga, pa je prva potreba bila prikupiti ruko-
 pise. Kad su oni bili prikupljeni, javila se potreba za zgradom u koju ce ih smjestiti.
 Velika Aleksandrijska knjiznica utemeljena je gotovo istovremeno kad i Muzej, a u njoj
 je bila najveca kolekcija grckih djela. Rukopisi su se trazili po cijelom svijetu, a ako se nisu
 mogli dobili, tada su se posudivali da bi se kopirali. Putnici u Aleksandriju bili su duzni
 predati knjige koje knjiznica nije sadrzavala.
 Najistaknutiji suparnik aleksandrijskoj knjiznici je bila knjiznica u gradu Pergamon, u
 zapadnoj Maloj Aziji. Ljubomorni Ptolomejci su da bi sprijecili kopiranje njihovog blaga,
 zabranili izvoz papirusa iz Egipta. Neki izvori govore da je glavna kolekcija narasla na 500.000
 svitaka u Cezarovo doba (48 pr.Kr.) s dodatnih 200.000 svitaka smjestenih u nadogradeni
 prostor zvan Separeum. Kolekcija knjiznice je dijelom upotpunjena kupovinom privatnih
 zbirki, a najveca privatna zbirka je bila Aristotelova s oko 20000 svitaka.
 2
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Poglavlje 1
 Euklidov zivot i pisanje
 Prije nego je Muzej pao u zaborav, iz njega su izasli mnogi izuzetni znanstvenici (Euklid,
 Ptolomej, Arhimed, Eratosten, Diofant, Apolonije), koji su odredili tijek matematike u iducih
 nekoliko stoljeca. Od tih znanstvenika, Euklid (oko 300. pr.Kr.) se posebno isticao. Buduci
 narastaji su ga zapamtili kao autora Elemenata, najstarije grcke rasprave o matematici u
 cijelosti.
 Slika 1.1: Euklid (330.pr.Kr.-275.pr.Kr.)
 Euklid je zivio od oko 330. do oko 275. pr.Kr. za vrijeme vladavine Ptolomeja Sotera u
 Aleksandriji, kulturnom i znanstvenom sredistu tadasnjeg svijeta. Jedan je od tri najveca
 grcka matematicara (Euklid, Arhimed i Apolonije (3. st. pr.Kr.)) cija su djela vecim dijelom
 i sacuvana. Bio je pristasa Platonove filozofije.
 Smatra se da je matematicko obrazovanje dobio u Ateni kod Platonovih ucenika. Svoju
 je nastavnu i znanstvenu djelatnost razvio kao osnivac i sredisnja licnost matematicke skole
 Museion u Aleksandriji.
 3
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Kao i o drugim velikim matematicarima stare Grcke, o privatnom zivotu Euklida znamo
 vrlo malo, pa cak ni gdje se rodio i gdje je umro. Sigurno je samo da je osnovao skolu i
 poducavao u Aleksandriji, a od Prokla znamo da je zivio tijekom vladavine Ptolomeja 1, sto
 nam govori da je zivio u prvoj polovini treceg stoljeca pr.Kr.
 Takoder je poznato da je ucio matematiku od Platonovih ucenika.
 Postoje 2 anegdote koje nam govore o Euklidovoj osobnosti.
 Prva govori o tome kako je Euklid isao kod faraona Ptolomeja pokazati mu svoje Ele-
 mente. Pritom ga je faraon upitao postoji li laksi nacin da se nauci matematika od proucavanja
 Elemenata. Euklid je na to odgovorio da postoji. Zatim ga je faraon ponovo upitao da li pos-
 toji ”kraljevski” nacin da se nauci matematika?
 Na to je Euklid odgovorio da ne postoji. Onaj tko zeli shvatiti matematiku mora raditi,
 pa tako i kraljevi.
 Druga anegdota se odnosi na mladica koji je poceo uciti matematiku s Euklidom. Nakon
 prvog proucenog teorema, mladic je upitao Euklida sta ce on dobiti tim ucenjem. Nakon
 inzistiranja da znanje vrijedi stjecati radi vlastite koristi, pozvao je slugu i rekao mu da
 da novcic mladicu, buduci da on mora zaraditi od onog sto on nauci. Ukor je vjerojatno
 prilagoden uzrecici Pitagorejskog bratstva koja glasi: ”Dijagram i korak (u znanju), a ne
 dijagram i novac.”
 4
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Poglavlje 2
 Elementi
 Euklidovi Elementi objavljeni su oko 300.g. pr.Kr. Stoljecima su bili nenadmasan uzor stroge
 dedukcije. Sve do 18. stoljeca, a dijelom i u 19. stoljecu, oni su i osnovni udzbenik geometrije.
 Nije se sacuvao izvorni tekst, niti tekstovi iz Euklidova vremena koji bi ukazivali na njih,
 vec samo prijepisi iz kasnijih stoljeca u kojima su sastavljajuci unosili svoje primjedbe i
 poboljsanja.
 Elementi su kompilacija (sazetak) najvaznijih matematickih cinjenica dostupnih u to
 vrijeme. U njima su sadrzana sva saznanja i otkrica do kojih su dosli Euklid i njegovi pretho-
 dnici. Organizirani su u 13 dijelova ili knjiga kako su ih zvali u ono vrijeme.
 Knjige 1 - 4 bave se planimetrijom.
 U 1. knjizi obradena su temeljna svojstva geometrije, Pitagorin poucak, jednakost ku-
 tova, paralelnost te zbroj kutova u trokutu. U 2. knjizi obradene su povrsine trokuta i
 cetverokuta, te zlatni rez. Treca knjiga bavi se krugom, kruznicom te njihovim svojstvima,
 odsjeccima i tangentama. Knjiga 4 bavi se konstrukcijom kruznici opisanih i upisanih trokuta
 te konstrukcijom pravilnih poligona.
 Knjige 5-10 predstavljaju znanje omjerima i razmjerima. Knjiga 5 bavi se omjerima
 velicina. Knjiga 6 obraduje primjenu omjera u geometriji, slicnost trokuta. Knjiga 7 bavi
 se teorijom brojeva (djeljivost, prosti brojevi). U knjizi 8 obradeni su geometrijski redovi.
 Knjiga 9 kombinira rezultate sedme i osme knjige; suma geometrijskog reda. Knjiga 10 bavi
 se s nesumjerljivosti i iracionalnim brojevima.
 Knjige 11 - 13 bave se stereometrijom. U knjizi 11 primijenjeni su rezultati prve do
 seste knjige na prostor. Knjiga 12 obraduje oplosja i volumene stosca, piramide, valjka, sfere.
 Knjiga 13 je generalizacija cetvrte knjige na prostor, upisivanje pet Platonovih pravilnih
 tijela u sferu.
 Euklid zapocinje svaku knjigu definicijama onih pojmova kojima u toj knjizi barata.
 Ukupno u svim knjigama ima 118 definicija, a u prvoj knjizi ima ih 23. Poslije definicija
 Euklid uvodi postulate (5) i aksiome (5). To su tvrdnje koje se usvajaju bez dokaza, a onda
 5
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se iz njih dokazuju propozicije (48).
 Sustavni pregledi geometrije pojavili su se jos u Grckoj u 5 stoljecu pr.Kr., ali nije
 sacuvan ni jedan iz razloga sto su ih sve zamijenili Euklidovi Elementi.
 Iako je veci dio materijala preuzet iz ranijih izvora, sustavna organiziranost, logican
 raspored teorema i razvoj dokaza pokazuju genijalnost autora.
 Euklidova zbirka izoliranih otkrica ujedinjena u jedan deduktivni sustav, temelji se na
 skupu pocetnih postulata, definicija i aksioma. Malo je knjiga koje su bile vaznije u obrazo-
 vanju u zapadnom svijetu od Euklidovih Elemenata.
 U ljudskoj povijesti, Elementi su poslije Biblije najvise proucavano, prevodeno i tiskano
 djelo. Postoji vise od tisucu izdanja Elemenata od prve tiskane verzije 1482. godine, a prije
 toga rukopisne kopije su prevladavale u nastavi matematike diljem Europe.
 Nazalost, nije pronadena ni jedna kopija Elemenata koja datira iz Euklidova doba.
 Do 1800. vecina latinskih i engleskih izdanja temelji se na grckoj reviziji koju je napisao
 Theon Aleksandrijski (oko 365.), 700 godina nakon sto je Euklid napisao Elemente. No 1808.
 otkriveno je da Vatikanski rukopis koji je Napoleon prisvojio za Paris, predstavlja izvorniju
 verziju od Theonove, pa su znanstvenici mogli rekonstruirati izvorni tekst.
 Elementi i danas imaju, kao sto su imali i nekada, velik utjecaj na matematiku, te se
 smatraju temeljem matematike kakvu danas znamo.
 Slika 2.1: Sacuvani fragmenti Euklidovih Elemenata
 6
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Poglavlje 3
 Euklidska geometrija
 Vec vise od dvije tisuce godina, Euklid je uvazeni glasnogovornik Grcke geometrije, najsjaj-
 nije kreacije grckog uma.
 Od njegova vremena, proucavanje Elemenata ili njihovih dijelova je bila osnova liberalnog
 obrazovanja. Generacija za generacijom je smatrala ovo djelo krunom, vrhuncem logike.
 Poznati americki predsjednik Abraham Lincoln je u dobi od 40 godina (dok je jos bio
 odvjetnik), svladao prvih 6 knjiga Elemenata u svrhu treninga svog uma.
 Samo u posljednjih sto godina Elemente su poceli zamjenjivati moderni udzbenici, koji
 se razlikuju od njih u logickom redoslijedu, dokazima propozicija i aplikacijama, ali malo u
 stvarnom sadrzaju. Prvi pravi pedagoski napredak napravio Adrien – Marie Legendre koji
 je u svojoj knjizi El’ements de G’eometrie preuredio i pojednostavio Euklidove propozi-
 cije. Knjiga je dozivjela 12 izdanja, prvo je bilo 1794. a dvanaesto 1823. Ipak Euklidov rad
 uglavnom ostaje vrhunski model knjige ciste matematike.
 Svatko upoznat s intelektualnim procesom, shvaca da Elementi ne mogu biti djelo poje-
 dinca. Euklidov rad je nazalost malo zatamnio nas pogled na rad njegovih prethodnika, tako
 da nije moguce sa sigurnoscu reci koliko je Euklid u usporedbi s njima stvarno napredovao.
 Samo nekoliko teorema, ako i toliko, utvrdenih u Elementima su njegovo vlastito otkrice.
 Njegova velicina ne lezi toliko u doprinosu vlastitim materijalima, koliko u besprijekornoj
 vjestini kojom je organizirao ogromnu kolicinu nepovezanih cinjenica u konacno tretiranje
 grcke geometrije i teorije brojeva.
 Poseban izbor aksioma, raspored propozicija i strogost dokaza su osobito njegovi. Jedan
 rezultat slijedi drugi u strogom logickom redoslijedu, s minimumom pretpostavki i onoga sto
 je suvisno.
 Ugled Elemenata u antickom svijetu je bio tako velik da se njihov autor rijetko kada
 spominjao imenom, nego titulom ”Pisac Elemenata” ili ”Geometar”.
 Euklid je znao da kako bi izbjegao cirkularnost i pruzio polaznu tocku, odredene cinjenice
 7
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o prirodi subjekta morale su se pretpostaviti bez dokaza. Te pretpostavljene cinjenice, izjave
 od kojih su se sve druge dale zakljuciti kao logicne posljedice, zvale su se aksiomi ili postulati.
 U tradicionalnoj upotrebi postulat se gleda kao ocita istina, a trenutni, vise skepticni
 pogled je da su postulati proizvoljne izjave, formulirane apstraktno bez zalbe na njihovu
 istinitost, ali prihvacene bez daljnjeg obrazlozenja kao temelj za rasudivanje.
 Oni su na neki nacin ”pravila igre” iz koje svi odbici mogu nastaviti dalje, oni su temelj
 na kojem lezi cijelo ”tijelo” teorema.
 Euklid je pokusao izgraditi cijelo zdanje grckog poznavanja geometrije, prikljucenog jos
 od Talesova vremena, na 5 postulata i na 5 aksioma. Prva tri postulata su postulati kons-
 trukcije, koji namecu ono sto je dopusteno crtati. Tada je iz ovih 10 pretpostavki izveo
 logican lanac od 465 pretpostavki, upotrebljavajuci ih kao stepenice, u urednoj procesiji s
 jedne dokazane propozicije na drugu.
 Odusevljava koliko toga je objedinio iz nekoliko pomno biranih aksioma.
 8
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Poglavlje 4
 Prva knjiga Elemenata
 Naglo i bez uvoda, prva knjiga Elemenata pocinje s 23 definicije. To ukljucuje npr. Sto
 je tocka? (ono sto nema dijelova) i sto je pravac? (ono sto nema sirine). Popis definicija
 zakljucio je ovom definicijom: ”Paralelne su one duzine koje su u istoj ravnini i neograniceno
 produzene u oba smjera, medusobno se ne sastaju ni u jednom smjeru.”
 Prva knjiga je pisana stilom koji je danas poznat kao (egzaktni) matematicki: definicija
 - aksiom - teorem - dokaz. Knjiga je zbog tadasnjeg nedostatka simbola pisana u potpunosti
 rijecima. Proucavanje geometrijskih prostora je, u pravom smislu te rijeci, pocelo kada je
 Euklid postavio svojih pet aksioma o prostoru. Takav prostor se danas zove euklidski prostor,
 no tokom mnogo godina su se razvili i neeuklidski prostori te jos mnogi drugi.
 Te definicije ne bi bile uzete kao definicije u modernom smislu te rijeci, nego vise kao
 naivni opisi pojmova koristenih u diskusiji. Iako nejasne i u nekim aspektima ne pomagajuce,
 one pomazu stvoriti neke intuitivne slike. Neki tehnicki pojmovi koji su koristeni kao npr. op-
 seg kruga, uopce nisu definirani, dok su neki pojmovi poput romba, ukljuceni medu definicije
 ali se nigdje ne koriste u radu. Neobicno je i to da Euklid iako je definirao paralelne duzine,
 nije dao sluzbenu definiciju paralelograma. Euklid je tada naveo 10 nacela rasudivanja na
 kojima su bazirani dokazi u Elementima, uvodeci ih na sljedeci nacin:
 Postulati
 Neka se postulira:
 1. Da se od svake tocke do svake druge tocke povlaci duzina.
 2. Da se svaka duzina moze produljiti u svakom smjeru.
 3. Da se sa svakim sredistem i svakom udaljenoscu opisuje krug.
 4. Svi pravi kutovi su jednaki.
 9
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5. Duzina koja sijece dvije duzine cini unutarnje kutove s iste strane manjima od dva
 prava kuta, dvije duzine neograniceno produzene, sastaju se s one strane na kojoj su
 kutovi manji od dva prava kuta.
 Postulati su jasno i nedvosmisleno izneseni.
 Prva tri postulata pripisuju se Euklidovim prethodnicima dok se druga dva pripisuju
 Euklidu. Prva tri postulata govore o konstrukciji. Cetvrti i peti postulat govore o zako-
 nitostima. Euklidova odluka da petu tvrdnju ucini postulatom dovela je do stvaranja tzv.
 euklidske geometrije. U 19. stoljecu matematicari su pokusali negirati ovaj postulat zeleci
 istraziti da li ce to dovesti do kontradikcije. Kontradikcije nije bilo, a posljedica je stvaranje
 i proucavanje neeuklidskih geometrija.
 Slijede aksiomi. To nisu svojstva specificno vezana za geometriju, za razliku od postulata,
 nego opce pretpostavke koje matematicarima omogucavaju da grade deduktivnu znanost. U
 prvoj knjizi, njih je takoder pet.
 Aksiomi
 1. Stvari koje su jednake istoj stvari i medusobno su jednake.
 2. Ako se jednakim stvarima dodaju jednake stvari i cjeline su jednake.
 3. Ako se od jednakih stvari oduzmu jednake stvari i ostatci su jednaki.
 4. Stvari koje se jedna s drugom poklapaju medusobno su jednake.
 5. Cjelina je veca od dijela.
 Peti postulat, poznatiji kao Euklidov postulat o paralelama, postao je jedan od najvaznijih
 i najkontroverznijih izjava u matematickoj povijesti. On kaze da ako dva pravca l i l′ sijece
 transverzala t tako da kutovi a i b u zbroju daju manje od dva prava kuta, tada ce se pravci
 l i l′ sastati na onoj strani transverzale na kojoj leze kutovi a i b.
 Slika 4.1: Euklidov postulat o paralelama
 10
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Matematicari (geometri) kojima je smetao 5. postulat, nisu dovodili u pitanje da li je
 njegov sadrzaj matematicka cinjenica. Oni su samo naglasavali da to nije kratka, ocita i
 jednostavna cinjenica, kakvi bi postulati trebali biti; njegova slozenost sugerira da bi to
 trebao biti teorem umjesto pretpostavke.
 Postulat o paralelama je zapravo obrat Euklidove 27. propozicije u Prvoj knjizi Ele-
 menata, tako da bi trebalo biti moguce ga dokazati. Smatralo se da je nemoguce da se
 geometrijska izjava ne moze dokazati, ako je njen obrat moguce dokazati.
 Postoje cak i neke sugestije da Euklid nije bio u potpunosti zadovoljan s 5. postulatom;
 odgadao je njegovu primjenu sve dok vise nije mogao napredovati bez njega, iako bi njegova
 ranija upotreba pojednostavila neke dokaze.
 Gotovo od trenutka kada su se Elementi pojavili pa i dalje kroz 19. stoljece, matematicari
 su pokusavali izvesti postulat o paralelama iz prva 4 postulata, vjerujuci da su ova 4 bila
 dovoljna za potpuni razvoj euklidske geometrije. Svi ti pokusaji da se status poznate tvrdnje
 promijeni iz postulata u teorem zavrsili su neuspjehom, jer je svaki pokusaj lezao na nekoj
 skrivenoj pretpostavci koja je bila ekvivalentna samom postulatu. No ti napori nisu bili
 potpuno uzaludni jer su doveli do otkrica neeuklidske geometrije (geometrije u kojoj vrijede
 svi postulati osim petog i u kojoj su istiniti svi teoremi osim onih baziranih na petom
 postulatu).
 Znak koji pokazuje da je Euklid bio matematicki genij je taj da je on prepoznao da peti
 postulat zahtjeva izricitu izjavu kao pretpostavku, bez formalnog dokaza.
 Detaljna analiza vise od 2000 godina otkrila je brojne nedostatke u Euklidovu tretmanu
 geometrije. Vecina njegovih definicija otvorena je za kritike.
 Zanimljivo je da Euklid, dok je prepoznao potrebu da se skupovi izjava uzmu kao pret-
 postavke o kojima se ne diskutira, nije uocio nuznost nedefiniranih pojmova.
 Definicija nakon svega daje znacenje nekoj rijeci pomocu drugih, jednostavnijih rijeci ili
 rijeci kojima je znacenje vec definirano, jasno. Jasno je dakle da proces definiranja ne moze
 biti nastavljen unatrag bez kraja. Jedini nacin da se izbjegne zacarani krug je da se neki
 pojmovi ostave nedefinirani.
 Euklid je pokusao definirati cijeli tehnicki rjecnik koji je koristio, sto je naravno bilo
 pogresno. To ga je dovelo do nekih zanimljivih i nezadovoljavajucih definicija. Receno nam
 je ne sto su tocka i pravac nego sto oni nisu: ”Tocka je ono sto nema dijela”, ”Pravac
 nema sirine”. Ideje tocke i pravca su najosnovniji pojmovi u geometriji. Mogu se opisati
 i objasniti ali se ne mogu zadovoljavajuce opisati koristeci pojmove jednostavnije od njih.
 Oni su prihvaceni bez stroge definicije, buduci da u samostojecem zadovoljavajucem sustavu
 negdje mora biti pocetak.
 Mozda je najveca zamjerka Euklidu neadekvatnost njegovih aksioma.
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Neke stvari je formalno pretpostavio, dok druge koje su takoder bile bitne za njegov rad
 nije, dapace izostavio je svaki spomen na njih.
 Osim ocitih neuspjeha da navede da tocke i pravci postoje ili da je segment duzine koji
 spaja dvije tocke jedinstven, Euklid je napravio neke takticke pretpostavke koje su kasnije
 koristene u dedukciji, ali nisu odobrene postulatima i ne mogu se izvesti iz njih. Dosta
 Euklidovih dokaza se temelji na rasudivanju iz crteza, a to ga je cesto vodilo na krivi put. To
 je pokazano argumentom u njegovoj prvoj propoziciji (koja je vise problem nego teorem).
 To ukljucuje konstrukciju jednakostranicnog trokuta na danom segmentu kao bazi trokuta.
 Propozicija 1 Za svaku duzinu AB postoji jednakostranican trokut kojemu je ova duzina
 jedna od stranica.
 Dokaz:
 Koristeci 3. postulat, opisemo kruznicu sa sredistem u tocki A, polumjera AB, koji prolazi
 kroz tocku B. Sada opisemo kruznicu sa sredistem u tocki B, polumjera AB koji prolazi
 kroz tocku A. Ove dvije kruznice se sijeku u tocki C. Iz te tocke povucemo segment CA
 i segment CB, tvoreci trokut ABC. Vidimo da je AC = AB i BC = AB jer su radijusi
 iste kruznice (kruga). Zatim slijedi iz aksioma 1 da je AB = BC = AC, pa je trokut ABC
 jednakostranican.
 Slika 4.2: Dokaz 1. propozicije
 �
 Svrha aksiomatske teorije je pruziti sustav zakljucivanja neovisan o intuiciji. Cijela pro-
 pozicija propada ako se krugovi, koji su nam receni da ih konstruiramo, ne sijeku, a ne
 postoji nista u Euklidovim postulatima sto nam garantira da se sijeku.
 Da bi se to ispravilo treba dodati postulat koji jamci kontinuiranost pravca i kruga. Kas-
 nije su matematicari zadovoljavajuce popunili prazninu sljedecim: Ako krug ili pravac ima
 jednu tocku izvan i jednu unutar drugog kruga, tada ima dvije zajednicke tocke s tim kru-
 gom. Sama izjava postulata sadrzi pojmove ”izvana” i ”iznutra” koji se izricito ne pojavljuju
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u Elementima. Ako geometrija treba ispuniti svoju reputaciju logicnog savrsenstva, znacajna
 paznja treba se posvetiti znacenju tih pojmova kao i aksiomima koji ih ureduju. Tijekom
 posljednjih 25 godina 19. stoljeca mnogi matematicari pokusali su dati potpuni iskaz postu-
 lata potrebnih za dokazivanje svih dugo poznatih teorema Euklidske matematike. Pokusali
 su naime, opskrbiti takve dodatne postulate kako bi oni dali jasnocu i formu idejama koje je
 Euklid ostavio intuitivnima.
 Daleko najutjecajnija rasprava o geometriji u modernom vremenu je bilo djelo poznatog
 njemackog matematicara Davida Hilberta (1862.-1943.), koji je radio u nekoliko podrucja
 matematike tijekom duge karijere. 1899. objavio je svoje najznacajnije geometrijsko djelo
 Grundlagen der Geometrie (Temelji geometrije).
 U njoj temelji Euklidsku geometriju na 21 postulatu ukljucujuci 6 nedefiniranih pojmova,
 s kojima bi trebali kontrirati Euklidovim aksiomima i ne definirati ih.
 48 propozicija prve knjige bavi se uglavnom svojstvima pravca, trokutima i paralelogra-
 mima, tj. onime sto danas zovemo elementarna geometrija ravnine.
 Vecina ovog materijala poznata je svim ucenicima koji su u srednjoj skoli ucili osnove
 geometrije. Malo vecu paznju ovdje cemo posvetiti propoziciji 4. Ova propozicija je poznata
 kao ”stranica-kut-stranica” teorem jer sadrzi poznati kriterij sukladnosti trokuta.
 Propozicija 4 Dva su trokuta sukladna ako su im sukladne dvije stranice i kut medu njima.
 Mi koristimo rijec sukladan tamo gdje je Euklid govorio o jednakosti. On je pod dva jednaka
 kuta (dva jednaka segmenta) smatrao da se oni podudaraju. Za nase potrebe bolje je smatrati
 da su kongruentni (podudarni) objekti, objekti koji imaju jednaku velicinu i jednak oblik.
 Euklid je pokusao dokazati ovaj teorem birajuci jedan trokut i stavljajuci ga na drugi trokut
 tako da se preostali dijelovi oba trokuta poklapaju. Njegov argument, koji je vrijedio navodno
 prema aksiomu 4, uglavnom je ovako slijedio:
 Slika 4.3: Sukladni trokuti
 Dani su trokuti ABC i A′B′C ′, AB = A′B′, A = A′, i AC = A′C ′, Pomaknemo trokut
 ABC tako da polozimo tocku A na tocku A′ i stranicu AB na stranicu A′B′. Buduci je
 AB = A′B′, tocka B mora pasti na tocku B′. Zbog A = A′, stranica AC ima isti smjer kao
 i stranica A′C ′, i zbog jednakosti duljina stranica AC i A′C ′, tocka C i C ′ ce se preklopiti,
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tj. pasti jedna na drugu. Nadalje, ako se B i B′ podudaraju i tocke C i C ′ takoder, tada se
 moraju podudarati i segmenti BC i B′C ′. Dva trokuta se podudaraju u svim pogledima, pa
 slijedi da su sukladni.
 Iako se ovaj ”princip superpozicije” moze ciniti dovoljnim radeci s materijalnim troku-
 tima izrazenim od zice ili drveta, njegova legitimnost se dovedi u pitanje radeci s konceptu-
 alnim entitetima cija svojstva postoje samo zato sto se pretpostavlja da postoje.
 Ugledni britanski logicar Bertrand Russell (1872.-1970.) govorio je o superpoziciji kao
 ”tkivu gluposti”. Danasnji matematicari izbjegavaju poteskoce, uzimajuci taj teorem za
 aksiom iz kojih su drugi, sukladni teoremi izvedeni. U svakom slucaju, Euklidov pristup
 problemu podudarnosti je logicno manjkav.
 Mozda najpoznatija od ranijih propozicija Prve knjige je Propozicija 5.
 Propozicija 5 U jednakokracnom trokutu, kutovi uz osnovicu su sukladni.
 (Ovdje se pod kutovima uz osnovicu misli na kutove nasuprot sukladnim stranama).
 Ova propozicija oznacavala je granicu ucenja ”Euklidove” matematike na sveucilistima u
 srednjem vijeku. Povijesno je to poznato pod imenom ”elefunga”, srednjovjekovni pojam koji
 u prijevodu znaci ”bijeg od budale”, jer u tom trenutku studenti obicno prestaju s ucenjem
 geometrije. Jos jedno ime koje se cesto koristi za propoziciju 5 je ”pons asinorum”, latinski
 izraz koji u prijevodu znaci ”Most budale” ili ”Most magaraca”. Ime je mozda sugerirano
 poteskocom koji su pojedini matematicari imali s propozicijom 5; smatrali su da bilo tko,
 tko ne moze nastaviti dalje uciti geometriju zacijelo mora biti budala/lud.
 Drugo tumacenje je da nacrt koji prati Euklidov dokaz slici pokretnom mostu tako
 strmom da ni konj nije mogao prijeci rampu, iako je magarac, zivotinja sigurnih stopala
 mogao. Mozda su samo ”sigurni” studenti mogli nastaviti iza ovog stadija u geometriji. Ovo
 je skraceni dokaz Euklidove propozicije 5.
 Tvrdnja je da u trokutu ABC gdje je AB = AC, ∠ABC = ∠ACB. Da bi to dokazali,
 izaberimo tocke F i G na produzecima stranica AB i AC tako da je AF = AG.
 Tada su trokuti AFC i AGB sukladni (SKS). Zaista, imaju zajednicki kut kod tocke
 A, dok je AC = AB i AF = AG. Po definiciji sukladnosti, svi odgovarajuci dijelovi su
 jednaki, tako da su baze FC i GB jednake te vrijede i jednakosti kutova ∠ACF = ∠ABG i
 ∠AFC = ∠AGB.
 Vazno je napomenuti jos
 FB = AF − AB = AG− AC = GC.
 Namece se zakljucak kako su trokuti BFC i CGB sukladni (SKS), odakle je ∠BCF =
 ∠CBG kao odgovarajuci kutovi.
 Ova zadnja jednakost nam uz cinjenicu da je ∠ABG = ∠ACF govori da je
 ∠ABG− ∠CBG = ∠ACF − ∠BCF,
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Slika 4.4: Propozicija 5
 ili ∠ABC = ∠ACB.
 Postoji i jednostavniji dokaz od ovog koji se pripisuje Papusu Aleksandrijskom (oko
 290.-oko 350.) koji ne zahtijeva nikakve produzetke.
 Bitno uocavanje je da nigdje u izjavi propozicije nije potrebno da dva trokuta budu
 razlicita. Pojedinosti su kako slijede.
 Dani jednakostranican trokut, gdje je AB = AC promatram na dva nacina, jednom je
 to trokut ABC, a drugi put je to trokut ACB. Dakle postoji podudarnost izmedu trokuta
 ABC i ACB s vrhovima A,B i C koji odgovaraju vrhovima A,C i B, redom. Zbog te
 podudarnosti AB = AC, AC = AB i ∠BAC = ∠CAB. Dakle dvije stranice i kut medu
 njima sukladni su dijelovima koji im odgovaraju, odakle su trokuti sukladni.
 To znaci da su svi dijelovi u jednom trokutu jednaki odgovarajucim dijelovima u drugom
 trokutu, i posebno ∠ABC = ∠ACB, sto je i trebalo dokazati.
 Slika 4.5: Sukladni trokuti
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Slika 4.6: Stranica iz prvog tiskanog izdanja Euklidovih Elemenata, tiskanih na latinskom
 1482. god.
 Otkrice o trokutima za koje je Euklid smatrao da je vrlo korisno, te ga je iskoristio u svom
 daljnjem razvoju geometrije je svojstvo vanjskog kuta trokuta. Iduci teorem je utjelovljenje
 prakticki svih Euklidovih aksioma, gotovo svi se upotrebljavaju u njegovu dokazu.
 Propozicija 16 Ako se trokutu produzi jedna stranica, dobiveni vanjski kut veci je od oba
 nasuprotna unutarnja kuta.
 Dokaz:
 Neka je ABC bilo koji trokut i izaberimo tocku D na produzetku stranice BC kroz tocku
 C. Neka je tocka E poloviste stranice AC. Produzimo spojnicu BE do tocke F tako da je
 BE = EF.
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Zbog AE = EC i BE = EF i ∠AEB = ∠FEC (vertikalni kutovi su jednaki po propoz.
 15), trokuti AEB i FEC su sukladni (SKS). Slijedi da je ∠BAE = ∠FCE. Ali prema
 aksiomu 5, cjelina je veca od bilo kojeg svojeg dijela, pa je ∠DCA > ∠FCE. Stoga je
 vanjski kut ∠DCA veci od kuta ∠BAE, a to je njegov nasuprotni unutarnji kut.
 Slika 4.7: Vanjski kut
 Analogno, prosirenjem stranice AC do tocke G, moze se pokazati da je ∠GCB > ∠ABC.
 Kutovi ∠GCB i ∠DCA su kutovi uz transverzalu (stoga su jednaki), pa iz toga odmah slijedi
 da je ∠DCA veci od kuta ∠ABC, svog unutrasnjeg nasuprotnog kuta.
 Osim cinjenice da postojanje polovista prvo mora biti uspostavljeno, glavna slabost ovog
 argumenta je Euklidova pretpostavka iz njegova dijagrama, da ako segment BE produzimo,
 tocka F se uvijek nalazi unutar kuta ∠DCA. Na bazi postulata, za razliku od dijagrama,
 ne postoji nista sto bi opravdalo ovaj zakljucak. Ako umjesto toga nacrtamo dijagram na
 zakrivljenoj povrsini sfere, tada kada se BE prosiri do F, tocka F zavrsava na suprotnoj
 strani sfere, a BF moze biti toliko duga da F pada ”izvan” kuta ∠DCA. Tada je umjesto
 ∠DCA > ∠FCE, samo obrat istinit.
 Slika 4.8: Sfera
 Temeljni problem je da je u izradi ovog dokaza Euklid uzeo zdravo za gotovo da je crta
 beskonacna. Kriticni postulat u vezi ovoga je Postulat 2, koji tvrdi samo da pravac moze
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biti nacinjen kontinuirano – da je bezgranican i beskrajan – ali ne upucuje nuzno na to da je
 beskonacan. Na sferi, gdje ulogu pravca ima veliki krug (krug koji ima isti centar kao i sfera),
 pravac koji krece iz jedne tocke, na kraju ce se i vratiti na tu tocku. Euklid nije razmisljao
 o takvoj mogucnosti, pa nije imao zamjerke u postupku temeljenom na postulatu 2.
 Prvih 26 propozicija Elemenata razvija teoreme o sukladnosti trokuta, o jednakokracnim
 trokutima i konstrukciji okomica. Bazirane su vecinom na drevnim izvorima. Do promjene
 dolazi s propozicijom 27, ovdje Euklid uvodi teoriju paralela, ali jos uvijek ne upotrebljavajuci
 svoj postulat o paralelama.
 Euklid je definirao dva pravca kao paralelna ako se ne sijeku, tj. ako ni jedna tocka ne
 lezi na oba pravca. Euklid se mogao koristiti teoremom o vanjskom kutu iako nije, da dokaze
 postojanje paralelnih pravaca. (ili je mogao dodati dodatni postulat kojim bi pokazao da
 paralelni pravci doista postoje)
 Kako bi vidjeli da je to zaista moguce, neka je l bilo koji pravac i na razlicitim tockama
 A i B na pravcu l povucimo okomice (Propozicija 11 to omogucava).
 Ako se te dvije okomice susretnu u tocki C, tada su u trokutu ABC vanjski kut kod
 tocke B i suprotni unutarnji kut kod tocke A jednaki, buduci da su to pravi kutovi.
 Buduci da je time prekrsena propozicija 16, dvije okomice na l se ne mogu sjeci tj. te
 okomice su paralelne.
 Slika 4.9: Okomice
 Da bi iduca propozicija bila precizna, trebamo iducu definiciju. Pretpostavimo da pravac
 t (transverzala), presijeca pravce l i l′ u dvjema razlicitim tockama A i B. Kutovi c, d, e, i f
 se zovu unutarnji kutovi, a kutovi a, b, g i h se zovu vanjski kutovi. Uobicajeno je zvati par
 kutova c i e (d i f) naizmjenicnim unutarnjim kutovima, a kutove b i h (a i g) naizmjenicnim
 vanjskim kutovima.
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Slika 4.10: Vanjski kutovi
 Propozicija 27 Ako pravac (transverzala) sijece druga dva pravca i tvori s njima jednake,
 unutarnje izmjenicne kutove, onda su ta dva pravca paralelna.
 Dokaz:
 Neka transverzala t sijece pravce l i l′ u tockama A i B tako da se formira par alternativnih,
 unutarnjih kutova, recimo ∠b i ∠c, koji su jednaki. Da bi postigli kontradikciju, pretposta-
 vimo da pravci l i l′ nisu paralelni. Tada ce se oni susresti u tocki C, koja lezi, recimo na
 desnoj strani transverzale, tako da se formira trokut ABC. Moze se zakljuciti da je vanjski
 kut (u ovom slucaju ∠b) je sukladan suprotnom, unutrasnjem kutu trokuta ABC (naime
 ∠c). Ali to je nemoguce, jer je vanjski kut trokuta uvijek veci od bilo koja dva suprotna
 unutarnja kuta. Posljedica: l i l′ su paralelni.
 Slika 4.11: Propozicija 27
 �
 Propozicija 27 implicira da ako su dva pravca okomita na isti pravac, tada su ta dva
 pravca paralelna. Iz te cinjenice, jednostavno je za utvrditi da kroz bilo koju tocku P koja
 nije na danom pravcu l, prolazi pravac l′ koji je paralelan pravcu l. Sve sto trebamo uciniti je
 podici okomicu iz P na pravac l (noziste okomice je tocka Q) (propozicija 12 nam to dopusta)
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i na P povuci pravac koji je okomit na PQ (koraci konstrukcije dani su u propoziciji 11).
 Buduci da l i l′ imaju zajednicku okomicu, moraju biti paralelni.
 Propozicija 28 je varijacija propozicije 27.
 Svi rezultati do sada su dobiveni bez ikakvog referiranja na postulat o paralelama. Oni
 su neovisni o njemu i biti ce valjani i ako postulat obrisemo ili zamijenimo drugim koji je
 kompatibilan s preostalim postulatima i aksiomima. Da bi dokazali propoziciju 29, moramo
 upotrijebiti postulat o paralelama po prvi put.
 Propozicija 29 Ako pravac sijece dva paralelna pravca, onda on s njima tvori jednake
 izmjenicne kutove, vanjski kut odgovara unutrasnjem s iste strane i dva unutrasnja kuta s
 iste strane su jednaka dvama pravim kutovima.
 Dokaz:
 Slika 4.12: Propozicija 29
 Pretpostavimo da su pravci i kutovi oznaceni kao na slici. Odmah zakljucujemo da vrijedi
 ∠a + ∠b = dva prava kuta (prema propoziciji 13 jer su ∠a i ∠b suplementarni kutovi).
 Ako je ∠a > ∠c, tada je ∠a + ∠b > ∠c + ∠b i ∠b + ∠c bi bilo manje od dva prava
 kuta. Tada bi iz postulata 5 slijedilo da se l i l′ moraju susresti desno od pravca t. Ali to je
 kontradikcija cinjenici da su l i l′ paralelni. Prema tome, ne moze se dogoditi da je ∠a > ∠c
 ili da je ∠a < ∠c. Slicno nastaje kontradikcija kada pretpostavimo da vrijedi nejednakost
 ∠a < ∠c, stoga je ∠a = ∠c. Buduci su ∠c i ∠e vrsni kutovi, oni su jednaki, odakle je
 ∠a = ∠e.
 Na kraju jos primijetimo da suma ∠a + ∠b iznosi dva prava kuta i d je ∠a = ∠c, pa
 slijedi da je suma ∠b i ∠c dva unutarnja kuta jednaka sumi dva prava kuta. �
 Vrijedi jos napomenuti da su za obje i propoziciju 27 i propoziciju 29 dokazi dani pomocu
 kontradikcije, ponekad jos zvani dokazi svodenjem na kontradikciju. To je vazan oblik za-
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kljucivanja koji se sastoji u pokazivanju da ako zakljucak nije prihvatljiv, apsurdni ili ne-
 moguci rezultati moraju slijediti.
 Element koji stvara, dovodi do kontradikcije je razlicit u svakoj propoziciji. U propoziciji
 27 dolazi se u kontradikciju s teoremom o vanjskom kutu, a u propoziciji 29 postulat o
 paralelama je taj koji dovodi do kontradikcije.
 Propozicija 30 Dva pravca, paralelna istom pravcu, medusobno su paralelna.
 Dokaz:
 Pretpostavimo da je svaki od pravaca l i l′ paralelan s pravcem k. Tvrdimo da je pravac l
 paralelan pravcu l′. Presijecimo dane pravce pravcem t, kao na slici. Pravac t sijece paralelne
 pravce l i k, pa su kutovi ∠a i ∠b jednaki po propoziciji 29. Isto tako, pravac t sijece paralelne
 pravce k i l′, kutovi ∠b i ∠c su jednaki. Tada je ∠a = ∠c (ovo je aksiom 1), a to su nasuprotni
 unutrasnji kutovi, po propoziciji 27 slijedi da su l i l′ paralelni.
 Slika 4.13: Propozicija 30
 Jedna posljedica propozicije 30 je da se kroz tocku P koja ne lezi na danom pravcu l, ne
 moze se povuci vise od jedne paralele s pravcem l. Dokazimo tu posljedicu:
 Pretpostavimo da postoje 2 razlicita pravca kroz tocku P, oba paralelna s pravcem l;
 Tada su prema propoziciji 30 i ta dva pravca medusobno paralelna. To bi znacenju
 paralelnosti, bilo u kontradikciji s cinjenicom da se pravci sijeku u tocki P. Euklidu nije bio
 potreban postulat o paralelama kako bi znao da paralelni pravci postoje ili sto je jos vaznije
 da je moguce konstruirati paralelu danom pravcu kroz danu tocku izvan pravca.
 Primarni ucinak postulata o paralelama je osigurati postojanje samo jedne paralele da-
 nom pravcu kroz danu tocku izvan pravca. Kroz cijelu prvu knjigu elemenata, Euklid je otisao
 korak ispred vremena u logickom povezivanju propozicija. Rad na paralelama je kulminirao
 s rezultatom da je suma kutova unutar trokuta jednaka sumi dva prava kuta.
 Dokaz pociva na propoziciji 29 i ukljucuje i postulat o paralelama.
 Iznenadujuce je koliko znacajnih posljedica, osim svojstava paralelnih pravaca, proizlazi
 iz postulata, direktno ili indirektno.
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Propozicija 32 U svakom trokutu, suma tri unutrasnja kuta trokuta jednaka je sumi dva
 prava kuta.
 Dokaz:
 Neka je dan trokut ABC s kutovima a, b, c. Produzimo stranicu AB do tocke D i kroz tocku
 B povucimo paralelu l sa stranicom AC.
 Slika 4.14: Propozicija 32
 ∠c = ∠e, jer su to naizmjenicni unutarnji kutovi formirani pomocu paralele l i stranica
 AC i BC.
 Slicno propozicija 29 jamci ∠a = ∠d.
 Sada je suma ∠b+∠e+∠d jednaka sumi dva prava kuta (ovo je sadrzaj propozicije 13),
 pa suma unutarnjih kutova trokuta ABC mora biti jednaka sumi dva prava kuta.
 Jos cemo navesti propozicije 33 i 34 bez dokaza.
 Propozicija 33 Duzine koje spajaju s iste strane krajeve jednakih i paralelnih duzina i same
 su jednake i paralelne.
 Ova propozicija pokazuje kako je cetverokut s par nasuprotnih stranica koje su paralelne i
 jednake duljine nuzno paralelogram.
 Propozicija 34 Kod paralelograma su nasuprotne stranice jednake, nasuprotni kutovi su
 jednaki i dijagonala ga raspolavlja.
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Poglavlje 5
 Euklidov dokaz Pitagorina teorema
 Prva knjiga Elemenata zavrsava propozicijama 47 i 48, s izuzetnim dokazom Pitagorina
 teorema i njegova obrata.
 U prvoj knjizi Elemenata, samo nekoliko propozicija je Euklidovo vlastito otkrice.
 Ovaj dokaz Pitagorina teorema se takoder pripisuje Euklidu.
 Proklo je jednom napisao: ”Divim se piscu Elemenata, ne samo zbog jasnog dokaza
 ovog teorema, nego zato sto je u sestoj knjizi takoder objasnio opcenitiju tvrdnju pomocu
 nepobitnog argumenta.”
 Ovo ukazuje na to da je Euklid autor dokaza na kraju prve knjige; no neki strucnjaci
 tvrde da je dokaz prvi dao Eudoks, koji je prethodio Euklidu barem jednu generaciju, a
 verzija u kojoj teoriju omjera primjenjuje na stranice slicnih trokuta, nosi Talesov pecat.
 Dokaz Pitagorina teorema koji se nalazi u propoziciji 47, ukljucuje sadrzaj samo prve knjige.
 Osjecaj da je obrazlozenje umjetno i da nepotrebno komplicira dokaz, navelo je njemackog
 filozofa Arthura Schopenhauera (1788.-1860.) da odbaci demonstraciju s prezirnom napome-
 nom da to nije argument, nego ” misolovka”.
 Dan je pravokutan trokut ABC, s pravim kutom kod vrha C. Nad svakom stranicom
 trokuta konstruiramo kvadrate. Dalje, konstruiramo okomicu iz C na AB i DE, sjecista
 okomice i tih stranica oznacimo redom sa J i K.
 Kljucna je cinjenica da pravokutnik AJKD ima dvostruko vecu povrsinu od trokuta
 CAD, tj. vrijedi
 AJKD = 2(∆CAD). (1)
 Ovo je zbog toga sto svaki lik ima osnovicu AD i istu visinu AJ. Na slican nacin, povrsina
 kvadrata AFGC jednaka je dvostrukoj povrsini trokuta FAB (kvadrat AFGC i trokut FAB
 imaju istu osnovicu (zajednicku stranicu) AF i jednaku visinu AC:
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Slika 5.1: Euklidov dokaz Pitagorina teorema
 AFGC = 2(∆FAB). (2)
 Sada su trokuti CAD i FAB sukladni po SKS (AC = AF,∠CAD = ∠CAB+∠DAB =
 ∠CAB + ∠CAF = ∠FAB i AD = AB), stoga imaju istu povrsinu, tj.
 ∆CAD = ∆FAB. (3)
 Stavimo li (1) i (2) zajedno, slijedi
 AJKD = AFGC. (4)
 Na isti nacin se pokaze da pravokutnik BEKJ i kvadrat BCHI imaju istu povrsinu.
 BEKJ = BCHI. (5)
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Pogledamo li na sliku, vidimo da je povrsina kvadrata nad hipotenuzom je suma povrsina
 dva pravokutnika, AJKD i BEKJ. Stoga
 ABED = AJKD + BEKJ = AFGC + BCHI. (6)
 Promjenom notacije sada dobivamo:
 AB2 = AC2 + CB2.
 U Elementima, iza Pitagorina poucka odmah slijedi obrat i dokaz obrata Pitagorina
 teorema:
 Ako je u trokutu ABC kvadrat nad jednom stranicom jednak sumi kvadrata nad ostalim
 dvjema stranicama, kut koji zatvaraju te dvije stranice je pravi.
 Za dokaz, Euklid je konstruirao pravokutni trokut sukladan danom trokutu.
 Slika 5.2: Euklidova konstrukcija obrata
 Po pretpostavci vrijedi AC2 + AB2 = BC2. Primijenimo li Pitagorin teorem na trokut
 CAD, dobivamo AD2 + AC2 = CD2.
 Zbog AD = AB, proizlazi da je BC2 = CD2, odakle je BC = CD.
 Slijedi da su trokuti CAD i CAB sukladni, jer su im odgovarajuce stranice sukladne.
 Stoga je ∠CAB = ∠CAD, pravi kut.
 Euklidov dokaz Pitagorina teorema koristenjem slicnosti se pojavljuje kasnije (Propozi-
 cija 31 u knjizi 6), jer su Elementi organizirani na nacin da se teorija omjera obraduje tek u
 5. i 6. knjizi.
 Dokaz ovisi o svojstvu koje je karakteristicno za pravokutne trokute: okomica iz vrha C
 (iz pravog kuta) na hipotenuzu dijeli trokut ABC na dva slicna pravokutna trokuta ADC
 i BDC. Primijetimo da svaki tako dobiven trokut ima kutove jednake kutovima pocetnog
 25

Page 29
						

trokuta te su oni stoga slicni. Sto se tice trokuta ABC i ADC, npr. ∠a = ∠a, buduci da im
 je to zajednicki kut, a ∠ACB = ∠ADC, jer su to oba prava kuta.
 Zbroj kutova u svakom trokutu jednak je sumi dva prava kuta, pa je onda jasno da je
 ∠b = ∠ACD.
 Buduci da su odgovarajuce stranice slicnih trokuta proporcionalne, vrijedi
 c
 a=
 a
 xi
 c
 b=
 b
 y.
 Slika 5.3:
 Tada vrijedi:
 a2 = x i b2 = y.
 Zbrojimo li te dvije jednakosti dobivamo
 a2 + b2 = cx + cy = c(x + y) = c2.
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Zakljucak
 Mozda ste primijetili da Elementi nisu savrseni model matematickog razmisljanja i za-
 kljucivanja, kriticko istrazivanje Elemenata otkriva brojne nedostatke u logickoj strukturi.
 No, moramo priznati da su Elementi bili velicanstven uspjeh, ogroman korak naprijed obi-
 ljezavajuci pravi pocetak aksiomatske matematike. Elementi su veliko djelo, vrijedno pro-
 ucavanja.
 Sir Thomas Heath je napisao: ”Kada se uzme u obzir vrijeme u kojem se pojavila ova
 prekrasna knjiga sa svim svojim nesavrsenostima kojih ima podosta, bila je, je i ostat ce
 najveci matematicki udzbenik svih vremena.”
 Euklid je pokusao da izlaganje bude strogo deduktivno i upravo zbog te dosljednosti,
 Elementi su stoljecima smatrani najsavrsenijim matematickim djelom.
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Sazetak
 Tema ovog diplomskog rada je Euklid i prva knjiga Elemenata. U uvodu se kratko osvrcemo
 na aleksandrijsku skolu. Kratko su navedene poznate informacije i o Euklidovu zivotu i
 djelovanju te o njegovom najpoznatijem djelu Elementima. Nadalje, malo detaljnije obradena
 je prva knjiga Euklidovih Elemenata, navedeni su postulati i aksiomi te neke propozicije prve
 knjige.
 Elementi nisu savrseni model matematickog razmisljanja i zakljucivanja, no Elementi su
 bili i ostali velicanstven uspjeh, ogroman korak naprijed, veliko djelo, vrijedno proucavanja.
 Sir Thomas Heath je napisao: “Kada se uzme u obzir vrijeme u kojem se pojavila ova
 prekrasna knjiga sa svim svojim nesavrsenostima kojih ima podosta, bila je, je i ostat ce
 najveci matematicki udzbenik svih vremena.
 Euklid je pokusao da izlaganje bude strogo deduktivno i upravo zbog te dosljednosti,
 Elementi su stoljecima smatrani najsavrsenijim matematickim djelom.
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Summary
 In this paper we study Euclid and the first book of Elements. The introduction briefly looks
 back at the Alexandrian school. Information known about Euclid’s life and work have been
 shortly listed and also information about his famous book, the Elements. Furthermore, the
 first book of Elements has been studied more carefully, postulates, axioms and some pro-
 positions have been specified. The elements are not perfect model of mathematical thinking
 and reasoning, but the Elements were and are magnificent achievement, a huge step forward,
 great work, worth of study.
 Sir Thomas Heath wrote: ”When you take into account the time in which it occurred,
 this beautiful book, with all its imperfections, of which there are quite a lot, was, is and will
 remain the greatest mathematical textbook of all time.”
 Euclid is trying to make his work strictly deductive and because of this consistency,
 Elements have been considered for centuries the most perfect mathematical work.
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Zivotopis
 Rodena sam 6. kolovoza 1983. u Dakovu. Osnovnu skolu pohadala sam u Semeljcima, gdje
 sam i zivjela s roditeljima i starijom bracom. Nakon zavrsetka osnovne skole upisala sam
 Opcu gimnaziju u Dakovu, koju sam zavrsila 2001. godine. Iste godine upisala sam dodi-
 plomski studij na Odjelu za matematiku u Osijeku, smjer matematika – informatika.
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