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Vec tone sunce, zamire vec dan,

Al ono drugdje novi zivot stvara.

O, imat krila moj je davni san,

O, letjet za ljepotom toga zara!

Da, divna sna! al sunce zapada.

No covjek ima krila duhovna

Al tjelesna ne. Bozi nisu dali!

J. W. Goethe, iz Fausta (Prijevod: Tito Strozzi)
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Sazetak

Tema ovog diplomskog rada je primjena linearnih matricnih
nejednadzbi u

H optimizaciji regulacijskih sustava. Formulacija H problema
upravljanjazahtijeva relativno visoku razinu matematickog
razumijevanja prostora

analitickih matricnih funkcija, koji se naziva Hardyjev prostor.
H optimizacijapodrazumijeva minimizaciju vrsne vrijednosti u
amplitudno frekvencijskoj

karakteristici sustava. Razmatrane su sinteze regulatora, gdje
glavnu ulogu ima

cuvena lema pozitivne realnosti. Razvoj vrlo efikasnih
numerickih algoritama za

rjesavanje linearnih matricnih nejednadzbi glavni je razlog sve
veceg interesa za

navedenu metodu. Rjesavanje tih nejednadzbi ostvaruje se
pomocu

semidefinitnog programiranja kao generalizacije linearnog
programiranja. Analiza

stabilnosti navedenih problema temelji se na Ljapunovljevoj
direktnoj metodi,

kao fundamentalnom pristupu. U radu je provedena H sinteza
upravljanjapozicijom klipa cilindra elektro-hidraulickog servo
sustava. U tu svrhu osim

izvoda nelinearanog modela postavljen je i model sustava dobiven
linearizacijom

oko ravnoteznog stanja. Najprije je projektiran regulator
stanja. Kako je uz

mjerenje pozicije klipa na laboratorijskom modelu
elektro-hidraulickog servo

sustava dostupno mjerenje samo jos tlaka u desnoj komori glavnog
cilindra,

projektiran je estimator varijabli stanja punog reda bez
estimacije poremecajne

velicine sile tereta. Nadalje, projektiran je dinamicki
regulator. Izvedene linearne

matricne nejednadzbe ovdje se rjesavaju upotrebom programskog
paketa

MATLAB te Yalmip sucelja koje koristi SeDuMi solver. Razvijeni
upravljacki

algoritmi provjereni su eksperimentalno na laboratorijskom
modelu

elektro-hidraulickog servo sustava.

Kljucne rijeci: Elektro-hidraulicki servo sustav, matematicki
model,

Ljapunovljeva teorija stabilnosti, H sinteza, linearne matricne
nejednadzbe,semidefinitno programiranje, Yalmip.
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Poglavlje 1.

Uvod

U ovom diplomskom radu razmatra se problem sinteze
regulatora

elektro-hidraulickog servo sustava primjenom H optimizacije koja
predstavljajednu od najintenzivnije istrazivanih metoda teorije
upravljanja u posljednja dva

desetljeca. Jedan od razloga sve veceg interesa za navedenu
metodu je razvoj

efikasnih numerickih algoritama za rjesavanje linearnih
matricnih nejednadzbi i, s

druge strane, jacanje svijesti o robustnosti upravljackih
sustava kao nuznom

preduvjetu za prakticnu implementaciju upravljackih
algoritama.

U prvom dijelu iznesena su opca razmatranja iz teorije
stabilnosti

regulacijskih sustava. Navode se definicije i koncepti
stabilnosti koje je postavio

ruski matematicar Aleksandar Mihailovic Ljapunov. Ljapunov je
postavio

skalarnu funkciju V (x) koja se moze smatrati poopcenom
funkcijom energije.

Funkcija energije cesto se koristi kao moguca Ljapunovljeva
funkcija. Uvjeti koje

mora zadovoljiti funkcija da bi bila Ljapunovljeva zasnivaju se
na matematickim

umjesto fizikalnim svojstvima. Za dokazivanje stabilnosti
lineranih sustava

Ljapunovljevim pristupom potrebno je ispuniti dva uvjeta:
funkcija V (x) mora

biti pozitivno definitna, vremenska derivacija V (x) mora biti
negativno

(semi)definitna. Kod razmatranja stabilnosti nelinearnih sustava
potrebno je

ispuniti i treci uvjet: funkcija V (x) mora biti radijalno
neogranicena, tj. mora

V (x) kada t.Nadalje, razmatra se analiza i sinteza
regulacijskih sustava primjenom

1


	
Poglavlje 1. Uvod 2

linearnih matricnih nejednadzbi. Linearne matricne nejednadzbe
rjesavaju se

relativno nedavno razvijenim metodama unutarnje tocke. Ovdje se
prikazuje

metoda rjesavanja primjenom semidefinitnog programiranja koje
predstavlja vrlo

efikasan numericki alat. Razvijeni su razni racunalni programi
koji rjesavaju

problem optimizacije predstavljen u obliku linearnih matricnih
nejednadzbi.

Jedan od njih je besplatni Yalmip1 koji se implementira u
MATLAB-u. Yalmip

je programsko sucelje, vrlo jednostavno za upotrebu, kod kojeg
se koristi

uobicajena MATLAB sintaksa. Glavne naredbe su: sdpvar, set,

sdpsettings, solvesdp. Kao solver koji rjesava navedeni problem
ovdje ce se

koristii SeDuMi2. Takoder postoji, kao dio programskog paketa
MATLAB, LMI

toolbox [24] sa algoritmima za rjesavanje problema konveksne
optimizacije.

Zatim se takoder u okviru teorijskih razmatranja obraduje H
sintezaregulacijskih sustava primjenom linearnih matricnih
nejednadzbi. Motivacija za

razvoj H metoda u odnosu na druge metode sinteze, lezi u
vaznosti robustnestabilnosti sustava. Teorija robustnosti tretira
problematiku ocuvanja odredenih

osobina dinamickih sustava u prisustvu velikih perturbacija
(varijacija) u modelu

sustava [41]. H norma daje maksimalno pojacanje energije
(inducirano L2pojacanje sustava), ili sinusoidalno pojacanje
sustava.

U drugom dijelu ovog rada provode se eksperimentalna razmatranja
iznesene

teorije na elektro-hidraulickom servo sustavu, razvijenom na
Katedri za

strojarsku automatiku na Fakultetu strojarstva i brodogradnje
Sveucilista u

Zagrebu. Hidrauli-cki sustavi opcenito se primjenju tamo gdje se
traze velike sile,

mali i jednolicni pomaci, te slozenije regulacije.
Elektro-hidraulicki servo sustav

ima dva osnovna dijela: elektricni i hidraulicki. Sustav za svoj
rad iskoristava

elektricnu energiju u podrucju upravljanja i hidraulicku za
obavljanje rada. Za

takav servo sustav izveden je matematicki model koji se sastoji
od skupa

linearnih i nelinearnih diferencijalnih jednadzbi, a kojima se
opisuje njegovo

dinamicko ponasanje. Nadalje, provedena je H sinteza regulatora
polozajaservo sustava. Za simulaciju dinamickog ponasanja
regulacijskog sustava koristeni


1http://control.ee.ethz.ch/joloef/yalmip.php2http://fewcal.klub.nl/sturm/software/sedumi.html


http://control.ee.ethz.ch/~joloef/yalmip.phphttp://fewcal.klub.nl/sturm/software/sedumi.html


	
Poglavlje 1. Uvod 3

su programski paketi MATLAB i SIMULINK. Na kraju su takoder
prikazani i

eksperimentalni rezultati.

1.1. Pregled literature

Ovdje ce se ukratko dati pregled najznacajnije literature
koristene u izradi

ovog diplomskog rada. Prema znanstvenim podrucjima koja
obraduju, literatura

navedena na kraju rada, moze se podijeliti na one koje se bave
hidraulickim

sustavima i to njihovim matematickim modeliranjem, upravljanjem,
simulacijom

i prakticnom (industrijskom) primjenom [35, 1, 2, 14, 17, 34,
67]; literaturu koja

opcenito razmatra teoriju upravljanja i regulacije dinamickih
sustava

[13, 16, 19, 41, 64, 72]; zatim na onu koja se bavi linearnim
matricnim

nejednadzbama u teoriji automatske regulacije, a to su [11, 47];
te na literaturu

koja obraduje teoriju H upravljanja kao na primjer [20, 21, 26,
52, 53, 60, 75].Literatura koja obraduje hidraulicke sustave iznosi
i naglasava kljucne

principe, koncepte i metode analize performansi komponenata koje
cine te

sustave, a opisana su i njihova moguca konstrukcijska rjesenja.
Takoder su

izneseni nacini ostvarivanja funkcionalnih hidraulickih krugova
upotrebom

dostupnih komponenti. Opisane su analiticke metode koje se
upotrebljavaju za

projektiranje sustava i predvidanje njihovih performansi. Zatim,
formiraju se

matematicki modeli hidraulickih sustava razlicitih struktura i
namjena. Pri tome

su koristene linearne metode, a nelinearni problemi rjesavaju se
linearizacijom. U

radu [62] razmatrano je upravljanje elektro-hidraulickih servo
sustava za precizno

pozicioniranje na primjeru dvomasenog sustava s oprugom koji se
pokrece

pomocu servohidraulickog aktuatora, te je dana usporedba
klasicnih i novijih

upravljackih algoritama. Hidraulicki sustav sa jednim stupnjem
slobode gibanja

upravljan elektronickim servo razvodnikom na kojem su
usporedivane klasicne

strategije regulacije pozicije klipa cilindra sa H i LPV
ragulatorom razmatranje radu [68]. Slican problem, samo za slucaj
sustava sa vise ulaza i vise izlaza,

razmatran je u [43]. Modeliranje i upravljanje
elektro-hidraulickim sustavima na

kompleksnijoj matematickoj razini tema su znanstvenih
clanaka
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[15, 25, 49, 58, 71].

Literatura koja opcenito razmatra teoriju upravljanja i
regulacije dinamickih

sustava bavi se analizom i sintezom kako linearnih tako i
nelinearnih

kontinuiranih i diskretnih sustava. Obraduju se pokazatelji
kvalitete sustava

automatske regulacije, te se navode analiticki i eksperimentalni
postupci

postavljanja parametara konvencionalnih PID regulatora. Uvodi se
metoda

prostora stanja. Nadalje, razmatraju se osobine regulacijskih
sustava bitne sa

stajalista analize i sinteze kao sto su: upravljivost,
mjerljivost, stabilnost i

robustnost. Takoder se u nekima obraduju i napredne metode, npr.
adaptivno

upravljanje i metode umjetne inteligencije.

Kao cesto citirana literatura iz podrucja nelinearnog
upravljanja svakako je

[51]. Nastala je na temelju predavanja odrzavanih na cuvenom
MIT-u. Knjiga

predstavlja fundamentalne rezultate iz nelinearnog upravljanja,
s minimalnom

matematickom kompleksnoscu, te prikazuje njegovu prakticnu
primjenu.

Podijeljena je u dva glavna dijela. U prvom dijelu iznose se
analiticki alati za

proucavanje nelinearnih sustava, dok se u drugom dijelu iznose
tehnike sinteze

nelinearnih regulatora.

U literaturi [11, 47] analizira se stabilnost regulacijskih
sustava u obliku

linearnih matricnih nejednadzbi koje posljednjih godina postaju
mocan alat.

Najprije se kao uvod daje kratki povijesni pregled razvoja te
nove metode, te

zatim i sama definicija odnosno oblik zapisa linearnih matricni
nejednadzbi.

Mnogi problemi iz teorije upravljanja i regulacije koji nemaju
analiticko rjesenje

ili je do njega tesko doci mogu biti vrlo efikasno rijeseni
njihovim svodenjem na

probleme konveksne optimizacije koji podrazumijevaju linearne
matricne

nejednadzbe. Prikazana je i sinteza regulatora stanja. Uz
analizu i sintezu

linearnih sustava obradeni su i nelinearni sustavi, odnosno tzv.
Lure-ovi sustavi.

Glavnu ulogu u opisanim metodama imaju Ljapunovljevi teoremi
stabilnosti

dinamickih sustava.

Teorijska razmatranja H upravljanja obradena su u [21, 53, 75].
U uvodu seobjasnjava vaznost robustnosti i definira se osnovni H
problem upravljanjadinamickim sustavima. Cilj navedenih knjiga je
dati elementarni pristup sintezi
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regulacijskih sustava sa H kriterijem optimalnosti. Naglasak je
namatematickom pristupu. Teorija je razvijena na ulazno-izlaznom
okviru, dok su

racunski postupci predstavljeni u okviru prostora stanja.
Iznesena teorija

popracena je sa nekoliko numerickih primjera koji su rijeseni
upotrebom

MATLAB-ovg Control System Toolbox-a. U referenci [30] dan je
pregled metoda

i problema H upravljanja nelinearnim sustavima, dok je povijesni
pregledrazvoja navedene metode iznesen u [18]. Primjenom linearnih
matricnih

nejednadzbi u H optimizaciji bavi se [20]. H upravljanje tema je
i doktorskihdisertacija [7, 29, 45, 55].

1.2. Formulacija problema

1.2.1. Opis procesa

Sustavi fluidne tehnike za prijenos energije koriste se protokom
radne tekucine

ili protokom plina. Ovdje ce se razmatrati sustav u kojem je
medij tekucina, tj.

elektro-hidraulicki sustav. Elektro-hidraulicki sustavi
razvijeni su za upravljanje

objektima velikih snaga, kod kojih se zahtijeva velika tocnost
pozicioniranja i velika

brzina odziva. Elektricni dio sustava priprema i obraduje
upravljacke signale,

kojima se izvodi upravljanje hidraulicke energije. U
hidraulickom dijelu obavlja se

pretvorba i prijenos energije. Hidraulickom energijom naziva se
ukupna energija

sadrzana u struji radne tekucine koja se sastoji od
potencijalne, kineticke, energije

polozaja i unutrasnje energije. U hidraulickom sustavu energija
se prenosi pomocu

radne tekucine pod tlakom.

Prednosti hidraulickih sustava su u koristenju radne tekucine
kao medija za

prijenos energije te mogucnosti upravljanja procesom pretvorbe i
prijenosa energije.

Radna tekucina ima neznatnu stlacivost, relativno dobro odvodi
toplinsku energiju

i podmazuje pokretne dijelove. Glavne prednosti hidraulickih
sustava su:

kompaktnost sustava, sto omogucuje prijenos velikih snaga s
relativno malimdimenzijama i masama,

mogucnost ostvarenja velikog prijenosnog omjera,
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mogucnost kontinuirane promjene brzine gibanja,

pogodnost za automatizaciju,

jednostavna zastita od preopterecenja,

visoka pouzdanost u cijelom vijeku eksploatacije.

Osnovni nedostaci hidraulickih sustava su:

preciznost izrade kljucnih elemenata sustava,

promjena fizicko-kemijskih karakteristika radne tekucine s
promjenom tlaka,

nuznost ciscenja radne tekucine.

Elektro-hidraulicki servo sustavi3 su sustavi automatske
regulacije s

negativnom povratnom vezom. Mogu raditi u kontinuiranom
(analognom) i

diskretnom (digitalnom) podrucju signala. Mehanicke regulirane
velicine su

pozicija (kutni zakret), brzina (kutna brzina), sila (okretni
moment), a

hidraulicke velicine protok i tlak.

1.2.2. Regulacijski zadatak

Za elektro-hidraulicki servo sustav potrebno je u svrhu sinteze
strategije

upravljanja pozicijom klipa hidraulickog cilindra linearizirati
matematicki model.

Sinteza se sastoji od optimizacije H norme odgovarajuce matrice
prijenosnihfunkcija sustava. Navedeni problem, koji se naziva H
sinteza, rjesava sepostavljanjem sustava linearnih matricnih
nejednadzbi koristenjem

Ljapunovljevog pristupa. Sustav linearnih matricnih nejednadzbi
rjesava se

numericki.

Promotrimo sustav zadan u obliku prostora stanja

x = Ax + Bw,

z = Cx + Dw,(1.1)

3Servo sustav je vrsta sustava za automatsko upravljanje kod
kojeg izlazna (regulirana)

velicina slijedi zakonitost (tok) promjene ulazne velicine
[1].
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gdje su x(t) Rn vektor stanja, w(t) Rm vektor ulaza i z(t) Rp
vektor izlazasustava. Matrica sustava definirana je sljedecim
izrazom

G(s) = C(sIA)1B + D. (1.2)

Pretpostavimo da je sustav (1.1) asimptotski stabilan, sto znaci
da su svojstvene

vrijednosti matrice koeficijenata A smjestene u lijevoj
kompleksnoj poluravnini,

te postoji skalarna vrijednost > 0 takva da je

G(s) < sup0
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Stabilnost regulacijskih sustava

prema Ljapunovu

Sa stajalista analize regulacijskih sustava1 od izuzetne je
vaznosti svojstvo

stabilnosti. Ukoliko regulacijski sustav nije stabilan nema
smisla postavljati

dodatne zahtjeve koji se odnose na kvalitetu i kvantitetu
prijelaznog i

stacionarnog rezima rada. Ako sustav ima smo jedno ravnotezno
stanje, kao

linearni sustavi, ima smisla koristiti pojam stabilnost sustava.
Inace, pravilno je

koristiti pojam stabilnost ravnoteznih stanja, jer u slucaju
nelinearnog sustava

postoji vise ravnoteznih stanja. Stabilnost ravnoteznih stanja
nelinearnih sustava

opcenito ovisi o pocetnim uvjetima, dok kod linearnih sustava ne
ovisi. Za sustav

se moze reci da je stabilan jedino u slucaju kada su sva moguca
ravnotezna stanja

stabilna.

U ovom poglavlju razmatraju se koncepti stabilnosti koje je
postavio ruski

matematicar Aleksandar Mihailovic Ljapunov, koji je svoje
teoreme dokazao u

doktorskoj disertaciji koju je obranio 1892. godine na
Sveucilistu u Moskvi. Kod

analize stabilnosti primjenom Ljapunovljeve metode razmatra se
ponasanje

sustava u okolini ravnoteznog stanja. Ljapunov je prikazao
pristup analizi

stabilnosti dinamickih sustava preko prve (indirektne) i druge
(direktne) metode.

Prilikom analize stabilnosti prema prvoj Ljapunovljevoj metodi
primjenjuje se

1Pod regulacijskim sustavom podrazumijeva se objekt regulacije
plus regulacijski uredaj.

9
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razvoj nelinearnog sustava u Taylorov red u okolini ravnoteznog
stanja uz

zanemarivanje clanova viseg reda. Analizom stabilnosti tako
lineariziranog

sustava zakljucuje se o stabilnosti polaznog nelinearnog
sustava. Ovakav nacin

analize sustava cesce se primjenjuje kod autonomnih sustava, ali
se moze

primjeniti i za analizu slobodnih (nepobudenih) sustava.

Druga metoda je opcenitija i zbog toga ce se ovdje ona
razmatrati. Polazeci

od koncepta totalne energije u klasicnoj mehanici2, Ljapunov
izvodi poopcenje tog

pristupa, koje rezultira drugom ili direktnom metodom [41].

Teoremi Ljapunova daju dovoljne ali ne i potrebne uvjete
stabilnosti

promatranog sustava, o cemu treba voditi racuna kod primjene
navedenih

teorema. Osim toga ne daju podatke o kvaliteti i kvantiteti
prijelaznog procesa,

sto je od interesa kod sinteze regulacijskih sustava [41].

Daljnja izlaganja u ovom poglavlju temelje se na referencama [3,
32, 41, 51, 64]

u kojima je ova tema detaljno razmatrana.

2.1. Definicije stabilnosti

Promatra se nelinearni sustav opisan diferencijalnim jenadzbama
prvog reda

na sljedeci nacin:

x(t) = f (t,x(t),u(t)) , t 0, u(t) 6= 0, (2.1)

gdje su: x(t) Rn n-dimenzijski vektor stanja, u(t) Rm
m-dimenzijski vektorpobude, t R+ vrijeme, f : R+RnRm Rn
n-dimenzijski vektor nelinearnihfunkcija.

Definicija 1 (Pobudeni i nepobudeni sustav). Za kontinuirani
sustav kazemo da

je pobuden ako ima pobudu u(t) te ako se moze opisati sa:

x(t) = f (t,x(t),u(t)) , t 0, u(t) 6= 0. (2.2)2Prema Lagrangeu,
ako je funkcija potencijalne energije konzervativnog mehanickog
sustava

na lokalnom minimumu, ravnotezno stanje je stabilno, a ako je na
lokalnom maksimumu

ravnotezno stanje je nestabilno.
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Kontinuirani sustav je nepobuden ako na njega ne djeluje nikakva
pobuda, odnosno

ako je prepusten sam sebi, te se moze opisati sa:

x(t) = f (t,x(t)) , t 0, u(t) = 0. (2.3)

Definicija 2 (Ravnotezno stanje). Ravnotezno stanje je stanje
koje sustav

zadrzava, ako na njega ne djeluje vanjska pobuda u(t).
Matematicki se

ravnotezno stanje dinamickog sustava izrazava vektorom xe Rn, u
kojem sustavostaje, ako je u pocetnom trenutku zateceno stanje bilo
ravnotezno; x(t0) = xe.

Definicija 3 (Trajektorija stanja ili rjesenje sustava).
Nepobudeni sustav opisan

s vektorskom diferencijalnom jednadzbom:

x(t) = f (t,x(t)) , t 0, (2.4)

gdje su: x(t) Rn, t R+, kontinuirana funkcija f : R+ Rn Rn
imajednoznacnu trajektoriju stanja (rjesenje), za svaki pojedini
pocetni uvjet

x(t0) = x0, gdje je xe 6= x0. Rjesenje, odnosno stanje sustava
od trenutka t0moguce je opisati sa:

x(t) = s(t, t0,x0), t t0 0, (2.5)

gdje je funkcija s : R+ Rn Rn. Trajektorija stanja (rjesenje),
ako je rjesenje,morat ce zadovoljiti svoju diferencijalnu
jednadzbu:

s(t, t0,x0) = f (t, s(t, t0,x0)) , t 0, s(t0, t0,x0) = x0.
(2.6)

Trajektorija stanja (rjesenje) ima sljedeca svojstva:

1. s(t0, t0,x0) = x0, x0 Rn,

2. s (t, t1, s(t1, t0,x0)) = s(t, t0,x0), t t1 t0 0, x0 Rn.

Nakon prethodno uvedenih pojmova, sada je moguce postaviti
uvjete stabilnosti

ravnoteznih stanja sustava prema Ljapunovu. Razmatra se
ponasanje rjesenja

sustava kada njegovo pocetno stanje nije ravnotezno, odnosno
kada je u okolini

ravnteznog stanja.
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Definicija 4 (Stabilnost u smislu Ljapunova). Ravnotezno stanje
stabilno je u

smislu Ljapunova ako za svaki > 0 i svaki t R+ postoji
pozitivni broj =(, t0) > 0 takav da vrijedi:

xe < (, t0) s(t, t0,x0) < . (2.7)

Definicija 5 (Asimptotska stabilnost u smislu Ljapunova).
Ravnotezno stanje

asimptotski je stabilno u smislu Ljapunova ako je:

1. stabilno u smislu Ljapunova te ako,

2. postoji pozitivni broj = (t0) > 0, t0 R+, takav da kad
god:

x(t0) < (t0) s(t, t0,x0) 0, t t0. (2.8)

Odnosno, stanje sustava tezi ravnoteznom stanju iz kojeg je bilo
poremeceno kada

t. Za asimptotsku stabilnost vrijedi, prema tome:

limtx(t) = xe = 0. (2.9)

Definicija 6 (Uniformna stabilnost). Ravnotezno stanje je
uniformno stabilno ako

za svaki > 0 postoji pozitivni broj = () > 0 takav da
vrijedi:

xe < (), t0 0 s(t, t0,x0) < , t t0. (2.10)

Definicija 7 (Eksponencijalna stabilnost). Ravnotezno stanje je
eksponencijalno

stabilno, ako postoje = (t0) > 0, = (t0) > 0, = (t0) >
0 takve da vrijedi:

xe s(t, t0,x0) x0e(tt0), t t0. (2.11)

Vektorska norma3 u definicijama stabilnosti predstavlja bilo
koju normu uRn, a buduci da su sve norme u Rn topoloski
ekvivalentne, to znaci da stabilnostravnoteznog stanja ne ovisi o
tipu norme koja se koristi da se ispita uvjet stabilnosti

[64].

3Vidi dodatak A
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2.2. Analiza stabilnosti prema direktnoj

Ljapunovljevoj metodi

Dobro je poznato da direktna Ljapunovljeva metoda ima glavnu
ulogu u

analizi stabilnosti dinamickih sustava. Prema ovoj metodi
promatra se

asimptotsko ponasanje stanja autonomnog4 dinamickog sustava.
Glavni doprinos

metode lezi u definiranju koncepata stabilnosti, asimptotske
stabilnosti i

nestabilnosti pomocu poopcenog energetskog funkcionara za koji
se koristi naziv

Ljapunovljeva funkcija. Nazalost, u opcem slucaju nelinearnog
sustava, ne postoji

sistematican pristup konstrukciji Ljapunovljeve funkcije. Za
daljnja izlaganja

nuzno je uvesti pojmove pozitivno definitne i pozitivno
semidefinitne funkcije.

Za jednoznacnu skalarnu funkciju vise varijabli

V (x) = V (x1, x2, . . . , xn), (2.12)

koja ima kontinuirane parcijalne derivacije kaze se da je
pozitivno definitna u

nekom podrucju oko koordinatnog pocetka, ako u svim tockama tog
podrucja

zadrzava pozitivni predznak i ako ima vrijednost nula samo u
koordinatnom

pocetku, odnosno

V (x)

> 0 ako x , x 6= 0,= 0 ako x = 0. (2.13)Funkcija V (x) je
pozitivno semidefinitna, ako u odredenom podrucju oko

koordinatnog pocetka u svim tockama zadrzava pozitivan predznak
i ako ima

vrijednost nula, osim u koordinatnom pocetku, i u nekim drugim
tockama tog

podrucja, odnosno

V (x)

0 ako x , x 6= 0,= 0 ako x = 0. (2.14)Nadalje, funkcija V (x) je
negativno definitna, ako je V (x) pozitivno

definitna, a negativno semidefinitna ako je V (x) pozitivno
semidefinitna. Na4Dinamicki sustav je autonoman kada je nepobuden i
eksplicitno ne ovisi o vremenu.
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Slika 2.1: Pozitivno definitna (lijevo) i pozitivno
semidefinitna (desno) funkcija.

slici 2.1 prikazani su primjeri pozitivno definitne i pozitivno
semidefinitne

funkcije.

Skalarna funkcija V (x) predstavlja implicitnu funkciju vremena,
jer x oznacava

stanje autonomnog sustava opisanog vektorskom diferencijalnom
jednadzbom

x = f(x), (2.15)

gdje je f Rn nelinearna kontinuirana vektorska funkcija. Ako
pretpostavimo daje V (x) diferencijabilna, tada mozemo odrediti
njenu vremensku derivaciju

V (x) =V

x

x

t=V

xf(x) =

=V

x1f1(x) +

V

x2f2(x) + . . .+

V

xnfn(x).

(2.16)

Cesto se kaze da je V (x) derivacija od V (x) uzduz trajektorija
stanja, jer V (x)

ovisi jedino od x.

Ako je unutar nekog podrucja funkcija V (x) pozitivno definitna
i ima

kontinuirane parcijalne derivacije, te ako je njena vremenska
derivacija V (x)

negativno semidefinitna, tada je V (x) Ljapunovljeva funkcija
sustava (2.15).
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Forma moguce Ljapunovljeve funkcije obicno se pretpostavlja,
bilo cistom

pretpostavkom, bilo poznavajuci fizikalnu sliku, ili analizom
energije sustava [64].

Ako je moguce naci takvu kontinuiranu skalarnu funkciju V (x)
koja ima

kontinuirane prve derivacije i koja zadovoljava sljedece
uvjete:

1. V (x) > 0, x 6= 0 (pozitivno definitna),

2. V (x) 0 (negativno semidefinitna),

3. V (x) kako x ,

tada je ravnotezno stanje globalno stabilno.

Ravnotezno stanje je globalno asimptotski stabilno ako su
ispunjeni sljedeci

uvjeti:

1. V (x) > 0, x 6= 0 (pozitivno definitna),

2. V (x) < 0 (negativno definitna),

3. V (x) kako x .

2.3. Odredivanje Ljapunovljeve funkcije LTI

sustava

Linearni vremenski - invarijantan (engl. Linear Time Invariant -
LTI) sustav

moguce je opisati u sljedecoj matricnoj formi

x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = x0, (2.17)

y(t) = Cx(t) + Du(t), (2.18)

gdje su : x(t) Rn vektor derivacija stanja dimenzije n1, x(t) Rn
vektor stanjadimenzije n 1, u(t) Rm vektor ulaza dimenzije m 1,
y(t) Rp vektor izlazadimenzije p1, A Rnn matrica koeficijenata
dimenzije nn, B Rnm matricaulaza dimenzije nm, C Rpn matrica izlaza
dimenzije pn, D Rpm matrica
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prijenosa dimenzije pm, n broj varijabli stanja, m broj pobuda
koje djeluju nasustav, p broj izlaznih signala sustava.

Jednadzba (2.17) zove se jednadzba stanja ili dinamike sustava,
a (2.18) se

zove jednadzba izlaza. Oba izraza zajedno tvore matematicki
model sustava po

varijablama stanja.

Buduci da varijable stanja jednoznacno opisuju stanje dinamickog
sustava, to

znaci da jedino matematicki model s varijablama stanja daje
potpunu

informaciju o dinamici promatranog sustava. Obicno se stanje
nekog dinamickog

sustava veze uz njegove spremnike energije. Sustav koji se moze
opisati konacnim

brojem varijabli stanja naziva se konacno dimenzionalan sustav
ili sustav s

koncentriranim parametrima.

Formiranje moguce Ljapunovljeve funkcije kod LTI sustava
jednostavnije je

nego kod nelineranih sustava, jer je poznato da je u klasi
kvadraticnih funkcija.

Pri tome su vazni pojmovi kvadratna forma i pozitivno definitna
matrica.

Za vektor x Rn i simetricnu pozitivno definitnu matricu M Rnn
skalarnafunkcija definirana sa

f(x) = xTMx =ni=1

nj=1

mijxixj, (2.19)

naziva se kvadratna forma. Realna kvadratna forma xTMx je:

pozitivno definitna ako i samo ako je xTMx > 0, x Rn, x 6=
0,

pozitivno semidefinitna ako i samo ako je xTMx 0, x Rn,

negativno definitna ako i samo ako je xTMx < 0, x Rn, x 6=
0,

negativno semidefinitna ako i samo ako je xTMx 0, x Rn.

Realna simetricna matrica M je:

pozitivno definitna (negativno definitna) ako i samo ako su sve
vlastitevrijednosti matrice M pozitivne (negativne),
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pozitivno semidefinitna (negativno semidefinitna) ako i samo ako
su svevlastite vrijednosti matrice M nenegativne (nepozitivne) i
barem jedna

vlastita vrijednost je jednaka nuli.

Neka su 1, 2, . . . , n vlastite vrijednosti realne simetricne
matrice M i

min{M} = minii, max{M} = max

ii, (2.20)

tada za svaki realni vektor x vrijedi

min{M}x2 xTMx max{M}x2. (2.21)

Razmatra se autonomni LTI sutav opisan sa

x(t) = Ax(t), x Rn, (2.22)

za kojeg se mogucu funkciju Ljapunova pretpostavlja u kvadratnoj
formi

V (x) = xTPx, (2.23)

gdje mora biti P = PT > 0 zeli li se osigurati pozitivna
definitnost skalarne

funkcije V (x). Drugi uvjet je da prva derivacija te funkcije
mora biti negativno

definitna, pa pisemo:

V (x) = xTPx + xTPx =

= (Ax)TPx + xTP(Ax) =

= xT (ATP + PA)x =

= xTQx.

(2.24)

Iz izraza (2.24) mozemo zakljuciti da je V (x) negativno
definitna ako i samo

ako je Q pozitivno definitna simetricna matrica. Prema tome
ravnotezno stanje

LTI sustava ce biti globalno asimptotski stabilno u smislu
Ljapunova ako vrijedi

sljedeca jednakost:

ATP + PA = Q, Q = QT > 0, P = PT > 0. (2.25)

Jednadzba (2.25) se naziva Ljapunovljeva matricna jednadzba.
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Da bi dokazali egzistenciju Ljapunovljeve matricne jednadzbe
(2.25)

pretpostavimo da je matrica Q poznata, a matrica P je definirana
sljedecim

izrazom

P =

0

(eAt)T

QeAtdt. (2.26)

Zatim izraz (2.26) uvrstimo u izraz (2.25) pa dobivamo:

ATP + PA = AT0

(eAt)T

QeAtdt+

0

(eAt)T

QeAtdtA =

=

0

(eAtA

)TQeAtdt+

0

(eAt)T

Q(eAtA

)dt =

=

0

[(eAtA

)TQeAt +

(eAt)T

Q(eAtA

)]dt =

=

0

[d

dt

(eAt)T

QeAt]dt =

=(eA

)TQeA

(eA0)T

QeA0 =

= (eA0)T

QeA0 = IQI = Q,

(2.27)

gdje smo primjenili pretpostavku da je sustav stabilan, odnosno
limt eAt = 0.

Stabilnost linearnih sustava odredujemo primjenom Ljapunovljeve
matricne

jednadzbe na sljedeci nacin:

1. izabere se neka pozitivno definitna simetricna matrica Q,

2. rjesi se Ljapunovljeva jednadzba (2.25) po matrici P,

3. provjeri se da li je matrica P pozitivno definitna.


	
Poglavlje 3.

Linearne matricne nejednadzbe u

teoriji automatske regulacije

Linearne matricne nejednadzbe (engl. Linear Matrix Inequalities
LMI)

pokaza-le su se kao izniman alat za rjesavanje mnogih problema u
podrucjima

upravlja-nja dinamickim sustavima. U ovom poglavlju ce se
prikazati primjena

LMI-a u sustavima automatske regulacije prema [11, 47]. Problemi
koji ce se

razmatrati sastojat ce se u formiranju Ljapunovljeve funkcije za
analizu i sintezu

regulacijskih sustava. Najpoznatija i najjednostavnija linearna
matricna

nejednadzba je Ljapunovljeva nejednadzba.

Tijekom 1940-ih godina Lure, Postnikov i drugi primijenili su
Ljapunovljevu

metodu na problemu stabilnosti automatskog sustava regulacije sa
nelinearnim

aktuatorom. Iako nisu eksplicitno postavili matricnu
nejednadzbu, njihov kriterij

stabilnosti imao je oblik linearne matricne nejednadzbe.
Dobivene nejednadzbe su

rjesavali rucno sto je ogranicavalo njihovu primjenu na sustave
viseg reda.

Sljedeci vazan dogadaj dogodio se ranih 1960-ih, kada su
Yakubovich, Popov,

Kalman i drugi znanstvenici uspjesno reducirali rjesenja
nejednadzbi iz Lureovog

problema upotrijebivsi lemu pozitivne realnosti (engl. Positive
- real lemma). Ovaj

kriterij mogao se primijeniti na sustave viseg reda, ali nije
davao dobre rezultate

za sustave koji su imali vise od jedne nelinearnosti.

Daljnjim istrazivanjima u kasnim 1960-im doslo se do zakljucka
da se ista

19
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familija nejednadzbi moze rijesiti pomocu algebarske Riccatieve
jednadzbe (engl.

Algebraic Riccati Equation - ARE). Pojam linearne matricne
nejednadzbe prvi je

upotrijebio J. C. Willems 1971. godine.

U ranim 1980-im doslo se do spoznaje da se linearne matricne
nejednadzbe

mogu rjesavati upotrebom racunala konveksnim programiranjem. Ta
spoznaja je

1988. godine omogucila znanstvenicima Nestrovom i Nemirovskom
razvoj metode

unutarnje tocke (engl. Interior - Point Method).

Definicija 8 (Linearna matricna nejednadzba). Linearna matricna
nejednadzba

ima sljedeci oblik

F (x) = F0 +mi=1

xiFi > 0, (3.1)

gdje je x = [x1 x2 . . . xm] Rm vektor rjesenja, a simetricne
matrice Fi = FT Rnn, i = 0, . . . ,m su poznate. Znak nejednakosti
u (3.1) znaci da je funkcija F(x)pozitivno definitna. Skup rjesenja
{x : F (x) > 0} je konveksan.

Definicija 9 (Konveksni skup [12]). Pretpostavimo da su x1 6= x2
dvije tocke uRn. Tocke u obliku

y = x1 + (1 )x2, R, (3.2)

tvore spojnicu izmedu x1 i x2. Skup C Rn je konveksan ako
spojnica izmedubilo koje dvije tocke iz skupa C lezi u skupu C, tj.
ako za bilo koje x1, x2 C ibilo koji 0 1 imamo

x1 + (1 )x2 C. (3.3)

Definicija 10 (Konveksna ljuska [12]). Tocke oblika 1x1 + . . .
+ kxk, gdje su

1 + . . . + k = 1, i 0, i = 1, . . . , k nazivamo konveksna
kombinacija tocakax1, . . . , xk. Konveksna ljuska skupa C je skup
svih konveksnih kombinacija tocaka

u skupu C, odnosno

convC = {1x1 + . . .+ kxk|xi C ,

0, i = 1, . . . , k, 1 + . . .+ k = 1} .(3.4)

Kao sto se vidi iz samog naziva, konveksna ljuska convC je
uvijek konveksna. To

je najmanji konveksni skup koji sadrzi C. Ako je B neki
konveksni skup koji sadrzi

C, tada je C B.
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Definicija 11 (Konveksna funkcija [12]). Funkcija f : Rn R je
konveksna akoje domena od f konveksni skup, te ako je

f (x+ (1 )y) f(x) + (1 )f(y), (3.5)

za bilo koji x, y iz domene od f , a je iz intervala 0 1.
Funkcija je konkavnaako je f konveksna.

Promotrimo na primjer, analizu stabilnosti autonomnog LTI
sustava drugog

reda u obliku linearnih matricnih nejednadzbi. Dobro je poznato
da je takav

sustav asimptotski stabilan ako i samo ako postoji matrica P =
PT Rnn takvada je zadovoljena Ljapunovljeva nejednadzba

ATP + PA < 0, P > 0, (3.6)

gdje je A R22. Matricnu varijablu P mozemo parametrizirati
sa

P =

[x1 x2

x2 x3

], (3.7)

zatim mozemo pisati

P = x0 +3i=1

xi Pi, (3.8)

gdje su

P0 =

[0 0

0 0

], P1 =

[1 0

0 0

], P2 =

[0 1

1 0

], P3 =

[0 0

0 1

]. (3.9)

Buduci da je

ATP + PA = AT

(3i=1

xiPi

)+

(3i=1

xiPi

)A =

=3i=1

xi[ATPi + PiA

]< 0,

(3.10)

Ljapunovljeva LMI (3.6) moze se transformirati u standardnu
formu

ATP + PA < 03i=1

xiFi > 0, Fi = ATPi PiA. (3.11)
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Skup linearnih matricnih nejednadzbi F(1) (x) > 0, . . .F(p)
(x) > 0 moze se

zapisati kao jedna nejednadzba

F (x) =

F(1) (x) 0 0

0 F(2) (x) 0...

. . ....

0 0 F(p) (x)

> 0. (3.12)

Nelinearne nejednadzbe pretvaraju se u LMI oblik pomocu Schur
komplementa,

cija glavna ideja je da LMI u obliku[Q S

ST R

]> 0, (3.13)

gdje su Q = QT , R = RT jednak zapisu

R > 0, Q SR1ST > 0. (3.14)

Drugim rijecima skup nelinearnih nejednadzbi (3.14) moze se
predstaviti kao LMI

(3.13). Kao dokaz tome napisimo nejednadzbe (3.14) u matricnom
obliku[Q SR1ST 0

0 R

]> 0. (3.15)

Zatim gornji izraz pomnozimo sa lijeve i desne strane sa
nesingularnom matricom

(posjeduje inverznu matricu) [I SR1

0 I

], (3.16)

tada vrijedi jednakost[Q S

ST R

]=

[I SR1

0 I

][Q SR1ST 0

0 R

][I 0

R1ST I

]> 0. (3.17)

Prethodno svojstvo Schurovog komplementa vrijedi i u slucaju
negativno definitne

matrice, tj. jednaki rezultat se dobije zamjenom znaka > sa
znakom
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3.1. Semidefinitno programiranje

Ovdje ce se razmatrati problem semidefinitnog programiranja, tj.
problem

minimiziranja linearne funkcije uz uvjete u obliku linearnih
matricnih nejednadzbi.

Semidefinitno programiranje je vazan numericki alat za analizu i
sintezu sustava

automatske regulacije.

Definicija 12 (Semidefinitno programiranje). Promotrimo
minimiziranje linearne

funkcije varijable x Rm uz ogranicenja u obliku linearnih
matricnih nejednadzbi

minxRm

cTx

s.t. F (x) 0,(3.18)

gdje su c Rm, a F (x) je LMI definirana izrazom (3.1). Problem
opisan sa (3.18)predstavlja semidefinitni program. Buduci da je F
(x) simetricna matrica, dovoljan

i nuzan uvjet pozitivne semidefinitnosti je da najmanja
svojstvena vrijednost od

F (x) bude veca ili jednaka nuli.

Problem semidefinitnog programiranja moze se shvatiti kao
prosirenje linearnog

programiranja. Opcenito, linearno programiranje formulira se na
sljedeci nacin

minxRm

cTx

s.t. Ax + b 0,(3.19)

gdje su A Rnm i b Rn.Razvijeni su mnogi algoritmi za rjesavanje
problema semidefinitnog

programiranja kao sto su simplex metoda, elipsoid metoda, te
metoda unutarnje

tocke. Na temelju navedenih algoritama razvijeni su programski
paketi za

njihovo rjesavanje.

3.2. Analiza stabilnosti dinamickih sustava

primjenom LMI

Promotrimo diferencijalnu inkluziju:

x (t) Q (x (t)) , (3.20)
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gdje je Q (x) = conv {Q1x, . . . ,QMx}. U opcem slucaju kada je
M > 1 imamomodel vremenski promjenjivog sustava, tj.
trajektorija inkluzije je rjesenje

vremenski zavisne jednadzbe

x (t) = A (t) x (t) , A (t) conv {Q1, . . . ,QM} . (3.21)

Jedno od glavnih pitanja vezanih uz dinamicke sustave je problem
ispitivanja

njihove stabilnosti, odnosno sto se desava sa trajektorijama
sustava kada t ;da li one teze prema nuli (sustav je stabilan) ili
neke od njih idu u beskonacnost.

Uobicajeni nacin dokazivanja stabilnosti je odredivanje
Ljapunovljeve funkcije

u kvadratnom obliku f (x) = xTPx, gdje je matrica P pozitivno
definitna i

simetricna, sto dokazuje stupanj opadanja sustava , tj. za neki
je zadovoljena

diferencijalna nejednadzba

d

dtf (x (t)) f (x (t)) . (3.22)

Iz diferencijalne nejednadzbe (3.22) slijedi

f (x (t)) f (x (0)) exp (t) , (3.23)

ako je > 0, sustav je stabilan; ako je = 0, sustav je
granicno stabilan; ako je

< 0, ne mozemo sa sigurnoscu reci da li je sustav stabilan
ili nestabilan.

Derivacija funkcije xT (t) Px (t) po vremenu je 2xT (t) Px (t);
matrica P

dokazuje stupanj opadanja ako i samo ako je simetricna i
pozitivno definitna

2xTPy xTPx. (3.24)

Kako je trazena nejednadzba linearna u y, ona je dokaziva za
svaki y Q (x)ako i samo ako vrijedi y = Qix, i = 1, . . . ,M (Q (x)
je konveksna ljuska tocaka

Qix). Dakle pozitivno definitna matrica P dokazuje stupanj
opadanja ako i

samo ako vrijedi sljedece

xT[PQi + Q

Ti P]x 2xTPQix xTPx, (3.25)

za svaki x, tj. ako i samo ako matrica P zadovoljava sustav
linearnih matricnih

nejednadzbi:

P + PQi + QTi P 0, i = 1, . . . ,M, P > 0. (3.26)
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Mozemo zadati da je P I, cime dobivamo sustav linearnih
matricnihnejednadzbi

P I, P + PQi + QTi P 0 i = 1, . . . ,M, (3.27)

sto je pozitivno semidefinitni program.

Primjer 1 (Analiza stabilnosti primjenom LMI ). Zadan je
autonomni

kontinuirani LTI sustav

x(t) = Ax(t),x1

x2

x3

=

0 1 0

0 0 1

1 2 3

x1

x2

x3

.Potrebno je ispitati stabilnost sustava rjesavanjem
Ljapunovljeve linearne matricne

jednadzbe

P > 0,

ATP + PA < 0.

Primjenom Yalmip sucelja koje se implementira u MATLAB te uz
primjenu

SeDuMi solvera dobivamo sljedecu matricu

P =

0.9354 0.6503 0.2024

0.6503 2.0834 0.5064

0.2024 0.5064 0.4092

,cije su svojstvene vrijednosti

1 = 0.2670, 2 = 0.6435, 3 = 2.5176,

iz kojih zakljucujemo da je matrica P pozitivno definitna, sto
znaci da je razmatrani

sustav stabilan.

Skripta koja rjesava opisani problem dana je u dodatku D1.
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3.3. Sinteza regulacijskih sustava primjenom

LMI

Sada cemo promatrati regulacijski sustav koji se sastoji od
objekta regulacije

na koji djeluje vektor upravljanja u (t)

x (t) Q (x (t) ,u (t)) , (3.28)

gdje su Q (x,u) = conv {Q1x + B1u, . . . ,QMx + BMu}, x Rn
vektor stanja,u Rm vektor upravljanja, Qi Rnn, Bi Rnm. Cilj je
osigurati stabilnostzatvorenog sustava sa linearnom vremenski -
invarijantnom povratnom vezom u

obliku

u (t) = Kx (t) , (3.29)

gdje je K Rmn matrica povratna veze, odnosno regulator stanja
sustava. Tajcilj cemo postici preko Ljapunovljeve funkcije u
kvadratnom obliku f (x) = xTPx.

Ako za neki > 0 mozemo pronaci istovremeno matricu K i
pozitivno definitnu

simetricnu matricu P takve da je

d

dt

(xT (t) Px (t)

) xT (t) Px (t) , (3.30)

tada ce nas sustav biti stabilan.

Na isti nacin kao u prethodnom razmatranju izraz (3.30) i uvjeti
za matricu P

(pozitivna definitnost) rezultiraju sustavom matricnih
nejednadzbi

[Qi + BiK]T P + P [Qi + BiK] P, i = 1, . . . ,M, P > 0,
(3.31)

gdje su nepoznate matrice P i K. Sustav nije linearan u
matricama P i K pa

uvodimo supstituciju

Y = P1 P = Y1, F = KP1 K = FY1. (3.32)

Sa tim novim varijablama sustav postaje:

QTi Y1 + Y1Qi + Y

1FTBTi Y1 + Y1BiFY

1 Y1,i = 1, . . . ,M, Y > 0.

(3.33)


	
Poglavlje 3. Linearne matricne nejednadzbe u teoriji automatske
regulacije 27

Ako gornji izraz pomnozimo sa lijeve i desne strane matricom Y
dobivamo:

YQTi + QiY + FTBTi + BiF Y,

i = 1, . . . ,M, Y > 0,(3.34)

sto je sustav LMI sa varijablama Y i F koji predstavlja
semidefinitan program.

Primjer 2 (Sinteza upravljanja primjenom LMI ). Zadan je LTI
sustav u prostoru

stanja

x(t) = Ax(t) + Bu(t),[x1

x2

]=

[1 21 2

][x1

x2

]+

[1

1

] [u1

].

Potrebno je odrediti zakon upravljanja

u(t) = Kx(t)

koji stabilizira sustav.

Ako zakon upravljana uvrstimo u jednadzbu sustava tada dobivamo
regulacijski

sustav

x(t) = (A + BK) x(t).

Za sintezu upravljanja prema izrazu (3.31) potrebno je rjesiti
sljedecu matricnu

nejednadzbu

(A + BK)T P + P (A + BK) < 0,

P > 0.

Buduci da prethodna matricna nejednadzba nije linearna u
matricama P i K

uvodimo supstituciju prema izrazu (3.32) cime dobivamo

AY + YAT + BF + FTBT < 0,

Y > 0.

Primjenom Yalmip sucelja koje se implementira u MATLAB te uz
primjenu

SeDuMi solvera dobivamo sljedece matrice

Y =

[0.7500 0.1362

0.1362 1.0225

], F =

[0.0794 2.7381

],
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iz kojih dobivamo matricu K

K = FY1 =[0.3901 2.7299

].

Svojstvene vrijednosti matrice A + BK koje iznose

1 = 0.6699 + 1.0055i, 2 = 0.6699 1.0055i,

nalaze se u lijevoj kompleksnoj poluravnini iz cega zakljucujemo
da je regulacijski

sustav stabilan. Skripta koja rjesava opisani problem dana je u
dodatku D2.
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Slika 3.1: Odziv sustava bez regulatora na pocetne uvjete x0 =
[1 1]T .
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Slika 3.2: Odziv sustava sa regulatorom na pocetne uvjete x0 =
[1 1]T .
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H sinteza regulacijskih sustava

Metoda H optimizacije koristi se u teoriji upravljanja tehnickim
sustavimaza sintezu regulatora kojima se postize robustnost ili
stabilizacija sustava. Pri

tome se upravljacki zadatak predstavlja kao problem matematicke
optimizacije

cijim se rjesavanjem dobiva zeljeni zakon upravljanja. Takav
pristup zahtjeva

relativno visoku razinu matematickog razumijevanja, a takoder i
dovoljno dobar

model objekta upravljanja.

Termin H dolazi od imena matematickog prostora nad kojim se
vrsioptimizacija. H je prostor analitickih matricnih funkcija koje
su ogranicene ulijevoj strani kompleksne ravnine definirane sa
Re(s) < 0, a H norma jemaksimalna singularna vrijednost funkcije
u tom prostoru. Ovo se moze

interpretirati kao maksimalno pojacanje u svim smjerovima i na
svim

frekvencijama. Za sustave sa jednim ulazom i jednim izlazom to
pojacanje

predstavlja maksimalnu vrijednost u frekvencijskoj
karakteristici sustava1.

Kada govorimo o H optimizaciji, tada govorimo o metodi sinteze
upravljanjaciji je cilj minimizacija vrh(ov)a jedne ili vise
prijenosnih funkcija. Kako smo vec

rekli, H norma stabilne prijenosne funkcije G(s) je vrsna
vrijednost od |G(j)|1Frekvencijska karakteristika sustava koja
prikazuje zavisnost amplitude frekvencijske

prijenosne funkcije i faznog kuta o frekvenciji naziva se
Bodeovim dijagramom. Kod njega se

odvojeno crtaju amplitudna i fazna frekvencijska karakteristika,
a mjerilo na ordinatnim osima

je linearno, dok je na osi apscisa frekvencija dana u
logaritamskom mjerilu.

29
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kao frekvencijske funkcije, odnosno

G(s) , max|G(j)|. (4.1)

Tocnije govoreci, max (maksimalna vrijednost) bi se trebala
zamijeniti sa sup

(supremum, najmanja gornja granica) zato jer se maksimum u
stvarnosti nece

postici buduci da tada . Simbol dolazi od cinjenice da se
maksimalnavelicina preko frekvencije moze napisati kao

max |G(j)| = limp

( |G(j)|pd

) 1p

. (4.2)

4.1. Norme sustava

ProstoriH2 iH, koji se jos nazivaju i Hardyevi prostori, su
skupovi analitickihfunkcija. Neka je S C otvoreni skup, gdje je C
skup kompleksnih brojeva i nekaje f(s) kompleksna funkcija
definirana u S:

f(s) : S 7 C. (4.3)

Za funkciju f(s) kaze se da je analiticka u nekoj tocki unutar
skupa S ako je

diferencijabilna u toj tocki i takoder u okolini te tocke. Za
funkciju f(s) kaze

se da je analiticka u skupu S ako sve njene derivacije postoje u
tom podrucju

ili je analiticka u svim tockama tog podrucja. Prema tome
matricna funkcija je

analiticka u S ako je svaki element analiticka funkcija u S.

Nadalje, razmotrimo prostore kompleksnih analitickih matricnih
funkcija koji

su u najcescoj upotrebi prema [75].

L2 prostor je Hilbertov prostor2 matricnih (ili skalarnih)
funkcija na jR i sadrzisve kompleksne matricne funkcije F takve da
je donji integral ogranicen, odnosno

trace [F(j)F(j)] d
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gdje F(j) predstavlja transponiranu konjugirano kompleksnu
matricu od F(j).

Skalarni produkt ovog Hilbertovog prostora je definiran na
sljedeci nacin

F,G , 12

trace [F(j)G(j)] d, (4.5)

gdje su F, G L2, a norma inducirana skalarnim produktom je

F2 ,F,F. (4.6)

Sve realne striktno pravilne racionalne3 matrice prijenosnih
funkcija koje nemaju

polove na imaginarnoj osi tvore podprostor od L2 koji se
oznacava sa RL2.H2 je zatvoreni podprostor od L2 sa matricnom
funkcijom F(s) analitickom u

Re(s) > 0, odnosno u otvorenoj desnoj poluravnini. Slicno kao
i prije, realni

racionalni podprostor u H2, koji sadrzi sve striktno pravilne i
stabilne realneracionalne matrice prijenosnih funkcija oznacana se
sa RH2L je prostor matricnih (ili skalarnih) funkcija koje su
ogranicene na jR.

Racionalni podprostor od L, oznacen sa RL, sadrzi sve racionalne
pravilnematrice prijenosnih funkcija koje nemaju polove na
imaginarnoj osi.

H je zatvoreni podprostor u L sa funkcijama koje su analiticke u
otvorenojdesnoj poluravnini i ogranicene na imaginarnoj osi. RH je
realni racionalnipodprostor od H koji sadrzi sve pravilne i realno
racionalne stabilne matriceprijenosnih funkcija.

Od posebnog su interesa L2 i L stabilnost. Znacenje L2
stabilnosti je daulazni signal konacne energije uzrokuje izlazni
signal konacne energije. Ako

imamo sustav u ravnoteznom stanju i sustav je globalno
asimptotski stabilan,

tada vanjski signal ili poremecaj konacne energije (sto
prakticno znaci signal

konacnog vremenskog trajanja) uzrokuje regulacijsku pogresku
konacne energije.

To znaci da ce sustav nakon izbacivanja iz ravnoteznog stanja s
vremenom

ponovo konvergirati ravnoteznom stanju.

Znacenje L stabilnosti je da ulazni signal konacne amplitude
uzrokujeizlazni signal konacne amplitude. Drugim rijecima imamo
tzv.

ogranicen-ulaz-ogranicen-izlaz (engl.
Bounded-Input-Bounded-Output BIBO)

3Red polinoma u brojniku je manji od reda polinoma u
nazivniku.
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stabilnost. Ako imamo sustav u ravnoteznom stanju i sustav je
globalno

asimptotski stabilan, tada vanjski signal ili poremecaj konacne
(ogranicene)

amplitude (sto prakticno znaci permanentni signal neogranicenog
trajanja)

uzrokuje regulacijsku pogresku ogranicene amplitude. To znaci da
sustav nakon

izbacivanja iz ravnoteznog stanja s vremenom nece asimptotski
konvergirati

ravnoteznom stanju ali ce odstupanje biti ograniceno.

Razmotrimo sada nacine racunanja dviju najcescih normi za
vrednovanje

performansi sustava, a to su H2 i H norma. Pretpostavimo da
imamo sustavdefiniran matricom prijenosnih funkcija G(s) i matricom
tezinskih funkcija g(t).

Neka je ulazni signal w, a izlazni signal z.

Za definiranje H2 norme koristi se Frobeniusova matricna norma,
definiranaizrazom (A5), integrirana po frekvenciji, odnosno prema
[50]

G(s)2 ,

1

2

trace [G(j)G(j)] d, (4.7)

gdje G(j) predstavlja transponiranu konjugirano kompleksnu
matricu od G(j).

Iz izraza (4.7) vidimo da G(s) mora biti striktno pravilno
racionalna funkcija,

odnosno mora biti G() = 0, inace je H2 norma beskonacna. H2
norma se mozeinterpretirati i na drukciji nacin primjenom
Parsevalovog teorema koji kaze da za

kauzalni signal f L2 vrijedi izraz [52] 0

f(t)T f(t)dt =1

2

F(j)F(j)d, (4.8)

slijedi da je izraz (4.7) jednak H2 normi impulsnog odziva

G(s)2 = g(t)2 ,

0

trace [g()Tg()] d , (4.9)

odnosno

G(s)2 = g(t)2 =

ij

0

|gij()|2d . (4.10)

Matrica tezinskih funkcija jednaka je

g(t) =

0 , t < 0CeAtB + D(t) , t 0, (4.11)
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gdje je (t) jedinicna impulsna funkcija koja zadovoljava limt0
t0(t)dt = 1,

matrice A, B, C, D su matrice sustava zapisanog u obliku
prostora stanja prema

izrazima (2.17) i (2.18).

Uvrstavanjem izraza (4.11) u izraz (4.9) dobivamo izraz za
numericko

izracunavanje H2 norme sustava [50, 75]

G(s)2 =

trace (BQB) ili G(s)2 =

trace (CPC), (4.12)

gdje su Q i P Gramiani mjerljivosti i upravljivosti4,
respektivno, definirani izrazima

Q =

0

eACCeAd, (4.13)

P =

0

eABBeAd, (4.14)

a koji se takoder mogu dobiti i rjesavanjem sljedecih
Ljapunovljevih matricnih

jednadzbi

AQ + QA = CC, (4.15)

AP + PA = BB. (4.16)

Pretpostavimo da je G(s) L pravilna matrica prijenosnih funkcija
stabilnoglinearnog sustava, tada je H norma matrice G(s) prema [75,
9] jednaka

G(s) , supRe(s)>0

max(G(s)) = supR

max(G(j)), (4.17)

gdje max() oznacava maksimalnu singularnu vrijednost matrice,
tj.

max(F) = 1/2max(F

F). (4.18)

Izracunavanje H norme je slozeno i zahtijeva primjenu
rekurzivnogalgoritma. Sa stajalista inzenjerskog upravljanja
sustavima H norma se mozeinterpretirati unutar kompleksne ravnine
kao udaljenost od ishodista do

najudaljenije tocke Nyquistovog dijagrama, ili kao vrsna
vrijednost u Bodeovom

amplitudno frekvencijskom dijagramu.

4Vidi Dodatak C.
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H norma se moze procijeniti (estimirati) racunanjem max(G(j)) na
Nfrekvencija, {1, . . . , N}, i tada je

G(s) max1kN

max(G(jk)). (4.19)

Nadalje prema [75], H norma takoder se moze izracunati i u
prostoru stanjaako je matrica G(s) racionalna. Neka postoji
pozitivna skalarna vrijednost > 0

i neka je

G(s) =

[A B

C D

] RL. (4.20)

Pretpostavimo da matrica A nema svojstvene vrijednosti na j osi.
Tada vrijedi

G(s) < ako i samo ako je max(D) < i matrica

H =

[A + BR1DC BR1B

C (I + DR1D) C (A + BR1DC)

], (4.21)

gdje je R = 2IDD, nema svojstvene vrijednosti na j osi. Matrica
H iz izraza(4.21) naziva se matrica Hamiltonian buduci da vrijedi
[20]

J1HJ = H, J =

[0 II 0

]. (4.22)

Primjetimo da vrijedi sljedece

D = max(G(j))

sup

(max(G(j))) < ,(4.23)

sto implicira da ako je D = max(D) > tada je nemoguce da G(s)
budemanje od . Nejednadzba sup max(G(j)) < je zadovoljena ako i
samo ako je

supmax(G(j)

G(j)) < 2I, (4.24)

sto znaci da je matrica 2IG(j)G(j) nesingularna za svaki
.Promotrimo sada dinamicki sustav sa sljedecom matricom prijenosnih
funkcija

(s) =(2IG(j)G(j)

)1. (4.25)
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Mozemo zakljuciti da je G(s) < ako i samo ako (s) nema polove
naimaginarnoj osi. Ako takvi polovi postoje, recimo na j0, tada
je

(j0)1 = 0 = 2IG(j0)G(j0), (4.26)

sto je u kontradikciji sa pretpostavkom da je (j)1 nesingularna
za svaki .

Nadalje, (s) ima sljedeci oblik u prostoru stanja

(s) =

H[

BR1

CDR1

][R1DC R1B

]R1

. (4.27)Ako matrica H ima svojstvenu vrijednost na imaginarnoj
osi, recimo na j0,

tada postoji vektor x0 = [x1 x2]T 6= 0 takav da je (j0IH) x0 =
0. Ako ova

svojstvena vrijednost odgovara upravljivom/mjerljivom modu od
(s), tada (s)

ima pol na imaginarnoj osi i norma G(s) ne moze biti manja od .
Stoga,ako je G(s) < tada j0 mora biti ili neupravljivi ili
nemjerljivi mod od(s).

Neka je j0 nemjerljivi mod sustava (s). Test mjerljivosti
Popov-Belevitch-

Hautus prema [20] zahtjeva da matrica [IH [R1DC R1B]] ima puni
rangza sve . Ako je j0 nemjerljivi mod, tada postoji x0 = [x1
x2]

T 6= 0 takav da je[IH

[R1DC R1B

]]x0 = 0, (4.28)

sto se moze desiti samo ako je

Hx0 = j0x0,

0 =[R1DC R1B

]x0,

(4.29)

odnosno(j0IA)x1 = 0,

(j0I + A)x2 = CCx1,

DCx1 + Bx2 = 0.

(4.30)

Buduci da je pretpostavka da matrica A nema svojstvenih
vrijednosti na

imaginarnoj osi, slijedi da (j0I A)x1 = 0 implicira x1 = 0.
Uvrstavanjem
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x1 = 0 u drugu jednadzbu izraza (4.30) dobivamo (j0I + A)x2 = 0.
Ponovo A

nema svojstvene vrijednosti na imaginarnoj osi pa takoder mora
biti x2 = 0. Ovo

je u kontradikciji sa prethodnom pretpostavkom x0 6= 0.Na slican
nacin mozemo promatrati slucaj gdje je j0 neupravljivi mod od

(s). Primjena Popov-Belevitch-Hautus testa upravljivosti prema
[20] ponovo

dovodi do kontradikcije, pa mozemo zakljuciti da (s) ne moze
imati polove na

imaginarnoj osi ako i samo ako matrica Hamiltonian H nema
svojstvene vrijednosti

na imaginarnoj osi.

Za racunanje H norme na temelju prethodnog razmatranja u
refrencama [9]i [8] je razvijen sljedeci vrlo efikasan algoritam
raspolavljanja (engl. Bisection

Algorithm):

1. odabrati gornju u i donju l granicu takve da je l < G(s)
< u;

2. ako je (u l)/l , gdje je tolerancija pogreske, STOP; G(s) (u
+ l)/2. Inace ici na sljedeci korak;

3. postaviti = (u + l)/2;

4. ispitati da li je G(s) < racunanjem svojstvenih
vrijednosti matrice Hiz izraza (4.21) za odgovarajuci ;

5. ako H nema svojstvene vrijednosti na imaginarnoj osi
postaviti l = ; inace

u = ; vratiti se na korak 2.

Ovaj algoritam radi na vrlo jednostavan nacin. Pratpostavlja da
znamo granice

u i l. Pocetna vrijednost od G(s) je srednja izmedu u i l, cime
podrucjetrazenja dijelimo na pola. Oznacimo sa 0 tu pocetnu
vrijednost. Ispitivanjem

svojstvenih vrijednosti matrice H iz izraza (4.21) mozemo
utvrditi da li je nasa

pocetna vrijednost prevelika ili premala. Ako je prevelika tada
znamo da je l 0.Takav regulator, koji se naziva -suboptimalni
regulator, takoder interno

stabilizira regulacijski sustav [75].

Pretpostavimo, radi jednostavnosti, prema [23, 22] da je D22 = 0
tako da

imamo sustave G(s) i K(s) opisane u prostoru stanja na sljedeci
nacin

G(s) =

A B1 B2

C1 D11 D12

C2 D21 0

, K(s) =[

AK BK

CK DK

]. (4.43)

Kombinacijom sustava iz prethodnosg izraza dobivamo matricu
prijenosa koja

preslikava w 7 z u sljedecem obliku

T(s) =

[Acl Bcl

Ccl Dcl

], (4.44)

gdje su

Acl =

[A + B2DKC2 B2CK

BKC2 AK

], Bcl =

[B1 + B2DKD21

BKD21

],

Ccl =[C1 + D12DKC2 D12CK

], Dcl =

[D11 + D12DKD21

].

(4.45)

Definirajmo sada matricu

=

[AK BK

CK DK

], (4.46)

te uvedimo skracene oznake

A =

[A 0

0 0k

], B =

[B1

0

], C =

[C1 0

], C =

[0 Ik

C2 0

]

B =

[0 B2

Ik 0

], D12 =

[0 D12

], D21 =

[0

D21

],

(4.47)

tako da su matrice zatvorenog kruga iz izraza (4.45) jednake

Acl = A + BC, Bcl = B + BD21,

Ccl = C + D12C, Dcl = D11 + D12D21.(4.48)
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4.3. H sinteza primjenom LMI

U ovom podpoglavlju cemo pokazati na koji nacin je moguce
problem Hoptimizacije formulirati u obliku linearnih matricnih
nejednadzbi. Izvest ce se

postupak sinteze regulatora stanja te dinamickog regulatora
punog reda. Glavnu

ulogu u ovakvom postupku sinteze H regulatora ima lema
ogranicene realnosti(engl. bounded real lemma).

Primjenom linearnih matricnih nejednadzbi ne postavljaju se
dodatne

pretpostavke na objekt upravljanja osim uobicajenih svojstava
ustaljivosti (engl.

stabilizability) i detektivosti (engl. detectability) vec se
problem svodi na

konveksnu optimizaciju koja se efikasno rjesava primjenom
postojecih algoritama

uz pomoc racunala. Za numericko rjesavanje nejednadzbi
algoritmima

semidefinitnog programiranja mogu se koristiti Yalmip i SeDuMi
koji se na

jednostavan nacin implementiraju u MATLAB-u. Izlaganja u ovom
podpoglavlju

slijede reference [11, 47, 20, 52, 69, 23, 22].

Ako imamo linearni vremenski-invarijantan sustav

x(t) = Ax(t) + Bw(t),

z(t) = Cx(t) + Dw(t),(4.49)

i funkciju akumulirane energije (engl. storage function) koja je
ujedno i Ljapuno-

vljeva funkcija sustava u kvadratnoj formi

V (x) = xTPx, (4.50)

uz P = PT i P > 0, te ako je funkcija toka energije (engl.
supply rate function)

s(w, z) = 2w2 z2, (4.51)

tada je sustav prema definiciji 17 L2 stabilan ako je
zadovoljena sljedecanejednadzba

V (x) 2wTw zTz, 0. (4.52)

Ako izraz (4.52) integriramo od 0 do T sa pocetnim uvjetima x(0)
= 0 dobit cemo

V (x(T )) +

T0

zTz 2wTw 0, (4.53)
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a buduci da je V (x(T )) 0 slijedi T0

(zTz 2wTw)dt 0, T0

zTzdt 2 T0

wTwdt 0,

z2 2w2 0,zw

,

(4.54)

odnosno L2 pojacanje sustava je manje od neke pozitivne
vrijednosti . L2pojacanje je jednako H normi matrice prijenosnih
funkcija sustava.

Nadalje, deriviranjem funkcije V (x) iz izraza (4.50)
dobivamo

V (x) = xTPx + xTPx = (Ax + Bw)T Px + xTP (Ax + Bw) =

= xTATPx + wTBTPx + xTPAx + xTPBw.(4.55)

Uvrstavanjem prethodnog izraza u izraza (4.52) te nakon mnozenja
i prebacivanja

svih clanova na lijevu stranu dobivamo

xTATPx + xTPAx + wTBTPx + xTPBw 2wTw+

+ xTCTCx + xTCTDw + wTDTCx + wTDTDw 0,(4.56)

odnosnoxT[ATP + PA + CTC

]x + wT

[BTP + DTC

]x+

+ xT[PB + CTD

]w + wT

[DTD 2I

]w 0,

(4.57)

ili u matricnom obliku[xT wT

] [ATP + PA + CTC PB + CTDBTP + DTC DTD 2I

][x

w

] 0, (4.58)

iz cega slijedi linearna matricna nejednadzba[ATP + PA + CTC PB
+ CTD

BTP + DTC DTD 2I

] 0. (4.59)

U literaturi se nejednadzba (4.59) cesto prikazuje u oblikuATP +
PA PB CT

BTP I DT

C D I

0 (4.60)
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koji se dobiva direktnom primjenom Schur komplementa iz izraza
(3.13) i (3.14)

na nejednadzbu (4.59).

Izvedimo sada matricu prijenosnih funkcija za LTI sustav. U tu
svrhu potrebno

je prethodno izvrsiti Laplaceovu transformaciju izraza (4.49)
[41]

sX(s)X(0) = AX(s) + BW(s),

Z(s) = CX(s) + DW(s).(4.61)

Usvajajuci, nadalje, da je X(0) = 0, iz prve jednadzbe izraza
(4.61) dobija se

X(s) = [sIA]1 BW(s). (4.62)

Nakon supstitucije X(s) iz (4.62) u jednadzbu izlaza iz (4.61)
dobija se forma

Z(s) ={C [sIA]1 B + D

}W(s). (4.63)

Matrica prijenosnih funkcija G(s) definira se kao model
linearnog

vremenski-invarijantnog kontinuiranog sustava, koja vektor ulaza
W(s)

preslikava na vektor izlaza Z(s), u podrucju kompleksne
varijable s, pa iz (4.63)

slijedi izraz za G(s)

G(s) = C [sIA]1 B + D. (4.64)

Na temelju prethodno izvedenih izraza od (4.49) do (4.64), a
prema [52, 75,

45, 23], mozemo postaviti lemu koja ima vaznu ulogu u H sintezi
primjenomlinearnih matricnih nejednadzbi.

Lema 1 (Lema ogranicene realnosti). Pretpostavimo da je sustav
opisan

jednadzbama (4.49) upravljiv i ima matricu prijenosnih funkcija
odredenu

izrazom (4.64). Neka je funkcija toka energije definirana
izrazom (4.51). Vrijede

sljedece tvrdnje:

G(s) < i A je stabilna matrica, tj. Re(i(A)) < 0,

postoji pozitivno definitna simetricna matrica P koja je
rjesenje linearnematricne nejednadzbe iz izraza (4.60).
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Lema ogranicene realnosti u obliku semidefinitnog programiranja
(definicija 12)

mozemo formulirati na sljedeci nacin

minR, PRnn

s.t. (4.60), P > 0.(4.65)

4.3.1. Sinteza regulatora stanja

Za sintezu regulatora stanja objekta upravljanja opisanog
jednadzbama (4.36)

pretpostavljamo da su sva stanja dostupna, tj. C2 = I, te da su
D21 = 0 i D22 = 0.

Cilj je odrediti matricu K Rmn takvu da zakon upravljanja
minimizira Hnormu matrice prijenosnih funkcija regulacijskog
sustava.

Uvrstavanjem zakona upravljanja u(t) = Kx(t) u izraz (4.36) uz
prethodne

pretpostavke dobivamo sljedeci sustav

x(t) = (A + B2K) x(t) + B1w(t),

z(t) = (C1 + D12K) x(t) + D11w(t).(4.66)

Analogno nacinu izvedenom u izrazima od (4.61) do (4.63) matrica
prijenosnih

funkcija regulacijskog sustava iz izraza (4.66) je

T(s) = (C1 + D12K) (sIAB2K)1 B1 + D11. (4.67)

Prema [29] ako postoji simetricna matrica P > 0 koja
zadovoljava LMI iz izraza

(4.60) to je ekvivalentno kao da postoji P > 0 koji
zadovoljava sljedecu LMIAP + PAT B PCT

BT I DT

CP D I

0. (4.68)Prema tome, H norma matrice prijenosnih funkcija iz
izraza (4.67) bit ce manjaod > 0 ako i samo ako postoji
pozitivno definitna matrica P Rnn takva da je

(A + B2K)P + P(A + B2K)T B1 P(C1 + D12K)

T

BT1 I DT11(C1 + D12K)P D11 I

0. (4.69)
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Matricnu nejednadzbu iz izraza (4.69) smo dobili sljedecom
zamjenom u izrazu

(4.68)

A (A + B2K), B B1, C (C1 + D12K), D D11. (4.70)

Buduci da je nejednadzba (4.69) bilinearna u varijablama P i K,
da bi dobili

LMI uvodimo supstituciju F = KP iz cega slijedi nejednadzbaAP +
PAT + B2F + F

TBT2 B1 PCT1 + F

TDT12

BT1 I DT11C1P + D12F D11 I

0, (4.71)iz koje algoritmima semidefinitnog programiranja mozemo
numericki izracunati

matrice F i P na osnovu kojih dobivamo regulator stanja K = FP1
koji

minimizira H normu sustava.

4.3.2. Sinteza dinamickog regulatora punog reda

Promatra se regulacijski sustav definiran izrazom (4.44) koji se
sastoji od

procesa G(s) i regulatora punog reda K(s) definiranih izrazom
(4.43). Na proces

se kao i kod sinteze regulatora stanja radi jednostavnosti uvode
sljdece

pretpostavke: C2 = I, D21 = 0 i D22 = 0.

Teorem 1 (Sinteza H dinamickog regulatora punog reda [23]).
Dinamickiregulator K(s) reda k takav da je H norma zatvorenog
regulacijskog sustavaT(s) < postoji ako i samo ako postoje dvije
simetricne matrice R Rnn iS Rnn takve da je zadovoljena LMI[

NR 00 I

]T AR + RAT RCT1 B1

C1R I D11BT1 D

T11 I

[NR 00 I

]< 0, (4.72)

[NS 00 I

]T ATS + SA SB1 C

T1

BT1 S I DT11C1 D11 I

[NS 00 I

]< 0, (4.73)

[R I

I S

] 0, (4.74)
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gdje su NR i NS ortonormalne baze nul-prostora od[BT2 D

T12

]i [C2 D21],

respektivno.

Nadalje, postoji -suboptimalni regulator reduciranog reda k <
n ako i samo

ako su zadovoljene prethodne nejednadzbe, a takoder i uvjet

rank (IRS) k. (4.75)

Dokaz. Uvedimo najprije lemu koja uz lemu ogranicene realnosti
(lema 1) ima

centralnu ulogu u ovom pristupu:

Lema 2 (Lema eliminacije [23]). Ako je zadana matrica Rmm i
dvije matriceX i Q sa m brojem stupaca potrebno je odrediti matricu
odgovarajuce dimenzije

takvu da je

+ XTTQ + QTX < 0. (4.76)

Oznacimo sa WX i WQ matrice ciji stupci tvore bazu nul-prostora8
matrica X i

Q, respektivno. Tada je nejdnadzba (4.76) rijesiva za ako i samo
akoWTXWX < 0,WTQWQ < 0. (4.77)Primjenom leme pozitivne
realnosti (lema 1) dinamicki regulator punog reda

iz izraza (4.37) bit ce -suboptimalan ako i samo ako postoji
simetricna pozitivno

definitna matrica Pcl R(n+k)(n+k) koja zadovoljava
nejednadzbuATclPcl + PclAcl PclBcl C

Tcl

BTclPcl I DTclCcl Dcl I

< 0, (4.78)gdje su matrice Acl, Bcl, Ccl i Dcl definirane sa
(4.45). Upotrebom izraza (4.48)

relacija (4.78) moze se napisati kao

Pcl +QTTXPcl + X TPclQ < 0, (4.79)8Za matricu A dimenzije m n
skup N (A) = {xn1 | Ax = 0} Rn zove se nul-prostor od

A. Drugim rjecima, N (A) je skup svih rjesenja homogenog sustava
Ax = 0 [36].
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gdje je matrica definirana izrazom (4.46), dok su

Pcl =

ATPcl + PclA PclB C

T

BTPcl I DT11C D11 I

,Q =

[C D21 0

], XPcl =

[BTPcl 0 D

T12

].

(4.80)

Dakle, skup -suboptimalnih regulatora reda k je neprazan ako i
samo ako je

zadovoljena nejednadzba (4.79) za matrice R(k+m)(k+p) i Pcl >
0.Nejednadzba (4.79) je bilinearna u matricama i Pcl. Da bi dobili
linearnu

formu nejednadzbe koja ovisi samo o Pcl i parametrima procesa
primjenit cemo

lemu eliminacije (lema 2). Neka WXPcl i WQ oznacavaju matrice
ciji stupci tvore

bazu nul-prostora od XPcl i Q, respektivno. Tada, prema lemi 2
uvjet (4.79) zamatricu je zadovoljen ako i samo akoWTXPclPclWXPcl
< 0,WTQPclWQ < 0. (4.81)

Nadalje, postojanje matrice Pcl koja zadovoljava (4.81) je
ekvivalentno kao da

Pcl zadovoljava WTXPclWX < 0,WTQPclWQ < 0, (4.82)gdje
je

Pcl =

ATP1cl + P

1cl A B P

1cl C

T

BT I DT11CP1cl D11 I

, (4.83)a WX je matrica ciji stupci tvore bazu nul-prostora od X
. Ogranicenja iz izraza(4.82) i dalje nisu konveksna zato jer
sadrze matricu Pcl i njen inverz. Oni se mogu

dalje reducirati u par Riccatijevih nejednadzbi manjih dimenzija
koje su konveksna

ogranicenja.

Definirajmo prema [29] Pcl i P1cl na sljedeci nacin

Pcl =

[Y N

NT

], P1cl =

[X M

MT

], (4.84)
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gdje su X,Y Rnn i M,N Rnk. Na ovaj nacin prvi uvjet iz izraza
(4.82) sereducira u ogranicenje iz izraza (4.72), dok se drugi
uvjet iz izraza (4.82) reducira

u ogranicenje iz izraza (4.73).

Teorem 1 ukazuje samo na egzistenciju rjesenja i ne ukljucuje
racunanje

optimalnog regulatora. Matrica sustava H -suboptimalnog
regulatora, ,moze se dobiti na sljedeci nacin:

1. rjesavanjem LMI od (4.72) do(4.74) izracunaju se matrice R i
S,

2. matrica Pcl se izracuna rjesavanjem linearne jednadzbe [23][S
I

NT 0

]= Pcl

[I R

0 MT

], (4.85)

primjenom dekompozicije singularne vrijednosti, gdje je

MNT = IRS, (4.86)

3. matrica se dobije iz izraza (4.79).

Dakle, kada imamo matricu Pcl nejednadzba (4.79) postaje LMI s
varijablom

sto predstavlja problem konveksne optimizacije.
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Sinteza regulatora

elektro-hidraulickog servo sustava

50


	
Poglavlje 5.

Matematicko modeliranje i

simulacija elektro-hidraulickog

servo sustava

Matematicki model nekog sustava prikazuje funkcijske ovisnosti
izmedu

izlaznih i ulaznih velicina sustava odnosno dijelova sustava i
iskazuje se

odgovarajucim diferencijalnim ili integralno-diferencijalnim
jednadzbama. Za

postavljanje odgovarajuceg matematickog modela za neku
dinamicku

komponentu sustava primjenjuju se osnovni fizikalni zakoni. U
slucaju

hidraulickih sustava to su zakoni odrzanja energije i
materije.

Svrha postavljanja matematickog modela je da se sto bolje opise
dinamicko

ponasanje neke komponente sustava. Kako bi se matematicki model
mogao

upotrijebiti u sintezi algoritama upravljanja sustavom nije
potrebno opisivati sve

fizikalne pojave koje se u komponenti mogu odigrati, jer bi
takav sustav postao

preslozen. Analizom ponasanja sustava u cjelini doslo se do
spoznaje da se veliki

broj, po fizikalnoj prirodi razlicitih procesa, opisuje
matematickim modelom istog

tipa.

Prilikom analize i sinteze sustava moramo biti svjesni da niti
jedan matematicki

model ne moze u potpunosti opisati ponasanje sustava u svim
njegovim mogucim

radnim tockama.
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Postupak racunalne simulacije predstavlja nezaobilazan korak u
postupku

mate-matickog modeliranja kojim se stjece dublji uvid u
ponasanje realnog

sustava u radu. Dobivena na temelju apstraktnog modela sustava,
racunalna

simulacija sluzi kao alat za predvidanje i objasnjenje
razlicitih fenomena koji se

mogu pojaviti pri odredenim stanjima razmatranog sustava.

5.1. Izvod nelinearnog dinamickog modela

sustava

Nelinearni dinamicki sustav s upravljackim varijablama mozemo
prikazati

sljedecim sustavaom nelinearnih diferencijalnih jednadzbi [31,
61]

x1(t) = f1(x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , um(t)), x1(t0) =
x10,

x2(t) = f2(x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , um(t)), x2(t0) =
x20,

...

xn(t) = fn(x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , um(t)), xn(t0) =
xn0,

koje mozemo prikazati u vektorskom obliku

x(t) = f(x(t),u(t), t), x(t0) = x0, (5.1)

gdje su

x(t) = [x1(t) x2(t) xn(t)]T vektor varijabli stanja,

u(t) = [u1(t) u2(t) um(t)]T vektor upravljackih signala,

f() = [f1() f2() fn()]T vektor nelinearnih funkcija.

Pretpostavka je da su funkcije f1(), . . . , fn() kontinuirane
tako da sustavjednadzbi (5.1) ima jedinstveno rjesenje i nazivaju
se jednadzbe stanja.

Ako nema upravljackih varijabli, odnosno u(t) = 0, tada sustav
(5.1) postaje

nepobudeni nelinearni vremenski-varijabilni sustav. Ako dinamika
sustava ne ovisi

eksplicitno o vremenu, tada imamo nelinearni autonomni
sustav.
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Sustav nelinearnih diferencijalnih jednadzbi (5.1) u opcem
slucaju ne mozemo

rijesiti analiticki. Medutim rjesenja diferencijalnih jednadzbi
(5.1) zadovoljavaju

neka opca svojstva. Pretpostavimo da za neko pocetno vrijeme t0
i pocetno stanje

x0 = x(t0) imamo rjesenje jednadzbi (5.1) za t t0 u obliku x(t;
x0, t0). Tadavrijede sljedeca svojstva:

x(t0; x0, t0) = x0,

x(t; x0, t0) = f(x(t; x0, t0), t),

x(t2; x(t1; x0, t0), t1) = x(t2; x0, t0) za svaki t1, t2
(princip kauzalnosti),

x(t; x0, t0) = x(t+ ; x0, t0 + ) za svaki t, (samo za autonomne
sustave).

Razmotrimo sada izvod nelinearnog dinamickog modela
elektro-hidraulickog

servo sustava shematski prikazanog na slici 5.1, koji se sastoji
od hidraulickog

cilindra upravljanog proporcionalnim ventilom, pri cemu se
upravlja gibanjem

tereta. Fizikalni zakoni potrebni za postavljanje jednadzbi
dinamike pojedenih

komponenata sustava detaljno su obradeni u referencama [35, 2,
67].

Dinamika proporcionalnog ventila moze se opisati sljedecom
linearnom

diferencijalnom jednadzbom drugog reda [63]

yv = 2vvyv 2vyv + kv2vu, (5.2)

gdje su: kv koeficijent pojacanja proporcionalnog ventila, v
granicna frekvencija

proporcionalnog ventila, v koeficijent prigusenja ventila, yv
pomak klipa ventila,

u ulazni napon. Primjenom Laplaceove transformacije na izraz
(5.2) dobivamo

odnos izmedu pozicije klipa proporcionalnog ventila yv i ulaznog
napona u u obliku

prijenosne funkcije proporcionalnog clana drugog reda

Yv(s)

U(s)=

kv2v

s2 + 2vvs+ 1. (5.3)

Opcenito, protocni volumen ili jednostavno protok je definiran
obujmom fluida

koji protece kroz zadanu povrsinu u jedinicnom vremenu.
Jednadzbe protoka kroz
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Slika 5.1: Shematski prikaz elektro-hidraulickog sustava za
izvod dinamickog

modela.

proporcionalni ventil su izvedene primjenom kontinuiteta protoka
kroz neki otvor

i definirane su sljedecim izrazima [35]:

Q1 = Cdw yv

2

(pn p1), (5.4)

Q2 = Cdw yv

2

(p2 pa), (5.5)

za slucaj kada je yv 0, dok je u slucaju yv < 0

Q1 = Cdw yv

2

(p1 pa), (5.6)

Q2 = Cdw yv

2

(pn p2), (5.7)

gdje su p1 tlak u lijevoj, p2 tlak u desnoj komori cilindra, pn
je tlak napajanja,

pa tlak rezervoara, Cd koeficijent istjecanja proporcionalnog
ventila, w gradijent

povrsine otvora proporcionalnog ventila. Pretpostavlja se da su
tlakovi izvora i
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rezervoara konstantne velicine, a protoci Q1 i Q2 jednakog
iznosa:

Q1(yv, p1) = Q2(yv, p2) (5.8)

Ukoliko se zanemare interna i eksterna curenja sustava, za
cilindar vrijedi

sljedeca hidrodinamicka jednadzba [35, 67]

Q1 = A1dxpdt

+V1(xp)

dp1dt, (5.9)

Q2 = A2dxpdt V2(xp)

dp2dt, (5.10)

gdje su modul stisljivosti fluida definiran izrazom

= V dpdt, (5.11)

p1 i p2 tlakovi u komorama cilindra, Q1 i Q2 protoci u cilindru.
Volumeni dviju

komora cilindra mijenjaju se s pomakom klipa cilindra xp na
sljedeci nacin

V1(xp) = V01 + A1xp, (5.12)

V2(xp) = V02 A2xp, (5.13)

gdje su A1 i A2 povrsine poprecnih presjeka cilindra, a V0i =
Ail/2, i = 1, 2 je

takozvani poluvolumen cilindra. Ponasanje tlaka unutar dviju
komora cilindra je:

p1 =

V01 + A1 xp(Q1 A1 xp), (5.14)

p2 =

V02 A2 xp(Q2 + A2 xp). (5.15)

Mehanicki dio sustava moze se opisati dinamickom jednadzbom

xp =1

Mt(p1A1 p2A2 b xp c xp FL), (5.16)

gdje je Mt ukupna masa klipa i tereta, b i c su viskoznost i
krutost mehanickog

dijela, respektivno i FL predstavlja vanjsko opterecenje
cilindra.

Varijable st





					
LOAD MORE                                    

            


            
                
                

                

                
                
                                

                                    
                        
                            
                                                            
                                                        

                        
                        
                            Diplomski rad 2015

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            
                                                        

                        
                        
                            -Diplomski rad-

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            
                                                        

                        
                        
                            Za Diplomski Rad

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            
                                                        

                        
                        
                            Leasing Diplomski Rad

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            
                                                        

                        
                        
                            Diplomski Rad HACCP

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            
                                                        

                        
                        
                            DIPLOMSKI - MASTER RAD

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            
                                                        

                        
                        
                            Diplomski Rad - Master rad

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            
                                                        

                        
                        
                            Diplomski rad - Kuba

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            
                                                        

                        
                        
                            Diplomski Rad Izrada

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            
                                                        

                        
                        
                            Diplomski rad :

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Diplomski rad Sanja Djordjevic - leda.elfak.ni.ac.rsleda.elfak.ni.ac.rs/education/PEK_stari/praktikum/Diplomski rad... · Diplomski rad Projektovanje integrisanog taksimetra primenom

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            diplomski rad lauc.pdf

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Diplomski rad graficki

                            Education
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            DIPLOMSKI RAD - 2012

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Erna diplomski rad

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Diplomski rad-završno

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            - Diplomski Rad

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Diplomski Rad Linux

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Diplomski Rad ZigBee

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Diplomski Rad hidroenergija

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Diplomski rad

                            Education
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Diplomski Rad - Waterjet

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            DIPLOMSKI RAD Popara

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            DIPLOMSKI RAD DIPLOMSKI RAD

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Diplomski Rad 1

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Diplomski Rad Vera8a

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            250932691 Diplomski Rad

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            UzelacMonika, diplomski rad

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Diplomski rad 2014

                            Software
                        

                    

                                            

        

    


















    
        
            	About us
	Contact us
	Term
	DMCA
	Privacy Policy


            	English
	Français
	Español
	Deutsch



            
                

				STARTUP - SHARE TO SUCCESS

									
							


					

				            

        

    

















