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4
 Uvod
 Nastavni sat matematike neprestano se mijenja, osuvremenjuje novim tehnologi-
 jama, nadopunjuje novim nastavnim sadrzajima, nastavnim metodama i materija-
 lima. Unatoc tome, ucenike je i dalje vrlo tesko motivirati za vecinu nastavnih tema
 sto je zapravo glavni preduvijet za uspjesnu nastavu matematike. Bez dobivanja
 pozornosti ucenika nece biti niti interesa za novim informacijama niti razumijevanja
 novih pojmova. Jedna od takvih tema su i kompleksni brojevi, s kojima cemo se
 baviti u ovom diplomskom radu, a s kojima se ucenici susrecu u drugom i trecem
 razredu srednjoskolskog obrazovanja. Tako cemo se u prvom dijelu ovog diplomskog
 rada upoznati sa skupom kompleksnih brojeva u onom opsegu koji je obraden u sred-
 njoj skoli. U drugom dijelu bavit cemo se usporedbom nekoliko udzbenika razlicitih
 autora, razlicitih godina izdanja i razlicitih izdavackih kuca. Pokusat cemo utvrditi
 postoje li razlike u motivaciji, obradi gradiva, dodatnim sadrzajima, primjerima i
 zadacima. Svi ti cimbenici mogu utjecati na ucenicko bolje razumijevanje odredenih
 pojmova, vecu zainteresiranost za temu, a samim time na postizanje trajnijeg znanja.
 U trecem dijelu cemo prezentirati tri moguca nacina motiviranja ucenika za temu
 kompleksnih brojeva. Jedan od tih nacina je razumijevanje podrijetla rijeci kojim
 ucenicima produbljujemo i povezujemo znanja o odredenim pojmovima. Uvodenjem
 novih tehnologija u nastavni proces imamo priliku unaprijediti kvalitetu poucavanja
 pa time i postici bolje ishode ucenja. Zbog toga se druga dva predlozena nacina
 motivacije odnose na primjere dvaju razlicitih matematickih programa. Posljednji
 dio ovog rada rezerviran je za analizu ankete provedene u drugim,trecim i cetvrtim
 razredima srednje skole kako bismo vidjeli koliko ucenici znaju o kompleksnim bro-
 jevima, jesu li im teski i zasto, svida li im se novi udzbenik iz matematike te kako
 drzavna matura utjece na motivaciju ucenika.
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5
 1 Skup kompleksnih brojeva
 1.1 Od prirodnih do kompleksnih brojeva
 Nastava matematike je od prvog razreda osnovne skole usko vezana uz pojam
 broja i za razne skupove brojeva. Tako se u vezi s prebrojavanjem elemenata skupova
 upoznaju prirodni brojevi
 N = {1, 2, 3, 4, ...}
 Zatim se nauci prirodne brojeve zbrajati i mnoziti. Za svaka dva prirodna broja
 x i y potpuno je odreden njihov zbroj x+ y i njihov produkt x · y, i to su ponovno
 prirodni brojevi. Kazemo da je skup N zatvoren za operacije zbrajanja i mnozenja.
 Zbrajanje i mnozenje prirodnih brojeva su komutativne i asocijativne operacije.
 Mnozenje prirodnih brojeva je distributivno prema zbrajanju. Mozemo istaknuti
 sljedeca tri svojstva koja vrijede za sve prirodne brojeve x, y i z.
 1. Komutativnost zbrajanja i mnozenja
 x+ y = y + x x · y = y · x. (1)
 2. Asocijativnost zbrajanja i mnozenja
 (x+ y) + z = x+ (y + z), (x · y) · z = x · (y · z). (2)
 3. Distributivnost mnozenja prema zbrajanju
 x · (y + z) = x · y + x · z. (3)
 Skup prirodnih brojeva nije zatvoren s obzirom na operacije oduzimanja i di-
 jeljenja. Razlika m − n i kolicnikm
 nprirodnih brojeva m i n nisu uvijek prirodni
 brojevi. Tako 2−5 i2
 5nisu prirodni brojevi. Drugim rijecima, jednadzbe x+n = m
 i nx = m opcenito nemaju rjesenja u skupu N, za prirodne brojeve m i n. Da bi
 taj nedostatak skupa N otklonili, skup N smo prosirili nulom i negativnim cijelim
 brojevima. Tako smo dobili skup cijelih brojeva
 Z = {...,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, ...}
 Svaka jednadzba x + n = m gdje su m i n cijeli brojevi ima rjesenje u skupu
 Z. Operacije zbrajanje i mnozenje prosiruju se sa skupa N na skup Z. One su
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6
 komutativne, asocijativne i mnozenje je distributivno prema zbrajanju. Dakle, za
 sve cijele brojeve x, y i z vrijede svojstva (1), (2) i (3).
 Skup Z je zatvoren s obzirom na zbrajanje, oduzimanje i mnozenje: ako su x,
 y ∈ Z, onda su x + y, x − y i x · y elementi skupa Z. Medutim, niti u skupu Znije uvijek moguce podijeliti dva broja. Broj
 3
 2nije u Z sto znaci da ni skup Z nije
 zatvoren s obzirom na dijeljenje. Kako bi jednadzba nx = m, gdje su m i n cijeli
 brojevi i n 6= 0, uvijek imala rjesenje prosirit cemo skup cijelih brojeva Z do skupa
 racionalnih brojeva
 Q =
 {m
 n: m ∈ Z, n ∈ N
 }.
 Skup Q je zatvoren s obzirom na zbrajanje, oduzimanje, mnozenje i dijeljenje
 (osim dijeljenja s nulom). Ako su m i n bilo koji racionalni brojevi i ako je m 6= 0,
 onda linearna jednadzba mx = n ima rjesenje x =n
 min
 mje racionalan broj.
 Zbrajanje i mnozenje u skupu Q su komutativne i asocijativne operacije i mnozenje
 je distributivno prema zbrajanju. Dakle, za sve racionalne brojeve x, y i z vrijede
 svojstva (1), (2) i (3).
 Vec su stari Grci uocili da skup racionalnih brojeva nije zatvoren s obzirom na
 racunanje drugog korijena. Jednostavna jednadzba x2 = 2 pokazuje da za njezino
 rjesavanje nisu dovoljni niti racionalni brojevi. Naime, broj√
 2 nije u skupu ra-
 cionalnih brojeva.√
 2 je iracionalan broj ciji je decimalni prikaz beskonacan, a
 priblizna mu je vrijednost√
 2 = 1.414213....
 Dodavajuci skupu racionalnih brojeva sve iracionalne brojeve, dobit cemo skup
 realnih brojeva R. Pri tome u skupu R vrijede sva svojstva racunskih operacija koja
 su vrijedila i u skupu Q.
 Jednadzba x2 = 2 ima rjesenja√
 2 i−√
 2 u skupu R, ali njoj vrlo slicna jednadzba
 x2 = −2 nema rjesenja u skupu R. Razlog je sto za svaki x ∈ R vrijedi x2 ≥ 0.
 Dosli smo u situaciju da se pomirimo s time da jednostavne jednadzbe kao sto su
 x2 = −1, x2 = −3, ...
 nemaju rjesenja ili da, kao u prethodnim analognim situacijama, prosirimo skup Rdo takvog skupa u kojem ce navedene jednadzbe imati rjesenja.
 1.1.1 Imaginarna jedinica
 Neka je i zamisljeno rjesenje jednadzbe x2 = −1; dakle,
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7
 i2 = −1.
 Broj i se zove imaginarna jedinica i ima osnovnu ulogu u opisivanju naseg novog
 skupa kompleksnih brojeva C koji ce biti prosirenje skupa realnih brojeva R.
 1.1.2 Imaginarni brojevi
 Zelimo da u nasem novom skupu budu definirane algebarske operacije zbrajanja
 i mnozenja. Zbog toga je umnozak bilo kojeg realnog broja y i imaginarne jedinice
 i kompleksan broj. Takve brojeve nazivamo posebnim imenom: imaginarni brojevi.
 1.1.3 Kompleksni brojevi
 Kompleksni broj je zbroj realnog i imaginarnog broja. Svaki je realan broj i
 kompleksan broj jer se moze zapisati u obliku x + 0 · i. Svaki je imaginarni broj i
 kompleksan jer se moze zapisati u obliku 0 + yi.
 Kompleksni broj z je oblika z = x+ yi, gdje su x i y realni brojevi. Takav zapis
 zovemo algebarski (ili standardni) prikaz kompleksnog broja z. Broj x nazivamo
 realni dio, a y imaginarni dio kompleksnog broja z. Pisemo:
 x = Re z, y = Im z.
 Skup kompleksnih brojeva oznacavamo s
 C = {x+ yi : x, y ∈ R}.
 Pokazuje se da u tako definiranom skupu C svaka od nasih jednadzbi x2 = −2,
 x2 = −1 ima rjesenje i da je skup C zatvoren ne samo na odredivanje drugog
 korijena, nego i na odredivanje n-tog korijena. To pokazuje da se ne namece potreba
 za daljnjim prosirivanjem skupa C.
 U skupu kompleksnih brojeva ne postoji uredaj, jer kada usporedujemo brojeve
 zelimo da vrijede neka osnovna svojstva poput:
 1. z 6= 0 =⇒ z > 0 ∨ −z > 0 (potpunost)
 2. z1, z2 > 0 =⇒ z1z2 > 0, z1 + z2 > 0
 Kako je i 6= 0 slijedi da je 0 < i ili 0 < −i. Pretpostavimo da je 0 < i. Tada je
 0 < i · i = −1, sto je proturjecje. Pretpostavimo zatim da je 0 < −i. Tada je 0 <
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 (−i) · (−i) = −1, pa ponovno dobivamo proturjecje. Zakljucujemo da kompleksne
 brojeve ne mozemo usporedivati po velicini.
 Nakon sto smo definirali kompleksne brojeve, prirodno je pitati se: kada su dva
 kompleksna broja jednaka?
 Kompleksni brojevi z1 = x1 + y1i i z2 = x2 + y2i jednaki su ako im se podudaraju
 realni i imaginarni dijelovi:
 z1 = z2 ako vrijedi x1 = x2 i y1 = y2.
 1.2 Zbrajanje, oduzimanje i mnozenje kompleksnih brojeva
 Operacije zbrajanja i mnozenja u skupu C imaju svojstva komutativnosti, aso-
 cijativnosti i distributivnosti. Dakle, za sve kompleksne brojeve z1, z2 i z3 vrijede
 svojstva (1), (2) i (3).
 Ako su z1 = x1 + y1i i z2 = x2 + y2i (x1, y1, x2, y2 ∈ R) bilo koji kompleksni
 brojevi, onda se njihov zbroj, razlika i umnozak racunaju na sljedeci nacin:
 z1 + z2 = (x1 + y1i) + (x2 + y2i) = x1 + y1i+ x2 + y2i
 = (x1 + x2) + (y1i+ y2i) = (x1 + x2) + (y1 + y2)i
 z1 − z2 = (x1 + y1i)− (x2 + y2i) = x1 + y1i− x2 − y2i= (x1 − x2) + (y1i− y2i) = (x1 − x2) + (y1 − y2)i
 z1 · z2 = (x1 + y1i) · (x2 + y2i) = x1x2 + x1y2i+ y1x2i+ y1y2 · i2
 = x1x2 + (x1y2 + y1x2)i+ y1y2 · (−1)
 = (x1x2 − y1y2) + (x1y2 + y1x2)i.
 Mozemo uociti da je zbroj, razlika i produkt kompleksnih brojeva ponovo komplek-
 san broj, tj. skup C je zatvoren s obzirom na zbrajanje, oduzimanje i mnozenje.
 1.2.1 Potencije imaginarne jedinice
 Pri mnozenju vise kompleksnih brojeva pojavit ce se potencije imaginarne jedi-
 nice. Izracunajmo vrijednosti prvih nekoliko potencija imaginarne jedinice prirod-

Page 10
						

9
 nim brojem.
 i1 = i
 i2 = −1
 i3 = i2 · i = (−1) · i = −ii4 = i3 · i = (−i) · i = −i2 = 1
 i5 = i4 · i = 1 · i = i
 i6 = i5 · i = i · i = i2 = −1
 Uocavamo da ne moramo dalje racunati jer se vrijednosti potencija periodicki po-
 navljaju. Izmjenjuju se cetiri vrijednosti: i, −1, −i i 1. Svaki se prirodni broj n
 moze zapisati u obliku n = 4k+r, gdje je r ostatak pri dijeljenju s 4, r ∈ {0, 1, 2, 3}.Zato mozemo pisati:
 in = i4k+r = i4k · ir = (i4)k · ir = 1k · ir = ir
 Neka je k prirodan broj. Tada za potencije imaginarne jedinice i vrijedi:
 i4k = 1, i4k+1 = i, i4k+2 = −1, i4k+3 = −i.
 1.3 Apsolutna vrijednost kompleksnog broja
 Za kompleksan broj z u algebarskom obliku z = x + yi, gdje su a i b realni
 brojevi, broj x− yi zovemo konjugirano kompleksnim brojem broja z i oznacavamo
 ga sa z. Pisemo:
 z = x− yi.
 Par kompleksnih brojeva z i z nazivamo parom kompleksno konjugiranih brojeva.
 To je par ciji su realni dijelovi jednaki; a imaginarni dijelovi suprotni realni brojevi.
 Primijetimo da vrijedi:
 z = x− yi = x+ yi = z.
 Vrijede sljedeca svojstva operacije kompleksnog konjugiranja.
 1. z1 + z2 = z1 + z2
 Dokazimo:
 z1 + z2 = (x1 + y1i) + (x2 + y2i) = (x1 + x2) + (y1 + y2)i
 = (x1 + x2)− (y1 + y2)i = x1 − y1i+ x2 − y2i = z1 + z2.
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 2. z1 − z2 = z1 − z2
 Dokazimo:
 z1 − z2 = (x1 + y1i)− (x2 + y2i) = (x1 − x2) + (y1 − y2)i= (x1 − x2)− (y1 − y2)i = x1 − y1i− x2 + y2i = z1 − z2.
 3. z1 · z2 = z1 · z2
 Dokazimo:
 z1 · z2 = x1x2 − y1y2 + (x1y2 + x2y1)i = x1x2 − y1y2 − (x1y2 + x2y1)i
 = (x1 − y1i)(x2 − y2i) = z1 · z2.
 Opcenito, za kompleksan broj z = x+ yi (a, b ∈ R) vrijedi:
 z · z = (x+ yi)(x− yi) = x2 − xyi+ xyi− y2i2
 = x2 + (xy − xy)i+ y2
 = x2 + y2
 Umnozak dvaju kompleksno konjugiranih brojeva uvijek je pozitivan realni broj.
 x2 + y2 = (x+ yi)(x− yi) (4)
 Formula (4) daje faktorizaciju sume kvadrata realnih brojeva u skupu C. Takva
 faktorizacija nije moguca u skupu R.
 Ako je z · z = x2 + y2 ≥ 0 za svaki z ∈ C, onda je√z · z realan nenegativan broj.
 Oznacavamo ga sa |z|. Pisemo:
 |z| =√z · z.
 Broj |z| zovemo apsolutna vrijednost ili modul kompleksnog broja z.
 Ako je z = x+ yi, onda je |z| =√x2 + y2. Dakle;
 |z| =√
 (Re z)2 + (Im z)2.
 Modul kompleksnog broja ima sljedeca svojstva.
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 1. Modul umnoska dvaju kompleksnih brojeva jednak je umnosku njihovih mo-
 dula:
 |z1 · z2| = |z1| · |z2|.
 Dokazimo ovu jednakost:
 |z1 · z2| = |(x1 + y1i) · (x2 + y2i)| = |(x1x2 − y1y2) + (x1y2 + x2y1)i|
 =√
 (x1x2 − y1y2)2 + (x1y2 + x2y1)2 =√x21x
 22 + y21y
 22 + x21y
 22 + x22y
 21
 =√
 (x21 + y21) · (x22 + y22) =√x21 + y21 ·
 √x22 + y22
 = |z1| · |z2|.
 Opcenito vrijedi
 |z1 · z2 · · · zn| = |z1| · |z2| · · · |zn|.
 Ako su svi faktori umnoska jednaki, za svaki prirodni broj n vrijedi
 |zn| = |z|n.
 2. Modul kolicnika dvaju kompleksnih brojeva jednak je kolicniku njihove apso-
 lutne vrijednosti: ∣∣∣∣z1z2∣∣∣∣ =|z1||z2|
 , z2 6= 0.
 Provjerimo ovu jednakost. Najprije primijetimo da za reciprocnu vrijednost
 kompleksnog broja vrijedi
 1
 z=
 1
 x+ yi=
 x
 x2 + y2− y
 x2 + y2i,
 pa je
 ∣∣∣∣1z∣∣∣∣ =
 √x2
 (x2 + y2)2+
 y2
 (x2 + y2)2=
 √x2 + y2
 (x2 + y2)2=
 1√x2 + y2
 =1
 |z|.
 Prema ovoj formuli zakljucujemo∣∣∣∣z1z2∣∣∣∣ =
 ∣∣∣∣z1 · 1
 z2
 ∣∣∣∣ = |z1| ·∣∣∣∣ 1
 z2
 ∣∣∣∣ =|z1||z2|
 .
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 1.4 Dijeljenje kompleksnih brojeva
 Cinjenicu da je z ·z realan broj iskoristit cemo pri dijeljenju kompleksnih brojeva.
 Kompleksne brojeve dijelimo postupkom analognim onome koji smo provodili pri
 racionalizaciji nazivnika uz primjenu formule
 (x− y)(x+ y) = x2 − y2.
 Na taj nacin smo se oslobodili iracionalnosti u nazivniku algebarskih izraza. Slicno,
 formulom
 (x− yi)(x+ yi) = x2 + y2 (5)
 mozemo se ’osloboditi imaginarnosti’ u nazivniku kvocijenta kompleksnih brojeva.
 Dakle, da bismo se ’rijesili’ broja i u nazivniku, pomnozit cemo brojnik i nazivnik
 s brojem konjugirano kompleksnim nazivniku (prosirit cemo razlomak) i time uz
 pomoc formule (5) dijeljenje kompleksnih brojeva svesti na mnozenje kompleksnih
 brojeva i dijeljenje s realnim brojem.
 Dva se kompleksna broja z1 = x+ yi i z2 = x2 + y2i dijele na sljedeci nacin:
 z1z2
 =x1 + y1i
 x2 + y2i=x1 + y1i
 x2 + y2i· x2 − y2ix2 − y2i
 =x1x2 + y1y2 + (x2y1 − x1y2)i
 x22 + y22
 =x1x2 + y1y2x22 + y22
 +x2y1 − x1y2x22 + y22
 i.
 1.5 Kompleksna ravnina
 Svaki kompleksni broj mozemo zapisati u obliku uredenog para realnih brojeva
 (x, y). Zelimo li graficki prikazati kompleksan broj, moramo mu pridruziti tocku
 M = (x, y) u Kartezijevom koordinatnom sustavu xOy. Na taj nacin svakom je
 kompleksnom broju jednoznacno pridruzena tocka i svakoj tocki odgovara jedinstven
 kompleksan broj.
 Os x koordinatnog sustava naziva se realna os u C. Na njoj, i samo na njoj,
 smjesteni su realni brojevi. Os y naziva se imaginarna os. Na njoj, i samo na
 njoj, smjesteni su imaginarni brojevi. Koordinatna ravnina u kojoj su smjesteni svi
 kompleksni brojevi zove se kompleksna ili Gaussova ravnina (Slika 1).
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 Slika 1: Kompleksna ili Gaussova ravnina
 1.5.1 Udaljenost kompleksnih brojeva
 Modul kompleksnog broja z = x + yi, pozitivan realni broj |z| =√x2 + y2,
 mozemo prema Pitagorinu poucku tumaciti kao udaljenost tocke M = (x, y) od
 ishodista koordinatnog sustava (Slika 2).
 Slika 2: Modul kompleksnog broja
 Neka su zadana dva kompleksna broja z1 = x1 + y1i, z2 = x2 + y2i. Tada vrijedi:
 |z1 − z2| = |(x1 − x2) + (y1 − y2)i| =√
 (x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.
 U gornjem izrazu prepoznajemo formulu za udaljenost dviju tocaka u ravnini. Zbog
 toga je broj |z1 − z2| jednak udaljenosti tocaka z1 i z2 u Gaussovoj ravnini.
 Neka je z0 = x0 + y0i bilo koji kompleksan broj. Skup
 {z : |z − z0| = r} (6)
 skup je svih tocaka z u kompleksnoj ravnini cija je udaljenost do tocke z0 jednaka
 r. To je kruznica sa sredistem z0 i radijusom r koju oznacavamo s k(z0; r) (Slika 3).
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 Ako umjesto jednakosti u formuli (6) stavimo znak ≤, dobit cemo skup svih tocaka
 kompleksne ravnine cija je udaljenost do tocke z0 manja ili jednaka broju r, tj. krug
 sa sredistem u tocki z0 polumjera r.
 Slika 3: Kruznica u kompleksnoj ravnini
 1.6 Trigonometrijski prikaz kompleksnog broja
 Neka je M = (x, y) tocka Gaussove ravnine koja odgovara broju z = x + yi.
 Polozaj tocke M u ravnini obicno opisujemo njezinim Kartezijevim koordinatama
 koje su vezane uz algebarski prikaz kompleksnog broja. Tocka M se moze opisati
 i pomocu drugih dvaju podataka; udaljenosti r tocke od ishodista i kuta ϕ koji
 radijvektor tocke zatvara s pozitivnim dijelom realne osi. r i ϕ nazivaju se polarne
 koordinate kompleksnog broja z.
 Slika 4: Polozaj tocke M opisan polarnim koordinatama
 Sa slike (Slika 4) vidimo da je:
 cosϕ =x
 ri sinϕ =
 y
 r.
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 Odnosno: {x = r · cosϕ
 y = r · sinϕ(7)
 Odavde slijedi:
 z = x+ yi = r(cosϕ+ i sinϕ).
 Takav zapis kompleksnog broja naziva se trigonometrijski prikaz kompleksnog broja.
 Kvadriranjem i zbrajanjem veza u (7) dobivamo:
 x2 + y2 = r2(cos2ϕ+ sin2ϕ)
 odakle je r =√x2 + y2. Vidimo da je r modul kompleksnog broja koji ce biti
 jednak nuli samo ako je z = 0. Mjeru kuta ϕ nazivamo argument kompleksnog
 broja i oznacavamo s ϕ = arg(z). Argument nije jednoznacno odreden, jer je mjera
 kuta odredena do na visekratnik od 2π. Koje je od dva rjesenja unutar intervala
 [0, 2π〉 ’pravo’, odredujemo pomocu predznaka brojeva x i y, odnosno na osnovi
 informacije o kvadrantu u kojem se nalazi kompleksni broj z. Dijeljenjem jednadzbi
 u (7) dobivamo, za x 6= 0,
 tanϕ =y
 x.
 1.6.1 Mnozenje kompleksnih brojeva
 Izaberimo bilo koja dva kompleksna broja (razlicita od nule) prikazana u trigo-
 nometrijskom obliku:
 z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1)
 z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2).
 Uz koristenje adicijskog teorema za trigonometrijske funkcije slijedi:
 z1z2 = r1r2(cosϕ1 + i sinϕ1)(cosϕ2 + i sinϕ2)
 = r1r2[cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2 + i cosϕ1 sinϕ2 + i sinϕ1 cosϕ2]
 = r1r2[cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)].
 Navedene formule predstavljaju trigonometrijski prikaz kompleksnog broja z1z2.
 Znaci, kompleksne brojeve prikazane u trigonometrijskom obliku mnozimo tako da
 im pomnozimo module, a argumente zbrojimo. Modul broja z1z2 je r1r2, a argu-
 ment ϕ1 + ϕ2. Zato vrijedi:
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 1. Modul umnoska kompleksnih brojeva jednak je umnosku modula, tj.
 |z1z2| = |z1| · |z2|.
 2. Argument umnoska jednak je zbroju argumenata, tj.
 arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z2).
 1.6.2 Dijeljenje kompleksnih brojeva
 Odredimo prvo trigonometrijski prikaz broja1
 zako je z = r(cosϕ+ i sinϕ):
 1
 z=
 1
 r(cosϕ+ i sinϕ)=
 1
 r(cosϕ+ i sinϕ)· cosϕ− i sinϕ
 cosϕ− i sinϕ
 =1
 r· cosϕ− i sinϕ
 cos2 ϕ+ sin2 ϕ=
 1
 r[cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)].
 Iz gornjeg prikaza vidimo da je modul broja1
 zjednak
 1
 r, a argument − arg(z), tj.∣∣∣∣1z
 ∣∣∣∣ =1
 r, arg
 (1
 z
 )= − arg(z).
 Iskoristimo sad ove formule da bismo podijelili dva kompleksna broja prikazana u
 trigonometrijskom obliku.
 z1z2
 = z1 ·1
 z2= r1(cosϕ1 + i sinϕ1) ·
 1
 r2(cos(−ϕ2) + i sin(−ϕ2))
 =r1r2
 (cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)).
 Znaci, kompleksne brojeve prikazane u trigonometrijskom obliku dijelimo tako da
 im module podijelimo, a argumente oduzmemo.
 1.7 Potenciranje kompleksnih brojeva
 Zelimo li potencirati kompleksni broj z, najlakse je to uciniti koristeci se trigo-
 nometrijskim oblikom. Pokazali smo da se dva kompleksna broja mnoze na slijedeci
 nacin:
 z1 · z2 = r1 · r2[cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)].
 Ponovimo li to za n brojeva, dobivamo:
 z1 · z2 · · · zn = r1 · r2 · · · rn[cos(ϕ1 + ϕ2 + · · ·+ ϕn) + i sin(ϕ1 + ϕ2 + · · ·+ ϕn)].
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 Ukoliko je z1 = z2 = · · · = zn dobivamo De Moivreovu formulu za potenciranje
 kompleksnih brojeva
 zn = rn(cos(nϕ) + i sin(nϕ)).
 Iz nje slijedi:
 |zn| = |z|n
 arg(zn) = n arg(z).
 1.8 Korjenovanje kompleksnih brojeva
 Uobicajeno je da se korijen kompleksnog broja oznacava istim simbolom kao i
 realni korijen realnog broja, iako se oni razlikuju, jer realni korijen negativnog broja
 ne postoji. n-ti korijen kompleksnog broja z je svako rjesenje jednadzbe wn = z.
 Pisemo w = n√z. Zelimo li odrediti izraz za n-ti korijen kompleksnog broja z, z 6= 0,
 prikazimo brojeve z i w u trigonometrijskom obliku:
 z = r(cosϕ+ i sinϕ),
 w = ρ(cosψ + i sinψ).
 Tada iz
 r(cosϕ+ i sinϕ) = ρn(cosnψ + i sinnψ)
 slijedi:
 ρn = r =⇒ ρ = n√r,
 nψ = ϕ+ 2kπ, k ∈ Z =⇒ ψ =ϕ+ 2kπ
 n, k ∈ Z.
 U gornjoj je formuli n√r realni n-ti korijen pozitivnog broja r. Iako u izrazu za
 argument ψ, k poprima sve cjelobrojne vrijednosti, to ne znaci da cemo dobiti
 beskonacno mnogo razlicitih vrijednosti za argument. Nakon nekog vremena te ce
 se vrijednosti razlikovati za visekratnik od 2π i tako definirati isti kompleksni broj.
 Uvrstavanjem redom za k = 0, 1, . . . , n − 1 dobivamo sljedece razlicite vrijednosti
 argumenta ψ:ϕ
 n,ϕ+ 2π
 n, . . . ,
 ϕ+ 2(n− 1)π
 n.
 Sve naredne vrijednosti mozemo dobiti iz gornjih dodavanjem visekratnika broja 2π.
 Isto vrijedi i za negativne brojeve k.
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 Znaci, postoji tocno n razlicitih vrijednosti n-tog korijena kompleksnog broja z:
 n√z = n√r
 (cos
 ϕ+ 2kπ
 n+ i sin
 ϕ+ 2kπ
 n
 ), k = 0, 1, . . . , n− 1.
 Svi ti brojevi imaju isti modul. Oni leze na kruznici sa sredistem u ishodistu i
 polumjerom n√r. Argumenti uzastopna dva broja razlikuju se za
 2π
 n. Svi n-ti
 korijeni kompleksnoga broja razlicitog od nule vrhovi su pravilnoga n-terokuta sa
 sredistem u ishodistu (Slika 5).
 Slika 5: Svi n-ti korijeni kompleksnoga broja
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 2 Novi udzbenik je bolji udzbenik?
 ”Danas se cesto istice da je obrazovanje pomocu kompjutora najvisi stupanj obra-
 zovne tehnologije, sto je tocno. Medutim, ne treba pri tom smetnuti s uma ni
 ostale kategorije obrazovne tehnologije koje se odnose na nepersonalno komunici-
 ranje ucenika u procesu obrazovanja, odosno na direktno komuniciranje ucenika s
 didakticki koncipiranom opremom.”1
 Udzbenik je vizualno nastavno sredstvo; didakticki oblikovani predmet koji se ko-
 risti u procesu odgoja i obrazovanja. Svaki udzbenik mora zadovoljavati udzbenicki
 standard, tj. provedbeni propis kojim se utvrduju znanstveni, psiholoski, pedagoski,
 didakticko-metodicki, jezicni, eticki, tehnicki i likovno graficki zahtjevi za izradu
 udzbenika. U svrhu izvodenja sto kvalitetnije nastave, profesori i nastavnici bi tre-
 bali znati procijeniti i odabrati pozeljan udzbenik, sto nije nimalo lak zadatak. Jos
 tezi zadatak je sastaviti udzbenik koji bi zadovoljavao sve standarde i s kojim bi
 svi nastavnici, kao i ucenici, bili zadovoljni. Udzbenici se godinama mijenjaju, na-
 dopunjuju, osuvremenjuju, no postavlja se pitanje je li novi udzbenik doista i bolji
 udzbenik? S ciljem pronalaska odgovora na ovo pitanje, usporediti cemo nekoliko
 udzbenika razlicitih autora, izdavackih kuca i godina izdanja.
 2.1 Motivacija i dodatni sadrzaji
 Motivacija ucenika jedan je od glavnih zadataka u nastavnom procesu. Motiva-
 cija pozitivno utjece na interes ucenika za nastavnu temu. Kada je ucenik motiviran
 njegov se trud, aktivnost i koncentracija povecavaju. Motivacija je sastavni dio
 uvodenja nove nastavne teme ili cjeline. Usporedujuci cjelinu kompleksnih brojeva
 u razlicitim udzbenicima, uocavamo da je glavna i logicna motivacija za uvodenje
 kompleksnih brojeva mogucnost rjesavanja jednadzbi oblika x2 = −2, x2 = −1...
 Pogledajmo motivacije u udzbenicima [1] i [7].
 ”Kvadrat realnoga broja ne moze biti negativan broj. Zato nema realnoga broja
 x takva da je x2 = −1. To znaci da jednadzba x2 + 1 = 0 nema rjesenja u skupu
 realnih brojeva. Skup realnih brojeva cemo prosiriti i uvesti nove, kompleksne brojeve
 u kojima ce biti rjesive ovakve jednadzbe.”
 ”Jedan od najvaznijih razloga za prosirivanje skupa brojeva od prirodnih do re-
 alnih brojeva bio je zahtjev da se mogu rijesiti odredene jednadzbe (linearne i kva-
 1Poljak, V. (1980). Didakticko oblikovanje udzbenika i prirucnika. Zagreb: Skolska knjiga.
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 dratne). Promotrimo li kvadratnu jednadzbu x2 + 1 = 0, koja se moze napisati i kao
 x2 = −1, vidimo da bi njezino rjesenje trebalo biti broj koji kvadriran daje broj −1.
 Znamo, medutim, da svaki realni broj, osim broja 0, kvadriranjem daje pozitivan re-
 alan broj, dok kvadriranjem broja 0 dobivamo broj 0. Zakljucujemo prema tome, da
 medu realnim brojevima ne postoji broj koji bi kvadriranjem, tj. mnozenjem samim
 sobom, kao rezultat dao broj −1. Zato kazemo da kvadratna jednadzba x2 + 1 = 0
 nema rjesenja u skupu realnih brojeva. Ako, dakle, zelimo imati broj koji ce biti
 rjesenje promatrane jednadzbe, moramo uvesti ’nove brojeve’, i to tako da prosirimo
 skup R realnih brojeva novim clanovima.”
 Malu razliku uocavamo u starijem udzbeniku [6] gdje se na sljedeci nacin uvode
 kompleksni brojevi:
 ”Da bismo rijesili cistu kvadratnu jednadzbu x2 + a = 0, gdje je a > 0, (a ∈ R),
 moramo smatrati brojem izraz (−a)12 =√−a, tj. broj kojega je kvadrat negativan.
 Zato postavljamo ovu definiciju: Brojevi kojih su kvadrati negativni zovu se imagi-
 narni brojevi. Specijalno, rjesenje jednadzbe x2 + 1 = 0, tj. (−1)12 =√−1 zove se
 imaginarna jedinica i oznacuje se sa i. (...) Da bismo rijesili kvadratnu jednadzbu
 ax2 + bx+ c = 0 kad je b2− 4ac < 0, uvodimo kompleksne brojeve, tj. brojeve oblika
 x+ iy, gdje su x i y ma kakvi realni brojevi, a i imaginarna jedinica.”
 Tako definiranje primjereno je tek nakon sto su ucenici upoznati s pojmom kva-
 dratne jednadzbe oblika ax2 + bx+ c = 0 i rjesenjima te kvadratne jednadzbe.
 Prirodna ljudska znatizelja potice ucenike da postavljaju pitanja kao sto su:
 ”Zasto to ucimo?” i ”Gdje se to koristi?”, stoga je jako vazno ucenicima pokazati da
 to nisu neiskoristive teoretske stvari nego je matematika doista primjenjiva u sva-
 kodnevnom zivotu. Udzbenik [10] na pocetku svake nastavne cjeline nudi ucenicima
 odgovore na dva pitanja: ”Sto cu nauciti?” i ”Za sto mi to treba?”. Kao odgovori
 na prvo pitanje navode se:
 • prepoznati i rabiti svojstva i odnose kompleksnih brojeva
 • racunati s kompleksnim brojevima i graficki ih prikazivati.
 U odgovoru na pitanje sto ce ucenicima kompleksni brojevi autori navode:
 • za rjesavanje kvadratne jednadzbe i drugih specificnih matematickih problema
 • za prikaz izmjenicnih velicina (induktivni napon, induktivna struja).

Page 22
						

21
 Kako bi privukli ucenike da procitaju dodatne sadrzaje u udzbeniku, koji bi
 im poblize objasnili primjenu tog dijela matematike, oni bi trebali biti napisani
 tako da ih vecina ucenika moze razumjeti. Ponekad ucenici odustaju od dodatnog
 informiranja jer automatski povezuju rijec ”dodatno” s necime tezim i kompliciranim
 te da su takve informacije rezervirane za ucenike koji su odlicni iz matematike.
 Upravo udzbenik [10] ucenicima pruza informacije o primjeni kompleksnih brojeva
 na vrlo citljiv i jednostavan nacin.
 ”Fraktal je skup koji je samoslican. Samoslican objekt je onaj objekt koji unutar
 sebe sadrzi dijelove koji su slicni velikom izvornom dijelu. Primjerice, kada otki-
 nemo grancicu s glave cvjetace mozemo primjetiti da mali komad kojeg smo otkinuli
 izgleda bas onako kako je izgledala cijela cvjetaca. Mozemo zatim sa manjeg dijela
 otkinuti jos manju grancicu koja ce takoder nalikovati citavoj cvjetaci. Isti postupak
 moze se do neke mjere ponavljati. Priroda je stvorila mnogo fraktala - listic pa-
 prati izgleda kao cijela paprat, svaki dio planine slici cijeloj planini, djelic krvozilnog
 sustava covjeka slican je cijelom sustavu... Fractus (lat.) znaci razbiti ili slomiti.
 Rijec fraktal u matematiku 1975. uvodi Benoit Mandelbrot, francuski matematicar
 poljskog podrijetla, kao kraticu za oblike koji iskazuju detalje u svim mjerilima. (...)
 Fraktali se koriste u kompjuterskoj grafici, medicinskoj dijagnostici, neuroznanosti,
 seizmologiji, ekonomiji, ekologiji, umjetnosti...”
 Isti udzbenik nudi i informaciju o primjeni kompleksnih brojeva u elektrotehnici.
 ”Izmjenicni napon i izmjenicna struja valovi su (sinusoide). Kombiniranjem
 dvije izmjenicne struje dobije se nova struja koju moze biti vrlo komplicirano otkriti
 direktnim racunom. Isti problem znatno se pojednostavljuje prelaskom na racun s
 kompleksnim brojevima.”
 Stariji udzbenici koje smo usporedivali vecinom nude vrlo malo, ili nimalo infor-
 macija o primjeni matematike u svakodnevnom zivotu i dodatnih sadrzaja. Tijekom
 godina, udzbenici su se obogatili dodatnim sadrzajima i zanimljivostima, koje su
 namjenjene da ucenicima privuku paznju te ih dodatno zainteresiraju za temu i ma-
 tematiku opcenito. Primjerice, u udzbeniku [1] pojavljuju se povijesne cinjenice o
 poznatim matematicarima. Tako pod naslovom ”Kompleksna ravnina”, gdje ucenici
 upoznaju pojam Gaussove ili kompleksne ravnine, mozemo procitati nekoliko povi-
 jesnih cinjenica o poznatom matematicaru Carlu Friedrichu Gaussu. Deset godina
 kasnije, udzbenik [2] sadrzi puno vise zanimljivosti i dodatnih sadrzaja od pret-
 hodno izdanih. Dodatni sadrzaji su podijeljeni u posebne kutke kojima je svrha
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 unijeti zivost u proces ucenja ([2]). Svaki je umetak naznacen posebnim simbolom
 i ima svoje tumacenje.
 • Za radoznale - kutak u kojem su dane napomene i krace dopune povezane s
 gradivom koje se obraduje.
 • Kutak plus - sadrzava dodatne napomene uz tekuce gradivo za produbljivanje
 znanja.
 • Istrazite - kutak koji daje otvorene probleme koje treba istraziti.
 • Bez rijeci - kutak koji neke od matematickih dokaza prikazuje bez rijeci kao
 svojevrsne matematicke rebuse.
 • Iz zabavne matematike - kutak sa ”zabavnim” problemima.
 • Povijesni kutak - kutak koji ukratko govori o povijesti podrucja matematike
 koje se u tom poglavlju obraduje.
 • Tocno-netocno pitalice - pitanja za samostalan rad ucenika, osmisljena da
 sadrzajno pokriju pojedine cjeline.
 Pod naslovom ”Skup kompleksnih brojeva” ucenici mogu u prvom ”Kutku plus”
 procitati sto su Pitagorine trojke brojeva te kako se uz pomoc kompleksnih brojeva
 moze pronaci po volji mnogo Pitagorinih trojki.
 ”Odredivanje Pitagorinih trojki brojeva, trojki prirodnih brojeva koji zadovolja-
 vaju jednadzbu a2 + b2 = c2, jedan je od davnih problema teorije brojeva. Taj je
 problem rijesen i to, slicno Pitagorinu poucku, na citav niz razlicitih nacina. Zanim-
 ljivo je da se uz pomoc kompleksnih brojeva moze pronaci po volji mnogo Pitagorinih
 trojki.”
 ”Povijesni kutak” objasnjava kako su nastali kompleksni brojevi.
 ”Kad su nastali? Tko ih je otkrio? Premda neki povjesnicari matematike drze
 kako je jos Heron Aleksandrijski razmisljao o uvodenju brojeva koji nisu realni, ipak
 se danas njihovo otkrice veze uz talijanske matematicare iz 16. stoljeca, osobito
 Tartagliu i Cardana.”
 ”Iz zabavne matematike” je postavljen matematicki rebus, prigodan za nastavnu
 cjelinu kompleksnih brojeva (Slika 6).
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 Slika 6: Matematicki rebus
 U drugom ”Kutku plus” ucenici mogu procitati sto su fraktali i kakve veze imaju
 s kompleksnim brojevima. Udzbenik sadrzi i jednu zanimljivost vezanu za Gaussa i
 postanske markice.
 ”Na jednoj od postanskih maraka sto su otisnute u Njemackoj 1977. godine
 prigodom obiljezavanja 200-godisnjice rodenja Carla Friedricha Gaussa, cesto na-
 zivanog princeps mathematicorum (lat. princem svih matematicara), mozemo vi-
 djeti kompleksnu ravninu u kojoj je prikazano nekoliko kompleksnih brojeva. Kom-
 pleksna se ravnina naziva jos i Gaussova ravnina upravo po ovom velikom mate-
 maticaru.”(Slika 7)
 Slika 7: Carl Friedrich Gaussna postanskoj markici
 Slika 8: Gaussova ravnina napostanskoj markici
 2.2 Obrada gradiva
 Vecina usporedivanih udzbenika ima slican plan obrade gradiva kompleksnih bro-
 jeva. Obraduju se u drugom i cetvrtom razredu srednje skole. U drugom se razredu
 ucenici prvi puta susrecu s pojmom kompleksnog broja, uce zbrajati, oduzimati i
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 mnoziti kompleksne brojeve, potencirati imaginarnu jedinicu, susrecu se s pojmom
 konjugirano kompleksnog broja, modulom kompleksnog broja, dijele kompleksne
 brojeve i prikazuju kompleksne brojeve u ravnini. U cetvrtom razredu se obraduje
 trigonometrijski prikaz kompleksnog broja, potenciranje i korjenovanje kompleksnih
 brojeva. Unutar te obrade gradiva, kao i u slucaju motivacija i dodatnih sadrzaja,
 uocavamo neke razlike.
 Udzbenik [6] se razlikuje od ostalih usporedivanih udzbenika za cetvrti razred
 po tome sto ima obradeno samo zbrajanje, oduzimanje, mnozenje i dijeljenje kom-
 pleksnih brojeva. Naslov pod kojim su obradeni kompleksni brojevi je ”Prosirivanje
 brojevnih podrucja”, a sadrzajno je to gradivo koje se inace pojavljuje u drugom
 razredu srednje skole. U tom udzbeniku nema prosirivanja znanja o kompleksnim
 brojevima, sto je inace slucaj u ostalim udzbenicima gdje se znanje iz drugog razreda
 srednje skole prosiruje trigonometrijskim zapisom, potenciranjem i korjenovanjem
 kompleksnih brojeva. Pogledajmo kako je u tom udzbeniku objasnjeno oduzimanje
 kompleksnih brojeva.
 ”Od kompleksnog broja k1 = x1 + iy1 oduzeti kompleksni broj k2 = x2 + iy2 znaci
 odrediti takav broj k3 da bude k1 = k2 + k3. Taj je kompleksni broj
 k3 = x1 − x2 + i(y1 − y2),
 jer je k3 + k2 = k1.”
 U udzbeniku [5] skup kompleksnih brojeva uvodi se kao novi skup brojeva koji
 ispunjava ova tri zahtjeva:
 (a) skup realnih brojeva je pravi podskup skupa kompleksnih brojeva, tj. R ⊂ C;
 (b) jednadzba x2 = −1 ima bar jedno rjesenje u skupu C;
 (c) kompleksne brojeve zbrajamo, oduzimamo, mnozimo i dijelimo (osim s nulom)
 na slican nacin kao i realne brojeve. Zbrajanje i mnozenje kompleksnih bro-
 jeva su komutativne i asocijativne operacije i mnozenje je distributivno prema
 zbrajanju.
 Do odgovora na pitanje kako se zbrajaju i mnoze kompleksni brojevi dolazi se
 generalizacijom. Najprije se uzmu brojevi z = 1 + 3i i w = 2 − 5i i prema ranije
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 navedenom zahtjevu (c) se zbrajaju i mnoze na slican nacin kao i realni brojevi.
 z + w = (1 + 3i) + (2− 5i) = 1 + 3i+ 2− 5i = (1 + 2) + (3i− 5i)
 = 3 + (3− 5)i = 3− 2i
 z · w = (1 + 3i) · (2− 5i) = 1 · 2 + 1 · (−5i) + 3i · 2 + 3i · (−5i)
 = 2− 5i+ 6i− 15i2.
 Podsjetimo se da je i2 = −1, pa imamo:
 z · w = 2− 5i+ 6i− 15 · (−1) = (2 + 15) + (−5 + 6)i = 17 + i.
 Zatim, ako su z = a+ bi i w = c+ di (a, b, c, d ∈ R) bilo koji kompleksni brojevi,
 na isti nacin se u udzbeniku nalaze z + w i z · w. Iz navedenoga izlazi definicija o
 zbroju i produktu kompleksnih brojeva.
 Taj udzbenik jedini nudi alternativu u uvodenju kompleksnih brojeva pod nas-
 lovom ”Kompleksni brojevi kao uredeni parovi realnih brojeva”.
 ”Iz algebarskog oblika kompleksnog broja vidjeli smo da se proizvoljan kompleksni
 broj moze na potpuno odreden nacin izraziti preko para realnih brojeva a i b, gdje je
 a njegov realni dio, a b imaginaran dio. To nas dovodi na ideju da skup kompleks-
 nih brojeva C uvedemo ’aksiomatski’ pomocu skupa uredenih parova realnih brojeva.
 Prva komponenta para bit ce realan, a druga imaginaran dio kompleksnog broja.”
 U nastavku se za bilo koja dva uredena para (a, b) i (c, d) ∈ R × R definiraju
 binarne operacije zbrajanja i mnozenja na sljedeci nacin:
 (a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d)
 (a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc).
 Pokaze se da za te operacije vrijede: asocijativnost, komutativnost, distributiv-
 nost, egzistencija nule i jedinice te suprotnoga i reciprocnog elementa. Na kraju se
 uoci da element i = (0, 1) ima svojstvo da je:
 i2 = i · i = (0, 1) · (0, 1) = (0 · 0− 1 · 1, 0 · 1 + 1 · 0) = (−1, 0) = −(1, 0) = −1
 Uz prirodnu identifikaciju
 a = (a, 0), 1 = (1, 0) = 1, 0 = (0, 0) = 0
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 slijedi:
 z = (a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b, 0)(0, 1) = a+ bi.
 Cesto se dogada da ucenici pri rjesavanju zadataka tipa x2 = −3 kao rjesenje
 napisu samo x =√
 3i, izostavljajuci drugo rjesenje x = −√
 3i. Sljedecim primjerom
 iz udzbenika [5] moze se ucenicima pokazati kako postupno dolazimo do dva rjesenja
 zadane jednadzbe.
 ”Ima li jednadzba x2 = −4 rjesenje u skupu kompleksnih brojeva?”
 Buduci da je −4 negativan broj, jasno je da cemo rjesenje ove jednadzbe traziti
 u skupu kompleksnih brojeva. Slijedi:
 −4 = 4 · (−1) = 4 · i2 = 2 · 2 · i · i = 2i · 2i = (2i)2.
 Time je pokazano da je (2i)2 = −4 i da je to jedno rjesenje jednadzbe. Ucenike
 bi to moglo podsjetiti na rjesavanje jednadzbi gdje su rjesenja bila realni brojevi i
 kada se pitamo, primjerice za jednadzbu x2 = 4, postoji li jos neki broj osim 2 koji
 kvadriran daje 4?
 4 = (−2) · (−2) = (−2)2.
 Na slican nacin se pokazuje da vrijedi sljedece:
 −4 = 4 · (−1) = (−2) · (−2) · (−1) = (−2) · (−2) · i2
 = (−2) · (−2) · i · i = (−2i) · (−2i) = (−2i)2.
 Nakon obradenog ovakvog primjera, gdje ucenici mogu vidjeti da ta jednadzba
 doista ima dva rjesenja, stoji opcenitiji podsjetnik za ucenike.
 ”Zapamti. Jednadzba x2 = a ima realna rjesenja −√a,√a ako je a ≥ 0, odnosno
 cisto imaginarna rjesenja −√|a| i,
 √|a| i ako je a < 0.”
 Dijeljenje kompleksnih brojeva uvodi se u usporedivanim udzbenicima na dva
 nacina. Primjerice, udzbenici [2], [3], [10] i [11] iskoristavaju cinjenicu da je z · zrealan broj i to koriste kako bi se ”oslobodili imaginarnosti” u nazivniku postup-
 kom analognom onome koji se koristi pri racionalizaciji nazivnika razlomka. U ovom
 slucaju se razlomak prosiri mnozeci njegov brojnik i nazivnik konjugiranim naziv-
 nikom. Pogledajmo kako je definirano dijeljenje kompleksnih brojeva u udzbeniku
 [3].
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 ”Dva se kompleksna broja z1 = x1 +y1i i z2 = x2 +y2i, (z2 6= 0) dijele na sljedeci
 nacin:
 z1z2
 =x1 + y1i
 x2 + y2i=x1 + y1i
 x2 + y2i· x2 − y2ix2 − y2i
 =x1x2 + y1y2 + (x2y1 − x1y2)i
 x22 + y22
 =x1x2 + y1y2x22 + y22
 +x2y1 − x1y2x22 + y22
 i. ”
 U udzbenicima [7] i [12] najprije se definira da svaki kompleksan broj, osim broja
 0, ima reciprocan broj te da iz
 z · z = |z|2
 slijedi da je za z 6= 0
 z−1 =z
 |z|2.
 Zatim je definirano dijeljenje kompleksnih brojeva na sljedeci nacin:
 ”Kolicnik dvaju kompleksnih brojeva jednak je umnosku djeljenika i reciprocnog
 djelitelja. Pisemo:
 z1 : z2 =z1z2
 = z1 · z−12 = z1 ·
 z
 |z|2.”
 Modul kompleksnog broja pojam je koji, po rezultatima ankete provedene u sred-
 njoj skoli i analizirane u zadnjem poglavlju, jako buni ucenike. Ucenici nauce kako
 se modul kompleksnog broja definira i nakon kratkog vremena ga, zbog nerazumi-
 jevanja samog pojma tj. sto on predstavlja, pocinju mijesati s pojmom apsolutne
 vrijednosti realnog broja. Pogledajmo na koji je nacin definiran modul kompleksnog
 broja u udzbeniku [2].
 ”Modul kompleksnog broja z = x+yi je realan broj |z| koji se definira formulom:
 |z| =√
 (Re z)2 + (Im z)2 =√x2 + y2. ”
 U udzbeniku [5] opisano je kako smo dosli do te formule.
 ”Buduci da je z · z = a2 + b2 ≥ 0 za svaki z ∈ C, to je√z · z realan, nenegativan
 broj. Oznacimo ga sa |z|, tj.
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 |z| =√z · z.
 Broj |z| zovemo apsolutna vrijednost ili modul kompleksnog broja z. Ako je z = a+bi,
 onda je |z| =√a2 + b2. Dakle, opcenito je:
 |z| =√
 (Re z)2 + (Im z)2.”
 Posebno je vazno ucenicima objasniti interpretaciju nekog pojma, u ovom slucaju
 modula. Logicno je da ce ucenicima biti jasnije kada odmah iz geometrijske inter-
 pretacije modula objasnimo kako i zasto se on definira. Pogledajmo objasnjenje u
 udzbeniku [3].
 ”Vrijednost |z| oznacava udaljenost tocke T (x, y) od ishodista koordinatnog sus-
 tava, a |z1 − z2| udaljenost dviju tocaka T1(x1, x2), T2(x2, y2) koje odgovaraju kom-
 pleksnim brojevima z1 i z2.”
 Slika 9: Udaljenost izmedu tocaka z1 i z2
 Modul kompleksnog broja je u udzbenicima [10] i [11] objasnjen pomocu radij-
 vektora. Najprije se u udzbeniku [10] opise na koji nacin dolazimo do radij-vektora.
 ”Ukoliko spojimo tocku kompleksne ravnine s ishodistem, dobit cemo radij-vektor
 te tocke. Svakoj tocki kompleksne ravnine odgovara radij-vektor koji je spaja s is-
 hodistem.”
 Na primjer, tocki z = 3 + 4i odgovara radij-vektor prikazan na slici (Slika 10).
 Zatim se definira modul kompleksnog broja.
 ”Duljina radij-vektora koji predstavlja kompleksni broj a + bi jest apsolutna vri-
 jednost tog broja. Ona se oznacava |a+ bi| i iznosi√a2 + b2.” (Slika 11)
 Takoder je objasnjeno da ako neki radij-vektor prikazuje kompleksni broj z, onda
 njemu suprotni radij-vektor prikazuje broj −z. Duljine tih radij-vektora su jednake,
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 Slika 10: Radij-vektor tockez = 2 + 3i
 Slika 11: Modul kompleksnogbroja
 a smjesteni su centralno simetricno s obzirom na ishodiste koordinatnog sustava.
 Predoceno je i kako su konjugirano kompleksni brojevi osnosimetricni s obzirom na
 realnu os i da su im apsolutne vrijednosti jednake.
 Udzbenici [10] i [11] jedini od usporedivanih graficki prikazuju zbroj i razliku
 kompleksnih brojeva uz pomoc radij-vektora (Slika 12,13), dok udzbenik [11] uz to
 prikazuje i mnozenje kompleksnog broja skalarom.
 Slika 12: Zbroj kompleksnihbrojeva
 Slika 13: Razlika kompleks-nih brojeva
 Kada bismo ucenicima postavili zadatak da odrede koji je od dva kompleksna
 broja veci (ili manji), bez sumnje bi velika vecina to napravila na neki svoj intuitivni
 nacin. Zbog toga je vazno ucenicima objasniti da u skupu C ne postoji uredaj. Od
 usporedivanih udzbenika samo se tri bave tim pitanjem. Udzbenik [3] u dodatnom
 dijelu ”Kutak plus” objasnjava, na ucenicima nesto kompliciraniji nacin, da kom-
 pleksne brojeve ne mozemo usporedivati po velicini. U nastavku slijede jednostavnija
 objasnjenja koja mozemo pronaci u udzbenicima [5] i [7].
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 ”Sto je s uredajem na skupu C? Da li je i pozitivan ili negativan broj? Kada bi
 bio pozitivan broj, onda bi, drzeci se pravila da je produkt pozitivnih brojeva pozitivan
 broj, produkt i · i bio pozitivan broj. To nije tako jer je i · i = −1 < 0. S druge strane,
 kada bi i bio negativan broj, onda bi −i trebao biti pozitivan broj, pa i (−i)·(−i) > 0,
 a to nije tako jer je (−i) · (−i) = i · i = −1 < 0. Iz navedenog izlazi da i nije ni
 pozitivan ni negativan broj. To pokazuje da se u skupu C ne moze uvesti uredaj koji
 je u skladu sa zbrajanjem i mnozenjem kompleksnih brojeva.”
 ”Znamo da se svaka dva realna broja mogu medusobno usporediti, tj. ako su a1
 i a2 realni brojevi, onda postoje samo ove tri mogucnosti: a1 = a2, ili a1 < a2, ili
 a1 > a2. Kako bismo se uvjerili u istinitost navedene tvrdnje, dovoljno je zamisliti
 a1 i a2 kao odgovarajuce tocke brojevnog pravca. Te tocke se mogu poklapati, ili pak
 moze biti jedna ispred (iza) druge. (...) U slicnoj smo situaciji uzmemo li bilo koja
 dva kompleksna broja z1 = a1 + b1i i z2 = a2 + b2i. Oni mogu biti jednaki, i to onda
 si samo onda, ako je a1 = a2 i b1 = b2. Medutim, za razlicite kompleksne brojeve
 (z1 6= z2), ne moze se uvijek reci da je jedan veci (manji) od drugoga, tj. relacije
 z1 < z2 i z1 > z2 opcenito nemaju smisla za kompleksne brojeve z1 i z2.
 2.3 Primjeri i zadaci
 Usporedujuci udzbenike mozemo uociti razlike u organizaciji, tezini i broju za-
 dataka. Udzbenik [6] sadrzi vrlo malo rijesenih primjera, zadaci se nalaze na kraju
 svake nastavne cjeline i nisu prilagodeni pojedinim nastavnim jedinicama. U us-
 poredbi s novijim udzbenicima ne moze se reci da su to teski zadaci, ali nedostaje
 jednostavnijih zadataka koji ce se postupno nadogradivati do slozenijih. Prvi zada-
 tak s kompleksnim brojevima koji se pojavljuje u navedenom udzbeniku je:
 ”Napisite kao kompleksan broj:
 a) (a+ bi)3 − (a− bi)3; . . . , g)
 √6 + i
 √3√
 6− i√
 3−√
 6− i√
 3√6 + i
 √3
 +2
 3i.”
 Treci zadatak u istom udzbeniku glasi:
 ”Koji uvijet mora biti ispunjen da jednadzba x2 + (a+ bi)x+ (c+ di) = 0 (a 6= 0)
 ima samo jedno rjesenje cisto imaginarno? Ispitajte da li je taj uvijet ispunjen i
 kod jednadzbe x2 + 6x+ 36− 36i = 0.”
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 U osmom zadatku, koji je ujedno i posljednji, treba izracunati korijene komplek-
 snih brojeva −7 + 24i i 9 − 40i. Ono sto je zanimljivo jest da u udzbeniku nije
 obradeno korjenovanje kompleksnih brojeva. Gledajuci taj udzbenik iz perspektive
 ucenika, mozemo reci kako bi ti zadaci vecini stvarali poteskoce jer udzbenik ne nudi
 primjere koji ucenicima mogu pribliziti gradivo pa time i slicne probleme i zadatke.
 Udzbenik [12] sadrzi otprilike tri puta vise zadataka od udzbenika [6] medu kojima se
 nalaze i neki identicni zadaci kao u prethodno spomenutom udzbeniku. Primjerice:
 ”Izracunajte: a)√−7 + 24i; b)
 √9− 40i.”
 Zadatak je primjeren za taj udzbenik jer je u njemu objasnjeno korjenovanje
 kompleksnih brojeva. U tom udzbeniku ima vise rijesenih jednostavnih primjera koji
 potkrepljuju gradivo te su zadaci ”tezinski” dobro odabrani, tj. ima jednostavnijih,
 rutinskih zadataka tipa: izracunajte, odredite i zapisite, od kojih su neki slicni
 obradenim primjerima no ima i zadataka oko kojih se ucenici trebaju potruditi tipa:
 izrazite, pokazite, dokazite, uvjerite se i objasnite znacenje. Udzbenik [3] je svakako
 jedan od udzbenika s najboljim rasponom zadataka u smislu da ima zadatke koji
 su slicni rijesenim primjerima, zadatke koji su srednje tezine, ali udzbenik isto tako
 ima grupu slozenijih zadataka cija tezina moze parirati onima s natjecanja. Ta
 grupa zadataka moze posluziti kao materijal za dodatnu nastavu i kao motivacija
 za ucenike da se okusaju s tezim problemima. U Profilovim udzbenicima iz 2014.
 godine nakon svake nastavne jedinice slijede zadaci vezani uz nju, zatim nakon svake
 nastavne cjeline slijede zadaci pod naslovom ”Jesmo li razumjeli?” gdje se od ucenika
 provjerava teoretsko znanje i primjena naucenog na nacin da moraju pronaci gresku,
 nesto zakljuciti, odrediti je li neka tvrdnja istinita ili neistinita... Pogledajmo jedan
 takav primjer iz udzbenika [10].
 ”Nadi gresku u dokazu da je 1 = −1 :
 −1 = i2 = i · i =√−1 ·√−1 =
 √(−1) · (−1) =
 √1 = 1.”
 Vjerojatno su najprivlacnije stranice za ucenike u tom udzbeniku one na kojima
 se nalaze zadaci s drzavne mature pod prigodnim naslovom ”Bilo jednom na maturi”.
 Zadaci su sortirani tako da nakon svake cijeline sljede oni zadaci s drzavne mature
 koji su vezani uz obradenu cjelinu. To olaksava ucenicima snalazenje po udzbeniku
 te pronalazenje slicnih zadataka i pomoci u obradenom gradivu ukoliko je potrebno.
 Dobar rezultat na drzavnoj maturi je velika motivacija za ucenike pa ce ih ova
 skupina zadataka zasigurno potaktnuti na rjesavanje.
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 Profilovi udzbenici (i opcenito noviji udzbenici) osim veceg broja zadataka i
 rijesenih primjera sadrze ”istrazivacke” zadatke koji mogu biti zabavni i korisni kako
 za ucenike, tako i za profesore. Pogledajmo primjere takvih ”Uradi sam” zadataka
 u udzbenicima [10] i [9].
 ”Razmisli moze li se izracunati ii? Koji bi to broj bio? Kojem skupu brojeva on
 pripada? Sto je sa√i? Postoji li broj ciji je kvadrat jednak i?
 Istrazi jesu li tvoja razmisljanja ispravna.”
 ”Potrazi odgovore na sljedeca pitanja i svoja saznanja podijeli s prijateljima u
 razredu. Izradi plakat.
 • Sto je fraktalna dimenzija?
 • Sto je Cantorova prasina?
 • Sto je Trokut Sierpinskog?
 • Sto je Mengerova spuzva?
 Mozes li i sam/sama konstruirati nesto slicno?”
 ”Istrazi tko je bio, kada je zivio i kakav doprinos matematici je dao francu-
 ski matematicar Abraham de Moivre. Napravi prezentaciju o zanimljivostima koje
 pronades.”
 ”Znas li kako kompleksni brojevi pomazu ostalim znanostima? Istrazi i o svojim
 saznanjima napravi plakat.”
 Suvremena nastava matematike tezi tome da nastavnik vise nema dominantnu
 ulogu, nego da se nastava usmjeri na aktivnost ucenika. Kao takav, aktivan sudionik,
 ucenik bi trebao samostalno dolaziti do novih spoznaja i ideja. PISA (Programme
 for International Student Assessment) program medunarodnog procjenjivanja zna-
 nja i vjestina ucenika pod pokroviteljstvom Organizacije za ekonomsku suradnju i
 razvoj stavlja naglasak na novu kulturu matematickih zadataka. U njima ucenici
 moraju traziti razlicite nacine rjesavanja zadataka, stvarati pretpostavke, istrazivati,
 otkrivati, argumentirati i objasniti svoje rjesenje. Iako je u danasnjim udzbenicima
 jos uvijek, velikom vecinom, trazeno obavljanje istih, jednostavnih i rutinskih radnji
 u nekima uocavamo mali napredak.
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 3 Ne tako kompleksna motivacija za kompleksne
 brojeve
 Motivacija ucenika postala je vodeca briga u suvremenoj nastavi matematike.
 Nastavnici svakodnevno osmisljavaju nacine kako da propisani skolski program obo-
 gate novim sadrzajima i da ucenike potaknu na rad. Neki od nacina motiviranja
 ucenika su: demonstracije, kvizovi, asocijacije, krizaljke, rebusi, mentalne mape, pri-
 kazivanje nekog kratkog video zapisa ili filma na odredenu temu... Najbolje su one
 metode koje zahtijevaju ucenicku angaziranost jer se na taj nacin izbjegava njihovo
 pasivno slusanje. Nacin motivacije ovisi o nastavniku i njegovim sposobnostima no
 jedno je sigurno, ucenicka pozornost, zainteresiranost, radoznalost te zelja za novim
 znanjem i informacijama su rezultati vrijedni svakog ulozenog truda.
 3.1 Podrijetlo rijeci
 Ucenje je aktivan proces u kojem neprestano nadogradujemo svoje znanje novim
 informacijama i spoznajama. Vazna stavka u tom procesu ucenja je razumijevanje
 onoga sto ucimo. No sto to zapravo znaci razumjeti?
 Razumjeti znaci shvacati smisao, znacenje, sadrzaj ili bit cega. Time cemo biti
 sposobni povezivati pojmove, raspravljati o njima te donositi odredene zakljucke.
 Primjerice, kada govorimo o skupu kompleksnih brojeva, ukoliko ucenik kaze da je
 R ⊂ C, on iznosi jednu naucenu cinjenicu, no ukoliko on zna objasniti zasto je to
 tako te isto potkrjepljuje primjerom, tada mozemo reci da ucenik to i razumije.
 Dostizanje te razine znanja vecini ucenika predstavlja veliku poteskocu jer za njih
 proces ucenja ima potpuno drugo znacenje. Ono se uglavnom svodi na sjedenje i
 pasivno slusanje na nastavi, a zatim pokusaj memoriranja informacija kod kuce.
 Jedan od nacina pomaganja ucenicima da dublje razumiju pojmove je koristenje
 etimologije tj. grane lingvistike koja proucava podrijetlo rijeci. Dobro je poticati
 ucenike da se pitaju: ”Koje se kljucne rijeci isticu?” i ”Razumijem li ih?” Tako,
 primjerice, pojam ”kompleksan broj” dolazi od latinske rijeci ”complexus” sto znaci
 ”obuhvat”. Kako kompleksni brojevi u sebi ”obuhvacaju” realne i imaginarne bro-
 jeve, jasno se vidi smisao upravo tog naziva. Slicne poteskoce ucenici imaju i s
 usvajanjem i razumijevanjem pojma ”imaginarna jedinica” koji dolazi od latinske
 rijeci ”imaginarus” sto znaci ”izmisljen”. Na pitanje sto je imaginarna jedinica cesto
 nemaju odgovor jer ne mogu pojmiti imaginarnu jedinicu kao broj. U takvoj bismo
 ih situaciji mogli pitati kako si mogu predociti broj tri, broj sto ili bilo koji drugi
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 broj. Postoji li broj tri? Kako on izgleda? Ti brojevi nam takoder postaju sasvim
 jasni u nekom kontekstu jer je broj sam po sebi apstraktan pojam koji koristimo za
 izricanje kolicine: tri jabuke, sto kuna... Imaginarna jedinica je takoder broj koji
 smo zamislili u odredenoj situaciji i kojem je kvadrat jednak −1. Slijedi jos nekoliko
 primjera rijeci koje su vezane uz kompleksne brojeve, i njihovo podrijetlo.
 skup pravoslav. kup: hrpa, gomilamodul lat. modulus: mjera,mjeriloformula lat. forma: oblikinverz lat. inversus: izvrnut, obrnutjednadzba slav. jednaciti: izjednacavatikomutativnost lat. commutare: promijeniti, zamijenitikontradikcija lat. contradictio: prigovaranje, protuslovlje, proturjecjekonjugirano lat. conjugatio: spajanjekvadrant lat. quadrans: cetvrtina, cetvrti dio necegavektor lat. vector: nositelj
 Postavlja se pitanje treba li zalaziti u takvu sirinu. Odgovor je mozda subjekti-
 van, no sigurno je da se ovakvim pristupom ucenju lakse usvajaju neki matematicki
 pojmovi, a istovremeno se obogacuje i opca kultura. Ono sto ide u prilog ovom
 pristupu svakako je i osjecaj osobnog zadovoljstva ucenika kada usvoje nesto sto im
 je do tada predstavljalo poteskoce. Sto bolje razumiju nastavne sadrzaje to ce im
 oni biti zanimljiviji.
 3.2 Kompleksni brojevi u GeoGebri
 Na unapredenje suvremene nastave matematike uvelike utjece primjena tehnolo-
 gije. Time se omogucava veca aktivnost ucenika u usvajanju matematickih sadrzaja.
 Racunalo se u nastavi moze koristiti za eksperimentalan rad, koji je usko vezan s
 heuristickim pristupom rjesavanja problema, gdje nastavnik postavlja problem te
 prikladnim pitanjima navodi i usmjerava ucenike do rjesenja.
 Racunalni program dinamicke geometrije - GeoGebra, odlican je primjer pro-
 grama koji nam moze biti od velike koristi u nastavi matematike. GeoGebra olaksava
 izradu matematickih konstrukcija, crtanje grafova funkcija, modeliranje, rjesavanje
 problemskih zadataka... Koristenjem GeoGebre ucenici imaju mogucnost interak-
 tivnog ucenja, eksprerimentiranja s dinamickim promjenama, pa time i samostalnog
 dolaska do nekog zakljucka ili rjesenja. Ucenici su motiviraniji takvim nacinom
 ucenja, a njihova znanja su trajnija.
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 GeoGebra ne podrzava kompleksne brojeve izravno, ali se mogu koristiti tocke
 koje ce simulirati operacije s kompleksnim brojevima.
 Primjer: Upisemo li kompleksni broj 2+3i u traku za unos dobit cemo tocku (2, 3).
 U algebarskom prozoru koordinate ove tocke bit ce prikazane kao 2+3i (Slika 14,15).
 Slika 14: Unos komplek-snog broja u GeoGebri
 Slika 15: Algebarskiprikaz u GeoGebri
 Ako varijabla i nije definirana ranije, ona ce biti prepoznata kao uredeni par
 i = (0, 1) ili kompleksni broj 0 + 1i. Na taj nacin mozemo koristiti varijablu i kako
 bismo upisali kompleksni broj u traku za unos, kao u prethodnom primjeru.
 Uz pomoc GeoGebre mozemo zbrajati, oduzimati, mnoziti i dijeliti kompleksne
 brojeve te koristiti naredbe koje nam daju realni dio, imaginarni dio, apsolutnu
 vrijednost, konjugirani broj i argument zadanog kopleksnog broja.
 Primjer: Upisivanjem sljedecih naredbi redom u traku za unos dobivamo:
 −2 + 4i daje kompleksni broj z1 = −2 + 4i,
 3 + i daje kompleksni broj z2 = 3 + i,
 z1 + z2 daje zbroj kompleksnih brojeva z1 i z2, tj. z3 = 1 + 5i,
 abs(z1) daje modul kompleksnog broja z1, tj. a = 4.47,
 conjugate(z2) daje konjugirani broj od z2, tj. z4 = 3− iarg(z1) daje argument kompleksnog broja z1, tj. α = 116.57°,
 x(z3) daje realni dio kompleksnog broja z3, tj. b = 1,
 y(z4) daje imaginarni dio kompleksnog broja z4, tj. c = −1.
 U nastavku slijedi primjer programa gdje su dva kompleksna broja prikazana
 kao vektori te se, u ovisnosti o odabiru kompleksnih brojeva mijenjanjem polozaja,
 na racunski i graficki nacin moze vidjeti njihov zbroj, razlika, umnozak i kolicnik
 (Slika 16).
 GeoGebra je u potpunosti besplatan program dostupan svima, sto znaci da
 ga ucenici mogu koristiti i kod kuce. Preveden je na vise od 40 svjetskih jezika
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 Slika 16: Primjer programa u GeoGebri - zbroj
 ukljucujuci i hrvatski jezik. Na internetu postoje detaljne upute za koristenje pro-
 grama u pisanom i video obliku koje olaksavaju snalazenje u programu. Na sluzbenoj
 stranici GeoGebre (http://www.geogebra.org/ ) postoje i razni gotovi materijali koji
 nam mogu posluziti jednako kao i motivirati za izradu vlastitih programa.
 3.3 Kalkulator za kompleksne brojeve
 U ovom poglavlju upoznajemo jos jedan program koji, za razliku od GeoGebre,
 nije besplatan, no ima izrazito velike mogucnosti i veliku sirinu primjene. MATLAB
 (Matrix Laboratory) je programski jezik namijenjen tehnickim proracunima i vizu-
 alizaciji. Objedinjava racunanje, vizualizaciju i programiranje te nam omogucava
 izgradnju vlastitih alata, funkcija i programa za visekratnu uporabu. MATLAB
 se koristi za: matematiku i izracune, modeliranje, stvaranje i razvoj aplikacija i
 aloritama, simulaciju, analizu, obradu podataka...
 ”MATLAB se moze koristiti na vise nacina: kao ’dzepno racunalo’, kao pro-
 gramski jezik ili kao vrlo slozeni matematicki alat.” 2
 Primjer primjene MATLAB-a u srednjoj skoli moze biti osmisljavanje GUI-a
 (Graphical User Interface), tj. grafickog korisnickog sucelja koje je nacin interakcije
 2[4]
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 covjeka s racunalom kroz graficke elemente koristeci se pritom ulaznim uredajima
 poput misa i tipkovnice. U nastavku je prilozen jedan takav primjer (Slika 17).
 Radi se o kalkulatoru koji nam omogucava izvodenje osnovnih racunskih operacija
 s kompleksnim brojevima, racunanje modula, konjugiranog broja te imaginarnog i
 realnog dijela zadanog kompleksnog broja. Izgled samog sucelja ovisi iskljucivo o
 kreatoru.
 Slika 17: Kalkulator za kompleksne brojeve u MATLAB-u
 MATLAB je program koji moze povecati interes ucenika za matematiku te pri-
 rodne znanosti opcenito. To je program koji omogucava programiranje na nizoj ra-
 zini, ali je pogodan i za puno kompleksnije programe. Ta cinjenica moze biti dobar
 poticaj za daljnja istrazivanja ovog programa. Osim originalne verzije MATLAB-a,
 postoje i vrlo dobri slicni programski paketi Octave i Scilab koji su besplatni pa
 time i dostupniji ucenicima, studentima, skolama i sveucilistima.
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 4 Anketa
 U sklopu ovog diplomskog rada provedena je anketa u Srednjoj skoli Valpovo
 na temu ”Kompleksni brojevi u nastavi matematike”. Anketa je provedena u rujnu
 2014. godine nad 128 ucenika iz sljedecih sest razrednih odjela:
 • 2. razred elektrotehnicke skole (20),
 • 3. razred elektrotehnicke skole (24),
 • 3.a razred opce gimnazije (27),
 • 4.a razred opce gimnazije (22),
 • 4.b razred opce gimnazije (19),
 • 4. razred elektrotehnicke skole (16).
 Cilj ove ankete bio je provjeriti ucenicko znanje o kompleksnim brojevima, uvi-
 djeti sto ucenike od pojmova najvise buni, jesu li im teski kompleksni brojevi i
 zasto, svida li im se novi udzbenik iz matematike te kako drzavna matura utjece na
 njihovu motivaciju. Tablica s detaljnijom analizom po svim razredima prilozena je
 na kraju poglavlja (Slika 22), a u nastavku slijedi analiza po pitanjima i izdvajanje
 zanimljivijih ucenickih odgovora.
 1. Definiraj sto je imaginarna jedinica.
 Imaginarnu jedinicu tocno je definiralo 50 od ukupno 128 ucenika tj. 39.06%.
 Dosta netocnih odgovora upucuje na problem, spomenut ranije u diplomskom radu,
 kako ucenici ne mogu pojmiti da je imaginarna jedinica broj. Pogledajmo neke od
 ucenickih odgovora na ovo pitanje.
 Imaginarna se jedinica oznacava sa i.
 Nepostojeca jedinica i.
 Jedinica koja moze biti pozitivna i negativna.
 Broj koji iza sebe ima i.
 Zamisljena jedinica.
 Broj koji ide uz negativan broj koji se korjenuje.
 Imaginarna jedinica je jedinica koja govori da broj moze biti negativan.
 Imaginarna jedinica je znak s kojim zamjenjujemo izraz√−1, jer negativan broj ne
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 mozemo korjenovati.
 Imaginarna jedinica jest os y.
 To je broj koji stoji uz broj u imaginarnom zapisu.
 Jedinica koja se nalazi na osi y.
 To je ona koja ne postoji u stvarnosti tj. ne moze postojati:√−1 = ∅.
 Imaginarna jedinica je broj −1.
 Nepostojeci broj koristen u jednadzbama.
 To je broj koji sluzi umjesto −1.
 Ona je nepostojeca, ali je ipak tu.
 Imaginarna jedinica je zamisljeni broj da bi se lakse odredili iracionalni brojevi.
 2. Koliko je Re z i Im z ako je z = 3− 2i?
 Realni dio i imaginarni dio zadanog kompleksnog broja tocno je odredilo 54
 ucenika tj. 42.19%. Najcesce greske su bile da ucenici zaborave negativan predz-
 nak imaginarnog dijela ili da im je imaginarna jedinica ukljucena u imaginarni dio:
 Im z = −2i.
 3. Kada su dva kompleksna broja z1 = x1 + y1i i z2 = x2 + y2i jednaka?
 Tocan odgovor na ovo pitanje ponudilo je 35 ucenika, tj. 27.34%
 4. Sto je |z| i kako se definira?
 Samo 4 ucenika tj. 3.13% znalo je odgovor na postavljeno pitanje. Mali broj
 ucenika je uopce pokusao odgovoriti na ovo pitanje, a oni koji su pokusali odgovoriti
 u velikoj vecini mijesaju modul kompleksnog broja s pojmom apsolutne vrijednosti
 realnog broja. Pogledajmo nekoliko ponudenih odgovora.
 |−z| = z i |z| = z, ako je negativan broj u zagradi apsolutne vrijednosti on se brise
 te postaje pozitivan broj.
 Broj u apsolutnoj zagradi, sto znaci ako ispred njega pise pozitivan ili negativan
 predznak on ce zapravo uvijek biti pozitivne vrijednosti.
 Apsolutni broj |z| racunamo preko Pitagorinog poucka |z| =√a+ b.
 To je kompleksni broj koji je tvoren od realne i imaginarne jedinice.
 To je apsolutno z i mijenja im se predznak, npr. |−2| = 2.
 Apsolutna vrijednost i definira se kao z± = |z|.
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 Apsolutno z i mijenjaju se ako je minus u plus.
 Kompleksno konjugirani broj.
 Pozitivan kompleksni broj.
 |z| je prirodni broj.
 |z| je kompleksna ravnina.
 Apsolutno od z se definira kao promjena predznaka ispred broja koji se nalazi uz
 imaginarnu jedinicu.
 5. Ako je z = 1− 2i, koliko je z?
 Tocan odgovor dalo je 54 tj. 42.19% ucenika. Uglavnom je greska kod ostalih
 ucenika bila sto su promijenili predznak i realnom dijelu kompleksnog broja.
 6. Popuni tablicu:
 · 1 −1 i −i1
 −1
 i
 −i
 Tablicu je uspjesno popunilo 29 tj. 22.66% ucenika. Najcesce greske bile su u
 krivom predznaku ili sto ucenici ne prepoznaju da je i2 = −1.
 7. Izracunaj: i245
 42 tj. 32.81% ucenika tocno je izracunalo ovaj zadatak, dok vecina ostalih ucenika
 nije niti pokusala.
 8. Izracunaj: (5 + 2i)(1− 2i) =
 Zadatak je tocno izracunalo 43 ucenika ili 33.59%. Greske su u ovom zadatku
 sljedece: ucenici krivo pomnoze brojeve, krivo zbroje, zapisu krivi predznak i po-
 novno ne prepoznaju da je i2 = −1 pa s time zadatak ostaje polovicno rijesen. No,
 postoji jos jedna zanimljiva greska koju je napravilo nekoliko ucenika i koju mozemo
 vidjeti u nastavku.
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 (5 + 2i)(1− 2i) = 5− 10i+ 2i− 4i2
 = 5− 8i− 4i2
 x1,2 =8±√
 64 + 80
 −8=⇒ x1 = −2.5, x2 = 0.5
 9. Izracunaj:1− i1 + i
 =
 Ovaj zadatak tocno je izracunalo svega 13 tj. 28% ucenika. Velik broj ucenika
 nije ni pokusao rijesiti zadatak. Greska je uglavnom bila krivo skracivanje brojnika
 i nazivnika ili skracivanje kada to i nije moguce.
 10. Kompleksnu ravninu nazivamo jos i Gaussova ravnina. T N
 Velik broj ucenika, njih cak 106 ili 82.81% tocno je odgovorio na ovo pitanje.
 11. U jedinicnu kruznicu (r = 1) upisan je kvadrat (prema slici).
 Koji kompleksni brojevi z1, z2, z3 i z4 odgovaraju vrhovima kvadrata?
 Ovaj zadatak rijesio je 21 ucenik odnosno 16.41%. Ostali su uglavnom preskocili
 taj zadatak, osim nekoliko njih koji su radili slicne greske i zapisivali sljedece: z3 = π,
 z4 =π
 2, z1 = 2π, z2 =
 3π
 2ili z1 = −1, z2 = −1, z3 = 1, z4 = 1.
 12. Odredi skup tocaka kompleksne ravnine odreden uvjetom: |z| < 2.
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 Navedeni zadatak je najgore rijesen zadatak u anketi. Svega nekoliko ucenika
 ga je pokusalo rijesiti, a samo je 1 ucenik je dobio tocan rezultat ili izrazeno u
 postotcima 0.78% ucenika.
 13. Rijesi jednadzbu: x2 − 4x+ 7 = 0
 Ovaj su zadatak rjesavali ucenici trecih i cetvrtih razreda, jer ucenici drugog
 razreda jos nisu obradili kvadratnu jednadzbu. Rezultati pokazuju kako neki ucenici
 imaju problema sa kvadratnom jednadzbom opcenito (ne znaju formulu), sto je
 doista zabrinjavajuce na razini treceg i cetvrtog razreda srednje skole. Zadatak je
 tocno izracunalo 19 tj. 17.59% ucenika. Ucenici koji su dobro uvrstili koeficijente u
 formulu za rjesenja kvadratne jednadzbe vecinom su stali kada bi trebali izracunati
 koliko je4±√−12
 2. Ovdje se ponovno vidi situacija u kojoj ucenici, iako mozda
 znaju definirati da je i2 = −1, ne znaju primijeniti nauceno.
 14. Jesu li ti teski kompleksni brojevi? DA NE
 Ukoliko je tvoj odgovor DA, objasni zasto.
 Na ovo pitanje 60 (46.88%) ucenika je odgovorilo NE, 67 ((52.34%)) ucenika
 odgovorilo je DA i 1 (0.78%) ucenik nije nista odgovorio. Kako bi to izgledalo
 u grafickom prikazu pogledajmo na slici (Slika 18). Slijedi i nekoliko zanimljivih
 odgovora ucenika na postavljeno podpitanje.
 Slika 18: Graf 1
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 Zato sto ih se vise ne sjecam.
 Nisam bas dobro shvatio taj dio matematike.
 Nisam uspio savladati taj dio gradiva.
 Nije bas lako pamtljivo i treba dosta razmisljati.
 Jer nisam dovoljno ucio.
 Zbog i.
 Nisam ih jos nikad koristio u zivotu.
 Veoma komplicirano gradivo.
 Zato sto su nejasni.
 Kao sto sama rijec kaze vrlo je kompleksno.
 Zato sto su komplicirani.
 Jer je proslo puno vremena od kada smo ih radili.
 Teska mi je cijela matematika a ne samo kompleksni brojevi.
 15. Koju razinu matematike planiras polagati na drzavnoj maturi?
 a) A (visu) c) ne znam
 b) B (nizu) d) ne planiram polagati drzavnu maturu
 Od 128 ispitanih ucenika 44 (34.38%) ucenika ce polagati visu razinu drzavne
 mature, 54 (42.19%) ucenika ce polagati nizu, 28 (21.88%) ucenika jos ne zna hoce
 li i koju ce razinu polagati dok 2 (1.56%) ucenika ne planiraju polagati drzavnu
 maturu (Slika 19).
 Slika 19: Graf 2
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 16. Kada bi znao/la da se odredeno gradivo nece pojaviti na drzavnoj maturi iz
 matematike, onda bi ti ono bilo manje vazno. DA NE
 Na ovo pitanje 33 (25.78%) ucenika odgovorila su da im je gradivo iz matematike
 vazno bez obzira na to hoce li se pojaviti na drzavnoj maturi ili ne. 91 (71.09%)
 ucenik je odgovorio da mu je vazno samo gradivo koje ce se pojaviti na drzavnoj
 maturi. 4 (3.13%) ucenika nisu odgovorila na ovo pitanje (Slika 20). Mozemo uociti
 kako je ucenicima drzavna matura velika motivacija, no isto tako ih dodatno ’uda-
 ljava’ od odredenog gradiva koje se nece pojaviti na drzavnoj maturi.
 Slika 20: Graf 3
 17. Svida li ti se novi udzbenik iz matematike? DA NE
 Zasto?
 77 (60.16%) ucenika je zaokruzilo DA, tj. da im se svida novi udzbenik iz mate-
 matike. 42 (32.81%) ucenika je zaokruzilo NE, tj. da im se ne svida novi udzbenik
 iz matematike dok se 9 (7.03%) ucenika nije izjasnilo svida li im se ili ne (Slika 21).
 Zanimljivo je pogledati komentare ucenika, znajuci pri tome da su razredi elektro-
 tehnicke skole presli na nove udzbenike druge izdavacke kuce dok su razredi opce
 gimnazije presli na nove udzbenike, a da pri tome nisu promijenili izdavacku kucu.
 Pogledajmo neke od komentara ucenika iz elektrotehnicke skole.
 Ima jako dobre zadatke.
 Promjena je uvijek dobro dosla.
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 Slika 21: Graf 4
 Novi udzbenik mi se vise svida jer je opsirniji, laksi za citanje, razumljiviji od starog
 te ima dosta zanimljivosti koje povezuju gradivo sa zivotom.
 Navikao sam na stari.
 Bolji su primjeri i ima vise rjesenja na kraju udzbenika.
 Svida mi se jer ima zadatke s drzavne mature.
 Ima puno slikica u boji, sareno svima drago.
 Da, ima puno zadataka, te cak i onih s drzavne mature.
 Jer se lagano snaci u njemu.
 Pregledniji je.
 Zato sto ima primjerenijih zadataka za nas uzrast.
 Ima vise zadataka koji su bolje rasporedeni prema gradivu koje se uci.
 Ne svida mi se zato sto smo morali platiti povecu svotu, a jedina razlika je sto je
 ovaj veci od prijasnjeg.
 Da, malo je skup ali mi se svidaju zadaci s prijasnjih matura. Svida mi se sto je
 tako saren i veseo.
 Zatim pogledajmo neke od komentara ucenika iz opce gimnazije.
 Nikad nisam ramisljala da li mi se svida, ali s obzirom da imam stari i ono sto sam
 pogledala u novom ni u cem se ne razlikuju. Smatram da je svaki lijep na svoj nacin
 i da ga svatko gleda na drugi nacin.
 Promijenili su korice i redoslijed zadataka.
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 Da, zato sto su se ljudi trudili.
 Slican ko stari, po pretpostavci bolji, ali ga nemam.
 Nemam novi zato sto su isti autori, isti zadaci i isti primjeri.
 Dobro je objasnjeno i dosta shvatljivo.
 Nema potrebe kupovati novi udzbenik zbog drugih slika na koricama.
 Bez veze je kupovati novi udzbenik jer su minimalne razlike izmedu njega i starog.
 Sve je isto samo je godina izdanja druga.
 Zato sto su primjeri u knjizi lagani iako nisu dobro objasnjeni, a zadaci su puno tezi.
 I isto tako nema potrebe kupovati novi udzbenik zato sto je sve isto, a neki ucenici
 nemaju dovoljne prihode da bi sve to platili.
 Sve je isto kao i u starom, ali su izmjenili par recenica i zato moramo platiti novi?
 Jer je to uzimanje novaca. Malo stvari su promijenili i udzbenici su identicni.
 Svida mi se zato sto nema vise tiskarskih gresaka, a i lijepo je ureden.
 Da, jer su primjeri razumljivi.
 Ne, primjeri nigdje nisu objasnjeni u dovoljno koraka.
 Ne svida mi se zato sto je jako tesko ako npr. nisam bio na nastavi shvatiti gradivo
 iz udzbenika.
 Ovim odgovorima ne dolazimo do informacije koji je udzbenik bolji, jer ucenici
 zanemaruju stvari koje bi jedan profesor/nastavnik prosudivao u tom udzbeniku, ali
 definitivno mozemo vidjeti sto to privlaci paznju ucenika i sto ce ih poticati na rad.
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 Zakljucak
 Jedan od vodecih problema u osmisljavanju kvalitetnog nastavnog sata je moti-
 viranje ucenika za odredenu nastavnu temu ili cjelinu. To je dio nastavnog sata o
 kojemu ovisi hocemo li pridobiti ucenika na suradnju i hocemo li u njemu pobuditi
 zelju za stjecanjem novog znanja, stoga je osmisljavanje dobre motivacije vrlo je zah-
 tjevan posao za svakog nastavnika. Kod obrade gradiva potrebno je imati pristup
 koji ce biti jasan i prilagoden vecini ucenika, bilo da se radi o kompleksnim broje-
 vima ili bilo kojem drugom gradivu, jer se na taj nacin znanje prenosi na ucenike.
 U tom kvalitetnom nastavnom satu vazno je da ucenik ima i kvalitetno nastavno
 sredstvo, tj. udzbenik. Kvalitetan udzbenik mora uceniku ponuditi adekvatan izbor
 zadataka i zanimljivih dodatnih sadrzaja koji ce poticati njegovu radoznalost i zelju
 za daljnjim bavljenjem matematikom.
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 Sazetak
 Glavna tema ovog rada su kompleksni brojevi i njihova obrada u srednjoskolskom
 obrazovanju. U radu smo se najprije upoznali sa skupom kompleksnih brojeva na ra-
 zini srednje skole. Zatim smo usporedivali razlicite udzbenike trazeci razlike izmedu
 motivacija, definiranja pojmova i tipova zadataka. Potom smo ponudili tri nacina
 na koje ucenike srednje skole mozemo motivirati i zainteresirati za kompleksne bro-
 jeve, ali i prosiriti njihovo znanje. Na posljetku smo analizirali anketu provedenu u
 jednoj srednjoj skoli na temu ’Kompleksni brojevi u nastavi matematike’.
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 Summary
 Complex numbers and how complex numbers are processed in high school edu-
 cation is the main topic of this paper. In the paper, we are firstly introduced to a
 cluster of complex numbers equivalent to a high school education level. Secondly, we
 compare different handbooks looking for inconsistencies in defining certain terms,
 styles of motivation and types of problems presented. Thirdly, we offer an analysis
 of a survey conducted in a high school on the topic of Complex Numbers in Mathe-
 matics.
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 matike i informatike na Odjelu za matematiku u Osijeku.
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