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Uvod
 Jedan od osnovnih i najstarijih matematickih problema je problem racunanja
 povrsine. Vec su stari Egipcani poznavali razna pravila za racunanje povrsina. Njihove
 formule su preuzeli i koristili Grci. Vaznija postignuca iz anticke Grcke vezana za ovaj
 problem pripadaju Eudoksu koji je otkrio metodu ekshaustije i Arhimedu koji ju je
 vjesto primjenjivao. Metoda se sastojala u racunanju povrsine upisivanjem jednostav-
 nijih likova u zadani lik, a pomocu nje racunali su se i razni volumeni. Ta metoda je
 rani, vrlo precizan oblik integralnog racuna.
 Sljedece vazne spoznaje o ovom problemu nastaju tek u 17. stoljecu i one su puno
 pomogle konacnom otkricu infinitezimalnog racuna. Otkrice modernog infinitezimal-
 nog racuna, tj. deriviranja i integriranja pripisuje se Isaacu Newtonu i Gottfriedu
 W. Leibnizu. Smatra se da su oni, neovisno jedan o drugome, krajem 17. st. otkrili
 infinitezimalni racun. Rezultati su bili ekvivalentni, ali su na razlicite nacine dosli do
 njih: Leibniz preko geometrije, a Newton preko mehanike. Neki od njihovih najvaznijih
 nasljednika u ovom podrucju bili su Cauchy koji se bavio limesima i Riemann koji je
 precizno definirao uvjete kada funkcija ima integral. Daljnim napretkom usavrsene
 su razne metode i tehnike za izracunavanje integrala, a odredeni integral ima i siroku
 primjenu u raznim podrucjima, posebice matematike i fizike.
 U ovom diplomskom radu razmatramo odredeni integral funkcije jedne varijable
 na elementarnoj razini, tj. samo integrale koji se rade u srednjoj skoli te primjene
 odredenog integrala u matematici i fizici. Rad se sastoji od pet poglavlja. U prvom
 poglavlju dan je problem odredivanja povrsine pseudotrapeza i njegovo rjesenje koje
 je uvod u Riemannov integral. Riemannov integral i njegova svojstva razradena su u
 drugom poglavlju rada, zajedno s Newton-Leibnizovom formulom. U trecem poglavlju
 objasnjene su neke metode numericke integracije, a u cetvrtom opcenite metode za
 racunanje integrala: metoda supstitucije i parcijalne integracije. Peto poglavlje po-
 sveceno je primjenama odredenog integrala. U njemu su objasnjene osnovne primjene
 u geometriji koje se uce u srednjoj skoli te neke primjene u fizici.
 1
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Poglavlje 1
 Problem povrsine
 Povrsinu jednostavnih likova kao sto su pravokutnik, kvadrat i krug naucili smo racunati
 jos u osnovnoj skoli, kao i povrsine opcenitijih mnogokuta. Problem odredivanja
 povrsine zelimo prosiriti i na opcenitije skupove koji imaju slozenije granice.
 Neka je T skup svih tocaka ravnine omeden x-osi, pravcima x = a i x = b te funkcijom
 f : [a, b] → R koja je nenegativna i omedena na segmentu [a, b]. Takav skup zovemo
 krivolinijskim trapezom ili pseudotrapezom. Zanima nas kako odrediti povrsinu skupa
 T . Oznacimo povrsinu s A.
 Funkcija f : [a, b] → R je nenegativna i omedena, tj. postoje realni brojevi m ≥ 0 i
 M ≥ 0 takvi da je
 m ≤ f(x) ≤M ∀x ∈ R.
 Pogledajmo skup T prikazan na slici 1.1:
 0 a bx
 y
 T
 Slika 1.1
 Povrsine mnogokuta racunamo tako da mnogokut rastavimo na pravokutnike ili trokute
 cije povrsine znamo izracunati. Medutim, skup T ne mozemo rastaviti na pravokutnike
 i tako mu odrediti povrsinu, ali slicnim postupkom mozemo odrediti njezinu pribliznu
 vrijednost.
 Ako je m najmanja, a M najveca vrijednost funkcije f na [a, b], tada skupu T mozemo
 2
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upisati pravokutnik sa stranicama duljina b−a i m te opisati pravokutnik sa stranicama
 duljina b− a i M , kao sto se vidi na slici 1.2:
 0 a bx
 y
 Slika 1.2
 Oznacimo upisani pravokutnik s p, a opisani s P .
 Prema monotonosti povrsine vrijedi:
 A(p) ≤ A(T ) ≤ A(P )
 odnosno
 m(b− a) ≤ A(T ) ≤M(b− a).
 Ako je razlika M(b− a)−m(b− a) dovoljno malena, povrsinu skupa T mozemo aprok-
 simirati povrsinom A(p) ili povrsinom A(P ).
 Medutim, ako je razlika velika, onda segment [a, b] dijelimo na vise dijelova i na svakom
 dobivenom dijelu postupamo jednako kao prije.
 U tu svrhu, najprije definirajmo subdiviziju segmenta.
 Definicija 1.1. Neka je [a, b] segment realnih brojeva. Konacan skup tocaka P =
 {x0, x1, · · · , xn} takav da vrijedi a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b zovemo
 subdivizijom ili particijom segmenta [a, b].
 Realan broj
 δ(P ) = max{|xi − xi−1| : i = 1, 2, · · · , n}
 nazivamo dijametrom subdivizije P .
 Neka je P = {x0, x1, · · · , xn}, n ∈ N subdivizija segmenta [a, b]. Pravcima x = x0,
 x = x1, · · · , x = xn podijelimo pseudotrapez T na pseudotrapeze T0, T1, · · · , Tn s
 bazama [xi−1, xi], i = 1, 2, · · · , n. Buduci da je funkcija f omedena na [a, b], omedena
 je i na [xi−1, xi], i = 1, 2, · · · , n.
 Neka je
 mi = inf{f(x) : x ∈ [xi−1, xi]}, i = 1, 2, · · · , n, (1.1)
 3
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odnosno
 Mi = sup{f(x) : x ∈ [xi−1, xi]}, i = 1, 2, · · · , n. (1.2)
 Svakom pseudotrapezu Ti mozemo upisati pravokutnik sa stranicama duljina xi− xi−1
 i mi te opisati pravokutnik sa stranicama duljina xi − xi−1 i Mi. Na slikama 1.3 i 1.4
 prikazan je slucaj za n = 4.
 T1 T2 T3 T4
 x
 y
 Slika 1.3
 T1 T2 T3 T4
 x
 y
 Slika 1.4
 Oznacimo s pi povrsine upisanih, a s Pi povrsine opisanih pravokutnika za i = 1, · · · , n.
 Za svaki i = 1, · · · , n vrijedi
 pi ⊆ Ti ⊆ Pi
 pa zbog monotonosti povrsine imamo:
 A(pi) ≤ A(Ti) ≤ A(Pi)
 odnosno
 (xi − xi−1)mi ≤ A(Ti) ≤ (xi − xi−1)Mi.
 Skup p = p1 ∪ p2 ∪ · · · ∪ pn je unija pravokutnika i upisan je pseudotrapezu T , a skup
 P = P1 ∪ P2 ∪ · · · ∪ Pn je unija pravokutnika i opisan je pseudotrapezu T pa vrijedi
 p ⊆ T ⊆ P , tj. A(p) ≤ A(T ) ≤ A(P ).
 4
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Dakle, vrijedi:n∑i=1
 mi(xi − xi−1) ≤ A(T ) ≤n∑i=1
 Mi(xi − xi−1).
 To znaci da povrsinu skupa T mozemo aproksimirati odozdo s A(p) i odozgo s A(P ),
 a greska aproksimacije ne prelazi broj A(P )− A(p) =∑n
 i=1(Mi −mi)(xi − xi−1).
 Mozemo zakljuciti da trazenje povrsine skupa T ima smisla samo ako za svaki realni
 broj ε > 0 postoji prirodan broj n i subdivizija P = {x0, x1, · · · , xn} segmenta [a, b]
 takva da vrijedi
 A(P )− A(p) =n∑i=1
 (Mi −mi)(xi − xi−1) ≤ ε,
 to jest ako se graf funkcije f moze pokriti pravokutnicima [xi−1, xi] × [mi,Mi], i =
 1, · · · , n tako da ukupna greska bude manja od ε.
 5
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Poglavlje 2
 Riemannov integral
 2.1 Riemannov integral ogranicene funkcije na seg-
 mentu
 Neka je funkcija f : [a, b]→ R omedena na segmentu [a, b], tj. neka postoje brojevi m
 i M takvi da vrijedi
 m ≤ f(x) ≤M ∀x ∈ [a, b].
 Neka je P = {x0, x1, · · · , xn} subdivizija segmenta [a, b]. Tada postoje brojevi mi i Mi
 definirani formulama (1.1) i (1.2). Vrijedi
 m ≤ mi ≤Mi ≤M. (2.1)
 Uzimamo proizvoljne tocke ti ∈ [xi−1, xi] i = 1, · · · , n i definiramo sume
 s(f, P ) =n∑i=1
 mi(xi − xi−1)
 S(f, P ) =n∑i=1
 Mi(xi − xi−1)
 σ(f, {t1, · · · tn}) =n∑i=1
 f(ti)(xi − xi−1).
 Broj s(f, P ) se zove donja Darbouxova suma, broj S(f, P ) gornja Darbouxova suma,
 a broj σ(f, {t1, · · · tn}) integralna suma. Ako nejednakost (2.1) pomnozimo s xi− xi−1
 i sumiramo po i, dobit cemo:
 m(b− a) ≤ s(f, P ) ≤ σ(f, {t1, · · · tn}) ≤ S(f, P ) ≤M(b− a). (2.2)
 Oznacimo s P skup svih subdivizija segmenta [a, b].
 Prema nejednakosti (2.2) skup {s(f, P ) : P ∈ P} omeden je odozgo, a skup {S(f, P ) : P ∈P} omeden je odozdo pa postoje brojevi:
 I∗(f, [a, b]) = sup{s(f, P ) : P ∈ P}
 6

Page 11
						

I∗(f, [a, b]) = inf{S(f, P ) : P ∈ P}.
 Definicija 2.1. Broj I∗(f, [a, b]) zove se donji Riemannov integral, a broj I∗(f, [a, b])
 gornji Riemannov integral funkcije f na segmentu [a, b].
 Iz prethodnog slijedi da donji i gornji Riemannov integral postoje za svaku funkciju
 f : [a, b]→ R koja je ogranicena na segmentu [a, b].
 Navedimo neka svojstva Darbouxovih suma.
 Teorem 2.1. (vidi [2]) Svojstva Darbouxovih suma:
 a) Za bilo koje dvije subdivizije P i P ′ segmenta [a, b] takve da je P ⊆ P ′ vrijedi
 s(f, P ) ≤ s(f, P ′) i S(f, P ) ≥ S(f, P ′),
 tj. ako neku subdiviziju profinimo s konacno mnogo tocaka, onda se gornja Dar-
 bouxova suma ne ce povecati, a donja Darbouxova suma ne ce smanjiti.
 b) Za bilo koje dvije subdivizije P1 i P2 segmenta [a, b] vrijedi
 s(f, P1) ≤ S(f, P2),
 tj. bilo koja donja Darbouxova suma manja je od bilo koje gornje Darbouxove
 sume.
 2
 Svojstva iz Teorema 2.1 koristit cemo u dokazu sljedeceg teorema:
 Teorem 2.2. (vidi [2]) Ako je funkcija f : [a, b]→ R omedena na segmentu [a, b], onda
 je
 I∗(f, [a, b]) ≤ I∗(f, [a, b]).
 Dokaz. Neka su P1 i P2 bilo koje dvije subdivizije segmenta [a, b]. Prema prethodnom
 teoremu (svojstvo b) vrijedi s(f, P1) ≤ S(f, P2). Iz toga mozemo zakljuciti da je
 S(f, P2) gornja meda skupa {s(f, P1) : P1 ∈ P}. Zbog toga, za svaki P2 ∈ P vrijedi
 I∗(f, [a, b]) ≤ S(f, P2). Slijedi da je I∗(f, [a, b]) donja meda skupa {S(f, P2) : P2 ∈ P}pa vrijedi I∗(f, [a, b]) ≤ I∗(f, [a, b]).
 2
 Definicija 2.2. Za ogranicenu funkciju f : [a, b]→ R kazemo da je (R)-integrabilna ili
 integrabilna u Riemannovom smislu na segmentu [a, b] ako je I∗(f, [a, b]) = I∗(f, [a, b]).
 7
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Tada se broj I(f, [a, b]) = I∗(f, [a, b]) = I∗(f, [a, b]) zove integral, (R)-integral ili odredeni
 integral funkcije f na segmentu [a, b] i pise
 I(f, [a, b]) =
 ∫[a,b]
 f(t)dt.
 Pritom kazemo da je f podintegralna funkcija, segment [a, b] podrucje integracije, a t
 varijabla po kojoj se integrira.
 Povezanost odredenog integrala s Darbouxovim sumama pokazana je sljedecim teore-
 mom:
 Teorem 2.3. (vidi [3]) Neka je f : [a, b]→ R ogranicena funkcija na [a, b] ⊂ R. Funk-
 cija f je integrabilna na [a, b] ako i samo ako za svaki ε > 0 postoji subdivizija segmenta
 [a, b] takva da za pripadne Darbouxove sume vrijedi S − s < ε.
 Dokaz.
 Neka je f integrabilna na [a, b], tj. I∗ = I∗ i ε > 0 bilo koji realni broj. Po
 definiciji je I∗(f, [a, b]) = sup{s(f, P ) : P ∈ P}, a prema definiciji supremuma postoji
 subdivizija P1 ∈ P takva da je s(f, P1) > I∗(f, [a, b])− ε2.
 Isto tako je I∗(f, [a, b]) = inf{S(f, P ) : P ∈ P}, a prema definiciji infimuma postoji
 subdivizija P2 ∈ P takva da je S(f, P2) < I∗(f, [a, b]) + ε2.
 Neka je P = P1 ∪ P2. Tada je s(f, P ) ≥ s(f, P1) i S(f, P ) ≤ S(f, P2) pa vrijedi
 S(f, P )− s(f, P ) ≤ S(f, P2)− s(f, P1) < I∗(f, [a, b]) +ε
 2− I∗(f, [a, b]) +
 ε
 2= ε.
 Pretpostavimo da za svaki ε > 0 postoji subdivizija P takva da vrijedi nejedna-
 kost S(f, P )− s(f, P ) < ε.
 Buduci da je s(f, P ) ≤ I∗(f, [a, b]) i I∗(f, [a, b]) ≤ S(f, P ), dobivamo
 I∗(f, [a, b])− I∗(f, [a, b]) ≤ S(f, P )− s(f, P ) < ε.
 Znamo da je I∗(f, [a, b]) ≤ I∗(f, [a, b]) pa zakljucujemo da vrijedi I∗(f, [a, b]) = I∗(f, [a, b]),
 sto znaci da je f integrabilna na [a, b].
 2
 U prvom poglavlju razmatrali smo problem povrsine pseudotrapeza, a sada cemo taj
 problem povezati s odredenim integralom.
 Neka je f : [a, b]→ R+ integrabilna funkcija na [a, b] i
 T = {(x, y) ∈ R× R : 0 ≤ y ≤ f(x),∀x ∈ [a, b]}
 pseudotrapez. Povrsinu pseudotrapeza definiramo na sljedeci nacin:
 A(T ) = I(f, [a, b]) =
 ∫ b
 a
 f(x)dx.
 8
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Teorem 2.4. (vidi [2]) Ako je funkcija f : [a, b] → R neprekidna na segmentu [a, b],
 onda je ona i integrabilna na [a, b].
 Dokaz. Neka je ε > 0. Dovoljno je pokazati da za svaki takav ε postoji subdivizija
 segmenta [a, b] takva da za pripadne Darbouxove sume vrijedi S(f, P ) − s(f, P ) < ε.
 f je uniformno neprekidna na [a, b] pa postoji δ > 0 takav da ∀x, y ∈ [a, b] za koje je
 |x− y| < δ vrijedi |f(x)− f(y)| < εb−a .
 Neka je P = {x0, x1, · · · , xn} bilo koja subdivizija segmenta [a, b] takva da je δ(P ) < δ.
 Prema Bolzano-Weierstrassovom teoremu neprekidna funkcija preslikava segment na
 segment pa postoje tocke x′, x′′ ∈ [xi−1, xi] takve da je
 f(x′) ≤ f(x) ≤ f(x′′) ∀x ∈ [xi−1, xi]
 te vrijedi
 mi = inf{f(x) : x ∈ [xi−1, xi] = f(x′)}
 Mi = sup{f(x) : x ∈ [xi−1, xi] = f(x′′)}.
 Takoder je Mi −mi = |f(x′′) − f(x′)|, a zbog |x′′ − x′| < δ i uniformne neprekidnosti
 funkcije f vrijedi
 Mi −mi <ε
 b− apa je
 S(f, P )− s(f, P ) =n∑i=1
 (Mi −mi)(xi − xi−1) ≤n∑i=1
 ε
 b− a(xi − xi−1) = ε.
 2
 Teorem 2.5. (vidi [2]) (Teorem srednje vrijednosti za integral neprekidne funkcije)
 Neka je funkcija f : [a, b] → R neprekidna na segmentu [a, b]. Tada postoji tocka c ∈[a, b] takva da je ∫ b
 a
 f(x)dx = f(c)(b− a).
 Dokaz. Funkcija f je neprekidna na segmentu [a, b] pa je i integrabilna. Vrijedi:
 m(b− a) <
 ∫ b
 a
 f(x)dx < M(b− a).
 Zakljucujemo da postoji realan broj n ∈ [m,M ] takav da je∫ baf(x)dx = n(b− a).
 Buduci da neprekidna funkcija preslikava segment na segment, postoji tocka c ∈ [a, b]
 takva da vrijedi n = f(c).
 2
 9
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Geometrijski smisao teorema srednje vrijednosti je sljedeci:
 mozemo pronaci c ∈ [a, b] takav da povrsina pseudotrapeza ispod grafa funkcije f bude
 jednaka povrsini pravokutnika sa stranicama duljina b− a i f(c).
 A(T ) =
 ∫ b
 a
 f(x)dx
 P = f(c)(b− a)
 A(T ) = P
 0 a c bx
 fHcL
 y
 Slika 2.1
 Teorem 2.6. (vidi [2]) Neka je f : [a, b] → R omedena funkcija i (Pn) bilo koji niz
 subdivizija segmenta [a, b] sa svojstvom da δPn → 0 kada n → ∞. Tada su nizovi
 Darbouxovih suma (S(f, Pn)) i (s(f, Pn)) konvergentni i pritom vrijedi:
 limn→∞
 S(f, Pn) = I∗(f, [a, b]) i limn→∞
 s(f, Pn) = I∗(f, [a, b]).
 2
 2.2 Svojstva Riemannovog integrala
 U ovom poglavlju dat cemo osnovna svojstva odredenog integrala.
 1. Konstanta x 7→ c je integrabilna funkcija na [a, b] i vrijedi∫ b
 a
 cdx = c(b− a).
 2. Vrijedi: ∫ a
 a
 f(x)dx = 0.
 10
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3. Ako je f : [a, b]→ R integrabilna na [a, b] i a ≤ b, onda je:∫ b
 a
 f(x)dx = −∫ a
 b
 f(x)dx.
 4. Ako je f : [a, b] → R integrabilna na [a, b] i c ∈ [a, b], onda je funkcija f integra-
 bilna na [a, c] i [c, b] te vrijedi∫ b
 a
 f(x)dx =
 ∫ c
 a
 f(x)dx+
 ∫ b
 c
 f(x)dx. (2.3)
 Vrijedi i obratno: ako je c ∈ [a, b] i funkcija f integrabilna na [a, c] i [c, b], onda
 je ona integrabilna i na [a, b] i vrijedi (2.3).
 5. Ako je f : [a, b] → R integrabilna na [a, b] i c konstanta, onda je funkcija cf
 integrabilna na [a, b] i vrijedi∫ b
 a
 cf(x)dx = c
 ∫ b
 a
 f(x)dx.
 6. Ako su funkcije f, g : [a, b] → R integrabilne na [a, b], tada je i funkcija f + g
 integrabilna na [a, b] te vrijedi∫ b
 a
 (f(x) + g(x))dx =
 ∫ b
 a
 f(x)dx+
 ∫ b
 a
 g(x)dx.
 7. Ako su funkcije f, g : [a, b] → R integrabilne na [a, b] i za svaki x ∈ [a, b] vrijedi
 f(x) ≤ g(x), tada vrijedi i ∫ b
 a
 f(x)dx ≤∫ b
 a
 g(x)dx.
 8. Ako je f : [a, b] → R integrabilna na [a, b], onda je |f | takoder integrabilna na
 [a, b] i vrijedi
 |∫ b
 a
 f(x)dx| ≤∫ b
 a
 |f(x)|dx.
 2.3 Odredeni integral i primitivna funkcija
 Svaka funkcija koja je neprekidna na segmentu [a, b] ima primitivnu funkciju. Vrijed-
 nost odredenog integrala racunat cemo pomocu primitivne funkcije i Newton-Leibnizove
 formule.
 U tu svrhu, najprije cemo definirati primitivnu funkciju.
 11
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Definicija 2.3. Primitivnom funkcijom funkcije f : [a, b]→ R nazivamo svaku funkciju
 F : [a, b]→ R za koju vrijedi
 F ′(x) = f(x).
 Skup svih primitivnih funkcija funkcije f oznacava se s∫f(x)dx i zove antiderivacija
 funkcije f ili neodredeni integral.
 Teorem 2.7. (vidi [2]) Neka je [a, b] segment i x0 ∈ [a, b]. Ako je funkcija f : [a, b]→ Rneprekidna na [a, b], onda je funkcija F : [a, b]→ R definirana formulom
 F (x) =
 ∫ x
 x0
 f(t)dt
 primitivna funkcija funkcije f za svaki x ∈ [a, b].
 Dokaz. Neka je x ∈ 〈a, b〉 i ∆x 6= 0 takav da je x + ∆x ∈ 〈a, b〉. Treba pokazati da
 vrijedi F ′(x) = f(x), tj. da je
 lim∆x→0
 F (x+ ∆x)− F (x)
 ∆x= f(x).
 Vrijedi
 F (x+∆x)−F (x) =
 ∫ x+∆x
 x0
 f(t)dt−∫ x
 x0
 f(t)dt =
 ∫ x+∆x
 x0
 f(t)dt+
 ∫ x0
 x
 f(t)dt =
 ∫ x+∆x
 x
 f(t)dt.
 Prema Teoremu 2.5 postoji tocka c ∈ [x, x+∆x],∆x > 0, odnosno c ∈ [x+∆x, x],∆x <
 0 takva da vrijedi ∫ x+∆x
 x
 f(t)dt = f(c)(x+ ∆x− x) = f(c) ·∆x
 ⇒ F (x+ ∆x)− F (x) = f(c)∆x / : ∆x
 F (x+ ∆x)− F (x)
 ∆x= f(c) / lim
 ∆x→0
 lim∆x→0
 F (x+ ∆x)− F (x)
 ∆x= lim
 ∆x→0f(c)
 F ′(x) = f(x).
 2
 Teorem 2.8. (vidi [1]) Neka je I ⊆ R jedan od skupova [a, b], 〈a, b〉, 〈a, b], [a, b〉 i
 f : I → R funkcija.
 1. Ako je F primitivna funkcija od f na I i c ∈ R, tada je i x 7→ F (x)+C primitivna
 funkcija od f na I.
 12
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2. Ako su F i G bilo koje dvije primitivne funkcije od f na I, onda postoji konstanta
 C takva da je F (x) = G(x) + C, C ∈ I.
 2
 Veza izmedu odredenog i neodredenog integrala (antiderivacije) dana je sljedecim te-
 oremom:
 Teorem 2.9. (vidi [2]) (Newton-Leibnizova formula)
 Neka je f : [a, b] → R neprekidna funkcija na [a, b]. Ako je F : [a, b] → R bilo koja
 primitivna funkcija od f , onda je:∫ b
 a
 f(x)dx = F (b)− F (a).
 Dokaz. Neka su F,G : [a, b]→ R dvije primitivne funkcije od funkcije f . Tada, prema
 teoremu 2.8 postoji konstanta C takva da vrijedi F (x) = G(x) + C, ∀x ∈ [a, b].
 Tada je
 F (b)− F (a) = (G(b) + C)− (G(a) + C) = G(b) + C −G(a)− C = G(b)−G(a).
 Prema teoremu 2.7 vrijedi
 F (b)− F (a) =
 ∫ b
 x0
 f(x)dx−∫ a
 x0
 f(x)dx =
 ∫ b
 x0
 f(x)dx+
 ∫ x0
 a
 f(x)dx =
 ∫ b
 a
 f(x)dx.
 2
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Poglavlje 3
 Numericka integracija
 Ako je f : [a, b] → R neprekidna funkcija, a F njezina primitivna funkcija, onda pri-
 mjenom Newton-Leibnizove formule racunamo integral funkcije f na sljedeci nacin:
 I =
 ∫ b
 a
 f(x)dx = F (b)− F (a).
 Medutim, nije uvijek moguce primjeniti ovu formulu. Na primjer, sljedece integrale je
 vrlo tesko ili nemoguce izracunati:∫ b
 a
 1
 x3 − 1dx,
 ∫ b
 a
 e−x2
 dx.
 U slucaju da funkciju f ne mozemo dobiti elementarnim metodama, kada je ona poz-
 nata u samo nekoliko tocaka ili previse komplicirana, moramo koristiti druge metode
 da bismo izracunali pribliznu vrijednost I∗ integrala I. U tu svrhu podintegralnu funk-
 ciju zamijenit cemo nekom drugom, jednostavnijom funkcijom. Ta aproksimirajuca
 funkcija mora biti takva da vrijedi ∆I∗ = |I − I∗| < ε, za zadanu tocnost ε > 0.
 Neke od metoda numericke integracije su:
 • Newton-Cotesove formule
 • Trapezna formula
 • Simpsonova formula
 U ovom poglavlju opisat cemo neke od ovih metoda.
 14
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3.1 Trapezna formula
 Uzimamo aproksimaciju pomocu trapeza.
 Funkciju f : [a, b] → R aproksimirat cemo linearnom funkcijom, tj. interpolacijskim
 polinomom prvog stupnja P1 ciji je graf pravac koji prolazi tockama (a, f(a)) i (b, f(b)).
 Takav polinom je jedinstven i glasi
 P1(x) = f(a) +f(b)− f(a)
 b− a(x− a).
 0 a bx
 y
 Slika 3.1: Trapezno pravilo
 Dakle, funkciju f zamijenit cemo funkcijom P1 i racunati pribliznu vrijednost integrala.
 Geometrijski, to znaci da cemo pseudotrapez zamijeniti obicnim trapezom.
 Dobivamo trapeznu formulu:
 I∗ =
 ∫ b
 a
 P1(x) =b− a
 2(f(a) + f(b)) (3.1)
 Teorem 3.1. (vidi [7]) Neka je f : [a, b] → R neprekidna na [a, b]. Tada postoji c ∈[a, b] takav da vrijedi
 I =
 ∫ b
 a
 f(x)dx =b− a
 2(f(a) + f(b))− (b− a)3
 12f ′′(c).
 2
 Dakle, pogreska aproksimacije iznosi: E = I − I∗ = − (b−a)3
 12f ′′(c). Ako je interval
 [a, b] velik, velika je i pogreska. Zelimo li biti precizniji i dobiti bolju aproksimaciju I∗
 integrala I, interval [a, b] podijelit cemo na jednake podintervale te na svakom od tih
 podintervala primjeniti trapeznu formulu (3.1).
 Pretpostavimo da funkciju f poznajemo u n + 1 tocaka x0, · · · , xn ∈ [a, b] koje dijele
 interval [a, b] na n jednakih podintervala te oznacimo: x0 = a, xn = b, yi = f(xi), i =
 0, · · · , n. Vrijedi:
 xn − xn−1 = · · · = x2 − x1 = x1 − x0 = h,
 15
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tj.
 h =b− an
 .
 Primjenimo li na intervale [xi−1, xi] trapeznu formulu, dobivamo:
 I∗ =h
 2(y0 + y1) +
 h
 2(y1 + y2) + · · ·+ h
 2(yn−1 + yn)
 odnosno
 I∗ =h
 2(y0 + 2y1 + · · ·+ 2yn−1 + yn) (3.2)
 Formula (3.2) je generalizirana trapezna formula.
 0 a bx
 y
 Slika 3.2: Generalizirano trapezno pravilo
 Sada je I = I∗ + E, gdje je E = − b−a12h2f ′′(c), c ∈ 〈a, b〉 pogreska aproksimacije.
 3.2 Newton-Cotesova formula
 Ako se funkcija f zamijeni interpolacijskim polinomom drugog stupnja, opcenito se do-
 bije bolja aproksimacija. Podijelimo interval [a, b] tockama xi = a+ i b−an, i = 0, · · · , n.
 Treba odrediti polinom Pn ciji je graf parabola koja prolazi tockama (xi, f(xi)), i =
 0, · · · , n. On glasi:
 Pn(x) =n∑k=0
 f(xkpk(x)), pk(x) =n∏
 i=0,i 6=k
 x− xixk − xi
 .
 Priblizna vrijednost integrala je:
 I∗ =
 ∫ b
 a
 Pn(x)dx =n∑k=0
 f(xk)
 ∫ b
 a
 pk(x)dx = (b− a)n∑k=0
 ωkf(xk)
 gdje su ωk = 1b−a
 ∫ bapk(x)dx tezine koje supstitucijom postaju jednostavnije: ωk =∫ 1
 0
 ∏ni=0,i 6=k
 nt−ik−i dt.
 Na taj nacin dobili smo Newton-Cotesovu formulu n-tog reda kojom aproksimiramo
 integral I:
 I∗ =
 ∫ b
 a
 Pn(x)dx = (b− a)n∑k=0
 ωkf(xk), ωk =
 ∫ 1
 0
 n∏i=0,i 6=k
 nt− ik − i
 dt.
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3.3 Simpsonova formula
 Za n = 2 u Newton-Cotesovoj formuli imamo: x0 = a, x1 = a+b2, x2 = b.
 Pripadne tezine iznose ω0 = 16, ω1 = 2
 3, ω2 = 1
 6.
 Dobivamo aproksimaciju:
 I∗ =
 ∫ b
 a
 P2(x)dx =b− a
 6(f(a) + 4f(
 a+ b
 2) + f(b)) (3.3)
 uz pogresku E = (b−a)5
 90f (4)(c), c ∈ 〈a, b〉.
 0 x0 x1 x2x
 y
 Slika 3.3: Simpsonovo pravilo
 Primjenit cemo Newton-Cotesovu formulu za bilo koji paran broj n.
 Segment [a, b] podijelit cemo na n jednakih dijelova tockama xi = a + ih, i =
 0, 1, · · · , n, h = b−an
 . Oznacimo yi = f(xi) i na svakom od n2
 intervala primjenimo
 formulu (3.3): ∫ x2
 x0
 f(x)dx =h
 3(y0 + 4y1 + y2)
 ...∫ xn
 xn−2
 f(x)dx =h
 3(yn−2 + 4yn−11 + yn)
 Zbrajanjem dobivamo generaliziranu Simpsonovu formulu:
 I∗ =h
 3((y0 + yn) + 4(y1 + y3 + · · ·+ yn−1) + 2(y2 + y4 + · · ·+ yn−2))
 pomocu koje aproksimiramo pocetni integral s pogreskom
 E = −b− a180
 h4f (4)(c), c ∈ 〈a, b〉.
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Poglavlje 4
 Metode integriranja
 Za integriranje funkcija razlicitim metodama koje cemo ovdje navesti potrebno je poz-
 navati tablicu neodredenih integrala i njegova svojstva.
 Navest cemo neodredene integrale elementarnih funkcija.
 ∫dx = x+ c, c ∈ R∫xndx = xn+1
 n+1+ c, c ∈ R∫
 1xdx = ln |x|+ c, c ∈ R∫axdx = ax
 ln a+ c, c ∈ R∫
 exdx = ex + c, c ∈ R∫sinxdx = − cosx+ c, c ∈ R∫cosxdx = sinx+ c, c ∈ R∫
 1cos2 x
 = tgx+ c, c ∈ R∫1
 sin2 x= −ctgx+ c, c ∈ R∫
 1√1−x2dx = arcsinx+ c, c ∈ R∫1
 1+x2dx = arctgx+ c, c ∈ R
 Tablica 4.1: Neodredeni integrali elementarnih funkcija
 Navedimo sada i neka osnovna svojstva neodredenog integrala koja ce nam pomoci kod
 18

Page 23
						

integriranja.
 1. Svojstvo aditivnosti
 Ako su f, g : I → R integrabilne funkcije na I, onda je i funkcija f+g integrabilna
 na I i vrijedi: ∫(f(x) + g(x))dx =
 ∫f(x)dx+
 ∫g(x)dx.
 2. Svojstvo homogenosti
 Ako je funkcija f : I → R integrabilna i a ∈ R bilo koji broj, onda je funkcija
 a · f integrabilna na I i vrijedi:∫a · f(x)dx = a
 ∫f(x)dx.
 Direktna integracija
 Metoda direktne integracije sastoji se u tome da zadanu podintegralnu funkciju zapisemo
 u jednostavnijem obliku, tj. da je podijelimo na elementarne funkcije koristeci svojstva
 neodredenog integrala i razne poznate matematicke formule. Dobivene jednostavnije
 funkcije tada integriramo pomocu tablice 4.1. Navedimo nekoliko primjera za direktnu
 integraciju.
 Primjer 4.1. Izracunajmo sljedece integrale: a)∫
 45√x3dx, b)
 ∫sin2
 1+cosxdx.
 a)∫
 45√x3dx = 4
 ∫1
 x35dx = 4
 ∫x−
 35dx = 4x
 2525
 + c = 105√x2 + c, c ∈ R
 b)∫
 sin2
 1+cosxdx =
 ∫1−cos2 x1+cosx
 dx =∫ (1−cosx)(1+cosx)
 1+cosxdx =
 ∫(1− cosx)dx
 =∫dx−
 ∫cosxdx = x− sinx+ c, c ∈ R
 Rjesavanjem velikog broja zadataka stjece se spretnost i nauce se razni ”trikovi” koji
 pomazu pri integriranju.
 Na primjer, ako imamo podintegralnu funkciju oblika f ′(x)f(x)
 , onda vrijedi:∫f ′(x)
 f(x)dx = ln |f(x)|+ c, c ∈ R.
 Primjer 4.2. Izracunajmo integrale: a)∫
 x+1x2+2x+1
 dx, b)∫
 tgxdx.
 a)∫
 x+1x2+2x+1
 dx = 12
 ∫2x+2
 x2+2x+1dx = 1
 2ln |x2 + 2x+ 1|+ c, c ∈ R
 b)∫ π
 3
 0tgxdx =
 ∫ π3
 0sinxcosx
 dx = − ln | cosx|∣∣∣∣π30
 = −(ln | cos π3| − ln | cos 0|) = −(ln |1
 2| − ln|1|) = ln |2|.
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Metoda supstitucije
 Koristenjem svojstava integrala i matematickih formula ne mozemo sve funkcije svesti
 na elementarne funkcije. U takvim slucajevima pokusat cemo primjeniti metodu sup-
 stitucije, tj. uvodenja nove varijable. Ta metoda je posljedica pravila za deriviranje
 kompozicije funkcija.
 Teorem 4.1. (vidi[2]) Neka su [A,B] i [a, b] segmenti, φ derivabilna funkcija na [a, b],
 φ′ neprekidna funkcija na [a, b] i f neprekidna funkcija na [A,B]. Ako je φ([a, b]) ⊆[A,B] tako da je na [a, b] definirana kompozicija f ◦φ, onda funkcija x 7→ f(φ(x))φ′(x)
 na segmentu [a, b] ima primitivnu funkciju i vrijedi:∫f(φ(x))φ′(x)dx = F (φ(x)) + c, c ∈ R
 gdje je F primitivna funkcija funkcije f .
 Za sve α, β ∈ [a, b] vrijedi:∫ β
 α
 f(φ(x))φ′(x)dx =
 ∫ φ(β)
 φ(α)
 f(t)dt.
 Dokaz. Neka je F primitivna funkcija od f na [A,B]. Vrijedi φ([a, b]) ⊆ [A,B] pa je
 funkcija F ◦ φ derivabilna na [a, b], a derivacijom dobivamo:
 (F ◦ φ)′(x) = F ′(φ(x))φ′(x) = f(φ(x))φ′(x)
 /∫∫f(φ(x))φ′(x)dx = F (φ(x)) + c.
 Za sve α, β ∈ [a, b] vrijedi:∫ β
 α
 f(φ(x))φ′(x)dx = F (φ(β))− F (φ(α)) =
 ∫ φ(β)
 φ(α)
 f(t)dt.
 2
 Shematski metoda supstitucije izgleda ovako:∫f(φ(x))φ′(x)dx =
 ∣∣∣∣ φ(x) = t
 φ′(x)dx = dt
 ∣∣∣∣ =
 ∫f(t)dt = F (t) + c = F (φ(x)) + c.
 Primjenimo metodu supstitucije na primjerima.
 Primjer 4.3. Odredimo integrale: a)∫
 x3
 1+x8dx, b)
 ∫ 1
 0e2x−1dx.
 a)∫
 x3
 1+x8dx =
 ∫x3
 1+(x4)2dx =
 ∣∣∣∣ t=x4
 dt=4x3dx⇒dx= dt4x3
 ∣∣∣∣ =∫
 x3
 1+t2dt
 4x3= 1
 4
 ∫dt
 1+t2
 = 14arctg(x4) + c, c ∈ R
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b)∫ 1
 0e2x−1dx =
 ∣∣∣∣ t=2x−1dt=2dx⇒dx= dt
 2
 ∣∣∣∣Kod odredenog integrala pri uvodenju supstitucije potrebno je promijeniti i gra-
 nice integrala. Zbog toga imamo: x = 0 ⇒ t = −1 te x = 1 ⇒ t = 1. Uvrstimo
 li sve u pocetni integral, dobivamo: 12
 ∫ 1
 −1etdt = 1
 2et∣∣∣∣1−1
 = e2−12e
 .
 Parcijalna integracija
 Kao sto smo metodu supstitucije dobili iz pravila za derivaciju kompozicije, tako cemo
 sljedecu metodu - parcijalnu integraciju - dobiti iz pravila za derivaciju umnoska.
 Teorem 4.2. (vidi[2]) Ako su u, v : I → R neprekidno derivabilne funkcije na intervalu
 I, onda su funkcije u′v i uv′ integrabilne na I i pritom vrijedi:∫u′(x)v(x)dx = u(x)v(x)−
 ∫u(x)v′(x)dx.
 Dokaz. Funkcije u′ i v′ su neprekidne na I pa su zato i funkcije u′v i uv′ neprekidne i
 integrabilne na I. Primjenom pravila za derivaciju umnoska dobivamo:
 (uv)′(x) = u′(x)v(x) + u(x)v′(x)
 u′(x)v(x) = (uv)′(x)− u(x)v′(x)
 /∫∫u′(x)v(x)dx = (uv)(x)−
 ∫u(x)v′(x)dx.
 2
 Odredeni integral primjenom parcijalne integracije racunamo na sljedeci nacin:∫ b
 a
 u′(x)v(x)dx = u(x)v(x)
 ∣∣∣∣ba
 −∫ b
 a
 u(x)v′(x)dx.
 Funkcije u i v potrebno je odabrati tako da dobiveni integral bude jednostavniji za
 rjesavanje od pocetnog. Ilustrirajmo ovu metodu na nekoliko primjera.
 Primjer 4.4. Izracunajmo integrale: a)∫xsinxdx, b)
 ∫ln(x2 + 1).
 a)∫xsinxdx =
 ∣∣∣∣u=x dv=∫
 sinxdxdu=dx v=− cosx
 ∣∣∣∣ = −x cosx+∫
 cosxdx
 = −x cosx+ sinx+ c, c ∈ R
 b)∫
 ln(x2 + 1) =
 ∣∣∣∣u=ln(x2+1) dv=∫dx
 du= 2xx2+1
 dx v=x
 ∣∣∣∣ = x ln(x2 + 1)−∫
 2x2
 x2+1dx
 = x ln(x2 + 1)− 2∫
 x2+1−1x2+1
 dx = x ln(x2 + 1)− 2∫dx+ 2
 ∫1
 x2+1dx
 = x ln(x2 + 1)− 2x+ 2arctgx+ c, c ∈ R.
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Poglavlje 5
 Primjene odredenog integrala
 Odredeni integral se cesto primjenjuje u matematici i fizici. Ovdje cu navesti neke
 najcesce primjene.
 Primjene u geometriji:
 • racunanje povrsina ravninskih likova
 • racunanje duljine luka ravninskih krivulja
 • racunanje volumena tijela koje nastaje rotacijom ravninskih krivulja oko zadane
 osi
 • racunanje oplosja tijela koje nastaje rotacijom ravninskih krivulja oko zadane osi
 Primjene u fizici:
 • racunanje rada
 • racunanje momenta i tezista
 22
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5.1 Primjene odredenog integrala u geometriji
 5.1.1 Povrsine ravninskih likova
 Krivulja zadana u pravokutnim koordinatama
 Neka je zadana neprekidna krivulja y = f(x), gdje je f(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b]. Tada
 povrsina pseudotrapeza odredenog krivuljom y = f(x), pravcima x = a i x = b te x-osi
 racunamo po formuli:
 P =
 ∫ b
 a
 f(x)dx.
 Primjer 5.1. Izracunaj povrsinu omedenu parabolom y = 4x− x2 i osi apscisa.
 Najprije nadimo sjecista zadane funkcije i x-osi: 4x− x2 = 0. Dobijemo tocke x1 = 0
 i x2 = 4 koje su ujedno granice integracije.
 -1 1 2 3 4 5
 -4
 -2
 2
 4
 Slika 5.1
 P =
 ∫ 4
 0
 (4x− x2)dx = (2x2 − x3
 3)
 ∣∣∣∣∣4
 0
 =32
 3.
 Zelimo li izracunati povrsinu omedenu s dvije krivulje y = f(x) i y = g(x) te pravcima
 x = a i x = b, radimo to na sljedeci nacin:
 P =
 ∫ b
 a
 (f(x)− g(x))dx.
 Kao varijablu integracije mozemo uzeti x ili y, ovisno o tome kako je funkcija zadana
 (uvijek biramo nacin koji je povoljniji).
 Primjer 5.2. Izracunaj povrsinu omedenu parabolom y = 2x− x2 i pravcem y = −x.
 Najprije rjesavanjem sustava 2x − x2 = −x odredimo granice integracije: x1 = 0 i
 x2 = 3.
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-1 1 2 3 4
 -8
 -6
 -4
 -2
 Slika 5.2
 P =
 ∫ 3
 0
 (2x− x2 − (−x))dx =
 ∫ 3
 0
 (3x− x2)dx = (3x2
 2− x3
 3)
 ∣∣∣∣∣3
 0
 =9
 2.
 Parametarski zadana krivulja
 Ako je krivulja zadana parametarski
 x = ϕ(t), y = ψ(t) t ∈ [t1, t2],
 povrsina omedena tom krivuljom i osi x racuna se pomocu formule:
 P =
 ∫ t2
 t1
 ψ(t)ϕ′(t)dt.
 Primjer 5.3. Nadite povrsinu unutar astroide x = a cos3 t, y = b sin3 t.
 Slika 5.3
 Astroida je simetricna s obzirom na x-os i y-os pa je dovoljno izracunati cetvrtinu
 zadane povrsine koja se nalazi izmedu x = 0 i x = a. Iz tih tocaka dobivamo granice
 integracije t1 = π2, t2 = 0. Sada racunamo povrsinu:
 P = 4
 ∫ 0
 π2
 b sin3 t(3a cos2 t(− sin t))dt = −12ab
 ∫ 0
 π2
 sin4 t cos2 tdt = 12ab
 ∫ π2
 0
 sin4 t cos2 tdt
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Koristit cemo identitete: sin2 t = 1−cos 2t2
 , cos2 t = 1+cos 2t2
 . Nakon kvadriranja i
 sredivanja dobivamo:
 P =3
 2ab(
 1
 2t− sin 4t
 8− sin3 2t
 6)
 ∣∣∣∣∣π2
 0
 Uvrstavanjem granica dobit cemo povrsinu P = 38abπ.
 Krivulja zadana u polarnim koordinatama
 Neka je neprekidna funkcija zadana u polarnim koordinatama jednadzbom r = f(ϕ),
 gdje je ϕ ∈ D ⊆ R. Povrsinu omedenu krivuljom f(ϕ) te zrakama ϕ = ϕ1 i ϕ = ϕ2
 racunamo formulom:
 P =1
 2
 ∫ ϕ2
 ϕ1
 f 2(ϕ)dϕ.
 Primjer 5.4. Nadite povrsinu jedne latice krivulje r = a cos 2ϕ.
 Slika 5.4
 P =1
 2
 ∫ π4
 −π4
 (a cos 2ϕ)2dϕ =a2
 2
 ∫ π4
 −π4
 cos2 2ϕdϕ
 Koristeci: cos2 t = 1+cos 2t2
 dobivamo:
 P =a2
 2
 ∫ π4
 −π4
 1 + cos 4ϕ
 2dϕ =
 a2
 4
 ∫ π4
 −π4
 (1 + cos 4ϕ)dϕ =a2
 4(ϕ+
 sin 4ϕ
 4)
 ∣∣∣∣∣π4
 −π4
 =a2π
 8
 5.1.2 Duljina luka ravninske krivulje
 Krivulja zadana u pravokutnim koordinatama
 Duljinu luka krivulje y = f(x) od tocke x = a do tocke x = b racunamo formulom:
 S =
 ∫ b
 a
 √1 + y′2dx.
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Primjer 5.5. Izracunajte duljinu luka semikubne parabole y2 = x3 od ishodista koor-
 dinatnog sustava do tocke (4, 8).
 Zadanu funkciju y2 = x3 mozemo zapisati kao y = x32 . Tada vrijedi y′ = 3
 2x
 12 pa je
 y′2 = 94x. Vrijedi:
 S =
 ∫ 4
 0
 √1 +
 9
 4xdx
 Supstitucijom 1 + 94x = t dobivamo:
 S =4
 9
 ∫ 4
 0
 √tdt =
 4
 9
 t32
 32
 ∣∣∣∣∣4
 0
 Vracanjem supstitucije i uvrstavanjem granica dobije se duljina luka S = 827
 (10√
 10−1)
 Krivulja zadana parametarski
 Ako je krivulja zadana parametarski
 x = ϕ(t), y = ψ(t) t ∈ [t1, t2],
 onda je duljina luka krivulje jednaka
 S =
 ∫ t2
 t1
 √x2 + y2dt
 gdje je x = dxdt
 , y = dydt
 , a t1 i t2 vrijednosti parametara koje odgovaraju krajevima luka
 (t1 < t3).
 Primjer 5.6. Nadite duljinu luka krivulje x = a(2 cos t− cos 2t), y = a(2 sin t− sin 2t),
 t ∈ [0, 2π].
 Slika 5.5
 Najprije izracunajmo:
 x = a(−2 sin t+ 2 sin 2t)
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y = a(2 cos t− 2 cos 2t)
 Uvrstimo dobiveno u integral S =∫ t2t1
 √x2 + y2dt.
 S =
 ∫ 2π
 0
 √(a(−2 sin t+ 2 sin 2t))2 + (a(2 cos t− 2 cos 2t))2dt
 Nakon sredivanja dobivenog izraza dobivamo S = a∫ 2π
 0
 √8(1− cos t)dt = 2
 √2a∫ 2π
 0
 √2 sin2 t
 2dt.
 Buduci da je sin t2≥ 0 za t ∈ [0, 2π], vrijedi
 √2 sin2 t
 2= sin t
 2pa je onda
 S = 8a(− cost
 2)
 ∣∣∣∣∣2π
 0
 = 16a.
 Krivulja zadana u polarnim koordinatama
 Ako je krivulja zadana u polarnim koordinatama
 r = f(ϕ), ϕ ∈ [ϕ1, ϕ2],
 duljinu luka krivulje racunamo po sljedecoj formuli
 S =
 ∫ ϕ2
 ϕ1
 √r′2 + r2dϕ.
 Primjer 5.7. Nadite ukupnu duljinu kardioide r = a(1 + cosϕ).
 Slika 5.6
 Iz slike vidimo da je krivulja simetricna s obzirom na x-os pa vrijedi
 S = 2
 ∫ π
 0
 √r′2 + r2dϕ.
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Deriviranjem funkcije dobije se r′ = −a sinϕ. Uvrstimo to u S:
 S = 2
 ∫ π
 0
 √a2 sin2 ϕ+ a2(1 + 2 cosϕ+ cos2ϕ)dϕ
 Nakon sredivanja i koristenjem 1 + cosϕ = 2 cos2 ϕ2
 dobivamo S = 4a∫ π
 0
 √cos2 ϕ
 2dϕ.
 Za ϕε[0, π] je ϕ2ε[0, π
 2], a na tom intervalu je cos ϕ
 2≥ 0 pa vrijedi√
 cos2ϕ
 2= cos
 ϕ
 2
 iz cega dobivamo
 S = 4a
 ∫ π
 0
 cosϕ
 2dϕ = 8a sin
 ϕ
 2
 ∣∣∣∣∣π
 0
 = 8a.
 5.1.3 Volumen rotacijskog tijela
 Krivulja zadana u pravokutnim koordinatama
 Volumen tijela koje nastaje rotacijom krivulje y = f(x) oko x-osi od tocke x = a do
 tocke x = b racunamo formulom
 V = π
 ∫ b
 a
 y2dx
 gdje je dx nenegativan.
 Primjer 5.8. Nadite volumen tijela nastalog rotacijom oko osi x krivulje y = sin2 x u
 intervalu od x = 0 do x = π.
 V = π
 ∫ π
 0
 (sin2 x)2dx =π
 4
 ∫ π
 0
 (1− cos 2x)2dx =π
 4
 ∫ π
 0
 (1− 2 cos 2x+ cos2 2x)dx =
 π
 4
 ∫ π
 0
 (1− 2 cos 2x+1 + cos 4x
 2)dx =
 π
 4(3
 2x− sin 2x+
 cos 4x
 8)
 ∣∣∣∣∣π
 0
 =3π2
 8
 Ako je tijelo nastalo rotacijom oko osi y krivulje x = g(y) od y = c do y = d, njegov
 volumen iznosi
 V = π
 ∫ d
 c
 x2dy.
 Primjer 5.9. Nadite volumen tijela nastalog rotacijom oko osi y dijela parabole y2 =
 4ax koji odsijeca pravac x = a.
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Zapisimo krivulju y2 = 4ax na sljedeci nacin x = y2
 4ai nadimo granice integracije.
 Iz sustava x = y2
 4a, x = a dobivamo granice y = −2a i y = 2a.
 Uvrstimo sve u integral:
 V = π
 ∫ 2a
 −2a
 x2dy = π
 ∫ 2a
 −2a
 (y2
 4a)2dy =
 π
 16a2
 ∫ 2a
 −2a
 y4dy =π
 16a2
 y5
 5
 ∣∣∣∣∣2a
 −2a
 =4πa3
 5.
 Krivulja zadana parametarski
 Ako je krivulja zadana parametarski
 x = ϕ(t), y = ψ(t) t ∈ [t1, t2],
 volumen tijela nastalog rotacijom te krivulje oko x-osi je
 V = π
 ∫ t2
 t1
 y2xdt. (5.1)
 Navedena formula vrijedi ako je dx = xdt nenegativan. U suprotnom, treba zamijeniti
 granice integracije.
 Ako je tijelo nastalo rotacijom oko y-osi, potrebno je zamijeniti ”uloge” varijabli x i y.
 Primjer 5.10. Nadite volumen tijela nastalog rotacijom astroide x = a cos3 t, y =
 b sin3 t oko osi y.
 Zamjenom varijabli x i y u (5.1) dobivamo
 V = π
 ∫ t2
 t1
 x2ydt.
 V = π
 ∫ π2
 −π2
 a2 cos6 t · 3b sin2 t cos tdt = 3a2bπ
 ∫ π2
 −π2
 cos7 t sin2 tdt
 Uvodimo supstituciju sin t = u i koristimo cos6 t = (cos2 t)3 = (1− sin2 t)3.
 Raspisivanjem ovog izraza i uvrstavanjem u integral dobivamo:
 V = 3a2bπ
 ∫ π2
 −π2
 (u2 − 3u4 + 3u6 − u8)du = 3a2bπ(u3
 3− 3
 u5
 5+ 3
 u7
 7− u9
 9)
 ∣∣∣∣∣π2
 −π2
 Uvrstavanjem granica dobije se volumen V = 32105a2bπ.
 Krivulja zadana u polarnim koordinatama
 Volumen tijela koje nastaje rotacijom krivulje zadane u polarnim koordinatama
 r = f(ϕ), ϕ ∈ [ϕ1, ϕ2],
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iznosi
 V = π
 ∫ ϕ2
 ϕ1
 r2(ϕ) sin2 ϕ [r′(ϕ) cosϕ− r(ϕ) sinϕ] dϕ,
 gdje je dx = [r′(ϕ) cosϕ− r(ϕ) sinϕ] dϕ nenegativan (ako nije, zamijenimo granice
 integracije).
 Primjer 5.11. Nadite volumen tijela nastalog rotacijom krivulje r = a cos2 ϕ, ϕ ∈[0, π] oko osi x.
 Najprije izracunajmo: r′ = 2a cosϕ sinϕ
 V = π
 ∫ π
 0
 a2 cos4 ϕ sin2 ϕ(2a cos2 ϕ sinϕ− a cos2 ϕ sinϕ)dϕ
 Sredivanjem dobivamo:
 V = a3π
 ∫ π
 0
 cos6 ϕ sin3 ϕdϕ
 Uvodimo supstituciju cosϕ = t pa imamo:
 V = −a3π
 ∫ π
 0
 t6(1− t2)dt = −a3π(t7
 7− t9
 9)
 ∣∣∣∣∣π
 0
 Uvrstavanjem granica dobijemo da je trazeni volumen V = 463a3π.
 5.1.4 Oplosje rotacijskog tijela
 Krivulja zadana u pravokutnim koordinatama
 Oplosje rotacijskog tijela koje nastaje rotacijom krivulje y = f(x) oko x-osi od tocke
 x = a do tocke x = b (a < b) racunamo po sljedecoj formuli:
 O = 2π
 ∫ b
 a
 y√
 1 + y′2dx.
 Primjer 5.12. Odredi povrsinu plohe koja nastaje rotacijom krivulje y = 2x, x ∈ [0, 1]
 oko osi x.
 O = 2π
 ∫ 1
 0
 2x√
 1 + 4dx = 4√
 5π
 ∫ 1
 0
 xdx = 4√
 5πx2
 2= 2√
 5π.
 Parametarski zadana krivulja
 Za parametarski zadanu krivulju
 x = ϕ(t), y = ψ(t) t ∈ [t1, t2],
 koja rotira oko x-osi oplosje racunamo na sljedeci nacin
 O = 2π
 ∫ t2
 t1
 y(t)√x(t)2 + y(t)2dt.
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Primjer 5.13. Nadite oplosje plohe nastale rotacijom jednog svoda cikloide x = a(t−sin t), y = a(1− cos t), t ∈ [0, 2π] oko osi x.
 Najprije izracunamo x = a(1− cos t), y = a sin t. Sada uvrstimo to u integral:
 O = 2π
 ∫ 2π
 0
 a(1− cos t)√a2(1− cos t)2 + a2 sin2 tdt
 Sredivanjem dobijemo
 2a2π
 ∫ 2π
 0
 √2√
 (1− cos t)3dt
 Buduci da 1− cos t mozemo zapisati kao 2 sin2 t2, dobit cemo
 8a2π
 ∫ 2π
 0
 sin3 t
 2dt.
 sin3 t2
 zapisat cemo kao sin3 t2
 = sin2 t2
 sin t2
 i koristiti supstituciju cos t2
 = u.
 O = −16a2π
 ∫ 2π
 0
 (1− u2)du = −16a2π(u− u3
 3)
 ∣∣∣∣∣2π
 0
 Vracanjem supstitucije i uvrstavanjem granica dobit cemo oplosje 643a2π.
 Krivulja zadana u polarnim koordinatama
 Rotacijom krivulje zadane u polarnim koordinatama
 r = f(ϕ), ϕ ∈ [ϕ1, ϕ2],
 oko x-osi nastaje ploha cije oplosje racunamo formulom:
 O = 2π
 ∫ ϕ2
 ϕ1
 r(ϕ) sinϕ√r2(ϕ) + r′2(ϕ)dϕ.
 Primjer 5.14. Nadite povrsinu plohe nastale rotacijom kardioide r = 2a(1 + cosϕ)
 oko osi x.
 O = 2π
 ∫ π
 0
 2a(1 + cosϕ) sinϕ√
 4a2(1 + cosϕ)2 + 4a2 sin2 ϕdϕ
 = 2π
 ∫ π
 0
 2a(1 + cosϕ) sinϕ√
 8a2(1 + cosϕ)
 Primjenimo li supstituciju 1 + cosϕ = t, dobit cemo
 O = −8√
 2πa2
 ∫ π
 0
 t32dt =
 −16√
 2a2π
 5t52
 ∣∣∣∣∣π
 0
 .
 Vracanjem supstitucije t = 1 + cosϕ dobivamo:
 O =−16√
 2a2π
 5
 √(1 + cosϕ)5
 ∣∣∣∣∣π
 0
 =128
 5a2π.
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5.2 Primjene odredenog integrala u fizici
 5.2.1 Sila, rad i energija
 Rad je svladavanje sile na nekom putu.
 Neka se tijelo krece po pravcu i neka je njegovo gibanje opisano 2. Newtonovim zakonom
 F = ma, gdje je m masa, a a akceleracija tijela. Ako je ubrzanje konstantno, sila F je
 konstantna pa rad iznosi
 W = F · s,
 gdje je s prijedeni put.
 U slucaju da sila nije konstantna, postupit cemo na drugi nacin. Neka se tijelo giba duz
 x-osi od tocke x = a do tocke x = b i neka u tocki x na tijelo djeluje sila F = f(x). Seg-
 ment [a, b] podijelit cemo na podintervale jednake duljine xi−xi−1 = ∆x, i = 1, 2, · · ·n.
 U podintervalu [xi−1, xi] odabrat cemo tocku ki. Za veliki n je duljina intervala mala,
 a funkcija f neprekidna pa mozemo pretpostaviti da je gotovo konstantna na tom in-
 tervalu. Zbog toga je rad koji se izvrsi pomicanjem tijela od tocke x = xi−1 do tocke
 x = xi priblizno jednak Wi ≈ f(ki)∆x, a ukupni rad
 W ≈n∑i=1
 Wi =n∑i=1
 f(ki)∆x.
 Rezultat je tocniji sto je n veci. Rad koji se izvrsi pri pomicanju tijela od tocke x = a
 do tocke x = b sada mozemo definirati kao
 W = limn→∞
 f(ki)∆x =
 ∫ b
 a
 f(x)dx.
 Energija je sposobnost izvodenja rada.
 Kada sila F djeluje na tijelo u stanju mirovanja i ubrzava ga, nakon nekog puta s
 izvedeni rad oznosi W = Fs. Buduci da je F = ma = mvt
 i s = 12at2, dobivamo da rad
 iznosi W = mv2
 2. Sila je izvela rad koji predstavlja kineticku energiju Ek tog tijela.
 Dakle, ako se tijelo giba pod utjecajem sile F , ono ima kineticku energiju Ek = mv2
 2.
 Promjena kineticke energije tog tijela od trenutka t0 do trenutka t1 jednaka je radu sile
 F = f(x) pod cijim se utjecajem tijelo giba, na putu koji tijelo prijede od polozaja
 x = x0 do polozaja x = x1. Stoga vrijedi
 mv2
 2
 ∣∣∣∣∣t1
 t0
 =
 ∫ x1
 x0
 f(x)dx.
 Podizemo li tijelo mase m na visinu h, izvodimo rad W = mgh koji je jednak potenci-
 jalnoj energiji Ep. Ako tijelo slobodno pada, ono takoder moze izvoditi rad jer mu se
 povecava brzina. Izvedeni rad prelazi u potencijalnu energiju.
 32

Page 37
						

Svladavanje elasticne sile pri izduzenju tijela takoder je primjer rada koji prelazi u
 potencijalnu energiju. Prema Hookovom zakonu rad izvodi vanjska sila F = kx, gdje
 je k koeficijent elasticnosti tijela, a x produljenje pa vrijedi
 W =
 ∫ x
 0
 Fdx =
 ∫ x
 0
 kxdx = Ep.
 Energija dolazi u mnogo oblika i pretvara se iz jednog oblika u drugi pa mozemo reci
 da se odredena energija stvara ili trosi. Brzina nastanka ili trosenja energije naziva
 se snaga tijela P koje stvara ili trosi energiju. Snaga je derivacija energije pa vrijedi
 P = dEdt
 . Stoga je ukupna promjena energije od trenutka a do trenutka b jednaka
 E =
 ∫ b
 a
 Pdt.
 Ilustrirat cu ove primjene na nekoliko primjera.
 Primjer 5.15. Za rastezanje opruge od njezine prirodne duljine 20 cm do duljine 60
 cm potrebna je sila od 25 N.
 a) Koliki je rad potreban za rastezanje opruge od 25 cm do 50 cm?
 b) Na kolikoj udaljenosti od prirodne duljine ce oprugu drzati sila od 100 N?
 a) Sila od 25N rastegne oprugu za x = 60cm− 20cm = 40cm = 0.4m. Iz Hookovog
 zakona F = kx dobivamo k = 62.5N/m. Dakle, sila kojom rastezemo oprugu
 jednaka je F = 62.5x. Sada mozemo izracunati trazeni rad:
 W =
 ∫ 0.5
 0.25
 62.5xdx = 5.9J.
 b) Iz dobivene funkcije za silu F = 62.5x, uvrstavanjem F = 100N dobivamo x =
 1.6m.
 Primjer 5.16. Ako tijelo mase 1 kg ispustimo s visine 20 m, kojom ce brzinom ono
 udariti u tlo? Koliko se toplinske energije stvori tim udarom?
 Ispustanjem tijela s visine h, promjena kineticke energije od trenutka ispustanja do
 trenutka udara u tlo jednaka je radu sile teze na tom putu.
 Oznacimo s vu brzinu udara tijela o tlo. Pocetna brzina je 0. Promjena kineticke
 energije je tada
 Ek =mv2
 u
 2− 0 =
 mv2u
 2pa vrijedi
 mv2u
 2=
 ∫ h
 0
 mgds = mgs
 ∣∣∣∣∣h
 0
 = mg(h− 0) = mgh.
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Uvrstavanjem podataka m = 1kg, h = 20m, g = 9.81N/kg dobivamo vu = 19.81m/s.
 Udarom u tlo kineticka energija se pretvara u toplinsku pa vrijedi
 E = mgh =mv2
 u
 2= 196.2J.
 Primjer 5.17. Spremnik benzina je u obliku stosca visine 20 m i promjera baze 8 m.
 Koliko je energije potrebno da pumpa isprazni taj spremnik?
 Visinu stosca podijelimo na manje dijelove i promatramo sloj benzina na dubini x
 debljine dx. Iz slicnosti trokuta imamo:
 r
 4=
 20− x20
 iz cega slijedi da je r = 15(20− x).
 Volumen gledanog sloja iznosi dV = r2πdx = π25
 (20− x)2dx.
 Gustoca benzina je ρ = 700kg/m3 pa je masa sloja
 dm = ρdV = 28π(20− x)2dx.
 Da bi se ta masa podigla na visinu x potreban je rad
 dW = dmgh = 28gπ(20− x)2xdx.
 Rad potreban za praznjenje cijelog spremnika iznosi:
 W =
 ∫ 20
 0
 28gπ(20− x)2xdx = 28gπ(200x2 − 40
 3x3 +
 1
 4x4)
 ∣∣∣∣∣20
 0
 = 3.7 · 106J.
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5.2.2 Momenti i teziste
 Slobodno tijelo se pod djelovanjem vise sila giba kao da na njega djeluje jedna sila koju
 zovemo rezultanta. Ukupna tezina tijela je rezultanta svih tezina pojedinih dijelova.
 Teziste tijela je hvatiste tezine tijela. To je tocka u kojoj mozemo poduprijeti tijelo
 tako da ono bude u ravnotezi.
 Neka su m1 i m2 dvije tockaste mase smjestene na krajevima poluge zanemarive mase:
 na kraju x1 nalazi se masa m1, a na kraju x2 masa m2. Poluga je poduprta u tocki x.
 Prema Arhimedovom zakonu poluge ona ce biti u ravnotezi ako vrijedi
 m1(x− x1) = m2(x2 − x),
 tj.
 x =m1x1 +m2x2
 m1 +m2
 .
 Ovaj postupak takoder mozemo prikazati na sljedeci nacin: na horizontalnu koordi-
 natnu os postavimo masu m1 na polozaj x1 i masu m2 na polozaj x2. Teziste se nalazi
 u tocki x.
 Moment mase mi u odnosu na ishodiste je broj mixi.
 Razmotrimo sada tijelo koje se sastoji od tri mase: m1 smjestene na polozaju x1, m2
 smjestene na polozaju x2 i m3 smjestene na polozaju x3. Podijelimo ga na dva tijela:
 prvi dio sadrzi mase m1 i m2, a drugi masu m3. Tada se teziste prvog tijela nalazi u
 tocki
 x12 =m1x1 +m2x2
 m1 +m2
 pa je teziste cijelog tijela u tocki
 x =m12x12 +m3x3
 m12 +m3
 gdje je m12 = m1 +m2. Uvrstavanjem m12 i x12 u x dobivamo:
 x =m1x1 +m2x2 +m3x3
 m1 +m2 +m3
 .
 Slicno dolazimo do tezista tijela/sustava od n cestica koje imaju mase m1,m2, · · · ,mn
 na polozajima redom x1, x2, · · · , xn koje je u tocki
 x =
 ∑ni=1 ximi∑ni=1mi
 .
 Ako s M oznacimo moment sustava, a s m ukupnu masu sustava, dobivamo x = Mm
 .
 Slijedi da je moment cijelog sustava jednak momentu u tocki x koja je teziste.
 Dakle, razmotrili smo sustav od n cestica koje se nalaze na osi x.
 Poopcimo sada taj problem: imamo sustav od n cestica s masama m1,m2, · · · ,mn koje
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imaju polozaje u tockama (x1, y1), (x2, y2), · · · , (xn, yn) u koordinatnoj ravnini. Tada
 racunamo dva momenta: moment oko osi y
 My =n∑i=1
 mixi
 i moment oko osi x
 Mx =n∑i=1
 miyi.
 Iz njih dobivamo koordinate tocke tezista T (x, y):
 x =My
 m, y =
 Mx
 m,
 gdje je m =∑n
 i=1 ukupna masa sustava.
 Primjer 5.18. Mase 10, 15 i 20 kg smjestene su u tockama (0, 2), (1, 1) i (−1, 1).
 Odredimo njihovo teziste.
 Teziste se nalazi u tocki T s koordinatama:
 x =10 · 0 + 15 · 1 + 20 · (−1)
 45= −1
 9, y =
 10 · 2 + 15 · 1 + 20 · 145
 =11
 9.
 Dakle, teziste je u tocki T (−19, 11
 9).
 Promotrimo slucaj ravne ploce uniformne gustoce ρ koja je omedena s x-osi, pravcima
 x = a i x = b i neprekidnom funkcijom y = f(x), f(x) ≥ 0.
 Neka je {x1, x2, · · · , xn} rastav intervala [a, b] na podintervale jednake duljine xi −xi−1 = ∆x, i = 1, 2, · · · , n. Plocu podijelimo na stupce visine f(xi) i sirine ∆x. Uzmimo
 i-ti interval i sredisnju tocku tog intervala xi = xi−1+xi2
 . Teziste i-tog stupca je u tocki
 (xi,12f(xi)) jer je gustoca ploce uniformna.
 Ako taj stupac zamijenimo s masom ρf(xi)∆x smjestenom u tezistu stupca, dobit
 cemo moment i-tog pravokutnika
 Myi = ρf(xi)∆xxi.
 Zbrajanjem svih momenata i uzimanjem limesa kada n → ∞ dobivamo da moment
 ploce oko y-osi iznosi
 My = ρ
 ∫ b
 a
 xf(x)dx. (5.2)
 Isto tako, moment ploce oko x-osi iznosi
 Mx = ρ
 ∫ b
 a
 1
 2[f(x)]2dx. (5.3)
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Ukupna masa ploce je m = ρ∫ baf(x)dx pa iz formula (5.2) i (5.3) dobivamo da je
 teziste u tocki T (x, y), gdje je
 x =My
 m, y =
 Mx
 m.
 Primjer 5.19. Odredimo teziste ploce uniformne gustoce koja se proteze od intervala
 [0, 2] na osi x do grafa y = x2.
 Teziste je u tocki s koordinatama
 x =
 ∫ 2
 0x3dx∫ 2
 0x2dx
 =3
 2
 y =12
 ∫ 2
 0x4dx∫ 2
 0x2dx
 =6
 5
 odnosno
 T (3
 2,6
 5).
 Neka je ravna ploca uniformne gustoce ρ omedena pravcima x = a i x = b i neprekid-
 nim funkcijama y = f(x) i y = g(x), gdje je g(x) ≤ f(x) za x ∈ [a, b].
 Neka je {x1, x2, · · · , xn} subdivizija intervala [a, b] na podintervale jednake duljine
 xi − xi−1 = ∆x, i = 1, 2, · · · , n. U i-tom intervalu odaberimo tocku xi kao u pret-
 hodnom razmatranju. Dio ploce kojemu odgovara i-ti interval mozemo aproksimirati
 pravokutnikom Pi koji ima visinu f(xi) − g(xi) i sirinu ∆x. Teziste pravokutnika Pi
 nalazi se u tocki (xi,f(xi)+g(xi)
 2) zbog uniformne gustoce ploce.
 Masa pravokutnika Pi iznosi
 mi = ρ(f(xi)g(xi))∆x
 i momenti pravokutnika Pi su
 My(Pi) = mixi, Mx(Pi) = mif(xi) + g(xi)
 2
 pa zbrajanjem i djelovanjem limesom dobivamo:
 My = ρ
 ∫ b
 a
 x(f(x)− g(x))dx (5.4)
 Mx = ρ
 ∫ b
 a
 1
 2(f(x)2 − g(x)2)dx (5.5)
 Ukupna masa ploce je
 m = ρ
 ∫ b
 a
 (f(x)− g(x))dx
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pa iz mase i formula (5.4) i (5.5) dobivamo da je teziste ploce u tocki T (x, y):
 x =My
 m, y =
 Mx
 m.
 Primjer 5.20. Odredimo teziste podrucja omedenog s y = sinx i y = cosx nad inter-
 valom [π4, π
 2].
 x =
 ∫ π2π4x(sinx− cosx)dx∫ π
 2π4
 (sinx− cosx)dx
 Primjenom parcijalne integracije i uvrstavanjem brojeva dobivamo
 x =4− π(2−
 √2)
 4(√
 2− 1).
 y =
 ∫ π2π4
 12(sin2 x− cos2 x)dx∫ π
 2π4
 (sinx− cosx)dx
 Buduci da je sin2 x− cos2 x = −(cos2 x− sin2 x) = − cos 2x, dobit cemo
 y =1
 4(√
 2− 1).
 Dakle, teziste je u tocki T (4−π(2−√
 2)
 4(√
 2−1), 1
 4(√
 2−1)).
 38

Page 43
						

Literatura
 [1] S. Kurepa, Matematicka analiza 1, Diferenciranje i integriranje, Tehnicka knjiga,
 Zagreb 1977.
 [2] M. Crnjac, D. Jukic, R. Scitovski, Matematika, Ekonomski fakultet, Sveucilsite u
 Osijeku, Osijek 1994.
 [3] B. Guljas, Matematicka analiza 1i2, predavanja, Zagreb 2011.
 [4] I. Slapnicar, Matematika 2, skripta, Fakultet elektrotehnike, strojarstva i brodo-
 gradnje, Sveuciliste u Splitu, Split 2008.
 [5] B.P. Demidovic, Zadaci i rijeseni primjeri iz matematicke analize za tehnicke
 fakultete, Danjar d.o.o., Zagreb, 1995.
 [6] Z. Drmac, M. Marusic, S. Singer, V. Hari, M. Rogina, S. Singer, Numericka ana-
 liza, PMF - matematicki odjel, Sveciliste u Zagrebu, Zagreb, 2003.
 [7] R. Scitovski, Numericka matematika, Odjel za matematiku, Sveucilsite u Osijeku,
 Osijek 2010.
 [8] J. Planinic, Osnove fizike 1, Mehanika, Pedagoski fakultet, Sveucilsite u Osijeku,
 Osijek 2003.
 39

Page 44
						

Sazetak
 U radu sam obradila problem koji nam je svima poznat: odredeni integral funkcije jedne
 varijable. Rad se sastoji od dva velika dijela. Prvi dio je teorijski i pocinje problemom
 povrsine. Rjesavanjem tog problema dolazim do integrala i njegovih svojstava te do
 vrhunca tih razmatranja: Newton - Leibnizove formule. Nadalje navodim razne metode
 numericke integracije kao sto su trapezna formula i Simpsonovo pravilo. Slijede metode
 integriranja, a svaka je objasnjena na nekoliko primjera.
 U drugom dijelu rada istaknula sam neke od najvaznijih primjena odredenog integrala
 u matematici i fizici. Opisane primjene u geometriji su: povrsine ravninskih likova,
 duljine lukova ravninskuh krivulja te oplosje i obujam rotacijskih tijela. Opisane su
 dvije primjene integrala u fizici: racunanje sile, rada i energije te trazenje momenta i
 tezista tijela.
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Summary
 In this work I have dealt with the problem that is familiar to all of us: the definite
 integral for a function of one variable. The paper consists of two major parts. The first
 part is theoretical and begins with the problem of calculating area. By solving that
 problem I come to the integral and its properties and to the culmination of those stu-
 dies: the Newton-Leibniz formula. Furthermore, I list different methods of numerical
 integration, such as the trapezoidal rule formula and the Simpson’s rule. The tech-
 niques of integration come after that, each one being described using several examples.
 In the second part of the work I highlighted some of the most important applicati-
 ons of the definite integral in mathematics and physics. The described applications
 in geometry are: calculating the area of plane figures, the lengths of plane curves and
 the surface area and the holding capacity of rotating shapes. Two applications of the
 integrals in physics are described: the calculation of force, work and energy, as well as
 the calculation of the centre of mass and moment.
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