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1 Uvod
 Teorija brojeva je grana matematike koja se bavi proucavanjem svojstava prirodnih brojeva.Njezini zaceci sezu jos u anticku Grcku, a do naglog razvoja dolazi nakon renesanse, u 17.sto-ljecu. Jedan od najpoznatijih problema teorije brojeva je kako zapisati prirodan broj n kaosumu s kvadrata. U ovom radu dani su izrazi kojima se moze izracunati na koliko nacina sepozitivan cijeli broj n moze zapisati kao suma s kvadrata pri cemu je s = 2, 4, 6, 8 i 10.
 Rad je podijeljen na tri poglavlja. U prvom poglavlju uvode se osnovni pojmovi i svojstvapotrebna za dokazivanje izraza iz drugog poglavlja: uvodi se pojam sume svih uredenih trojkikoja se koristi u izrazu Liouvilleovog identiteta, navodi se Liouvilleov identitet te jednakostkoju povlaci, navodi se kada je cijeli broj n djeljiv s cijelim brojem d, uvodi se pojam sumesvih djelitelja broja, pojam konjugiranog djelitelja te rastav broja na neparne proste faktore,pojam kvadratnih formi i neki posebni slucajevi zapisivanja prirodnog broja u obliku binarnekvadratne forme. U drugom poglavlju se navode i dokazuju izrazi koji sluze za izracunavanjena koliko nacina se pozitivan cijeli broj n moze zapisati kao suma s kvadrata pri cemu jes = 2, 4, 6, 8 i 10. U posljednjem poglavlju, kao prilog radu, dodane su kratke biografijematematicara (sastavljene prema [2] i [7]) spomenutih u pojedinim teoremima.
 Ukoliko nije drugacije navedeno, svi iskazi i dokazi navedeni u radu su preuzeti iz [5].
 1
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2 Liouvilleov identitet
 2.1 Suma svih uredenih trojki i Liouvilleov identitet
 Neka su u, v, w, d, δ, l ∈ Z takvi da d, δ, l > 0.∑
 u2+dδ=n
 oznacava sumu svih uredenih trojki
 (u, d, δ) za koje vrijedi u2 + dδ = n.
 Primjer 2.1. Ispisati∑
 u2+dδ=n
 za n = 3.
 Za n = 3, sve uredene trojke (u, d, δ) za koje vrijedi u2 + dδ = 3 su (0, 1, 3), (0, 3, 1), (1, 1, 2),(1, 2, 1), (−1, 1, 2) i (−1, 2, 1). Stoga,∑u2+dδ=3
 G(u, d, δ) = G(0, 1, 3) +G(0, 3, 1) +G(1, 1, 2) +G(1, 2, 1) +G(−1, 1, 2) +G(−1, 2, 1).
 Primjer 2.2. Ispisati∑
 u2+dδ=n
 za n = 4.
 Za n = 4, sve uredene trojke (u, d, δ) za koje vrijedi u2 + dδ = 4 su (0, 1, 4), (0, 4, 1), (0, 2, 2),(1, 1, 3),(−1, 1, 3), (1, 3, 1), (−1, 3, 1). Stoga,∑
 u2+dδ=4
 G(u, d, δ) = G(0, 1, 4) +G(0, 2, 2) +G(0, 4, 1) +G(1, 1, 3) +G(1, 3, 1)
 + G(−1, 1, 3) +G(−1, 3, 1).
 Nadalje, neka je
 {T (l)}n=l2 :=
 {0 , ako n nije kvadrat
 T (l) , ako je n kvadrat i n = l2.
 Prije iskaza teorema, treba naglasiti kada je funkcija parna, a kada neparna. Funkcijaf : D → R je parna na skupu D ako je f(−x) = f(x) za svaki x ∈ D takav da je i−x ∈ D. Funkcija f : D → R je neparna na skupu D ako je f(−x) = −f(x) za svakix ∈ D takav da je i −x ∈ D (vidi [3, str. 29.]).
 Kod funkcija vise varijabli, funkcija F (x, y, z) je neparna obzirom na varijablu x ako jeF (−x, y, z) = −F (x, y, z), a parna obzirom na par varijabli (x, y) ako je F (−x,−y, z) =F (x, y, z) za sve x, y, z. Ovdje treba primijetiti da ako je funkcija F (x, y, z) neparna obzi-rom na varijablu y i neparna obzirom na varijablu z, tada je ujedno i parna obzirom na par
 2
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varijabli (y, z) (jer F (x,−y − z) = −F (x, y,−z) = F (x, y, z)).
 Teorem 2.1 (Liouvilleov1 identitet). Neka je F (x, y, z) funkcija definirana na skupu svihtrojki (x, y, z) cijelih brojeva takva da je F (x, y, z) neparna obzirom na varijablu x i parnaobzirom na par varijabli (y,z). Za svaki pozitivan cijeli broj n vrijedi
 2∑
 u2+dδ=n
 F (δ − 2u, u+ d, 2u+ 2d− δ) =∑
 u2+dδ=n
 F (d+ δ, u, d− δ) + {2T1(l)− T2(l)}n=l2
 gdje je
 T1(l) =2l−1∑j=1
 F (j, l, j)
 i
 T2(l) =l−1∑
 j=−l+1
 F (2l, j, 2j).
 Dokaz Teorema 2.1 se nalazi u [5, str. 413.- 419.].
 Primjer 2.3. Raspisimo Teorem 2.1 za n = 3.
 Prema Primjeru 2.1, postoji sest uredenih trojki za koje vrijedi u2 + dδ = 3. KoristeciLiouvilleov identitet tada je
 2 (F (3, 1,−1) + F (1, 3, 5) + F (0, 2, 2) + F (−1, 3, 5) + F (4, 0,−2) + F (3, 1, 1))
 = F (4, 0,−2) + F (4, 0, 2) + F (3, 1,−1) + F (3, 1, 1) + F (3,−1,−1) + F (3,−1, 1).
 Analogno se moze dobiti koristeci samo svojstva parnosti funkcije F (x, y, z):
 2 (F (3, 1,−1) + F (1, 3, 5) + F (0, 2, 2) + F (−1, 3, 5) + F (4, 0,−2) + F (3, 1, 1))
 = 2(F (3, 1, 1) + F (1, 3, 5) + F (0, 2, 2)− F (1, 3, 5) + F (4, 0, 2) + F (3, 1, 1))
 = 2F (4, 0, 2) + 4F (3, 1, 1)
 = F (4, 0, 2) + F (4, 0,−2) + F (3, 1, 1) + F (3,−1, 1) + F (3, 1,−1) + F (3,−1,−1).
 Primjer 2.4. Neka je F (x, y, z) neparna funkcija obzirom na varijablu x i parna obziromna par varijabli (y, z). Raspisimo Liouvilleov identitet dane funkcije za n = 4 te potvrdimonjegovu valjanost koristeci svojstva parnosti funkcije F (x, y, z).
 Prema Primjeru 2.2, postoji 7 uredenih trojki za koje vrijedi u2 + dδ = n:
 (0, 1, 4), (0, 4, 1), (0, 2, 2), (1, 1, 3), (−1, 1, 3), (1, 3, 1), (−1, 3, 1).
 1Joseph Liouville, 19.st, pogledati u Prilog
 3
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Prema Teoremu 2.1 vrijedi
 2 (F (4, 1,−2) + F (1, 4, 7) + F (2, 2, 2) + F (1, 2, 1) + F (−1, 4, 7) + F (5, 0,−3) + F (3, 2, 3))
 = F (5, 0,−3) + F (5, 0, 3) + F (4, 0, 0) + F (4, 1,−2) + F (4, 1, 2) + F (4,−1,−2) + F (4,−1, 2)
 +{2F (1, 2, 1) + 2F (2, 2, 2) + 2F (3, 2, 3)− F (4,−1,−2)− F (4, 0, 0) + F (4, 1, 2)}4=l2= F (5, 0,−3) + F (5, 0, 3) + F (4, 1,−2) + F (4,−1, 2) + 2F (1, 2, 1) + 2F (2, 2, 2) + 2F (3, 2, 3).
 Koristeci samo svojstva parnosti funkcije F (x, y, z) slijedi
 2 (F (4, 1,−2) + F (1, 4, 7) + F (2, 2, 2) + F (1, 2, 1) + F (−1, 4, 7) + F (5, 0,−3) + F (3, 2, 3))
 = 2(F (4, 1, 2) + F (1, 4, 7) + F (2, 2, 2) + F (1, 2, 1)− F (−1, 4, 7) + F (5, 0, 3) + F (3, 2, 3))
 = 2F (4, 1, 2) + 2F (2, 2, 2) + 2F (1, 2, 1) + 2F (5, 0, 3) + 2F (3, 2, 3)
 = F (4, 1,−2) + F (4,−1, 2) + 2F (2, 2, 2) + 2F (1, 2, 1) + F (5, 0, 3) + F (5, 0,−3) + 2F (3, 2, 3).
 Ako cijeli broj m 6= 0 dijeli razliku a− b, kaze se da je a kongruentan b modulo m i pisese a ≡ b (mod m). U protivnom, kaze se da a nije kongruentan b modulo m.
 Sljedeci teorem slijedi iz Liouvilleovog identiteta:
 Teorem 2.2. Neka je f(y) neparna funkcija. Za svaki pozitivan cijeli broj n vrijedi∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)uf(u+ d) = {(−1)l−1f(l)}n=l2 .
 Dokaz. Neka je
 F (x, y, z) :=
 {0 , ako su x ili z parni
 (−1)(x+z)
 2 f(y) , ako su x i z neparni
 neparna funkcija obzirom na svaku od varijabli x,y i z te je, stoga, parna funkcija obziromna par varijabli (y, z). Ako su x,y, z i δ cijeli brojevi i δ > 0 paran, onda je δ − 2x takoderparan broj. Prema definiciji funkcije F (x, y, z), tada je F (δ − 2x, y, z) = 0.
 4
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Prema Teoremu 2.1, lijeva strana Liouvilleovog identiteta glasi
 2∑
 u2+dδ=n
 F (δ − 2u, u+ d, 2u+ 2d− δ) = 2∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 F (δ − 2u, u+ d, 2u+ 2d− δ)
 = 2∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)df(u+ d)
 = 2∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δdf(u+ d)
 = 2∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)n−u2
 f(u+ d)
 = 2∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)n(−1)−u2
 f(u+ d)
 = 2(−1)n∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)uf(u+ d).
 Desna strana Liouvilleovog identiteta je∑u2+dδ=n
 F (d+ δ, u, d− δ) + {2T1(l)− T2(l)}n=l2 .
 Kako je u2 + dδ = n, ocito je i (−u)2 + dδ = n, stoga je preslikavanje
 (u, d, δ) 7→ (−u, d, δ)
 involucija2 na skupu svih rjesenja jednadzbe u2 + dδ = n. Tada je∑u2+dδ=n
 F (d+ δ, u, d− δ) =∑
 u2+dδ=n
 F (d+ δ,−u, d− δ)
 (F(x,y,z) je neparna funkcija obzirom na y) = −∑
 u2+dδ=n
 F (d+ δ, u, d− δ).
 F (x, y, z) je neparna funkcija obzirom na y te je F (x, y, z), prema definiciji funkcije F (x, y, z),parna funkcija obzirom na par varijabli (y, z). Zbog toga je∑
 u2+dδ=n
 F (d+ δ, u, d− δ) = 0.
 Za n = l2
 T1(l) =2l−1∑j=1
 F (j, l, j) =∑
 1≤j≤2l−1j≡1 (mod 2)
 F (j, l, j)
 =l∑
 i=1
 F (2i− 1, l, 2i− 1)
 (prema definiciji funkcije F(x,y,z)) =l∑
 j=1
 (−1)2i−1f(l) = −l∑
 j=1
 (−1)2i−1f(l) = −lf(l)
 2Involucija je preslikavanje koje je samo sebi inverzno, tj. f ◦ f = id
 5
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i
 T2(l) =l−1∑
 j=−l+1
 F (2l, j, 2j) = 0.
 Tada je
 2∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)uf(u+ d) = (−1)n{−lf(l)}n=l2
 = {(−1)l−1lf(l)}n=l2
 cime je Teorem 2.2 dokazan. 2
 2.2 Djeljivost i prosti brojevi
 Cijeli broj n je djeljiv s cijelim brojem d 6= 0, odnosno d dijeli n (oznaka d|n), ako postojicijeli broj δ takav da je n = dδ (pogledati [4]). Ako d|n, kaze se da je d djelitelj od n, ada je n visekratnik od d. Na pocetku ovog poglavlja je navedeno kako su d, δ > 0. Cijelibroj δ se naziva konjugirani djelitelj broju d (prema [5]) ako je n = dδ. Suma svih djelitelja
 d od n naziva se funkcija djelitelja, oznacava se sa σ(n) i definirana je sa σ(n) =∑d|n
 d.
 Oznaka σ∗(n) koristi se za sumu svih djelitelja od n kojima su konjugirani djelitelji neparni.Specijalno, ako je n neparan prost broj, σ(n) = σ∗(n) = n+ 1.
 Primjer 2.5. Izracunati sumu svih djelitelja i sumu svih njima konjugiranih djelitelja broja30.
 djelitelj 1 2 3 5 6 10 15 30konjugirani djelitelj 30 15 10 6 5 3 2 1
 Tablica 2.1: Djelitelji broja 30 i njima konjugirani djelitelji
 σ(30) =∑d|30
 d = 1 + 2 + 3 + 5 + 6 + 10 + 15 + 30 = 72.
 Od svih djelitelja broja 30 treba izdvojiti djelitelje ciji konjugirani djelitelji su neparni. Ne-parni konjugirani djelitelji su 15, 5, 3 i 1, stoga je
 σ∗(30) = 2 + 6 + 10 + 30 = 48.
 6
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Teorem 2.3. Svaki prirodan broj n > 1 moze se prikazati kao produkt prostih brojeva.
 Teorem 2.4 (Osnovni teorem aritmetike). Faktorizacija svakog prirodnog broja n > 1na proste faktore je jedinstvena do na poredak prostih faktora.
 Dokazi Teorema 2.3 i Teorema 2.4 nalaze se u [4, str. 6.- 7.].
 Primjedba 2.1. Kaze se da je nenegativan cijeli broj n potpun kvadrat, ako se moze zapisatiu obliku m2, tj. ako postoji cijeli broj m takav da je n = m2.
 Lema 2.1. Neka je n neparan cijeli broj. Tada je σ(n) takoder neparan broj ako i samo akoje n potpun kvadrat.
 Dokaz. Neka je
 n =∏p|n
 pvp
 jedinstvena faktorizacija broja n na neparne proste faktore. Pozitivan cijeli broj d dijeli nako i samo ako se d moze zapisati u obliku
 d =∏p|n
 pup
 gdje je0 ≤ up ≤ vp.
 Tada je
 σ(n) =∑d|n
 d
 =∏p|n
 vp∑up=0
 pup
 ≡∏p|n
 (up + 1) (mod 2)
 ≡ 1 (mod 2)
 ako i samo ako je up paran broj za svaki p, tj. up = 2wp.
 n =∏p|n
 pvp =
 (∏p|n
 pwp
 )2
 ,
 tj. n je potpun kvadrat. 2
 7
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Lema 2.2. Neka je m neparan broj i a ≥ 0. Ako je n = 2am, onda je σ∗(n) = 2aσ(m).Ukoliko je σ∗(n) neparan broj, tada je n kvadrat neparnog cijelog broja.
 Dokaz. Neka je n = 2am gdje je m neparan broj te a ≥ 0. Neka je d djelitelj broja n.Ukoliko je konjugirani djelitelj broju d δ = n|d neparan (m je takoder neparan), tada 2a
 mora dijeliti d. Stoga je d = 2ad1 gdje je d1 ∈ Z. Vrijedi
 2am = n = dδ = 2ad1δ
 te je d1 djelitelj broja m.
 Obratno, ako je d1 djelitelj neparnog broja m, tada je i 2ad1 djelitelj broja n ciji je ko-njugirani djelitelj m|d1 takoder neparan broj i vrijedi
 σ∗(n) = 2k∑d1|m
 d1 = 2aσ(m).
 Ukoliko je σ∗(n) neparan broj, tada je a = 0, a n = m je neparan broj. Slijedi da jeσ∗(n) = σ(m) = σ(n) neparan broj te je prema Lemi 2.1 n kvadrat. 2
 Primjer 2.6. Izracunati σ(n) te σ∗(n), ako je n neparan broj.
 n 3 5 9 13 21 25 121 169 201
 djelitelji od n 1,3 1,5 1,3,9 1,13 1,3,7,21 1,5,25 1,11,121 1,13,169 1,3,67,201σ(n) 4 6 13 14 32 31 133 183 272σ∗(n) 4 6 13 14 32 31 133 183 272
 Tablica 2.2: Suma svih djeljitelja neparnog broja n
 Iz tablice se moze primijetiti kako su jedini prosti brojevi odabrani za n 3,5 i 13. Za sumedjeljitelja tih brojeva vrijedi σ(n) = σ∗(n) = n+ 1.
 Nadalje, iako su za n odabrani samo neparni brojevi, nije suma svih djelitelja svakog odnavedenih brojeva neparan broj. Neparne vrijednosti σ(n) su σ(n) = {13, 31, 133, 183} i toza n potpun kvadrat.
 8
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Primjer 2.7. Odabrati nekoliko brojeva za n te ih zapisati u obliku n = 2am gdje je a ≥ 0i m neparan broj. Provjeriti u kakvom su odnosu σ∗(n) i σ(m).
 n = 2am 5 = 20 · 5 12 = 22 · 3 25 = 20 · 25 60 = 22 · 15 280 = 23 · 35
 σ∗(n) 6 16 31 96 362σ(m) 6 4 31 24 48
 Tablica 2.3: Odnos σ∗(n) i σ(m) za n = 2am
 Iz tablice se moze vidjeti kako je σ∗(n) = 2aσ(m).
 Lema 2.3. Za svaki pozitivan cijeli broj n vrijedi
 σ∗(n) = 2∑
 1≤u<√n
 (−1)u−1σ∗(n− n2) + {(−1)n−1n}n=l2 .
 Dokaz. U dokazu koji se nalazi u [5, str. 406.] se izravno primjenjuje Teorem 2.2. 2
 2.3 Kvadratne forme
 Kvadratna forma je homogeni polinom drugog stupnja s cjelobrojnim koeficijentima. Kazemoda je cijeli broj n predstavljen kvadratnom formom Q ako postoje cijeli brojevi x, y, z takvida je Q(x, y, z) = n. Binarna kvadratna forma se sastoji od dvije, a ternarna kvadratnaforma od tri varijable.
 Neka je zadana ternarna kvadratna forma Q(x, y, z) = x2 + yz. Ako je n predstavljenkvadratnom formom Q(x, y, z), tada je Q(x, y, z) = n. Neka je R(n) skup svih zapisa brojan pomocu kvadratne forme Q
 R(n) = {(x, y, z) : Q(x, y, z) = n}.
 Postoji sest bijekcija sa skupa R(n) na skup R(n).
 Neka jeα(x, y, z) = (z − x, 2x+ y − z, z). (2.1)
 9
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Ako je (x, y, z) ∈ R(n), tada je
 Q(α(x, y, z)) = Q(z − x, 2x+ y − z, z)
 = (z − x)2 + z(2x+ y − z)
 = z2 − 2xz + x2 + 2xz + yz − z2
 = x2 + yz
 = Q(x, y, z)
 = n
 sto znaci da je α(x, y, z) ∈ R(n). Kako je
 α(α(x, y, z)) = α((z − x, 2x+ y− z, z)) = (z − z + x, 2z − 2x+ 2x+ y− z − z, z) = (x, y, z),
 α je involucija na skupu R(n).
 Neka jeβ(x, y, z) = (x+ y, y,−2x− y + z). (2.2)
 Ako je (x, y, z) ∈ R(n), tada je
 Q(β(x, y, z)) = Q(x+ y, y,−2x− y + z)
 = (x+ y)2 + y(−2x− y + z)
 = x2 + 2xy + y2 − 2xy − y2 + yz
 = x2 + yz
 = Q(x, y, z)
 = n
 sto znaci da je β(x, y, z) ∈ R(n).
 Neka jeγ(x, y, z) = (x− y, y, 2x− y + z). (2.3)
 Ako je (x, y, z) ∈ R(n), tada je
 Q(γ(x, y, z)) = Q(x− y, y, 2x− y + z)
 = (x− y)2 + y(2x− y + z)
 = x2 − 2xy + y2 + 2xy − y2 + yz
 = x2 + yz
 = Q(x, y, z)
 = n
 sto znaci da je γ(x, y, z) ∈ R(n).
 γ(β(x, y, z)) = γ((x+ y, y,−2x− y + z))
 = ((x+ y − y, y, 2(x+ y)− y + (−2x− y + z)))
 = ((x, y, 2x+ 2y − y − 2x− y + z))
 = (x, y, z).
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β(γ(x, y, z)) = β((x− y, y, 2x− y + z))
 = ((x− y + y, y,−2(x− y)− y + (2x− y + z)))
 = ((x, y,−2x+ 2y − y + 2x− y + z)))
 = (x, y,−z).
 Stoga su funkcije β, γ : R(n) 7→ R(n) bijekcije pri cemu je γ = β−1.
 Funkcije
 ρ(x, y, z) = (x, y, z), (2.4)
 σ(x, y, z) = (−x, y, z), (2.5)
 τ(x, y, z) = (x,−y,−z) (2.6)
 su, kao i α, takoder involucije.
 Lema 2.4. Neka su S(n) i S ′(n) dva konacna skupa te neka je ϑ : S(n) 7→ S ′(n) bijekcijaciji invers je ϑ−1 : S ′(n) 7→ S(n). Ako je G(n) funkcija definirana za svaki s ∈ S, tada je∑
 s∈S(n)
 G(s) =∑
 s′∈S′(n)
 G(ϑ−1(s′)).
 Teorem 2.5 (Fermatov3 teorem). Neparan prost broj p moze se zapisati u obliku kvadratneforme x2 + y2 ako i samo ako je p ≡ 1 (mod 4).
 Dokaz.
 12 ≡ 1 (mod 4)
 22 ≡ 0 (mod 4)
 32 ≡ 1 (mod 4)...
 172 ≡ 1 (mod 4)
 182 ≡ 0 (mod 4)
 192 ≡ 1 (mod 4)
 202 ≡ 0 (mod 4)...
 Ocito je pri cjelobrojnom dijeljenju bilo kojeg kvadrata cijelih brojeva s brojem 4 ostatak 0ili 1.
 3Pierre de Fermat, 17.st., pogledati u Prilog
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Iz sljedece tablice je vidljivo da je pri dijeljenju sume bilo koja dva kvadrata cijelih brojevabrojem 4 ostatak 0, 1 ili 2:
 12 22 32 42 52 62 72 82 92 102
 12 2 1 2 1 2 1 2 1 2 122 1 0 1 0 1 0 1 0 1 032 2 1 2 1 2 1 2 1 2 142 1 0 1 0 1 0 1 0 1 052 2 1 2 1 2 1 2 1 2 162 1 0 1 0 1 0 1 0 1 072 2 1 2 1 2 1 2 1 2 182 1 0 1 0 1 0 1 0 1 092 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
 102 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
 Tablica 2.4: Ostaci pri cjelobrojnom dijeljenju sume dvaju kvadrata brojem 4
 Stoga, ne postoji cijeli broj koji se moze zapisati u obliku kvadratne forme, a da je ostatakpri cjelobrojnom dijeljenu brojem 4 jednak 3.
 Neka je p neparan prost broj. Tada ocito p nije kvadrat i prema Lemi 2.3 vrijedi
 σ∗(n) = 2σ∗(p− 1)− 2σ∗(p− 4) + 2σ∗(p− 9)− . . . .
 Posebno, ako je p prost broj, σ(p) = σ∗(p) = p+ 1, stoga je
 p+ 1
 2= σ∗(p− 12)− σ∗(p− 22) + σ∗(p− 32)− . . . .
 Ako je p ≡ 1 (mod 4), p+12
 je neparan cijeli broj te je najmanje jedan od pribrojnika s desnestrane jednakosti neparan. Dakle, postoji pozitivan cijeli broj b <
 √n takav da je σ∗(p− b2)
 neparan broj. Tada je, prema Lemi 2.2, p−b2 kvadrat neparnog cijelog broja, tj. p− b2 = a2
 cime je teorem dokazan. 2
 Teorem 2.6. Ako je p prost broj takav da je p ≡ 1 (mod 4), tada postoje jedinstveni cijelibrojevi a, b > 0 takvi da je a paran, a b neparan broj te pri tome vrijedi p = a2 + b2.
 Teorem 2.7. Neparan prost broj p moze se zapisati u obliku kvadratne forme x2 + 2y2 akoi samo ako je p ≡ 1 (mod 8) ili p ≡ 3 (mod 8).
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Dokazi Teorema 2.6 i Teorema 2.7 nalaze se u [5, str. 407.- 410.].
 Primjer 2.8. Neka je zadana kvadratna forma x2 + 2y2. Ocito je 2y2 paran broj. Kako bise neparan prost broj p mogao zapisati u obliku p = x2 + 2y2, x2, a samim time i x, morabiti nepran broj (zbroj dva (ne)parna broja je paran broj, a zbroj parnog i neparnog brojaje neparan broj). U sljedecoj tablici su prikazani rezultati dobiveni za x2 + 2y2, gdje je xneparan broj:
 x/y 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101 3 9 19 33 51 73 99 129 163 2013 11 17 27 41 59 81 107 137 171 2095 27 33 43 57 75 97 123 153 187 2257 51 57 67 81 99 121 147 177 211 2499 83 89 99 113 131 153 179 209 243 281
 11 123 129 139 153 171 193 219 249 283 321
 Tablica 2.5: Suma x2 + 2y2, gdje je x neparan broj
 x/y 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101 3 1 3 1 3 1 3 1 3 13 3 1 3 1 3 1 3 1 3 15 3 1 3 1 3 1 3 1 3 17 3 1 3 1 3 1 3 1 3 19 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1
 11 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1
 Tablica 2.6: Ostaci pri cjelobrojnom dijeljenu sume x2 + 2y2 brojem 8
 Pri cjelobrojnom dijeljenju svake sume x2 + 2y2 brojem 8, ostatak je 1 ili 3. Medutim, jediniprosti brojevi p = x2 + 2y2 iz tablice suma x2 + 2y2, gdje je x neparan broj, su
 p = {3, 11, 17, 19, 41, 43, 59, 67, 73, 83, 89, 97, 107, 113, 131, 137, 139, 63, 179,
 187, 193, 209, 211, 281, 283}.
 Neka je S(n) skup svih uredenih trojki (u, d, δ) takvih da je
 Q(u, d, δ) = u2 + dδ = n
 za nenegativan cijeli broj n.Vrijedi ∑u2+dδ=n
 =∑
 (u,d,δ)∈S(n)
 .
 13
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Teorem 2.8. Ako je F (x, y, z) neparna funkcija obzirom na svaku od varijabli x, y, z i akoje F (x, y, z) = 0 za svaki parni cijeli broj x, tada je∑
 (u,d,δ)∈S(n)δ≡1 (mod 2)
 F (δ − 2u, u+ d, 2u+ 2d− δ) = {T0(l)}n=l2
 gdje je
 T0(l) =l∑
 j=1
 F (2j − 1, l, 2j − 1).
 Dokaz. Ako je funkcija F (x, y, z) neparna obzirom na varijablu x, tada je F (0, y, z) = 0.Neka je F (x, y, z) neparna funkcija obzirom na varijablu y. Tada je F (x, 0, z) = 0 za svakix i z te∑(u,d,δ)∈S(n)
 F (d+ δ, u, d− δ) =∑
 (u,d,δ)∈S(n)u≥1
 F (d+ δ, u, d− δ) +∑
 (u,d,δ)∈S(n)u≤−1
 F (d+ δ, u, d− δ)
 =∑
 (u,d,δ)∈S(n)u≥1
 F (d+ δ, u, d− δ) +∑
 (u,d,δ)∈S(n)u≥1
 F (d+ δ,−u, d− δ)
 =∑
 (u,d,δ)∈S(n)u≥1
 F (d+ δ, u, d− δ)−∑
 (u,d,δ)∈S(n)u≥1
 F (d+ δ, u, d− δ)
 = 0.
 F (x, y, z) = 0 za svaki parni cijeli broj x te ostaje∑(u,d,δ)∈S(n)
 F (δ − 2u, u+ d, 2u+ 2d− δ) =∑
 (u,d,δ)∈S(n)δ≡1 (mod 2)
 F (δ − 2u, u+ d, 2u+ 2d− δ).
 Za n = l2
 T1(l) =2l−1∑j=1
 F (2j − 1, l, 2j − 1)
 i
 T2(l) =l−1∑
 j=−l+1
 F (2l, j, 2j) = 0.
 2
 Teorem 2.9. Neka je f(x, y) neparna funkcija obzirom na varijable x i y. Za svaki pozitivancijeli broj n vrijedi ∑
 (u,d,δ)∈S(n)δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 f(δ − 2u, u+ d) = {T0(l)}n=l2
 gdje je
 T0(l) =l∑
 j=1
 (−1)j+lf(2j − 1, l).
 14
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Dokaz. Neka je F (x, y, z) neparna funkcija obzirom na sve tri varijable x, y i z definirana nasljedeci nacin
 F (x, y, z) :=
 {0 , ako je x ili z paran
 (−1)y−z+12 f(x, y) , ako su x i z neparni
 .
 Prema definiciji funkcije F, F (x, y, z) = 0 za svaki paran broj x te je prema Teoremu 2.8:∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 F (δ − 2u, u+ d, 2u+ 2d− δ)
 =∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)u+d−2u+2d−δ+1
 2 f(δ − 2u, u+ d)
 =∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)2u+2d−2u−2d+δ−1
 2 f(δ − 2u, u+ d)
 =∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 f(δ − 2u, u+ d)
 = {T0(l)}n=l2
 gdje je
 T0(l) =l∑
 j=1
 F (2j − 1, l, 2j − 1)
 =l∑
 j=1
 (−1)j+lf(2j − 1, l).
 2
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3 Sume kvadrata
 Neka su d i δ pozitivni cijeli brojevi, a∑d|n
 i∑n=dδ
 oznake za sume po svim pozitivnim
 djeliteljima broja n. Broj n moze se zapisati u obliku n = 2am gdje je m neparan broj tea ≥ 0.
 Za svaki pozitivan cijeli broj s i nenegativan cijeli broj n, s Rs(n) se oznacava broj uredenihs-torki (x1, x2, . . . , xs) cijelih brojeva takvih da je
 n = x21 + x22 + . . .+ x2s.
 Za svaki s ≥ 1 jeRs(0) = 1
 jer je 0 = 02 + 02 + . . .+ 02 jedinstveni zapis broja 0 kao sume kvadrata.
 U ovom poglavlju, primjenom Liouvilleovog identiteta biti ce dobivene formule za zapispozitivnog cijelog broja kao sume s kvadrata za s = 2, 4, 6, 8 i 10:
 R2(n) = 4∑d|n
 (−1)d−12 ,
 R4(n) =
 8∑d|n
 d , ako je n neparan
 24∑d|n
 d , ako je n paran,
 R6(n) = 4
 (4a+1 − (−1)
 m−12
 ) ∑m=dδ
 (−1)δ−12 d2
 R8(n) =
 16∑d|n
 d3 , ako je n neparan,
 16
 7(8a+1 − 15)
 ∑d|m
 d3 , ako je n paran,
 R10(n) =4
 5
 (16a+1 + (−1)
 m−12
 ) ∑m=dδ
 (−1)δ−12 d4 +
 16
 5
 ∑n=v2+w2
 4(v4 − 3v2w2).
 Iskazi navedenih formula dobivaju se pomocu sljedece rekurzivne formule za Rs(n):
 Teorem 3.1 (rekurzivna formula). Za sve pozitivne cijele brojeve s i n vrijedi∑|u|≤√n
 (n− (s+ 1)u2)Rs(n− u2) = 0. (3.1)
 16
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Dokaz. Neka jen = x21 + x22 + . . .+ x2s + x2s+1.
 Ocito je x2s+1 ≤ n te je tada |xs+1| ≤√n.
 Neka je
 n =s+1∑i=1
 x2i,j, j = 1, . . . , Rs+1(n)
 Rs+1(n) zapisa broja n kao sume s + 1 kvadrata te neka je definirano preslikavanje τi, i =1, . . . , s na skupu (s+ 1)-torki:
 τi(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xs, xs+1) := (x1, . . . , xi−1, xs+1, xi+1, . . . , xs, xi).
 Preslikavanje τi je involutivno na skupu od Rs+1(n) zapisa broja n kao sume s+ 1 kvadratate je
 Rs+1(n)∑j=1
 x2s+1,j =
 Rs+1(n)∑j=1
 x2i,j za svaki |i| = 1, . . . , s.
 Sumom po svim zapisima broja n slijedi
 nRs+1(n) =
 Rs+1(n)∑j=1
 s+1∑i=1
 x2i,j
 =s+1∑i=1
 Rs+1(n)∑j=1
 x2i,j
 = (s+ 1)
 Rs+1(n)∑j=1
 x2s+1,j
 (neka je u2 = x2s+1) = (s+ 1)∑|u|≤√n
 u2Rs(n− u2).
 Za svaki cijeli broj u (pri cemu je |u| ≤√n) postoji Rs(n− u2) zapisa broja n =
 s+1∑i=1
 x2i,j uz
 xs+1,j = u.Tada je
 Rs+1(n) =∑|u|≤√n
 Rs(n− u2)
 inRs+1(n) = n
 ∑|u|≤√n
 Rs(n− u2).
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Slijedi da je
 0 = nRs+1(n)− nRs+1(n)
 = n∑|u|≤√n
 Rs(n− u2)− (s+ 1)∑|u|≤√n
 u2Rs(n− u2)
 =∑|u|≤√n
 ((nRs(n− u2)− (s+ 1)u2Rs(n− u2))
 =∑|u|≤√n
 (n− (s+ 1)u2)Rs(n− u2).
 2
 Teorem 3.2. Neka je funkcija Φ(n) definirana za sve nenegativne cijele brojeve n takva da
 Φ(0) = 1
 te neka je ∑|u|≤√n
 (n− (s+ 1)u2)Φ(n− u2) = 0
 za n ≥ 1. Tada jeΦ(n) = Rs(n)
 za svaki n ≥ 0.
 Dokaz. Dokaz slijedi direktno iz Teorema 3.1. 2
 Pomocu rekurzivne formule (3.1), moze se izracunati Rs(n) za sve cijele brojeve s i n.
 nRs(n) = −∑
 1≤|u|≤√n
 (n− (s+ 1)u2)Rs(n− u2)
 = 2∑
 1≤|u|≤√n
 ((s+ 1)u2 − n)Rs(n− u2) / : n
 Rs(n) = 2∑
 1≤|u|≤√n
 ((s+ 1)u2
 n− 1
 )Rs(n− u2). (3.2)
 18
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Primjer 3.1. Koristeci (3.2), izracunati R2(n), R3(n) i R4(n) za n ≤ 8.
 Za n = {1, 2, 3}, u = 1, tj. postoji samo jedan clan sume∑
 1≤|u|≤√n
 , a za n = {4, 5, 6, 7, 8},
 u = {1, 2}, tj. postoje dva clana sume∑
 1≤|u|≤√n
 .
 Broj svih uredenih parova cijelih brojeva takvih da je n = x21 + x22 za n ≤ 8:
 R2(1) = 2
 (3·121− 1
 )R2(1− 12) = 4
 R2(2) = 2
 (3·122− 1
 )R2(2− 12) = 4
 R2(3) = 2
 (3·123− 1
 )R2(3− 12) = 0
 R2(4) = 2
 ((3·124− 1
 )R2(4− 12) +
 (3·224− 1
 )R2(4− 22)
 )= 4
 R2(5) = 2
 ((3·125− 1
 )R2(5− 12) +
 (3·225− 1
 )R2(5− 22)
 )= 8
 R2(6) = 2
 ((3·126− 1
 )R2(6− 12) +
 (3·226− 1
 )R2(6− 22)
 )= 0
 R2(7) = 2
 ((3·127− 1
 )R2(7− 12) +
 (3·227− 1
 )R2(7− 22)
 )= 0
 R2(8) = 2
 ((3·128− 1
 )R2(8− 12) +
 (3·228− 1
 )R2(8− 22)
 )= 4.
 Broj svih uredenih trojki cijelih brojeva takvih da je n = x21 + x22 + x23 za n ≤ 8:
 R3(1) = 2
 (4·121− 1
 )R3(1− 12) = 6
 R3(2) = 2
 (4·122− 1
 )R3(2− 12) = 12
 R3(3) = 2
 (4·123− 1
 )R3(3− 12) = 8
 R3(4) = 2
 ((4·124− 1
 )R3(4− 12) +
 (4·224− 1
 )R3(4− 22)
 )= 6
 R3(5) = 2
 ((4·125− 1
 )R3(5− 12) +
 (4·225− 1
 )R3(5− 22)
 )= 24
 R3(6) = 2
 ((4·126− 1
 )R3(6− 12) +
 (4·226− 1
 )R3(6− 22)
 )= 24
 R3(7) = 2
 ((4·127− 1
 )R3(7− 12) +
 (4·227− 1
 )R3(7− 22)
 )= 0
 R3(8) = 2
 ((4·128− 1
 )R3(8− 12) +
 (4·228− 1
 )R3(8− 22)
 )= 12.
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Broj svih uredenih cetvorki cijelih brojeva takvih da je n = x21 + x22 + x23 + x24 za n ≤ 8:
 R4(1) = 2
 (5·121− 1
 )R3(1− 12) = 8
 R4(2) = 2
 (5·122− 1
 )R3(2− 12) = 24
 R4(3) = 2
 (5·123− 1
 )R3(3− 12) = 32
 R4(4) = 2
 ((5·124− 1
 )R4(4− 12) +
 (5·224− 1
 )R4(4− 22)
 )= 24
 R4(5) = 2
 ((5·125− 1
 )R4(5− 12) +
 (5·225− 1
 )R4(5− 22)
 )= 48
 R4(6) = 2
 ((5·126− 1
 )R4(6− 12) +
 (5·226− 1
 )R4(6− 22)
 )= 96
 R4(7) = 2
 ((5·127− 1
 )R4(7− 12) +
 (5·227− 1
 )R4(7− 22)
 )= 64
 R4(8) = 2
 ((5·128− 1
 )R4(8− 12) +
 (5·228− 1
 )R4(8− 22)
 )= 24.
 Na primjer
 • za n = 2, uredeni parovi (x1, x2) za koje je n = x21 + x22 su
 (1, 1), (−1, 1), (1,−1), (−1,−1) ⇒ R2(2) = 4
 • za n = 3, uredene trojke (x1, x2, x3) za koje je n = x21 + x22 + x23 su
 (1, 1, 1), (−1, 1, 1), (−1,−1, 1), (−1, 1,−1),
 (1,−1, 1), (1, 1,−1), (1,−1,−1), (−1,−1,−1) ⇒ R3(3) = 8
 • za n = 1, uredene cetvorke (x1, x2, x3, x4) za koje je n = x21 + x22 + x23 + x24 su
 (1, 0, 0, 0), (−1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0,−1, 0, 0),
 (0, 0, 1, 0), (0, 0,−1, 0), (0, 0, 0, 1), (0, 0, 0,−1) ⇒ R4(1) = 8
 Iz navedenoga je vidljivo kako se ne moze svaki cijeli broj zapisati kao suma dva kvadrata(npr. brojevi 3,6 i 7 se ne mogu zapisati na taj nacin) i tri kvadrata (npr. broj 7 se ne mozezapisati kao suma 3 kvadrata).
 Osim toga, navedene rekurzivne relacije nisu prakticne ukoliko se zeli uzracunati na kolikonacina se moze neki veci cijeli broj zapisati kao suma s kvadrata.
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3.1 Suma dvaju kvadrata
 Neka je S(n) skup svih uredenih trojki (u, d, δ) takvih da je
 Q(u, d, δ) = u2 + dδ = n
 za svaki nenegativan broj n ∈ Z (u, d, δ ∈ Z i d, δ ≥ 1). Kako je R(n) skup svih zapisa brojan pomocu kvadratne forme Q (R(n) = {(x, y, z) : Q(x, y, z) = n}), ocito je S(n) konacan
 podskup skupa R(n). Vrijedi∑
 u2+dδ=n
 =∑
 (u,d,δ)∈S(n)
 .
 Neka je zadana funkcija f(x, y) = xk1yk2 . Ako su k1 i k2 neparni cijeli brojevi, tada jefunkcija f(x, y) neparna obzirom na varijablu x i varijablu y. Prema Teoremu 2.9 tada sedobiva sljedeca jednakost:∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 f(δ − 2u, u+ d)
 =∑
 (u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (δ − 2u)k1(d+ u)k2
 = {T0(l)}n=l2 =
 {l∑
 j=1
 (−1)j+lf(2j − 1, l)
 }n=l2
 =
 {l∑
 j=1
 (−1)j+l(2j − 1)k1lk2
 }n=l2
 =
 {lk2
 l∑j=1
 (−1)l−j(2j − 1)k1
 }n=l2
 . (3.3)
 Primjer 3.2. Pokazimo da jel∑
 j=1
 (−1)l−j(2j − 1) = l za svaki pozitivan cijeli broj l.
 l∑j=1
 (−1)l−j(2j − 1) = (−1)l−1(2− 1) + (−1)l−2(4− 1) + (−1)l−3(6− 1)
 + . . .+ (−1)l−l(2l − 1)
 = (−1)l−1 + 3(−1)l−2 + 5(−1)l−3 + . . .+ (2l − 1)(−1)l−l
 Za l = 3
 3∑j=1
 (−1)3−j(2j − 1) = (−1)3−1 + 3(−1)3−2 + 5(−1)3−3 = 1− 3 + 5 = 3
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Za l = 6
 6∑j=1
 (−1)6−j(2j − 1) = (−1)6−1 + 3(−1)6−2 + 5(−1)6−3 + 7(−1)6−4 + 9(−1)6−5 + 11(−1)6−6
 = −1 + 3− 5 + 7− 9 + 11 = 6
 Za l = 15
 15∑j=1
 (−1)15−j(2j − 1) = (−1)15−1 + 3(−1)15−2 + 5(−1)15−3 + 7(−1)15−4 + . . .+ 29(−1)15−15
 = 1− 3 + 5− 7 + 9− 11 + 13− 15 + 17− 19 + 21− 23 + 25− 27 + 29
 = 15
 Ocito jel∑
 j=1
 (−1)l−j(2j − 1) = l.
 Kako su u, d, δ ∈ Z i d, δ ≥ 1 te∑
 u2+dδ=n
 =∑
 (u,d,δ)∈S(n)
 , uredena trojka (u, d, δ) ∈ S ako i samo
 ako je (−u, δ, d) ∈ S. Ukoliko je k neparan cijeli broj, a g(d, δ) neka funkcija, tada je∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 ukg(d, δ) = 0. (3.4)
 Uredena trojka (u, d, δ) ∈ S ako i samo ako je (u, δ, d) ∈ S. Tada, ukoliko je ε(d, δ) = ε(δ, d)vrijedi ∑
 u2+dδ=n
 ε(d, δ)(d− δ)h(u) = 0 (3.5)
 za bilo koju funkciju h(u).
 Prema Teoremu 3.2, kako bi se izracunalo na koliko nacina se moze cijeli broj zapisati uobliku sume dva kvadrata, dovoljno je konstruirati funkciju Φ(n) takvu da je Φ(0) = 1 i∑
 |x|≤√n
 (n− 3x2)Φ(n− x2) = 0
 za svaki nenegativan cijeli broj n.
 Teorem 3.3. Za svaki pozitivan cijeli broj n vrijedi
 R2(n) = 4∑d|n
 (−1)d−12 = 4
 ( ∑d|n
 d≡1 (mod 4)
 1−∑d|n
 d≡3 (mod 4)
 1
 ).
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Dokaz. Neka je f(x, y) = xy funkcija koja je neparna obzirom na svaku od varijabli x i y.Lijeva strana jednakosti (3.3) glasi:∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 f(δ − 2u, u+ d)
 =∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (δ − 2u)(u+ d)
 =∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (uδ + dδ − 2u2 − 2du)
 =∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (dδ − 2u2)
 +∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 u(δ − 2d)
 (prema (3.4) uz k = 1) =∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (dδ − 2u2).
 Ako je n = l2, tada prema Primjeru 3.2 desna strana jednakosti (3.3) glasi:
 T0(l) =l∑
 j=1
 (−1)j+lf(2j − 1, l)
 =l∑
 j=1
 (−1)j+l(2j − 1)l
 = ll∑
 j=1
 (−1)l−j(2j − 1) = l
 = l2
 = n.
 Stoga je ∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (dδ − 2u2) = {T0(l)}n=l2 .
 u2 + dδ = n, d, δ > 1 te je |u| <√n i
 dδ − 2u2 = (n− u2)− 2u2 = n− 3u2.
 Time se dobiva∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (dδ − 2u2) =
 ∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (n− 3u2)
 =∑|u|<√n
 (n− 3u2)∑
 δ|(n−u2)δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 .
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Neka je
 Φ(n) := 4∑δ|n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12
 funkcija definirana za svaki pozitivan cijeli broj n, a za n = 0 neka je Φ(0) = 1.
 Tada je ∑|u|<√n
 (n− 3u2)Φ(n− u2){4n}n=l2 .
 Ukoliko n nije potpun kvadrat, tada vrijedi∑|u|≤√n
 (n− 3u2)Φ(n− u2) =∑|u|<√n
 (n− 3u2)Φ(n− u2) = {4n}n=l2 = 0.
 Ukoliko je pak n potpun kvadrat, tj. n = l2:∑|u|≤√n
 (n− 3u2)Φ(n− u2) =∑|u|<√n
 (n− 3u2)Φ(n− u2)
 +(n− 3m2)Φ(0) + (n− 3(−m)2)Φ(0)
 = {4n}n=l2 − 2n− 2n
 = 0.
 Prema Teoremu 3.2, za sve pozitivne cijele brojeve n
 R2(n) = Φ(n) = 4∑d|n
 (−1)δ−12 .
 2
 U Primjeru 3.1 je vidljivo kako se ne moze svaki cijeli broj zapisati kao suma dva kvadrata.Na primjer, brojevi 3,6,7,15 i 22 se ne mogu zapisati na taj nacin. Koji brojevi se moguzapisati kao suma dvaju kvadrata, dano je sljedecim teoremom:
 Teorem 3.4. Prirodan broj n se moze prikazati u obliku kvadratne forme n = x2 + y2 zax, y ∈ Z ako i samo ako se u rastavu broja n na proste faktore svaki prosti faktor p za kojije p ≡ 3 (mod 4) javlja s parnom potencijom.
 Dokaz Teorema 3.4 nalazi se u [4, str. 43.].
 Primjer 3.3. Neki od prostih brojeva za koje vrijedi p ≡ 3 (mod 4) su
 p = {3, 7, 11, 19, 23, 31, . . . , 43, . . . , 83, . . . , 151, . . . , 307, . . .}.
 Prema Teoremu 3.4, broj n se moze prikazati u obliku kvadratne forme n = x2+y2 ako i samoako se u rastavu broja n na proste faktore svaki prosti faktor p javlja s parnom potencijom.
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Zbog toga se brojevi
 12 = 22 · 31
 21 = 31 · 71
 54 = 21 · 33
 66 = 21 · 31 · 111
 93 = 31 · 311
 133 = 71 · 191
 ne mogu zapisati kao suma dvaju kvadrata. Medutim, brojevi
 18 = 21 · 32(
 (±3)2 + (±3)2))
 45 = 51 · 32(
 (±3)2 + (±6)2))
 441 = 32 · 72(
 (±21)2 + 02))
 se mogu zapisati kao suma dva kvadrata.
 3.2 Suma cetiri kvadrata
 Teorem 3.5 (Lagrange4). Svaki prirodan broj n moze se prikazati u obliku sume kvadratacetiri cijela broja.
 Dokaz Teorema 3.5 moze se pogledati u [4, str. 41.].
 Teorem 3.6 (Jacobijeva5 formula). Za sve pozitivne cijele brojeve n vrijedi
 R4(n) = 8∑d|n
 d, ako je n neparan
 iR4(n) = 24
 ∑d|n
 d≡1 (mod 2)
 d, ako je n paran.
 Dokaz. Prema Teoremu 2.1, ako je F (x, y, z) funkcija definirana na skupu svih trojki (x, y, z)cijelih brojeva takva da je F (x, y, z) neparna obzirom na varijablu x i parna obzirom na parvarijabli (y, z), tada za svaki pozitivan cijeli broj n vrijedi
 2∑
 u2+dδ=n
 F (δ − 2u, u+ d, 2u+ 2d− δ)−∑
 u2+dδ=n
 F (d+ δ, u, d− δ)
 =
 {22l−1∑j=1
 F (j, l, j)−l−1∑
 j=−l+1
 F (2l, j, 2j)
 }n=l2
 .
 4Joseph-Louis Lagrange,18.-19.st.,pogledati u Prilog5Karl Gustav Jacob Jacobi, 19.st, pogledati u Prilog
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Funkcija (−1)xF (x, y, z) je takoder neparna obzirom na varijablu x i parna obzirom na parvarijabli (y, z). Primjenom Teorema 2.1 na funkciju (−1)xF (x, y, z), slijedi
 2∑
 u2+dδ=n
 (−1)δF (δ − 2u, u+ d, 2u+ 2d− δ)−∑
 u2+dδ=n
 (−1)d+δF (d+ δ, u, d− δ)
 =
 {22l−1∑j=1
 (−1)jF (j, l, j)−l−1∑
 j=−l+1
 F (2l, j, 2j)
 }n=l2
 .
 Zbrajanjem i oduzimanjem tih dvaju identiteta dobiva se
 4∑
 u2+dδ=nδ≡0 (mod 2)
 F (δ − 2u, u+ d, 2u+ 2d− δ)− 2∑
 u2+dδ=nd≡δ (mod 2)
 F (d+ δ, u, d− δ)
 =
 {4
 ∑1≤j≤2l−1
 j≡0 (mod 2)
 F (j, l, j)− 2l−1∑
 j=−l+1
 F (2l, j, 2j)
 }n=l2
 . (3.6)
 4∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 F (δ − 2u, u+ d, 2u+ 2d− δ)− 2∑
 u2+dδ=nd≡−δ (mod 2)
 F (d+ δ, u, d− δ)
 =
 {4
 ∑1≤j≤2l−1
 j≡1 (mod 2)
 F (j, l, j)
 }n=l2
 . (3.7)
 Neka je
 G(x, y, z) :=
 {0 , ako je x ili z neparan broj
 (−1)(x+z)
 2 F (x, y, z) , ako su x i z parni
 neparna funkcija obzirom na varijablu x i parna funkcija obzirom na par varijabli (y, z).Primjenom jednakosti (3.6) je
 4∑
 u2+dδ=nδ≡0 (mod 2)
 (−1)dF (δ − 2u, u+ d, 2u+ 2d− δ)− 2∑
 u2+dδ=nd≡δ (mod 2)
 (−1)dF (d+ δ, u, d− δ)
 =
 {4
 ∑1≤j≤2l−1
 j≡0 (mod 2)
 F (j, l, j)− 2l−1∑
 j=−l+1
 (−1)l+jF (2l, j, 2j)
 }n=l2
 . (3.8)
 Razlika (3.7)-(3.8) podijeljena s brojem 2 daje
 2∑
 u2+dδ=n
 ε(d, δ)(F (δ − 2u, u+ d, 2u+ 2d− δ)− 1
 2F (d+ δ, u, d− δ)
 )=
 {22l−1∑j=1
 (−1)j−1F (j, l, j)−l−1∑
 j=−l+1
 (−1)l+jF (2l, j, 2j)
 }n=l2
 (3.9)
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gdje je
 ε(d, δ) =
 {1 , ako su d i δ parni−1 , je d ili δ neparan broj
 .
 Primjenom te jednakosti na funkciju F (x, y, z) = xy2, dobiva se formula za R4(n).
 Lijeva strana glasi
 2∑
 u2+dδ=n
 ε(d, δ)(F (δ − 2u, u+ d, 2u+ 2d− δ)− 1
 2F (d+ δ, u, d− δ)
 )= 2
 ∑u2+dδ=n
 ε(d, δ)(
 (δ − 2u)(u+ d)2 − 1
 2u2(d+ δ)
 )= 2
 ∑u2+dδ=n
 ε(d, δ)(
 (δ − 2u)(u2 + 2du+ d2)− 1
 2du2 − 1
 2u2δ)
 = 2∑
 u2+dδ=n
 ε(d, δ)(u2δ − 2u3 + 2duδ − 4du2 + d2δ − 2d2u− 1
 2du2 − 1
 2u2δ)
 = 2∑
 u2+dδ=n
 ε(d, δ)(1
 2u2δ − 2u3 + d2δ + 2duδ − 2d2u− 9
 2du2)
 = 2∑
 u2+dδ=n
 ε(d, δ)(1
 2u2δ − 2u3 + d · dδ + 2du(δ − d)− 9
 2du2)
 (prema (3.4)) = 2∑
 u2+dδ=n
 ε(d, δ)(1
 2u2δ + d(n− u2)− 9
 2du2)
 =∑
 u2+dδ=n
 ε(d, δ)(u2δ + 2dn− 2du2 − 9du2
 )=
 ∑u2+dδ=n
 ε(d, δ)(u2δ − du2 + 2dn− 10du2
 )= 2
 ∑u2+dδ=n
 ε(d, δ)d(n− 5u2)−∑
 u2+dδ=n
 ε(d, δ)(d− δ)u2
 (prema (3.5)) =∑u2<n
 (n− 5u2)2∑
 n−u2=δ
 ε(d, δ)d.
 Za n = l2, desna strana jednakosti (3.9) glasi
 2l22l−1∑j=1
 (−1)j−1 − 2l − 2ll−1∑
 j=−l+1
 (−1)l+jj2 = 2l3 − 4ll−1∑
 j=−l+1
 (−1)l−1−jj2
 = 2l3 − 4l2(l − 1)
 2= 2l2 = 2n.
 Time je ∑u2<n
 (n− 5u2)8∑
 n−u2=δ
 ε(d, δ)d = {8n}n=l2 .
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Neka je Φ(n) funkcija takva da je Φ(0) = 1 i
 Φ(n) := 8∑n=dδ
 ε(d, δ)d
 za svaki n ≥ 1.
 Ukoliko n nije potpun kvadrat, tada je∑u2≤n
 (n− 5u2)Φ(n) =∑u2<n
 (n− 5u2)Φ(n) = 0.
 Ako je pak n potpun kvadrat, tj. n = l2, vrijedi∑u2≤n
 (n− 5u2)Φ(n) =∑u2<n
 (n− 5u2)Φ(n) +∑u=±l
 (n− 5u2)Φ(n)
 =∑u2<n
 (n− 5u2)Φ(n)− 8n
 = 0
 i R4(n) = 8∑n=dδ
 ε(d, δ)d za svaki pozitivan cijeli broj n.
 U slucaju da je n neparan broj i n = dδ, ε(d, δ) = 1 te je
 R4(n) = 8∑n=dδ
 ε(d, δ)d = 8∑d|n
 d.
 Medutim, ako je n paran broj, moze se zapisati u obliku n = 2am pri cemu je a ≥ 1, a mneparan broj. Svaki djelitelj broja n moze se na jedinstven nacin zapisati u obliku n = 2bd,gdje su 0 ≤ b ≤ a i m = dδ. Tada je
 R4(n) = 8∑n=dδ
 ε(d, δ)d
 = 8∑m=dδ
 a∑b=0
 ε(2bd, 2a−bδ)2bd
 = 8∑m=dδ
 ε(d, 2aδ)d+ 8∑m=dδ
 ε(2ad, δ)2ad+ 8∑m=dδ
 a−1∑b=1
 ε(2bd, 2a−bδ)2bd
 = 8∑m=dδ
 d+ 8∑m=dδ
 2ad− 8∑m=dδ
 a−1∑b=1
 2bd
 = 8∑m=dδ
 d+ 8∑m=dδ
 2ad− 8(2a − 2)∑m=dδ
 d
 = 24∑m=dδ
 d
 = 24∑d|n
 d≡1 (mod 2)
 d.
 2
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Prema [5], za R4(n), pri cemu je n ≥ 2, vrijedi sljedeca ocjena:
 R4(n) < 24n log n.
 Primjer 3.4. Odrediti sve zapise broja 20 kao sume 4 kvadrata.
 Pokazimo da vrijedi sljedeca ocjena:
 R4(n) < 24n log n
 R4(20) < 480 log 20 ≈ 624.49.
 Broj n = 20 je paran te, prema Teoremu 3.6, vrijedi
 R4(20) = 24∑d|20
 d≡1 (mod 2)
 d.
 d|20 1 2 4 5 10 20d (mod 2) 1 0 0 1 0 0
 Tablica 3.1: Ostaci pri cjelobrojnom dijeljenu djelitelja d broja 20 brojem 2
 Tada se broj 20 moze zapisati u obliku sume 6 kvadrata na
 R4(20) = 24∑d|20
 d≡1 (mod 2)
 d = 24(1 + 5) = 144
 nacina sto je unutar zadane ocjene.
 Broj 20 se moze zapisati kao suma kvadrata brojeva {±1,±1,±3,±3}(na 24 4!
 2!2!= 16·6 = 96
 nacina)
 i kao suma kvadrata brojeva {±2,±4, 0, 0}(na 22
 (41
 )(31
 )= 4 · 12 = 48 nacina
 ).
 Primjer 3.5. Odrediti sve zapise broja 17 kao sume 4 kvadrata.
 Pokazimo da vrijedi sljedeca ocjena:
 R4(n) < 24n log n
 R4(17) < 408 log 17 ≈ 502.02.
 n = 17 je neparan broj te, prema Teoremu 3.6, vrijedi
 R4(17) = 8∑d|17
 d = 8(1 + 17) = 144.
 Broj 17 se moze zapisati kao suma kvadrata brojeva {±3,±2,±2, 0}(na 23 4!
 2!= 8 · 12 = 96
 nacina)
 i kao suma kvadrata brojeva {±4,±1, 0, 0}(na 22 4!
 2!= 4 · 12 = 48 nacina
 ).
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3.3 Suma sest kvadrata
 Primjer 3.6. Pokazimo da jel∑
 j=1
 (−1)l−j(2j − 1)3 = 4l3− 3l za svaki pozitivan cijeli broj l.
 l∑j=1
 (−1)l−j(2j − 1)3 = (−1)l−1(2− 1)3 + (−1)l−2(4− 1)4 + (−1)l−3(6− 1)3
 + . . .+ (−1)l−l(2l − 1)3
 = 13(−1)l−1 + 33(−1)l−2 + 53(−1)l−3 + . . .+ (2l − 1)3(−1)l−l.
 Za l = 3
 3∑j=1
 (−1)3−j(2j − 1)3 = (−1)3−1 + 33(−1)3−2 + 53(−1)3−3 = 1− 27 + 125 = 99
 = 427− 9
 = 4 · 33 − 3 · 3.
 Za l = 6
 6∑j=1
 (−1)6−j(2j − 1)3 = (−1)6−1 + 33(−1)6−2 + 53(−1)6−3 + 73(−1)6−4
 +93(−1)6−5 + 113(−1)6−6
 = −1 + 27− 125 + 343− 729 + 1331 = 846
 = 4 · 864− 18
 = 4 · 63 − 3 · 6.
 Ocito jel∑
 j=1
 (−1)l−j(2j − 1)3 = 4l3 − 3l.
 Teorem 3.7. Neka je n = 2am pri cemu je a ≥ 0, a m neparan broj.Tada je
 R6(n) = 4
 (4a+1 − (−1)
 m−12
 ) ∑m=dδ
 (−1)δ−12 d2.
 Dokaz. Neka je zadana funkcija f(x, y) := x3y. Funkcija f(x, y) je neparna obzirom nasvaku od varijabli x i y. Tada se, prema jednakosti (3.3) za k1 = 3 i k2 = 1, na lijevoj strani
 30

Page 34
						

dobiva ∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 f(δ − 2u, u+ d)
 =∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (δ − 2u)3(u+ d)
 =∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (δ3 − 6u δ2 + 12u2δ − 8u3)(u+ d)
 =∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (uδ3 − 6u2 δ2 + 12u3δ − 8u4 + dδ3 − 6du δ2)
 +∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (12du2δ − 8du3)
 =∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (dδ3 − 6u2 δ2 + 12du2δ − 8u4 + u(δ3 − 6d δ2))
 +∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (u3(12δ − 8d)
 (prema (3.4)) =∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (dδ3 − 6u2 δ2 + 12du2δ − 8u4)
 =∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12
 (δ2(dδ − 6u2) + 4u2(3dδ − 2u2)
 )=
 ∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12
 (δ2(n− u2 − 6u2) + 4u2(3n− 3u2 − 2u2)
 )=
 ∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12
 (δ2(n− 7u2) + 4u2(3n− 5u2)
 ).
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Za n = l2, na desnoj strani se dobiva
 T0(l) =l∑
 j=1
 (−1)l−jf(2j − 1, l)
 =l∑
 k=1
 (−1)l−kf(2k − 1, l)
 =l∑
 k=1
 (−1)k+l(2k − 1)3l
 = (−1)l−1ll∑
 k=1
 (−1)k−1(2k − 1)3
 (prema Primjeru 3.6) = (−1)l−1l(−1)l−1(4l3 − 3l)
 = 4l4 − 3l2
 = 4n2 − 3n
 te je ∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12
 (δ2(n− 7u2) + 4u2(3n− 5u2)
 )= {4n2 − 3n}n=l2 . (3.10)
 32

Page 36
						

Primjenom jednakosti (3.3) na funkciju f(x, y) = xy3, lijeva strana jednakosti glasi∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 f(δ − 2u, u+ d)
 =∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (δ − 2u)(u+ d)3
 =∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (δ − 2u)(u3 + 3du2 + 3d2u+ d3)
 =∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (u3δ + 3du2δ + 3d2uδ + d3δ)
 −∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (2u4 + 6du3 + 6d2u2 + 2d3u)
 =∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12
 (u3(δ − 6d) + u(3d2δ − 2d3) + 3du2δ
 )+
 ∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12
 (d3δ − 2u4 − 6d2u2
 )(prema (3.4)) =
 ∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (3du2δ − 2u4 + d3δ − 6d2u2)
 =∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12
 (u2(3dδ − 2u2) + d2(dδ − 6u2)
 )=
 ∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12
 (u2(3n− 3u2 − 2u2) + d2(n− u2 − 6u2)
 )=
 ∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12
 (u2(3n− 5u2) + d2(n− 7u2)
 ),
 a desna, ako n = l2, je pak
 T0(l) = (−1)l−1l3l∑
 k=1
 (−1)k−1f(x, y)
 = (−1)l−1l3l∑
 k=1
 (−1)k−1(2j − 1)
 (prema Primjeru 3.2) = l4
 = n2.
 Mnozenjem sa 4, dobiva se∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12
 (4u2(3n− 5u2) + 4d2(n− 7u2)
 )= {4n2}n=l2 . (3.11)
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Oduzimanjem jednakosti (3.10) od (3.11) je∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12
 (4u2(3n− 5u2) + 4d2(n− 7u2)− δ2(n− 7u2)− 4u2(3n− 5u2)
 )=
 ∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12
 (4d2(n− 7u2)− δ2(n− 7u2)
 )=
 ∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (4d2n− nδ2 − 28d2u2 + 7δ2u2)
 =∑|u|<n
 (n− 7u2)∑
 dδ=n−u2δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (4d2 − δ2)
 = {4n2 − 4n2 + 3n}n=l2= {3n}n=l2 .
 Neka je Φ(n) funkcija definirana s Φ(0) = 1 i
 Φ(n) := 4∑n=dδ
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (4d2 − δ2)
 za svaki n ≥ 1.
 Ukoliko n nije potpun kvadrat, tada je∑|u|≤n
 (n− 7u2)Φ(n− u2) =∑|u|<n
 (n− 7u2)Φ(n− u2) = 0.
 Ako je pak n potpun kvadrat, tj. n = l2, vrijedi∑u2≤n
 (n− 7u2)Φ(n− u2)
 =∑|u|<n
 (n− 7u2)Φ(n− u2) + (n− 7l2)Φ(0) + (n− 7(−l)2)Φ(0)
 =∑|u|<n
 (n− 7u2)Φ(n− u2)− 12n
 = 0
 i R6(n) = Φ(n) = 4∑n=dδ
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (4d2 − δ2).
 Neka je n = 2am pri cemu je a ≥ 1, a m neparan broj. Broj δ je neparan djelitelj broja nako i samo ako postoji d1 koji dijeli m takav da je d = 2ad1 m = d1δ. Tada je∑
 n=dδδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 4d2 = 4
 ∑d1δ=m
 (−1)δ−12 (2ad1)
 2
 = 4a+1∑d1δ=m
 (−1)δ−12 d21.
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Ako je m neparan broj i m = d1δ,
 (−1)d−12 (−1)
 δ−12 = (−1)
 m−12
 te je ∑n=dδ
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 δ2 =
 ∑d1δ=m
 (−1)δ−12 δ2
 =∑dδ=m
 (−1)δ−12 d2
 = (−1)m−1
 2
 ∑dδ=m
 (−1)δ−12 d2.
 Tada je
 R6(n) = Φ(n) = 4(
 4a+1 − (−1)m−1
 2
 ) ∑dδ=m
 (−1)δ−12 d2.
 2
 Za R6(n) vrijedi sljedeca ocjena:
 Teorem 3.8. Za svaki pozitivan cijeli broj n je
 3n2
 2< R6(n) < 40n2.
 Dokaz Teorema 3.8 nalazi se u [5, str. 443].
 Primjer 3.7. Odrediti sve zapise broja 6 kao sume 6 kvadrata.
 Prema Teoremu 3.8, vrijedi sljedeca ocjena:
 3·622
 < R6(6) < 40 · 62
 54 < R6(6) < 1440.
 Broj 6 treba zapisati u obliku 2am, gdje je a ≥ 0 te m neparan broj:
 6 = 21 · 3.Tada se, prema Teoremu 3.7, broj 6 moze zapisati kao suma 6 kvadrata na
 R6(6) = 4(
 4a+1 − (−1)m−1
 2
 ) ∑m=dδ
 (−1)δ−12 d2
 = 4(
 41+1 − (−1)3−12
 )∑3=dδ
 (−1)δ−12 d2
 = 4(
 42 − (−1)1)(
 (−1)1−12 32 + (−1)
 3−12 12
 )= 4(42 + 1)8
 = 32 · 17
 = 544
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nacina sto je unutar zadane ocjene.
 Broj 6 se moze zapisati kao suma 6 kvadrata brojeva ±1 (i to na 26 = 64 nacina) te kaosuma kvadrata brojeva {±1,±1,±2, 0, 0, 0}
 (na 23 6!
 2!3!= 8 · 60 = 480 nacina
 ).
 Primjer 3.8. Odrediti sve zapise broja 7 kao sume 6 kvadrata.
 Prema Teoremu 3.8, vrijedi sljedeca ocjena
 3·722
 < R6(7) < 40 · 72
 1472
 < R6(7) < 1960.
 Broj 7 treba zapisati u obliku 2am, gdje je a ≥ 0 te m neparan broj:
 7 = 20 · 7.
 Tada se, prema Teoremu 3.7, broj 7 moze zapisati kao suma 6 kvadrata na
 R6(7) = 4(
 4a+1 − (−1)m−1
 2
 ) ∑m=dδ
 (−1)δ−12 d2
 = 4(
 41 − (−1)3)∑
 7=dδ
 (−1)δ−12 d2
 = 4(4 + 1)(
 (−1)1−12 72 + (−1)
 7−12 12
 )= 4(4 + 1)48
 = 960
 nacina.
 Broj 7 se moze zapisati kao suma 6 kvadrata iskljucivo kao7 = (±1)2 + (±1)2 + (±1)2 + (±2)2 + 02 + 02
 (na 24 6!
 3!2!= 16 · 60 = 960 nacina
 ).
 3.4 Suma osam kvadrata
 Teorem 3.9. Za svaki pozitivan cijeli broj n vrijedi
 R8(n) = 16∑d|n
 d3, ako je n neparan
 i
 R8(n) =16(8a+1 − 15)
 7
 ∑d|m
 d3, ako je n paran broj
 pri cemu je a ≥ 1, m neparan broj, a n = 2am.
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Dokaz. Primjenom Liouvilleovog identiteta na funkciju f , prema [5] dobiva se:
 • za f(x, y) = (−1)yxy4
 2∑
 u2+dδ=n
 f(δ − 2u, u+ d)
 = 2∑
 u2+dδ=n
 (−1)u+d(δ − 2u)(u+ d)4
 = 2∑
 u2+dδ=n
 (−1)u+d(d3(n− 9u2) + u4(δ − 14d) + 6nu2d
 )i ∑
 u2+dδ=n
 f(d+ δ, u) =∑
 u2+dδ=n
 (−1)u(d+ δ)u4
 = 2∑
 u2+dδ=n
 (−1)udu4.
 Ukoliko je n = l2,
 2T1(l) = 22l−1∑j=1
 f(j, l)
 = 22l−1∑j=1
 (−1)ljl4
 = (−1)l(4l6 − 2l5),
 T2(l) =l−1∑
 j=−l+1
 f(2l, j)
 =l−1∑
 j=−l+1
 (−1)j2lj4
 = (−1)l−1(2l5 − 4l4 + 2l2)
 te2T1(l)− T2(l) = (−1)n(4n3 − 4n2 + 2n).
 Dijeljenjem s 2, konacno je∑u2+dδ=n (−1)u+dd3(n− 9u2) +
 ∑u2+dδ=n
 (−1)uu4((−1)d(δ − 14d)− d
 )+6n
 ∑u2+dδ=n
 (−1)u+ddu2 ={
 (−1)n(2n3 − 2n+ n)}n=l2
 . (3.12)
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• za f(x, y, z) = (−1)yxy3(2y − z)
 2∑
 u2+dδ=n
 f(δ − 2u, u+ d, 2u+ 2d− δ)
 = 2∑
 u2+dδ=n
 (−1)u+d(δ − 2u)(u+ d)3δ
 = 2∑
 u2+dδ=n
 (−1)u+d(nu2(3δ − 8d) + u4(7d− 5δ) + n2δ
 )te ∑
 u2+dδ=n
 f(d+ δ, u, d− δ) =∑
 u2+dδ=n
 (−1)u(d+ δ)u3(2u− d+ δ)
 = 4∑
 u2+dδ=n
 (−1)u(d+ δ)du4.
 Ukoliko je n = l2
 2T1(l) =2l−1∑j=1
 f(j, l, j)
 =2l−1∑j=1
 (−1)ljl3(2l − j)
 =(−1)n2(4n3 − n2)
 3,
 T2(l) =l−1∑
 j=−l+1
 F (2l, j, 2j) = 0
 te, konacno,
 2∑
 u2+dδ=n
 (−1)u+d(nu2(3δ − 8d) + u4(7d− 5δ) + n2d
 )−4
 ∑u2+dδ=n
 (−1)udu4 =
 {(−1)n2(4n3 − n2)
 3
 }n=l2
 .
 Ili ekvivalentno,
 3∑
 u2+dδ=n
 (−1)uu4(− 1)d(7d− 5δ)− 2d
 )+3
 ∑u2+dδ=n
 (−1)u+du2(3δ − 8d) + 3n2∑
 u2+dδ=n
 (−1)u+dd
 ={
 (−1)n(4n3 − n2)}n=l2
 . (3.13)
 Zbrajanjem izraza (3.12) i (3.13), slijedi∑u2+dδ=n
 (−1)u+dd3(n− 9u2) + 9n∑
 u2+dδ=n
 (−1)u+du2(δ − 2d)
 +3n2∑
 u2+dδ=n
 (−1)u+dd ={
 (−1)n(6n3 − 3n2 + n)}n=l2
 . (3.14)
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• za f(x, y) = (−1)yxy2
 2∑
 u2+dδ=n
 f(δ − 2u, u+ d)
 = 2∑
 u2+dδ=n
 (−1)u+d(δ − 2u)(u+ d)2,
 ∑u2+dδ=n
 f(d+ δ, u) =∑
 u2+dδ=n
 (−1)u(d+ δ)u2
 te
 2∑
 u2+dδ=n
 (−1)u+d(δ − 2u)(u+ d)2 −∑
 u2+dδ=n
 (−1)u(d+ δ)u2
 = 2∑
 u2+dδ=n
 (−1)u+d(u2(δ − 5d) + nd
 )−
 ∑u2+dδ=n
 (−1)udu2.
 Ukoliko je n = l2, tada je
 2T1(l)− T2(l) = (−1)n(4n2 − 2n).
 Mnozenjem sa 3n2
 , Liouvilleov identitet glasi
 3n∑
 u2+dδ=n
 (−1)u((−1)d(δ − 5d)− d
 )+ 3n2
 ∑u2+dδ=n
 (−1)u+dd
 ={
 (−1)n(6n3 − 3n2)}n=l2
 . (3.15)
 Oduzimanjem izraza (3.15) od izraza (3.14), slijedi∑u2+dδ=n
 (−1)u+dd3(n− 9u2) = {(−1)nn}n=l2 .
 Neka je funkcija Φ(n) za svaki nenegativan cijeli broj n definirana s Φ(0) = 1 i
 Φ(n) := 16(−1)n∑d|n
 (−1)dd3.
 Prema [5] ∑u2≤
 (n− 9u2)(n− u2) = 0
 te je prema Teoremu 3.2 R8(n) = Φ(n).
 Neka je n = 2am pri cemu je a ≥ 0, a m neparan broj. Neparni djelitelji broja n su upravodjelitelji broja m. Stoga se parni djelitelji broja n mogu zapisati u obliku 2bd gdje je ddjelitelj od m te 1 ≤ b ≤ a. Vrijedi:
 R8(n) = Φ(n) = 16(−1)n∑d|n
 (−1)dd3
 = 16(−1)n
 (a∑b=1
 ∑d|m
 (2bd)3 −∑
 d|m
 d3
 )
 = 16(−1)n
 (8a+1 − 15
 7
 )∑d|m
 d3.
 2
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Prema [5], za R8(n) vrijedi ocjena
 16n3 < R8(n) <128ζ(3)
 7n3
 pri cemu je
 ζ(3) =∞∑k=1
 1
 k3
 = 1 +1
 8+
 1
 27+
 1
 64+
 1
 125+
 1
 216+ . . .
 = 1 + 0.125 + 0.037 + 0.015625 + 0.008 + 0.00463 + . . .
 < 1.191.
 Primjer 3.9. Odrediti na koliko nacina se broj 7 moze zapisati kao suma 8 kvadrata.
 Za R8(7) vrijedi ocjena:
 16n3 < R8(n) < 128ζ(3)7
 n3
 16 · 73 < R8(7) < 128ζ(3)7
 73
 16 · 343 < R8(7) < 343128ζ(3)7
 5488 < R8(7) < 343128ζ(3)7≈ 7469.952.
 n = 7 je neparan broj te se, prema Teoremu 3.9, moze zapisati na
 R8(7) = 16∑d|7
 d3 = 16(13 + 73) = 16 · 344 = 5504
 nacina u obliku sume 8 kvadrata.
 Broj 7 se moze zapisati kao suma kvadrata brojeva {±1,±1,±1,±2, 0, 0, 0, 0}(na 24 8!
 3!4!= 16·280 = 4480 nacina
 )te kao suma kvadrata brojeva {±1,±1,±1,±1,±1,±1,±1, 0}(
 na 27(81
 )= 1024 nacina).
 Primjer 3.10. Odrediti sve zapise broja 4 kao sume 8 kvadrata.
 Pokazimo da za R8(4) vrijedi ocjena:
 16n3 < R8(n) < 128ζ(3)7
 n3
 16 · 43 < R8(4) < 43 128ζ(3)7
 1024 < R8(4) < 64128ζ(3)7
 1024 < R8(4) < 64128ζ(3)7≈ 1170.29.
 Broj 4 je paran te se treba zapisati u obliku 4 = 2am gdje je a ≥ 0, a m neparan broj:
 4 = 22 · 1.
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Stoga se broj 4 moze zapisati kao suma 8 kvadrata na
 R8(4) =16(8a+1 − 15)
 7
 ∑d|m
 d3
 =16(82+1 − 15)
 7
 ∑d|1
 d3
 =16(83 − 15)
 7· 1
 =16(512− 15)
 7· 1
 = 1136
 nacina sto je unutar zadane ocjene.
 Broj 4 se moze zapisati u obliku sume kvadrata brojeva {±1,±1,±1,±1, 0, 0, 0, 0}(na 24 8!
 4!4!= 16·70 = 1120 nacina
 )te u obliku sume kvadrata brojeva {±2,±0,±0,±0, 0, 0, 0, 0}(
 na 2(81
 )= 16 nacina
 ).
 3.5 Suma deset kvadrata
 Teorem 3.10. Neka je n = 2am pozitivan cijeli broj pri cemu je a ≥ 0, a m neparan broj.Tada je
 R10(n) =4
 5
 (16a+1 + (−1)
 m−12
 ) ∑m=dδ
 (−1)δ−12 d4 +
 16
 5
 ∑n=v2+w2
 (v4 − 3v2w2).
 Dokaz. Prema Teoremu 3.2 dovoljno je pronaci funkciju Φ(n) takvu da je Φ(0) = 1 i∑|x|≤√n
 (n− 11x2)Φ(n− x2) = 0
 za svaki pozitivan cijeli broj n.
 Prema [5], primjenom jednakosti (3.3) na funkciju f(x, y) dobiva se:
 • za f(x, y) = x5y∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 f(δ − 2u, u+ d) =
 ∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (δ − 2u)5(u+ d)
 = {16n3 − 40n2 + 25n}n=l2 (3.16)
 • za f(x, y) = x3y3∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 f(δ − 2u, u+ d) =
 ∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (δ − 2u)3(u+ d)3
 = {4n3 − 3n2}n=l2 (3.17)
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• za f(x, y) = xy5∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 f(δ − 2u, u+ d) =
 ∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (δ − 2u)(u+ d)5
 = {n3}n=l2 . (3.18)
 Uz 16 · (3.18) + (3.16)− 403
 (3.17), prema [5], dobiva se∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (n− 11u2)(16d4 + δ4) +
 ∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12
 ·
 (160u2(n− u2)(n− 3u2) + 32u4(5n− 7u2)
 40
 3(n− 3u2)3
 )
 =
 {25n− 64n3
 3
 }n=l2
 .
 Neka suP (n) =
 ∑u2+dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (n− 11u2)(16d4 + δ4)
 i
 Q(n) =∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 ·
 (160u2(n− u2)(n− 3u2) + 32u4(5n− 7u2)
 40
 3(n− 3u2)3
 ).
 Tada je
 P (n)− {25}n=l2 +Q(n) +
 {64n3
 3
 }n=l2
 = 0.
 Neka je funkcija ϕ(n) definirana kao
 ϕ(n) :=∑n=dδd,δ≥1
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (n− 11u2)(16d4 + δ4)
 te
 ϕ(0) =5
 4.
 Stoga, ocito je
 P (n) =∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (n− 11u2)(16d4 + δ4)
 =∑u2<n
 (n− 11u2)∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (16d4 + δ4)
 =∑u2<n
 (n− 11u2)ϕ(n− u2).
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Ukoliko je n = l2, prema [5] je∑u=±l
 (n− 11u2)ϕ(n− u2) = −25n
 te je
 P (n)− {25}n=l2 =∑u2≤n
 (n− 11u2)ϕ(n− u2).
 Prema Teoremu 3.3, pozitivan cijeli broj n se moze na R2(n) = 4∑δ|n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 nacina
 zapisati kao suma dva kvadrata.
 Prema [5], tada je
 Q(n) +
 {64n3
 3
 }n=l2
 =∑
 u2+dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 ·
 (160u2(n− u2)(n− 3u2) + 32u4(5n− 7u2)
 40
 3(n− 3u2)3
 )
 +
 {64n3
 3
 }n=l2
 = 4∑
 n=u2+v2+w2
 (u6 − 15u4v2 + 30u2v2w2).
 Neka je
 ψ(n) =∑
 n=v2+w2
 4(v4 − 3v2w2)
 funkcija koja je definirana za svaki nenegativan cijeli broj n te je
 Q(n) +
 {64n3
 3
 }n=l2
 = 4∑n2≤n
 (n− 11u2)ψ(n− u2).
 Nadalje, neka je definirana funkcija
 Φ(n) :=4(ϕ(n) + 4ψ(n))
 5
 pri cemu je Φ(0) = 1 i ∑n2≤n
 (n− 11u2)Φ(n− u2) = 0
 za svaki pozitivan cijeli broj n.
 Prema tome, slijedi
 R10(n) =4
 5(ϕ(n) + 4ψ(n))
 =4
 5
 ∑dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 (16d4 + δ4) +
 16
 5
 ∑n=v2+w2
 4(v4 − 3v2w2).
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Neka je n = 2am pri cemu je a ≥ 0, a m neparan broj. Broj δ je neparan djelitelj broja nako i samo ako postoji d1 koji dijeli m takav da je d = 2ad1.Tada je∑
 dδ=nδ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 16d4 = 16a+1
 ∑d1δ=m
 (−1)δ−12 d41.
 Ako je m = d1δ, onda je
 (−1)m−1
 2 = (−1)d1−1
 2 (−1)δ−12
 te vrijedi ∑dδ=n
 δ≡1 (mod 2)
 (−1)δ−12 δ4 =
 ∑d1δ=m
 (−1)δ−12 δ4
 =∑d1δ=m
 (−1)d1−1
 2 d41
 = (−1)m−1
 2
 ∑d1δ=m
 (−1)δ−12 d41.
 Time je
 R10(n) =4
 5
 (16a+1 + (−1)
 m−12
 ) ∑m=dδ
 (−1)δ−12 d4 +
 16
 5
 ∑n=v2+w2
 4(v4 − 3v2w2).
 2
 Primjer 3.11. Odrediti sve zapise broja 5 kao sume 10 kvadrata.
 Broj 5 treba zapisati u obliku 2am, gdje je a ≥ 0 te m neparan broj: 5 = 20 · 5. 5 = dδ, stogasu d, δ ∈ {1, 5}. Za 5 = v2 + w2 su v, w ∈ {1, 2} te se, prema Teoremu 3.10, broj 5 mozezapisati kao suma 10 kvadrata na
 R10(5) =4
 5
 (16a+1 + (−1)
 m−12
 ) ∑m=dδ
 (−1)δ−12 d4 +
 16
 5
 ∑5=v2+w2
 4(v4 − 3v2w2)
 =4
 5
 (161 + (−1)
 5−12
 )∑5=dδ
 (−1)δ−12 d4 +
 16
 5
 ∑5=v2+w2
 4(v4 − 3v2w2)
 =4
 5
 (161 + (−1)2
 )((−1)
 1−12 54 + (−1)
 5−12 14
 )+
 16
 5
 (4
 (14 − 3 · 1222 + 24 − 3 · 2212
 ))=
 4
 5· 17
 (54 + 1
 )+
 16
 5
 (4
 (1− 12 + 24 − 12
 ))=
 4
 5· 17 · 626 +
 16
 5
 (− 28
 )=
 42568− 448
 5= 8424
 nacina.
 Broj 5 se moze zapisati kao suma kvadrata brojeva {±1,±1,±1,±1,±1, 0, 0, 0, 0, 0}(na 25 10!
 5!5!= 32·252 = 8064 nacina
 )te kao suma kvadrata brojeva {±1,±2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}(
 na 22(101
 )(29
 )= 360 nacina
 ).
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Primjer 3.12. Odrediti sve zapise broja 6 kao sume 10 kvadrata.
 Broj 6 treba zapisati u obliku 2am, gdje je a ≥ 0 te m neparan broj:
 6 = 21 · 3.
 3 = dδ, stoga su d, δ ∈ {1, 3}. Broj 6 se ne moze zapisati kao suma 2 kvadrata stoga nepostoje v, w za koje vrijedi 6 = v2 + w2. Prema Teoremu 3.10, broj 6 se moze zapisati kaosuma 10 kvadrata na
 R10(6) =4
 5
 (16a+1 + (−1)
 m−12
 ) ∑m=dδ
 (−1)δ−12 d4
 =4
 5
 (162 + (−1)
 3−12
 )∑3=dδ
 (−1)δ−12 d4
 =4
 5
 (162 − 1)
 ((−1)
 1−12 34 + (−1)
 3−12 14
 )=
 4
 5· 255
 (34 − 1
 )=
 4
 5· 255 · 80
 = 16320
 nacina.
 Broj 6 se moze zapisati kao suma kvadrata brojeva {±1,±1,±1,±1,±1,±1, 0, 0, 0, 0}(na 26 10!
 6!4!= 13440 nacina
 )te kao suma kvadrata brojeva {±1,±1,±2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}(
 na 23 10!2!7!
 = 8 · 360 = 2880 nacina).
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4 Zakljucak
 Primjenom Liouvilleovog identiteta na pojedine polinome te nizom algebarskih manipulacija,dobivaju se izrazi prema kojima se moze odrediti na koliko nacina se prirodan broj n mozeprikazati kao suma parnog broja kvadrata. U ovom radu prikazani su izracuni za odredivanjena koliko nacina se prirodan broj n moze prikazati kao suma do 6 kvadrata. Nije mogucesvaki cijeli broj zapisati kao sumu dva kvadrata, sto je i pokazano na primjerima, vec sesamo odredeni brojevi mogu zapisati na taj nacin. Medutim, svaki broj se moze zapisati kaosuma cetiri, sest, osam i deset kvadrata.
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Prilog
 U prilogu se nalaze kratke biografije matematicara spomenutih u ovom radu redoslijedomkojim se pojavljuju u tekstu. Slike su preuzete iz [7].
 Joseph Liouville
 Slika 4.1: Joseph Liouville
 Joseph Liouville roden je 24. ozujka 1809. godine uSaint-Omeru u Francuskoj. Otac mu je bio casnik uNapoleonovoj vojsci zbog cega je prvih nekoliko godinasvoga zivota zivio s ujakom. Nakon oceva povratka izvojske, cijela obitelj se seli u Toul gdje je Joseph pohadaoskolu. Studirao je matematiku na College St.Luis u Pa-rizu. 1825. godine upisao je skolu Ecole Polytechniquediplomiravsi 1827. godine. Prema [7], iako nije pohadaoCauchyjeva predavanja, vidljivo je kako je njegov raduvelike bio pod Cauchyjevim utjecajem.
 Od 1827. do 1830. godine radio je na Ecole des Ponts et Chaussees te je u tom razdob-lju napisao mnostvo radova iz elektrodinamike, teorije topline te parcijalnih diferencijalnihjednadzbi. Na prvo akademsko mjesto imenovan je 1831. godine u Ecole Polytechnique. Pro-cjenjuje se da je Liouville tada predavao visu matematiku u nekoliko razlicitih ustanova cakod 35 do 40 sati tjedno.
 Objavivsi nekoliko radova u casopisu Journal fur die Baukunst , stekao je medunarodanugled te je, postavo svjestan nedostataka vezanih uz objavljivanje matematickih publikacijau Francuskoj, 1836. pokrenuo casopis Journal de Mathematiques Pures et Appliquees poz-natiji pod nazivom Journal de Liouville. 1838. godine napokon je postao profesor analize imehanike u Ecole Polytechnique. Sljedece godine postao je clan astronomskog odjela pariskeAkademije znanosti. 1840. godina je bila prijelomna za Liouvillea. S jedne strane, nakonPoissonove smrti postao je clan Bureau des Longitudes cija uloga je bila poboljsanje po-morske navigacije i vrsenje astronomskih promatranja, dok se, s druge strane, poceo bavitipolitikom. Naime, jedan od bliskih Liouvilleovih prijatelja i kolega matematicara bio vodarepublikanske stranke. Iako je mnogim matematicarima politika negativno utjecala na mate-maticki ugled i karijeru, Liouvilleu se to nije dogodilo. 23. travnja 1848. Liouville je postaoclan osnivacke skupstine republikanaca. Nakon sto nije ponovno izabran 1849. godine te,unatoc zdravstvenim problemima, uspjesno se pocinje ponovno baviti matematikom. Smatrase da su 1856. i 1857. bile njegove najproduktivnije godine. 1859. godine umro je Dirichlet,bliski Liouvilleov prijatelj i kolega matematicar. Sto zbog toga, a sto zbog pretrpanostipoducavanjem i njegovoj sklonosti perfekcionizmu, stradalo je Liouvilleovo zdravlje te, iakoje i dalje je objavljivao svoje radove (doduse, smanjenim intenzitetom), nije uspio dokazatisaznanja do kojih je dosao 1856. godine. Umro je 8. rujna 1882. godine u Parizu.
 Liouvillevo bavljenje matematikom bilo je sirokog spektra, od matematicke fizike preko as-tronomije pa sve do ciste matematike, objavivsi vise od 400 radova, od toga 200 samo iz po-
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drucja teorije brojeva. U razdoblju 1832.-1833. objavio je cetiri rada u kojima je istrazivaokriterije za integraciju algebarskih funkcija. Citajuci korespodenciju izmedu Goldbacha iD.Bernoullija, zaintrigirali su ga transcedentni brojevi. Neuspjesno je pokusao dokazatitranscedentnost broja e, ali je 1844. dokazao egzistenciju transcedentnih brojeva konstru-iravsi beskonacno mnogo transcedentnih brojeva pomocu veriznih razlomaka, a 1851. godinekonstruirao je transcedentne brojeve pomocu decimalnog zapisa, neovisno o veriznim razlom-cima. Jedan takav transcedentan broj koji ima jedinice na mjestima odredenim faktorijelimaprirodnih brojeva, a na ostalim mjestima 0, naziva se Liouvilleov broj:
 0.1100010000000000000000010000 . . . .
 1829. i 1837. godine, Liouville je, zajedno sa francuskim matematicarom Sturmom, ispitivaosvojstvene vrijednosti obicnih diferencijalnih jednadzbi 2.reda te rubne uvjete. Rezultati dokojih su dosli koriste se za rjesavanje integralnih jednadzbi i danas su poznati pod nazivomSturm-Liouvilleova teorija. Proucavajuci konformna preslikavanja, Liouville se bavioi diferencijalnom geometrijom. Osim objavljivanja svojih djela, 1842. godine Liouville jepoceo citati Galoisova djela koja je, nadopunjena, i objavio 1846. u svom casopisu Journalde Liouville te ih time po prvi puta ucinio dostupnima javnosti (pogledati [2, str. 133.]).
 Pierre de Fermat
 Pierre Fermat roden je 17. kolovoza 1601. godine Francuskoj u Beaumont- de- Lomagne gdjeje njegov otac bio konzul. Prema [7], postoji mogucnost da je imao starijeg brata istogimena koji je umro u ranoj dobi, tako da nije sigurno je li uistinu roden toga datuma.
 Slika 4.2: Pierre de Fermat
 Pretpostavlja se da je najranije obrazovanje stekao uobliznjem franjevackom samostanu. Studirao je naSveucilistu u Toulouseu, a u drugoj polovici 1620-ih go-dina seli se u Bordeaux gdje se zapoceo baviti prvimozbiljnijim matematickim istrazivanjima. Studirao jepravo u Orleansu te je od 1631. godine bio pravnik, su-dac i savjetnik u francuskom parlamentu u Toulouseugdje je i ostao do kraja zivota. Time je stekao pravo natitulu de te je, sukladno tome, promijenio ime u Pierrede Fermat. Osim prava, Fermat se bavio i matematikom.Nije objavljaivao svoje rezultate, vec ih je zapisivao namarginama knjiga ili pak u pismima prijateljima.
 Imao je niz matematickih prijatelja, a jedan od njih je bio takoder savjetnik iz Toulousea,Carcavi. 1636. godine Carcavi je kao kraljevski knjiznicar otputovao u Pariz gdje je upoznaoMersennea te ga upoznao s Fermatovim otkricima o tijelima u slobodnom padu. Odusevljen,Mersenne je pisao Fermatu koji mu je u odgovoru datiranom 26. travnja 1636. godine pisaoo svom radu na spirali (prema [2], krivulji polarne jednadzbe r2 = a2ϕ) te u cemu smatrada je Galileo pogrijesio u opisu slobodnog pada (iako nije bio zainteresiran za primjenumatematike u fizici). Fermat je cesto postavljao izazove drugima da pokazu rezultate kojeje on vec dobio. Tako je i u navedenom pismu zamolio Mersennea da podijeli s francuskimmatematicarima probleme odredivanja maksimuma. Roberval i Mersenne su zakljucili kako
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navedeni problemi nisu rjesivi tada poznatim metodama na sto im je Fermat poslao svojemetode za odredivanje minimuma i maksimuma te tangente na krivulju. U jednom od svojimpisama Mersenneu, Fermat je postavio hipotezu da su brojevi oblika 2n + 1 prosti ako je npotencija broja 2, a da nisu prosti ukoliko n nije potencija broja 2. Hipotezu je i provjerio zan = 1, 2, 4, 8, 16 te se danas brojevi oblika 2n + 1, pri cemu je n potencija broja 2, nazivajuFermatovi brojevi. Euler je kasnije pokazao da ta Fermatova hipoteza nije tocna, tj. daje broj 232 + 1 djeljiv s brojem 641.
 Vrlo brzo je stekao matematicki ugled, ali zbog nesklonosti sredivanju rezultata, nije zelioobjavljivati svoje rezultate. Ipak, neki od njih objavljeni su kao dodaci djelima drugihmatematicara. S druge pak strane, rast Fermatova ugleda izazivao je prigovore i ljutnjudrugih matematicara te je dolazilo i do sukoba. Upravo zbog svojih metoda odredivanjanormala i tangenti bez derivacija Lagrange ga je smatrao ocem diferencijalnog racuna, ali jedosao u sukob s Descartesom (koji je takoder razvio jednu metodu).
 U razdoblju 1643.-1654. godine, zbog preokupiranosti poslom oko parlamenta, Fermat nijekomunicirao s ostalim znanstvenicima, ali se i dalje bavio matematikom, posebno teorijombrojeva. U svom primjerku prijevoda Diofantove Arithmeticae, Fermat je zabiljezio, danaspoznat pod nazivom, veliki Fermatov teorem (pogledati [2]):Nije moguce kub rastaviti na dva kuba ili bikvadrat na dva bikvadrata niti opcenitije nekuvecu potenciju od druge na dvije potencije s istim eksponentom. Za to imam stvarno cudesandokaz, no rub je ovdje preuzak, da ga zapisem.Ili, drugim rijecima: za prirodan broj n veci do 2 ne postoje cijeli brojevi x, y, z 6= 0 takvi daje xn + yn = zn. Ovakvi rezultati postali su poznati tek kada je 1670. godine Fermatov sinSamuel objavio Bachetov prijevod Diofantove Arithemeticae zajedno s ocevim zabiljeskama.Sljedecih 300tinjak godina matematicari su neuspjesno pokusavali dokazati veliki Ferma-tov teorem sto je rezultiralo otkricem komutativne teorije prstena. Poseban slucaj velikogFermatovog teorema, za n ≥ 3, dokazao je 1995. godine Andrew Wiles (pogledati [4]).
 Uz veliki, poznat je i mali Fermatov teorem kojeg je izrekao u pismu 1640. godine. Prvipoznati dokaz tog teorema dao je Euler koji ga formulira na sljedeci nacin (pogledati [2]):
 Teorem 4.1 (mali Fermatov teorem, Eulerova formulacija). Ako p oznacava nepraranprost broj, onda je formula ap−1 − 1 uvijek djeljiva s p, osim ako je sam a djeljiv s p.
 1654. godine Blaise Pascal, koji je preko oca bio upoznat s Fermatovim matematickim radom,kontaktirao je Fermata zamolivsi ga za potvrdu njegovih ideja iz podrucja vjerojatnosti.Njihovo dopisivanje je rezultiralo postavljanjem teorije vjerojatnosti te se Fermat i Pascalsmatraju njezinim zacetnicima.
 Na molbu jednog Descartesovog studenta koji je skupljao Descartesovu korespodenciju, Fer-mat je pregledao svoja pisma iz sukoba s Descartesom, sada stara 20 godina, vracajucise ponovno na Descartesov opis refrakcije svjetlosti. Tada je razvio zakon, danas poznatkao Fermatov zakon, jedan od temeljnih zakona optike, koji kaze da svjetlost uvijek idenajkracim putem.
 1856. godine zapoceo je dopisivanje s Huygensom u svezi teorije vjerojatnosti. Pokusavajucizainteresirati Huygensa za teoriju brojeva, naveo je puno vise argumenata nego ikome prije.Tako je opisao svoju metodu neprekidnog silaska i njezinu primjenu na dokaz da se svaki
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prost broj oblika 4k+ 1 moze zapisati kao suma dva kvadrata na jedinstven nacin. Dokazaoje i da se svaki prirodan broj moze zapisati kao suma cetiri kvadrata te da se svaki prostbroj p na jedinstven nacin moze zapisati kao razlika dva kvadrata prirodnih brojeva:
 p =
 (p+ 1
 2
 )2
 −(p− 1
 2
 )2
 .
 Pierre de Fermat umro je 12. sijecnja 1665. godine u Castresu.
 Joseph-Louis Lagrange
 Joseph-Louis Lagrange, krsnog imena GiuseppeLodovico Lagrangia, jedan je od najvaznijih ma-tematicara i fizicara 18. i 19. stoljeca. Iako ga seuglavnom spominje kao francuskog matematicara,Lagrange je porijeklom vecim dijelom Talijan,samo je bio skloniji svom francuskom dijelu po-rijekla (pradjed s oceve strane je bio francuski ko-njicki kapetan). Roden je 25. sijecnja 1736. go-dine u Torinu u Italiji. Imao je jos desetoro mladebrace i sestara od kojih je samo jedno prezivjelodjetinjstvo. Obitelj Lagrange nije bila bogata jerje njegov otac koji je bio zaposlen na visokomcasnickom mjestu gubio novac neuspjesnim finan-cijskim spekulacijama.
 Slika 4.3: Joseph-Louis Lagrange
 Lagrange je, prema ocevoj zelji, zapoceo skolovanje za pravnika, ali se, potaknut knjigamaiz fizike, predomislio i odlucio skolovati za matematicara (vecinom je bio samouk). Kasnijeje rekao Da sam bio bogat, vjerojatno se ne bih posvetio matematici (pogledati [1]). Godine1754. objavio je svoje prvo matematicko djelo potpisavsi se kao Luigi De la Grange Tourier.Zatim se poceo baviti tautokronom6 te je dosao do nekoliko vaznih rezultata koji ce bitivazni za razvoj varijacijskog racuna. Pokazavsi svoje rezultate Euleru, 1755. godine, sasvojih samo 19 godina, je dobio mjesto profesora matematike u Kraljevskoj artiljerijskojskoli u Torinu. 1756. godine imenovan je clanom berlinske Akademije znanosti, a 1757.godine je bio suosnivac znanstvene udruge u Torinu koja je objavljivala znanstveni casopisMelanges de Turin. U tom casopisu je Lagrange objavio i svoju studiju o sirenju zvuka ukojoj je koristio sustav diferencijalnih jednadzbi za rjesavanje kojeg je razvio vlastite metode.6. studenoga 1766. godine naslijedio je Eulerovo mjesto na berlinskoj Akademiji znanosti teje u Berlinu proveo sljedecih 20 godina osvojivsi vise nagrada pariske Akademije znanosti.18. svibnja 1787. vraca se u Pariz na mjesto clana Akademije znanosti gdje je i ostao dokraja zivota. Svoje najznamenitije djelo Mechanique analytique, iako napisano u Berlinu,objavio je 1788. u Parizu. U tom djelu je primjenom diferencijalnih jednadzbi matematickitransformirao klasicnu Newtonovu mehaniku.
 Poznata je Lagrangeova recenica: Vjerujem da je, opcenito, jedan od glavnih principa svakogmudrog covjeka da se strogo podvrgne zakonima drzave u kojoj zivi, cak i ako su nerazumni
 6prema [1], tautokron je krivulja cije svojstvo je da materijalna tocka koja po njoj klizi do zadane pozicije,neovisno o pocetnoj poziciji, uvijek dolazi u istom vremenu
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(pogledati [1]). Zahvaljujuci takvoj filozofiji, Lagrange je bez vecih nevolja prezivio razdobljefrancuske revolucije. Godine 1790. je bio clan odbora Akademije znanosti za standardizacijumjera. Iako se odbor zalagao za metricki te decimalni brojevni sustav, bilo je zahtjeva zakoristenjem baze 12 na sto je Lagrange ironicno reagirao zastupajuci koristenje broja 11kao baze. 1793. godine, u doba jakobinskog terora, ukinuta je Akademija, ali je jednonjezino tijelo smjelo nastaviti s radom, odbor za standardizaciju mjera ciji predsjednik jepostao Lagrange. Ujesen iste godine, vlada je zahtijevala privodenje svih stranaca rodenih uneprijateljskim zemljama i oduzimanje njihove imovine. Uredovanjem kemicara Lavoisiera,za Lagrangea je napravljen izuzetak te je smio ostati na slobodi. Medutim, Lagrange nijeuspio vratiti uslugu Lavoisieru koji je svega pola godine kasnije uhicen te na jednodnevnomsudenju osuden na smrt giljotinom.
 Lagrange je bio prvi profesor matematicke analize 1794. u skoli Ecole Polytechnique, a na-godinu je predavao i u skoli za obrazovanje ucitelja, Ecole Normale. Izmedu ostalih, njegovapredavanja pohadao je i Fourier. Najpoznatiji je po rezultatima iz podrucja mehanike iastronomije (matematicka fizika), ali se istaknuo i u algebri, teoriji brojeva te utemeljenjuinfinitezimalnog racuna. Pokusao je precizirati pojam derivacije te je uveo f ′(x), f ′′(x), . . .kao oznake za derivacije (pogledati [2]), a dokazao je i Lagrangeov teorem srednje vri-jednosti. Osim tog teorema, danas mnostvo matematickih pojmova nosi Lagrangeovo ime.Prema [1], Lagrangeov operator je funkcija koja opisuje stanje dinamickog sustava (raz-lika kineticke i potencijalne energije) te, ukoliko je poznat Lagrangeov operator za sustav,mogu se odrediti jednadzbe gibanja cestica u sustavu. Lagrangeov interpolacijski poli-nom je polinom najmanjeg stupnja n− 1 kojem su poznate vrijednosti u n tocaka:
 Pn(xj) =n∑i=0
 pi(xj)yi
 gdje je pi polinom n-tog stupnja za koji vrijedi
 pi(xj) =
 {1 , j = i0 , j 6= i
 za i, j = 0, 1, . . . , n (pogledati [6, str. 18.]). Geometrijski, polinom pi presijeca x os u tockamax0, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn, a u tocki xi poprima vrijednost 1. U algebri je poznat Lagran-geov teorem prema kojem u konacnoj grupi G broj elemenata svake njene podgrupe dijelibroj elemenata od G (pogledati [1]). U teoriji brojeva, Lagrangeov teorem (pogledati [4,str. 21.]) kaze da postoji najvise n prirodnih brojeva takvih da je polinom n-tog stupnjas cjelobrojnim koeficijentima f(x) djeljiv s prostim brojem p, dok Lagrangeov teorem ocetiri kvadrata (spomenut u ovo radu) kaze kako se svaki prirodan broj moze prikazati uobliku sume kvadrata cetiri cijela broja. Lagrange je i prvi dokazao Wilsonov teorem premakojemu za prost broj p vrijedi (p− 1)! ≡ −1 (mod p) (pogledati [4, str. 20.]).
 Lagrange je bio ozenjen dva puta. Prvi puta, 1767. godine, za vrijeme boravka u Berlinu,ozenio se rodakinjom Vittoriom Conti. Brak je zavrsio smrcu supruge 1783. godine. Nakonpovratka u Pariz, 1792. godine ozenio se kcerkom jednog od kolega s Akademije znanosti.Zanimljivo je da je njegova druga supruga imala manje od 20 godina te je upravo onainzistirala na vjencanju (pogledati [1]). Iako sretna, oba braka su bila bez djece. Lagrangeje umro u Parizu, 10. travnja 1813. godine, a pokopan je u pariskom Pantheonu.
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Karl Gustav Jacob Jacobi
 Karl Gustav Jacob Jacobi roden je 10. prosinca1804. godine u Potsdamu u Pruskoj (danasnjaNjemacka) u dobrostojecoj zidovskoj obitelji kaodrugo, od ukupno cetvero, djece. Njegov otac, Si-mon Jacobi je bio bankar, a Karlov stariji bratMoritz kasnije je postao poznati fizicar. Za najra-nije Karlovo obrazovanje zasluzan je njegov ujak,a nesto prije svoje 12. godine, Karl se upisuje ugimnaziju u Potsdamu. Zbog svog iznimnog zna-nja, 1917. godine Karl je prebacen iz prvog u po-sljednji razred gimnazije. Time je s navrsenih 12godina stekao uvjete za upis na sveuciliste.
 Slika 4.4: Karl Gustav JacobJacobi
 Medutim, berlinsko sveuciliste nije primalo studente mlade od 16 godina te je morao ostati uistom razredu gimnazije sve do proljeca 1821. godine. Unatoc tome, Karl nije stagnirao, vecje i dalje prosirivao svoje znanje te je primio najvise nagrade iz podrucja latinskog i grckogjezika te povijesti, dok je iz podrucja matematike napredovao citajuci Eulerov rad Introducioin analysis infinitorum.
 1821. godine upisao se na berlinsko sveuciliste te slusao predmete iz podrucja filozofije, klasikei matematike da bi se dvije godine kasnije posvetio samo matematici. Tadasnji standardivisokog obrazovanja na podrucju matematike u Njemackoj su bili losi te se Karl ponovnomorao sam snalaziti citajuci djela Lagrangea i ostalih istaknutih matematicara. 1824. godinepolozio je ispite potrebne za poducavanje matematike, grckog i latinskog jezika u skolama,a 1825. godine je doktorirao. Iako zidovske vjere, zahvaljujuci svom briljantnom umu, 1825.poceo je poducavati u jednoj od vodecih skola u Berlinu, Joachimsthalsche Gymnasium.Nedugo nakon toga presao je na krscanstvo sto mu je otvorilo vrata do sveucilista te je vecakademske godine 1825./1826. poceo predavati na berlinskom sveucilistu, a u svibnju 1826.prelazi na Sveuciliste u Konigsbergu na kojem je tada Bessel predavao astronomiju.
 Prije dolaska u Konigsberg Jacobi je dosao do vecih otkrica oko kubicnih ostataka u teorijibrojeva. Dosavsi u Konigsberg, inspiriran Gaussovim rezultatima o kvadratnim i bikvadrat-nim ostacima, pisao je Gaussu o svojim rezultatima. Prema [7], Gauss je bio toliko zadivljenmladim Jacobijem da je pisao Besselu neka skupi sto vise informacija o njemu. Jacobi jeimao i pregrst zanimljivih ideja (do kojih je upravo u to vrijeme neovisno dosao i Abel) oelipticnim funkcijama te je o tome pisao Legendreu, tada vodecem matematicaru na tompodrucju. Legendre je odmah shvatio kako je Jacobi dosao do fundamentalnih otkrica te jeo njemu imao samo rijeci hvale zbog cega je 28. prosinca 1827. Jacobi promaknut na mjestoizvanrednog profesora.
 U ljeto 1829., Jacobi je otputovao u Pariz gdje se susreo s Fourierom i Poissonom, a na putudo Pariza, posjetio je i Gaussa u Gottingenu. 1829. godine objavio je Fundamenta novatheoria functionum ellipticarum, rad o teoriji elipticnih funkcija koji se temeljio na cetiriϑ funkcije cime je dao fundamentalan doprinos toj teoriji. Usprkos tome, Jacobi jos nije
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imao podrucje samo za sebe. 1832. godine postao je redovan profesor, a bio je na glasu kaoodlican predavac te je privukao mnostvo studenata. Uveo je i novu metodu za poducavanjenajnovijih matematickih dostignuca, metodu seminara.
 Istrazivao je i parcijalne diferencijalne jednadzbe 1. reda, a 1841. napisao je De determinan-tibus functionalibus, djelo o matrici koja danas nosi njegovo ime - Jacobijan.
 1843. godine Jacobiju je dijagnosticiran dijabetes te mu je lijecnik savjetovao put u Italijuradi oporavka. U to vrijeme je bilo nekoliko financijskih kriza, kako u Europi, tako i u Pruskojte je Jacobi ostao bez novca kojeg je naslijedio od oca zbog cega nije mogao otputovati uItaliju. Dirichlet mu je odlucio pomoci te je od pruskog kralja Friedricha Wilhelma IV.zatrazio financijsku pomoc. Tako je 16. prosinca 1843. godine Jacobi, zajedno s kolegamamatematicarima Borchardtom, Dirichletom, Schlaflijem i Steinerom, stigao u Rim. Klimau Italiji pomogla je njegovom zdravlju te se polako vratio znanstvenom radu. U lipnju1844. godine Jacobi se, uz kraljevsku financijsku potporu, zbog neodgovarajuce klime uKonigsbergu, seli u Berlin gdje je, povremeno, poducavao na Sveucilistu.
 Zbog politicke situacije u Pruskoj, Jacobi je ostao bez place te se 1849. godine, zajednos obitelji, preselio u gradic Gotha. Nekoliko mjeseci kasnije ponudeno mu je mjesto naSveucilistu u Becu, no pruska vlada mu je, iz straha se da ce ga izgubiti, ponudila povratakna berlinsko sveuciliste dok mu je obitelj ostala u Gothi. Za Jacobija to nije bila izrazitopovoljna situacija, ali je pristao zbog ljubavi prema domovini. U sijecnju 1851. godine obolioje od gripe i, prije nego li se uspio oporaviti, dobio je male boginje od cega je nekoliko danakasnije, 18. veljace 1851. u Berlinu, preminuo.
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Sazetak
 Jedan od najpoznatijih problema teorije brojeva je kako zapisati prirodan broj n kao sumus kvadrata. Francuski matematicar Liouville postavio je vazan identitet koji se primjenjujeza izracunavanje na koliko nacina se pozitivan cijeli broj n moze zapisati kao suma parnogbroja kvadrata. U ovom radu dani su izrazi za izracunavanje na koliko nacina se n mozezapisati kao suma s kvadrata pri cemu je s = 2, 4, 6, 8 i 10. Uvodenjem pojma sume svihuredenih trojki otvara se prostor za izraz Liouvilleovog identiteta, uvodi se pojam sumesvih djelitelja broja, pojam konjugiranog djelitelja, navode se posebni slucajevi zapisivanjaprirodnog broja u obliku binarne kvadratne forme te se dokazuju izrazi za izracunavanje nakoliko nacina se pojedini broj moze zapisati u obliku sume kvadrata pri cemu se sve ilustriraprimjerima.
 Kljucne rijeci: suma kvadrata, kvadratna forma, Liouvilleov identitet, suma svih uredenihtrojki, suma svih djelitelja, konjugirani djeljitelj, binarna kvadratna forma
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Summary
 One of the most famous problems in Number theory is how to represent positive integer n assum of s squares. French mathematician Liouville introduced an important identity whichis applied to obtain theorems about the number of representations of an integer as a sumod even number of squares. In this paper are introduced and proofed theorems about thenumber of representations of an integer n as a sum od s squares for s = 2, 4, 6, 8 and 10.
 Key words: sum of squares, quadratic form, Liouville’s identity, sum over all orderedtriples, divisor function, conjugate divisor, binary quadratic form
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Zivotopis
 Rodena sam 17. rujna 1984. godine u Osijeku. Pohadala sam osnovnu skolu Miroslava Krlezeu Cepinu, a zatim III.gimnaziju u Osijeku. 2003. godine upisala sam Odjel za matematikuu Osijeku.
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