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Sazetak: U ovom diplomskom radu razmatra se dinamika kretanja kratkorocnih
 kamatnih stopa na efikasnom trzistu. Kratkorocna kamatna stopa predstavlja pri-
 nos kojeg investitor ostvaruje u jako kratkom vremenskom intervalu, a efikasno trziste
 definirano je kao trziste na kojem su sve informacije dostupne svim sudionicima, na
 kojem nema transakcijskih troskova, a sudionici se na trzistu ponasaju racionalno, od-
 nosno zele maksimizirati svoj prihod. Kamatna stopa predstavlja prinos na odredeni
 nerizicni financijski instrument, a pokazat ce se da za modeliranje dinamike kretanja
 kamatnih stopa mogu posluziti stohasticki modeli zadani stohastickom diferencijalnom
 jednadzbom. Da bismo primijenili model, kamatne stope kojima raspolazemo moraju
 zadovoljavati teorijske pretpostavke modela. U ovom radu bavit cemo se Vasicekovim
 modelom. On spada u kategoriju Markovljevih modela u neprekidnom vremenu s nepre-
 kidnim skupom stanja i kao takav zadan je stohastickom diferencijalnom jednadzbom.
 Nadalje, Vasicekov model spada u skupinu jednofaktorskih modela, odnosno model je
 zadan samo jednom stohastickom diferencijalnom jednadzbom i ona opisuje dinamiku
 kretanja kratkorocnih kamatnih stopa (u multifaktorskim modelima postoji nekoliko
 stohastickih diferencijalnih jednadzbi, od kojih jedna opisuje dinamiku kamatnih stopa,
 a ostalima su zadane druge komponente modela, primjerice volatilnost). Konkretno,
 u Vasicekovom modelu je volatilnost konstantna, dok u drugim jednofaktorskim mo-
 delima moze biti zadana kao funkcija kratkorocne kamatne stope. Vasicekov model
 ima svojstvo da se vraca prema srednjoj vrijednosti, gledano dugorocno. Kao takav,
 praktican je za upotrebu.
 Na kraju ce se na temelju zadanih vrijednosti parametara modela simulirati podaci.
 Na simuliranom nizu podataka provjeriti ce se teorijske pretpostavke modela, a zatim
 i procijeniti parametri metodom maksimalne vjerodostojnosti.
 Kljucne rijeci: financijsko trziste, kratkorocna kamatna stopa, stohasticke di-
 ferencijalne jednadzbe, Vasicekov model.
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Summary: The aim of this thesis is the term structure of spot (instantaneous)
 interest rates in an efficient market. Spot interest rate represents a yield that investor
 obtains in a very short period of time, while an efficient market is defined as a market
 where all informations are available to all participants, where is no transaction costs,
 and where all participants are acting rationaly, meaning that they tend to make profit.
 Interest rate represents a yield on a specific financial intrument and, as it will be shown,
 in order to model the dynamics of interest rates, different kinds od stohastic models
 can be used. Those models are given by stochastic differential equation. In order to
 apply a model, given interest rates need to satisfy theoretical assumptions of model.
 In this work is presented one kind of this equation, which corresponds to the model
 called Vasicek model. This model belongs to the group of Markov models in continuous
 time with continuous state space. Furthermore, Vasicek model is single factor model,
 meaning that there is only one stochastic differential equation which describes the
 dynamics of interest rate. On the other side, there are multifactor models where are
 few stochastic differential equations, inluding the one equation which describes the
 dynamics of interest rate, and others describing the dynamics of other components od
 model, for example a volatility. Concretely, the volatility in Vasicek model is constant,
 while in some single factor models can be given as a function of short term rate. Also,
 Vasicek model provides the explicit solution of the equation. Furthermore, Vasicek
 proces, as a solution of stohastic differential equation, have mean reverting property.
 This makes it practical to use.
 And last but not least, based on simulated data, maximum likelihood estimators will
 be given.
 Key words: financial market, short term rate, stohastic differential equation,
 Vasicek model.
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Vasicekov model kretanja kratkorocnih kamatnih stopa 1
 1. Uvod
 Unazad nekoliko desetljeca dogodile su se razne promjene u financijskom svijetu. Poja-
 vili su se novi oblici financijske imovine koju pojedinac ili poduzece moze posjedovati,
 kao i razliciti nacini vrednovanja iste. Pod pojmom financijske imovine stoga ne podra-
 zumijevamo samo novac, vec i sve ono sto predstavlja vrijednost vlasniku, ali i drustvu.
 Dakle, dionice, obveznice i drugi vlasnicki i vrijednosni papiri su bitni financijski ins-
 trumenti kojima se trguje i koji vlasniku predstavljaju imovinu, ali i mogucnost zarade
 ili gubitka.
 Nedvojbeno je jasno da ce prilikom vrednovanja ovakvih ili drugih financijskih ins-
 trumenata biti potrebno odrediti rizik s kojim se suocava jedna ili obje strane koje
 sudjeluju u trgovanju (kupac i prodavatelj), pa shodno toj razini rizika, kao i drugim
 faktorima, ce se odrediti prinos koji imovina moze donijeti. Tako je kamatna stopa
 postala neizostavan dio financijskog trzista i diktira mnogo toga na njemu, ali je jasno
 i da promjene koje se dogode na financijskom trzistu utjecu na razinu kamatnih stopa.
 Kamatna stopa ce nam znaciti prinos na financijski instrument, a vezu izmedu stope
 prinosa na financijski instrument i njegova dospijeca, nazivat cemo rocnom strukturom
 kamatnih stopa. Posljednjih godina kamatne stope i modeli kretanja istih postali su
 jedno od najznacajnijih podrucja moderne financijske teorije. U ovom cemo se radu
 usmjeriti na tipove imovine koju uobicajeno smatramo nerizicnom financijskom imo-
 vinom - novac i drzavne obveznice. U slucaju konstantne kamatne stope ta imovina
 zaista i jest nerizicna jer je njezina buduca vrijednost jednoznacno odredena pozna-
 vanjem kamatne stope. Medutim, koncept promjenjive kamatne stope tu imovinu na
 neki nacin izbacuje iz nerizicne kategorije. U ovom cemo se radu baviti upravo proble-
 matikom modeliranja vremenske dinamike kamatnih stopa, a model koji predstavlja
 podlogu za analizu u ovom diplomskom radu zove se Vasicekov model. To je jedan od
 najkoristenijih modela za opisivanje vremenske strukture kamatnih stopa, a dugujemo
 ga ceskom matematicaru Oldrichu Vasiceku koji ga je implementirao u praksi 1977.
 godine.
 Vasicekov model primamljiv je za primjene zbog svoje jednostavnosti - spada u ka-
 tegoriju jednofaktorskih modela, sto znaci da je dovoljan jedan faktor da objasni
 citavu dinamiku kretanja kratkorocnih kamatnih stopa. Drugim rijecima, postoji samo
 jedna stohasticka diferencijalna jednadzba i ona opisuje upravo dinamiku kretanja ka-
 matnih stopa. Dok su u multifaktorskim modelima i druge komponente zadane sto-
 hastickom diferencijalnom jednadzbom, u jednofaktorskim modelima te su velicine de-
 terministicke. Konkretno, u Vasicekovom modelu volatilnost je konstantna.
 Kako Vasicekov model spada u kategoriju Markovljevih procesa u neprekidnom vre-
 menu s neprekidnim skupom stanja, te je zadan stohastickom diferencijalnom jed-
 nadzbom, u radu ce biti dane definicije i osnovna svojstva stohastickih diferencijalnih
 jednadzbi jer su one osnovni alat kojim cemo opisati model.
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Vasicekov model kretanja kratkorocnih kamatnih stopa 2
 Nakon detaljnog razlaganja teorije potrebne za razumijevanje Vasicekovog modela, na
 temelju zadanih vrijednosti parametara modela, simulirat cemo niz podataka o krat-
 korocnim kamatnim stopa. Zatim ce se na simuliranom nizu dati procjena parametara
 modela. Procjena parametara prikazana je primjenom metode maksimalne vjerodos-
 tojnosti.
 Bitno je napomenuti da ne postoji model koji u potpunosti opisuje kretanje kamatnih
 stopa na trzistu. Ova tvrdnja ogleda se u cinjenici da je financijsko trziste nepredvi-
 divo, a struktura kamatnih stopa slozena.
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Vasicekov model kretanja kratkorocnih kamatnih stopa 3
 2. Stohasticko modeliranje na financijskom trzistu
 2.1. Financijsko trziste i kamatne stope
 Jedno od najpoznatijih i najprometnijih trzista je svakako financijsko trziste. Kao sto
 je u uvodu spomenuto, danas se trguje razlicitim financijskim instrumentima, a razli-
 kujemo modele vrednovanja financijske imovine u diskretnom i neprekidnom vremenu.
 Premda se realno moze trgovati samo u diskretnom vremenu, modeli trgovanja u ne-
 prekidnom vremenu su matematicki zanimljiviji i izazovniji.
 U skladu s razvijanjem trzista i uvodenjem novih vrsta financijskih instrumenata, ra-
 zvijali su se i modeli cija je svrha modelirati i opisati cijene tih instrumenata, kao i
 modelirati rizik, te ga ograniciti ukoliko je to moguce.
 Zbog same prirode trzista, koje je slozeno i nepredvidivo, tesko je dati jasnu i preciznu
 sliku o kretanjima na njemu, kao i napraviti vjerodostojan model koji ce opisati dina-
 miku promjena. Zbog velike nepredvidivosti trzista, istrazivanja su na tom podrucju
 otisla u smjeru stohastickih procesa, zahvaljujuci kojima su nastali modeli kojima se i
 danas sluzimo.
 Instrumente kojima se trguje dijelimo u dvije osnovne skupine: osnovni i izvedeni fi-
 nancijski instrumenti. Osnovne dalje dijelimo na rizicne (npr. korporativne obveznice,
 zlato, dionice) i nerizicne (npr. novac u domacoj valuti, drzavne obveznice). U izvedene
 financijske instrumente ubrajamo primjerice opcije, forward i futures ugovore.
 Nacin vrednovanja financijske imovine, za pocetak, ovisit ce o tome radi li se o rizicnoj
 ili nerizicnoj financijskoj imovini. Uvest cemo sljedece oznake:
 • S0t je vrijednost nerizicne financijske imovine u trenutku t
 • Sit je vrijednost i-te rizicne financijske imovine u trenutku t.
 Prvo pretpostavimo da promatramo nekakav nerizicni financijski instrument. Onda
 ce oznaka S00 oznacavati vrijednost nerizicne financijske imovine u t = 0 i to ce biti
 poznata konstanta. Pretpostavimo, primjerice, da deponiramo u banku nekakav iznos
 S00 na vremenski period od t godina. Oznacimo sa r′(t) = r′t efektivnu kamatnu stopu za
 period [t, t+ 1〉 koja nam predstavlja ukupan trosak kojeg klijent placa kod podizanja
 kredita ili ukupan prihod koji klijent ostvaruje na temelju svog depozita u banku.
 Dakle, deponiramo li iznos S00 uz konstantnu efektivnu kamatnu stopu r′(t) = r′ nakon
 t godina imamo:
 • u sustavu jednostavnog ukamacivanja: S00(1 + r′t)
 • u sustavu slozenog ukamacivanja: S00(1 + r′)t.
 Primjetimo da se ovaj racun odnosi na trziste u diskretnom vremenu, a kao sto smo
 ranije spomenuli, trgovanje se moze promatrati i u neprekidnom vremenu. Stoga ce
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Vasicekov model kretanja kratkorocnih kamatnih stopa 4
 biti potrebno uvesti kamatnu stopu u neprekidnom vremenu. Do nje dolazimo proma-
 tranjem nominalne kamatne stope.
 Oznacimo s A(t, t+h) vrijednost koju jedinicni iznos investiran u t ima u trenutku
 (t+ h), gdje je h > 0. Nominalna kamatna stopa definira se na sljedeci nacin:
 r′h(t) =A(t, t+ h)− 1
 h.
 Ocito, za h = 1 se nominalna kamatna stopa podudara s efektivnom.
 Ukoliko postoji sljedeci limes:
 r(t) = limh→0
 r′h(t)
 on se naziva intenzitet kamate ili neprekidna kamatna stopa.
 Sada kada imamo definiranu neprekidnu kamatnu stopu, mozemo izracunati vrijednost
 od S00 u trenutku t na financijskom trzistu u neprekidnom vremenu. Pretpostavimo na
 trenutak da je kamatna stopa u neprekidnom vremenu konstantna. Tada, za t ∈ [0, T ],
 vrijedi
 S0t = S0
 0ert,
 gdje je r konstantna neprekidna kamatna stopa.
 Dakle, za nerizicne financijske instrumente je vrijednost jednoznacno odredena poz-
 navanjem kamatne stope, sto ne vrijedi kod vrednovanja rizicne imovine. No, i ovdje
 poznavanje efektivne kamatne stope ima veliku ulogu, jer je potrebno da bi se odredila
 diskontirana cijena i nearbitrazne cijene takve imovine. Opcenito, za neku cijenu i-te
 rizicne financijske imovine u trenutku t diskontirana cijena od Sit je oblika:
 Sit =Sit
 (1 + r)t.
 Vaznost diskontirane cijene je u tome sto ona predstavlja vrijednost koju bi i-ti rizicni
 financijski instrument imao u t = 0 da je tretiran kao nerizicni financijski intrument.
 Diskontirane vrijednosti sluze primjerice za izracunavanje nearbitraznih cijena izvede-
 nih financijskih instrumenata.
 Velika potreba za uvodnjem stohastickih procesa u financije javila se kod pokusaja
 vrednovanje opcija i vrijednosnica s varijabilnim kuponima (tj. s promjenjivom ka-
 matnom stopom). Jasno je da tu glavnu ulogu ima vremenski promjenjiva kamatna
 stopa i adekvatan nacin modeliranja iste. Kamatna stopa predstavlja stopu povrata
 koju ce investitor ostvariti u odredenom vremenskom intervalu [0, T ], a oznacimo ju s
 R(t, T ). Nas ce posebno zanimati kratkorocna kamatna stopa koju definiramo kao
 r(t) = limT→t
 R(t, T ).
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Vasicekov model kretanja kratkorocnih kamatnih stopa 5
 Dinamika kretanja kratkorocnih kamatnih stopa je neizvjesna, stoga ju ima smisla
 modelirati stohastickim procesom r(t), t ∈ [0, T ].
 Definicija 2.1 Slucajni proces X je familija slucajnih varijabli X(t), t ∈ T defi-
 niranih na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F , P ).
 Slucajni proces karakteriziraju dva bitna skupa, a to su skup stanja koji predstavlja
 skup svih mogucih realizacija slucajne varijable Xt, t ∈ T i skup indeksa, a njega
 predstavlja T . Proces X shvacamo kao funkciju dviju varijabli - varijable t i varijable ω.
 Fiksiramo li t ∈ T imamo preslikavanje ω 7→ Xt(ω) = X(t, ω) i ono je slucajna varijabla
 na Ω, a opisuje realizaciju procesa u trenutku t. Fiksiramo li ω ∈ Ω preslikavanje
 t 7→ Xt(ω) = X(t, ω) je funkcija definirana na T koja opisuje kretanje procesa kroz
 vrijeme.
 Preslikavanje t 7→ X(t, ω) je trajektorija slucajnog procesa, a za razlicite ω ∈ Ω
 dobivamo razlicite trajektorije slucajnog procesa.
 Definicija 2.2 Slucajni proces X = Xt, t ∈ T je Markovljev proces ako vrijedi:
 P (a < Xt ≤ b | Xt1 = x1, Xt2 = x2, . . . , Xtn = xn) = P (a < Xt ≤ b | Xtn = xn) (1)
 za sve t1, . . . , tn, t ∈ T takve da je t1 < · · · < tn < t i za sve a, b, x1, . . . , xn ∈ R za koje
 su gornje uvjetne vjerojatnosti dobro definirane.
 Svojstvo (1) nam govori da je ponasanje Markovljevog procesa u neposrednoj buducnosti
 uvjetno na poznatu sadasnjost i proslost jednako ponasanju Markovljevog procesa u
 buducnosti uvjetno samo na poznatu sadasnjost. Odnosno, uz poznatu sadasnjost,
 buducnost i proslost Markovljevog procesa su nezavisne. Ovo svojstvo procesa nazi-
 vamo Markovljevo svojstvo.
 Markovljevi procesi, kao i svi slucajni procesi, mogu imat diskretan ili neprekidan skup
 stanja. Markovljev proces sa diskretnim skupom stanja nazivamo Markovljev lanac.
 Markovljev proces u neprekidnom vremenu s neprekidnim skupom stanja i gotovo si-
 gurno neprekidnim trajektorijama nazivamo difuzija. U sljedecem poglavlju dat cemo
 primjer najjednostavnije difuzije, a to je Brownovo gibanje.
 Pretpostavlja se da buduca vrijednost kamatne stope ovisi samo o sadasnjoj vrijed-
 nosti, a neovisna je o vrijednostima iz proslosti. S obzirom na to da je r(t) neprekidna
 funkcija vremena te se r(t), t ∈ [0, T ] ponasa kao Markovljev proces, onda r(t) ima
 smisla modelirati difuzijskim procesom.
 Nakon sto smo uocili prirodu ponasanja kratkorocnih kamatnih stopa, odnosno pret-
 postavili da prati difuzijski proces, krecemo korak dalje, odnosno u izgradnju modela
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Vasicekov model kretanja kratkorocnih kamatnih stopa 6
 kojim ce se moci konkretno opisati dinamika kretanja kratkorocnih kamatnih stopa.
 Kako smo vec nekoliko puta spomenuli da se trgovanje odvija u neprekidnom vre-
 menu, mozemo naslutiti da ce se racunanje odredenih karakteristika procesa svesti
 na stohasticki kalkulus, pa cemo zato u sljedecem poglavlju napraviti kratak pregled
 osnovnih rezultata iz tog podrucja.
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Vasicekov model kretanja kratkorocnih kamatnih stopa 7
 2.2. Stohasticki integral i stohasticke diferencijalne jednadzbe
 2.2.1. Brownovo gibanje
 Definicija 2.3 Brownovo gibanje B = B(t), t ≥ 0 je slucajni proces sa sljedecim
 svojstvima:
 1. za proizvoljne t0, t1, . . . , tn ∈ [0,∞〉 t.d. je t0 < t1 < · · · < tn slucajne varijable
 Bt0 , Bt1 −Bt0 , Bt2 −Bt1 , . . . , Btn −Btn−1 su nezavisne
 2. za proizvoljne s, t t.d. je 0 ≤ s < t <∞ je Bt −Bs ∼ N (0, t− s)
 3. P (B0 = 0) = 1, tj. B0 = 0 g.s.
 Brownovo gibanje ima znacajnu ulogu u teoriju vjerojatnosti, teoriji stohastickih
 procesa, kao i financijama. Karakterizira ga svojstvo da ima nezavisne i stacionarne
 priraste, te da je Gaussov proces s ocekivanjem 0 i varijancom t (dokaz pogledati u
 Mikosch [10, str. 35]). Takoder vrijedi da ima neprekidne i nigdje diferencijabilne
 trajektorije (dokaz vidi u Mikosch [10, str. 36, 39]).
 Kako je Brownovo gibanje Markovljev proces (zbog nezavisnosti prirasta) u nepre-
 kidnom vremenu s neprekidnim skupom stanja i gotovo sigurno neprekidnim trajek-
 torijama, ono je difuzija. Kao i kod procesa kratkrocnih kamatnih stopa, i ovdje nas
 zanima kako opisati dinamiku takvog procesa, odnosno difuzije. Buduci je Brownovo
 gibanje vrlo jednostavna difuzija, ono je primjer na kojemu cemo uvesti koncept sto-
 hasticke diferencijalne jednadzbe.
 No prije toga, potrebno je istaknuti bitna svojstva Brownovog gibanja. Za pocetak
 definirat cemo h-sebi slicne procese.
 Definicija 2.4 Slucajni proces X = Xt, t ≥ 0 je h-sebi slican za h > 0 ako njegove
 konacnodimenzionalne distribucije zadovoljavaju uvjet
 (T hXt1 , . . . , ThXtn)
 d=(XTt1 , . . . , XTtn)
 za proizvoljne 0 ≤ t1 < . . . < tn i ∀T > 0.
 Propozicija 2.1 Brownovo gibanje B = Bt, t ≥ 0 je 12-sebi slican proces, tj. vrijedi:
 (T12Bt1 , . . . , T
 12Btn)
 d=(BTt1 , . . . , BTtn)
 za svaki T > 0 i 0 < t1 < . . . < tn.
 Dokaz vidi u Embrechts [6, str. 4].
 Ranije smo vec spomenuli da su trajektorije Brownovog gibanja nigdje diferencija-
 bilne funkcije, a ta tvrdnja nam upravo slijedi iz rezultata za h-sebi slicne procese za
 h ∈ 〈0, 1〉. Ovaj rezultat navodimo u sljedecem teoremu.
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 Teorem 2.1 Neka je Xt, t ≥ 0 h-sebi slican proces za neki h ∈ 〈0, 1〉. Tada za svaki
 fiksirani t0 vrijedi:
 limt→t0
 sup|Xt −X0||t− t0|
 =∞,
 tj. trajektorije h-sebi slicnih procesa su nigdje diferencijabilne funkcije.
 Dokaz vidi u Mikosch [10, str. 189.].
 Vidjeli smo da je Brownovo gibanje 12-sebi slican proces, pa iz gore navedenog
 teorema direktno slijedi da su njegove trajektorije nigdje diferencijabilne funkcije. Jos
 jedno bitno svojstvo Brownovog gibanja koje uzrokuje neregularnost trajektorija, pa
 stoga i nemogucnost klasicnog racunanja integrala, odnosi se na omedenost, odnosno
 neomedenost varijacija Brownovog gibanja na segmentu [0, T ], T > 0.
 Definicija 2.5 Neka je π = t0, t1, . . . , tn, 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T , subdivizija
 segmenta [0, T ] i neka je ||π|| = maxj=1,...n
 tj − tj−1 dijametar subdivizije π. Varijacija
 p-tog reda, p > 0, funkcije f na segmentu [0, T ] definirana je izrazom
 lim||π||→0
 n∑j=1
 |f(tj)− f(tj−1)|p.
 Ako je gornji limes konacan, kazemo da je f konacne ili omedene p-te varijacije na
 [0, T ]. U suprotnom, f je neomedene varijacije na [0, T ].
 Propozicija 2.2 Brownovo gibanje Bt, t ≥ 0 je slucajni proces g.s. neomedene 1-
 varijacije na [0, T ], dok mu je 2-varijacija na [0, T ] g.s. jednaka T.
 Dokaz vidi u Mikosch [10, str. 189] i Vondracek [14, str. 99, 100].
 Kao sto smo vidjeli, Brownovo gibanje ima nigdje diferencijabilne trajektorije i
 neomedene je varijacije prvog reda, pa slutimo da ce biti tesko integrirati trajektorije
 Brownovog gibanja, a jos teze integrirati u odnosu na njih. Zato cemo uvesti koncept
 Riemann-Stieltjesovog integrala i Itovog stohastickog integrala koji u odredenom smislu
 rjesavaju ovaj problem. Time cemo dobiti alat potreban za izgradnju modela kojeg
 zelimo procavati.
 2.2.2. Stohasticki integral jednostavnog slucajnog procesa
 Za pocetak pretpostavimo da imamo Riemann integrabilnu funkciju f : [0, T ] → R.
 Integral∫ T0f(t)dt definira se promatranjem niza sljedecih integralnih suma:
 Sn = Sn(π, σ) =n∑i=1
 f(yi)(ti − ti−1).
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 Gornje sume definirane su za proizvoljnu subdiviziju π = t0, t1, . . . , tn intervala
 [0, T ] t.d. 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T te medusubdiviziju σ = y1, y2, . . . , yn, gdje je
 ti−1 ≤ yi ≤ ti. Ako limes S = limn→∞
 Sn postoji kada n→∞ (‖π‖ = maxi=1···n
 ∆i tezi u 0) i
 S ne ovisi o odabiru subdivizije π i medusubdivizije σ, tada se S naziva Riemannov
 integral funkcije f na intervalu [0, T ] i pisemo S =∫ T0f(t)dt.
 U nastavku zelimo motivirati uvodenje Riemann-Stieltjesovog integrala. Kao kratak
 primjer za motivaciju, pretpostavimo da zelimo izracunati ocekivanje slucajne varijable
 X na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F , P ). Ako postoji, ocekivanje racunamo na sljedeci
 nacin:
 E[X] =
 ∫RxdFX(x),
 gdje je FX funkcija distribucije slucajne varijable X. Dakle, za neku danu subdiviziju
 π i medusubdiviziju na R imamo:
 E[X] =
 ∫ +∞
 −∞tdFX(t) ≈
 ∑i∈N
 yi(FX(ti)− FX(ti−1)).
 Dakle, trebamo integrirati u odnosu na FX , a to ne mozemo pomocu Riemannovog
 integrala. Stoga uvodimo Riemann-Stieltjesov integral.
 I ovdje cemo pretpostaviti da imamo subdiviziju π = t0, t1, . . . , tn intervala [0, T ]
 t.d. 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T te medusubdiviziju σ = y1, y2, . . . , yn gdje je ti−1 ≤yi ≤ ti, te f i g realne funkcije definirane na [0, T ]. Oznacimo ∆ig = g(ti)− g(ti−1).
 Riemann-Stieltjesove sume definiramo kao
 Sn = Sn(π, σ) =n∑i=1
 f(yi)(g(ti)− g(ti−1)) =n∑i=1
 f(yi)∆ig.
 I ovdje vrijedi da se, ukoliko dijametar subdivizije tezi u 0 za n → ∞, integral∫ T0f(t)dg(t) pojavljuje kao limes niza Riemann-Stieltjesovih suma (ukoliko taj limes
 ne ovisi o odabiru subdivizije i medusubdivizije). Taj limes nazivamo Riemann-
 Stieltjesov integral funkcije f u odnosu na funkciju g na intervalu [0, T ].
 Navest cemo jos napomenu koja nam daje dovoljne uvjete za egzistenciju Riemann-
 Stieltjesovog integrala funkcije f u odnosu na funkciju g.
 Napomena 2.5 Riemann-Stieltjesov integral∫ T0f(t)dg(t) postoji ako su zadovoljeni
 sljedeci uvjeti:
 1. f i g nemaju prekide u istim tockama iz [0, T ]
 2. f je ogranicene p-varijacije, g ogranicene q-varijacije za p, q > 0 t.d. 1p
 + 1q> 1.
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 Zelimo li provjeriti egzistenciju integrala∫ T0dBt kao Riemann-Stieltjesovog integrala,
 pogledajmo sto zadovoljavaju funkcije f i g. Funkcija f(t) = 1 je neprekidna, a funkcija
 g(t) = B(t, ω) za dani ω ∈ Ω neprekidna gotovo sigurno. Nadalje, f je ogranicene 1-
 varijacije, g ogranicene 2-varijacije, te vrijedi 1/p+ 1/q = 3/2 > 1. Pozovemo li se na
 to kako je definiran Riemann-Stieltjesov integral slijedi:
 ∫ T
 0
 dBt = limn→∞
 n∑i=1
 f(yi)(g(ti)− g(ti−1)) = limn→∞
 n∑i=1
 (Bti −Bti−1)
 = limn→∞
 n∑i=1
 (Bt1 −B0 +Bt2 −Bt1 + . . .+Btn −Btn−1)
 = limn→∞
 n∑i=1
 (Btn −B0) = limn→∞
 (BT −B0)
 = BT −B0 = BT g.s.
 Pokusamo li provjeriti egzistenciju integrala∫
 T
 0BtdBt dolazimo do problema jer
 nemamo dovoljne uvjete za postojanje ovog integrala u Riemann-Stieltjesovom smislu.
 Naime, obje funkcije f i g jesu neprekidne gotovo sigurno, ali su obje ogranicene
 2-varijacije, pa nije zadovoljen drugi uvjet iz prethodno navedene napomene. Ovaj
 primjer nam sluzi kao motivacija za uvodenje nove vrste integrala - Itovog stohastickog
 integrala.
 Stoga idemo korak dalje i definiramo Itov stohasticki integral i to kao limes u
 srednje kvadratnom smislu odredenih Riemann-Stieltjesovih suma.
 Promotrimo Riemann-Stieltjesove sume:
 Sn =n∑i=1
 Bti−1∆iB =
 n∑i=1
 Bti−1(Bti −Bti−1
 ).
 Uzmimo subdiviziju π = t0, t1, . . . , tn intervala [0, T ] t.d. 0 = t0 < t1 < . . . < tn = t
 te medusubdiviziju σ = t0, t1, . . . , tn−1.Uocimo da, raspisemo li gorne definiranu sumu Sn, dobivamo:
 Sn =n∑i=1
 (Bti−1Bti −B2
 ti−1) =
 n∑i=1
 (Bti−1Bti −
 1
 2B2ti−1− 1
 2B2ti−1− 1
 2Bti +
 1
 2Bti)
 =1
 2
 n∑i=1
 (B2ti−B2
 ti−1)− 1
 2
 n∑i=1
 (Bti −Bti−1)2
 =1
 2B2T −
 1
 2Qπ(n).
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 Zanima nas hoce li, i u kojem smislu, niz suma (Sn, n ∈ N) konvergirati, kada
 n → ∞. Pri tome znamo da Qπ(n)m2
 →T, n → ∞. Dokaz u Vondracek [14, str. 99,
 100].
 Ideja je, dakle, definirati Itov integral∫ T0BsdBs kao limes u srednje kvadratnom smislu
 niza suma
 Sn =1
 2(B2
 T −Qπ(n)).
 Tada ce vrijediti∫ T0BsdBs = 1
 2(B2
 T − T ) g.s.
 Zelimo li poopciti nacin izracuna za neke druge podintegralne funkcije, prvi korak
 je definiranje jednostavnih slucajnih procesa.
 Definicija 2.6 Slucajni proces C(t), t ∈ [0, T ] je jednostavan ako postoji subdivi-
 zija π = t1, . . . , tn 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T segmenta [0, T ] i slucajne varijable
 (Zi, i = 1, . . . , n) t.d. E[Z2i ] <∞ za koje je
 Ct =
 ∑ni=1 1[ti−1,ti)(t)Zi , t ∈ [ti−1, ti >
 Zn , t = tn.
 Niz (Zi, i = 1, . . . , n) je adaptiran na filtraciju F = Fti−1, i = 1, . . . , n =(
 σ(Bs : s ∈ [0, ti−1]), i = 1, . . . , n)
 , gdje je Bt, t ≥ 0 Brownovo gibanje.
 Zatim definiramo Itov stohasticki integral jednostavnog slucajnog procesa (Ct)
 na intervalu [0, t], t < T kao∫ t
 0
 CsdBs =k−1∑i=1
 Zi(Bti −Bti−1) + Zk(Btk −Btk−1
 ) = It
 za t ∈ [tk−1, tk], uz dogovor da je∑0
 i=1 uvijek 0.
 Posebno je na intervalu [0, T ] Itov integral definiran na sljedeci nacin:∫ T
 0
 CsdBs =n∑i=1
 Cti−1(Bti −Bti−1
 ).
 Napomena 2.6 Za Itov integral vrijedi sljedece:
 1.∫ tk0CsdBs =
 ∑ki=1(Bti −Bti−1
 ), k ∈ 1, . . . , n
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 2.∫ 0
 0CsdBs = 0
 3. It, t ∈ [0, T ] je slucajni proces.
 Teorem 2.2 Slucajni proces It, t ∈ [0, T ] je martingal u odnosu na prirodnu filtraciju
 Brownovog gibanja Bt, t ∈ [0, T ].
 Dokaz vidi u Mikosch [10, str. 104, 105].
 Svojstva Itovog integrala dana su sljedecim teoremom.
 Teorem 2.3 Za Itov integral jednostavnog slucajnog procesa vrijedi:
 1. E[It] = 0, ∀t ∈ [0, T ]
 2. EI2t = E[(∫ t0CsdBs)
 2]
 =∫ T0E[C2
 s ]ds
 3.∫ t0(c1C
 (1)s + c2C
 (2)s )dBs = c1
 ∫ t0C
 (1)s dBs + c2
 ∫ t0C
 (2)s dBs.
 Dokaz teorem vidi u Mikosch [10, str. 106, 107].
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 2.2.3. Itov integral za opce integrande
 Ovdje ce se opci integrandi aproksimirati jednostavnim slucajnim procesima. Pod poj-
 mom opci integrandi podrazumijevamo Ft -adaptirane slucajne procese ∆ = ∆(t), 0 ≤t ≤ T koji zadovoljavaju sljedeci uvjet:
 E∫ T
 0
 ∆2(t)dt <∞.
 Za pocetak pretpostavimo da imamo slucajni proces C = Ct, t ∈ [0, T ] koji zadovo-
 ljava sljedece pretpostavke:
 1. Ct je transformacija slucajnih varijabliBs za s ∈ [0, t], tj. σ(Ct) ⊆ σ(Bs : s ∈ [0, t])
 = Ft
 2.∫ T0E[C2
 s ]ds <∞.
 Nacin racunanja Itovog integrala za opci integrand dan je sljedecom lemom.
 Lema 2.1 Ako slucajni proces C = Ct, t ∈ [0, T ] zadovoljava pretpostavke 1. i 2.,
 tada postoji niz jednostavnih slucajnih procesa (C(n)t , t ∈ [0, T ]), n ∈ N = C(n), n ∈
 N t.d. je ∫ T
 0
 E[(Cs − C(n)
 s )2]ds→ 0, n→∞.
 Gornja lema nam zapravo govori da su jednostavni procesi gusti u Hilbertovom
 prostoru L2(Ω,F , P ) i u normi tog prostora se proces Ct moze dobro aproksimirati
 tim jednostavnim slucajnim procesima.
 Sada mozemo definirati Itov stohasticki integral procesa Ct, t ∈ [0, T ] na sljedeci
 nacin:
 It =
 ∫ t
 0
 CsdBs = limn→∞
 ∫ t
 0
 C(n)s dBs.
 Sljedeci vrlo bitan korak je formula kojom cemo racunati derivaciju kompozicije neke
 funkcije i Brownovog gibanja. Zbog ne-nul kvadratne varijacije Brownovog gibanja,
 naslucujemo da ce se racun razlikovati od onog u obicnom diferencijalnom racunu gdje
 smo derivaciju kompozicije racunali na sljedeci nacin:
 d
 dtf(g(t)) = f ′(g(t))g′(t).
 Ovdje necemo moci primjeniti istu metodu, odnosno nece vrijediti:
 df(B(t)) = f ′(B(t))dB(t).
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 Naime za racunanje bit ce nam potrebno postojanje druge derivacije funkcije f , a
 konkretna formula dana je sljedecim teoremom i nazivamo ju Itova formula za
 Brownovo gibanje.
 Teorem 2.4 Neka je f(t, x) funkcija koja ima neprekidne parcijalne derivacije ft(t, x),
 fx(t, x), fxx(t, x) i neka je Bt, t ≥ 0 Brownovo gibanje. Tada za svaki T ≥ 0 vrijedi:
 f(T,BT )− f(0, B0) =
 ∫ T
 0
 ft(t, Bt)dt+
 ∫ T
 0
 fx(t, Bt)dBt +1
 2
 ∫ T
 0
 fxx(t, Bt)dt
 =
 ∫ T
 0
 fx(t, Bt)dBt +
 ∫ T
 0
 (ft(t, Bt) +1
 2fxx(t, Bt))dt.
 Skicu dokaza vidi u Vondracek [14, str. 119-122].
 Nakon sto smo dobili alat za racunanje Itovih integrala transformacije trajektorija
 Brownovog gibanja u odnosu na trajektoriju Brownovog gibanja, zelimo poopciti taj
 pristup za bilo koji Itov proces. Stoga cemo prvo definirati takve procese.
 Definicija 2.7 Neka je Bt, t ≥ 0 Brownovo gibanje i Ft, t ≥ 0 prirodna filtracija
 Brownovog gibanja. Itov proces Xt, t ≥ 0 je slucajni proces zadan na sljedeci nacin:
 Xt = X0 +
 ∫ t
 0
 A(1)s dBs +
 ∫ t
 0
 A(2)s ds,
 gdje je X0 ∈ R neslucajan, a A(1)t , t ≥ 0 i A(2)
 t , t ≥ 0 su adaptirani na prirodnu
 filtraciju Brownovog gibanja i zadovoljavaju sljedece tehnicke zahtjeve:
 E[ ∫ t
 0
 (A(1)s )2ds
 ]<∞ i
 ∫ t
 0
 |A(2)s |ds <∞ ∀t ≥ 0.
 Teorem 2.5 Neka je Xt, t ≥ 0 Itov proces i neka je f(t, x) funkcija s neprekidnim
 parcijalnim derivacijama ft(t, x), fx(t, x)ifxx(t, x). Tada ∀T ≥ 0 vrijedi:
 f(t,Xt) = f(0, X0)+
 ∫ t
 0
 fx(t,Xt)A(1)t dBt+
 ∫ T
 0
 (ft(t, x)+fx(t, x)A
 (2)t +
 1
 2fxx(t, x)(A
 (1)t )2
 )dt.
 Skicu dokaza vidi u Vondracek [14, str. 125].
 Itovu formulu mozemo zapisati i u diferencijalnom obliku:
 df(t,X(t)) = ft(t,X(t))dt+ fx(t,X(t))dX(t) +1
 2fxx((t,X(t))dX(t)dX(t).
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 2.2.4. Stohasticke diferencijalne jednadzbe
 Buduci da se baziramo na financijsko trziste, primarni cilj nam je pronaci adekvatan
 model koji opisuje dinamiku promjena vrijednosti imovine. Dinamika promjena uvje-
 tovana je raznim cimbenicima, ali uz uvijek prisutan izvor nesigurnosti kojeg cemo mo-
 delirati Brownovim gibanjem. Stoga je ono neizostavna komponenta modela. Modeli
 koji sadrze takvu komponentu nazivaju se stohasticki modeli, a zadani su stohastickom
 diferencijalnom jednadzbom koju cemo u nastavku definirati.
 Za pocetak pretpostavimo da imamo obicnu slucajnu diferencijalnu jednadzbu danu
 izrazom:
 dX(t) = a(t,X(t))dt , X(0, ω) = Y (ω)
 cije je rjesenje slucajni proces Xt, t ∈ [0, T ]. Ekvivalentan zapis gornje jednadzbe
 ima oblik: X(t) = X(0) +
 ∫ t
 0
 a(s,X(s))ds.
 U slucajnu diferencijalnu jednadzbu zelimo uvesti jos jednu slucajnu komponentu u
 vidu stohastickog integrala u odnosu na Brownovo gibanje, cime dolazimo do jednadzbe
 oblika:
 X(t) = X(0) +
 ∫ t
 0
 a(s,X(s))ds+
 ∫ t
 0
 b(s,X(s))dBs , X(0, ω) = Y (ω) , ω ∈ Ω.
 Uocimo da je prvi integral obican Riemannov integral, a drugi Itov stohasticki inte-
 gral. Tu integriramo u odnosu na Brownovo gibanje, a kako je ono slucajni proces,
 otuda i dolazi stohasticka priroda ovakve jednadzbe i njezin naziv. Brownovo gibanje
 ovdje nazivamo pogonski proces stohasticke diferencijalne jednadzbe. S obzirom da
 Brownovo gibanje ima ne-nul kvadratnu varijaciju, racunanje Itovog stohastickog in-
 tegrala temeljit ce se na Itovoj formuli. No, uobicajen zapis prethodne jednadzbe je u
 diferencijalnom obliku:
 dXt = a(t,Xt)dt+ b(t,Xt)dBt, X0(ω) = Y (ω). (2)
 Kao sto je kod obicnih diferencijalnih jednadzbi rjesenje funkcija, tako je kod sto-
 hastickih diferencijalnih jednadzbi rjesenje stohasticki proces. Ranije smo spomenuli
 da je to zapravo Markovljev proces, i to u neprekidnom vremenu s neprekidnim skupom
 stanja i gotovo sigurno neprekidnim trajektorijama, dakle difuzija, a razlikujemo slabo
 i jako rjesenje.
 Definicija 2.8 Jako rjesenje Itove stohasticke diferencijalne jednadzbe (2) je slucajni
 proces X = Xt, t ∈ [0, T ] koji zadovoljava sljedece uvjete:
 • X je F adaptiran, gdje je F prirodna filtracija Brownovog gibanja
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 • Riemannov i Itov stohasticki integral u jednadzbi (2) su dobro definirani
 • ∀t ∈ [0, T ] je Xt funkcija slucajnih varijabli Bs, 0 ≤ s ≤ t i koeficijenata a(t, x) i
 b(t, x)
 • X zadovoljava stohasticku diferencijalnu jednadzbu (2).
 Jako rjesenje se bazira na trajektoriji Brownovog gibanja, dok kod slabog rjesenja nam
 nisu toliko bitne trajektorije, vec distribucija od X. S obzirom na pocetni uvjet X0
 i koeficijente a(t, x) i b(t, x) pronalazimo rjesenje u analitickom obliku, te nas zanima
 samo zavisnost procesa X o tim velicinama. To ce biti dovoljno za racunanje distri-
 bucijskih svojstava procesa kao sto su ocekivanje, varijanca, kovarijanca itd. No, za
 procjenu nepoznatih parametara ovakvo rjesenje stohasticke diferencijalne jednadzbe
 nije nam dovoljno, pa se javlja potreba za jakim rjesenjem.
 O dovoljnim uvjetima za egzistenciju i jedinstvenost jakog rjesenja stohasticke diferen-
 cijalne jednadzbe govori sljedeci teorem.
 Teorem 2.6 Neka pocetni uvjet X0 ima konacan drugi moment (EX20 <∞) i neka je
 nezavisan od Brownovog gibanja te neka ∀t ∈ [0, T ] i x, y ∈ R funkcije a(t, x) i b(t, x)
 zadovoljavaju sljedece zahtjeve:
 • a(t, x) i b(t, x) su neprekidne funkcije
 • a(t, x) i b(t, x) za neku konstantu K zadovoljavaju Lipschitzov uvjet s obzirom na
 prostornu varijablu:
 |a(t, x)− a(t, y)|+ |b(t, x)− b(t, y)| ≤ K|x− y|.
 Tada Itova stohasticka diferencijalna jednadzba ima jedinstveno jako rjesenje
 X na [0, T ].
 Dokaz vidi u Handel [7, str. 119-121].
 Pogledajmo jedan konkretan primjer stohasticke diferencijalne jednadzbe.
 Primjer 2.1
 Xt = X0 + c
 ∫ t
 0
 Xsds+ σ
 ∫ t
 0
 dBs, X0 = x0 ∈ R.
 Ova jednadzba naziva se Langevinova stohasticka diferencijalna jednadzba, a njeno
 rjesenje Ornstein-Uhlenbeckov proces. Uocimo da je s obzirom na opceniti oblik sto-
 hasticke diferencijalne jednadzbe a(t, x) = cx kojeg nazivamo drift koeficijent, a b(t, x) =
 σ koeficijent difuzije.
 Njezin diferencijalni oblik je:
 dXt = cXtdt+ σdBt, X0 = x0 ∈ R.
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 Da bismo dobili opcenito rjesenje Langevinove stohasticke diferencijalne jednadzbe
 koristimo supstituciju: Yt = e−ctXt, Y0 = X0.
 Dakle, Xt = ectYt ⇒ d(ectYt) = cectYtdt + σdBt, te iskoristimo Itovu formulu za
 Itov proces f(t, x) = ectx.
 Izracunamo parcijalne derivacije:
 ft(t, x) = −cf(t, x) fx(t, x) = e−ct fxx(t, x) = 0.
 Vidimo da nam je A(1)t = σ i A
 (2)t = cXt.
 Uvrstavanjem u Itovu formulu dobivamo:
 f(t,Xt)− f(0, X0) = Yt − Y0
 =
 ∫ t
 0
 σe−csdBs +
 ∫ t
 0
 (−cf(s,Xs) + cXse−ct +
 1
 20)ds
 = σ
 ∫ t
 0
 e−csdBs +
 ∫ t
 0
 (−cXse−cs + cXse
 −cs)ds.︸ ︷︷ ︸=0
 Slijedi:
 e−ctXt = X0 + σ
 ∫ t
 0
 e−csdBs.
 Mnozenjem s ect dobivamo:
 Xt = ect + σect∫ t
 0
 e−csdBs.
 Time smo dobili eksplicitan izraz za slucajnu varijablu Xt iz procesa Xt, t ∈ [0, T ],koji rjesava Langevinovu stohasticku diferencijalnu jednadzbu, a to rjesenje naziva se
 Ornstein-Uhlenbeckov proces.
 Predmet interesa u ovom radu je model cija je stohasticka diferencijalna jednadzba
 vrlo slicna Langevinovoj, no uz dodan jos jedan parametar. Navedeni model naziva se
 Vasicekov model, a izlozen je u sljedecem poglavlju.
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 3. Vasicekov model
 Kao i vecina difuzijskih modela vremenske strukture kamatnih stopa, Vasicekov model,
 koji ce biti izlozen u nastavku, temelji se na sljedecim pretpostavkama:
 • model je jednofaktorski, odnosno postoji jedna slucajna varijabla koja odreduje
 stanje ekonomije i to je kamatna stopa
 • dinamika kratkorocne kamatne stope modelira se difuzijskim procesom i zadana
 je Itovom stohastickom diferencijalnom jednadzbom drt = µ(rt, t)dt+σ(rt, t)dBt
 • trziste je efikasno.
 Da je trziste efikasno znacit ce da su sve informacije dostupne svim sudionicima na
 financijskom trzistu, da nema transakscijskih troskova te da se svi investitori ponasaju
 racionalno, odnosno da zele, koristeci se svim dostupnim informacijama, maksimizirati
 svoj prihod.
 3.1. Definicija modela
 Neka je B(t), t ≥ 0 Brownovo gibanje. Vasicekov proces kamatnih stopa r(t), 0 ≤t ≤ T dan je jednadzbom:
 dr(t) = (α− βr(t))dt+ σdBt, r(0) = r0, gdje su α, β, σ > 0. (3)
 Drugi, vrlo cest, nacin parametrizacije daje sljedeci oblik jednadzbe:
 dr(t) = k(θ − r(t))dt+ σdBt. (4)
 Do njega jednostavno dodemo izlucivanjem β, pa slijedi k = β, a θ = αβ. Faktor
 k(θ−r(t)) u jednadzbi (4) predstavlja ocekivanu promjenu kamatne stope u trenutku t
 (tzv. drift faktor), gdje je k brzina reverzije prema dugorocno ocekivanoj kamatnoj stopi
 θ . Svojstvo procesa da se dugorocno gledano stabilizira oko ocekivane vrijednosti nazi-
 vamo mean reverting property. Ovo je bitno svojstvo procesa, jer se u mnogim realnim
 primjerima prepoznaje ovakvo ponasanje kamatnih stopa. Njihova vrijednost se krece
 u odredenom rasponu, ne rastu ili padaju kao sto mogu primjerice cijene dionica, vec
 stalno oscilira oko ocekivanja stacionarne distribucije. Primjetimo da, ako je r(t) > θ,
 drift je negativan. Suprotno, ukoliko je r(t) < θ, drift je pozitivan. Takoder, vidljivo je
 da je Vasicekov model zapravo specijalan slucaj Ornstein-Uhlenbeckovog modela, ako
 stavimo da je volatilnost konstantna.
 No, vratimo se na oblik dan jednadzbom (3). Jedinstveno rjesenje ove stohasticke
 diferencijalne jednadzbe moze se eksplicitno izraziti i naziva se Vasicekov proces.
 Do rjesenja se dolazi direktnom primjenom Itove leme iskazane u prethodnom poglav-
 lju.
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 Za pocetak definirat cemo funkciju f(t, r) = reβt i izracunati parcijalne derivacije:
 ft(t, r) =∂f(t, r)
 ∂t= βf(t, r) fx(t, r) =
 ∂f(t, r)
 ∂r= eβt fxx(t, r) =
 ∂2f(t, r)
 ∂r2= 0.
 Primjenom Itove leme na funkciju f(t, r) dobivamo sljedece:
 rteβt = f(0, r0) +
 ∫ t
 0
 βrueβudu+
 ∫ t
 0
 eβudru
 = r0 +
 ∫ t
 0
 βrueβudu+
 ∫ t
 0
 eβu (α− βru)du+ σdBu
 = r0 +
 ∫ t
 0
 (βrueβu + αeβu − βrueβu)du+
 ∫ t
 0
 σeβudBu
 = r0 + α
 ∫ t
 0
 eβudu+ σ
 ∫ t
 0
 eβudBu
 = r0 + α
 ∫ βt
 0
 ezdz
 β+ σ
 ∫ t
 0
 eβudBu
 = r0 +α
 β(eβt − 1) + σ
 ∫ t
 0
 eβudBu .
 Pomnozimo li cijelu jednadzbu sa e−βt dobivamo rt = αβ
 +(r0−αβ)e−βt+σ
 ∫ t0e−β(t−u)dBu .
 Oznacimo li θ = αβ, slijedi:
 rt = θ + (r0 − θ)e−kt + σ∫ t0e−k(t−u)dBu , (5)
 cime smo dobili eksplicitno rjesenje.
 Jednadzbu drt = (α − βrt)dt + σdBt kojom je dan Vasicekov model, mozemo jed-
 nostavno interpretirati na nacin da pratimo promjenu vrijednosti kamatne stope u
 malom vremenskom intervalu [t, t+dt〉, drt = rt+dt− rt. Tada slijedi da je ta promjena
 uzrokovana promjenom vremena dt s faktorom (α−βrt) i prirastom Brownovog gibanja
 dBt s konstantnim faktorom σ.
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 3.2. Distribucijska svojstva Vasicekovog procesa
 Teorem 3.1 Neka je B(t), t ≥ 0 Brownovo gibanje, te neka je ∆(t), t ≥ 0 neslucajna
 funkcija vremena. Definiramo I(t) =∫ t0
 ∆(s)dBs. Tada je za svaki t ≥ 0 slucajna va-
 rijabla I(t) normalno distribuirana s ocekivanjem 0 i varijancom∫ t0
 ∆2(s)ds.
 Dokaz: (preuzet iz Vondracek [14, str. 127])
 Buduci da je I(t) martingal i I(0) = 0, a ocekivanje martingala je konstantno, slijedi
 da je EI(t) = 0. Varijanca od I(t) izracunata je u Vondracek [9] i iznosi:
 V ar(I(t)) = E[I2(t)] = E∫ t
 0
 ∆2(s)ds =
 ∫ t
 0
 ∆2(s)ds,
 jer je ∆(t) neslucajna funkcija. Treba jos dokazati da je I(t) normalno distribuirana.
 Prisjetimo se jednadzbe za generalizirano geometrijsko Brownovo gibanje (za α = 0):
 St = S0 exp∫ t
 0
 σ(s)dBs −1
 2
 ∫ t
 0
 σ2(s)ds.
 Stavimo da je σ(s) = u∆(s) i S(0) = 1.
 Onda slijedi da je proces
 exp∫ t
 0
 u∆(s)dBs −1
 2
 ∫ t
 0
 (u∆(s))2)ds
 martingal koji iznosi 1 u trenutku t = 0. Slijedi da je
 E[exp∫ t
 0
 u∆(s)dBs −1
 2
 ∫ t
 0
 (u∆(s))2)ds]
 = 1
 Dobivenu formulu mozemo zapisati i kao:
 E[expuI(t)− 1
 2u2∫ t
 0
 (∆(s))2)ds]
 = 1,
 odnosno
 EeuI(t) = E[exp1
 2u2∫ t
 0
 ∆2(s)ds], u ∈ R.
 Kako je na desnoj stranici funkcija izvodnica momenata normalno distribuirane slucajne
 varijable s ocekivanjem 0 i varijancom∫ t0
 ∆2(s)ds, teorem je dokazan.
 Direktno se pozivajuci na gore navedeni teorem zakljucujemo da je posljednji clan
 u jednadzbi (5) normalna slucajna varijabla, a preostala dva clana predstavljaju samo
 shift, odnosno dodane konstante. Dakle, rt je normalno distribuirana slucajna
 varijabla.
 Takoder, pozivajuci se na teorem, mozemo izracunati ocekivanje i varijancu od rt, uz
 poznato r0:
 E0[rt | F0] = θ + (r0 − θ)e−kt
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 V ar0(rt | F0) =σ2
 2k(1− e−2kt) .
 Ukoliko je poznato rs, ocekivanje i varijanca od rt iznosit ce:
 Es[rt | Fs] = θ + (rs − θ)e−k(t−s)
 V ars(rt | Fs) =σ2
 2k(1− e−2k(t−s)) .
 Promotrimo sto se dogada kada t→∞:
 limt→∞
 E[rt | Fs] = limt→∞
 [θ(1− e−k(t−s))] = θ
 limt→∞
 V ar(rt | Fs) = limt→∞
 σ2
 2k(1− e−2k(t−s)) =
 σ2
 2k.
 Time smo pokazali da je stacionarna distribucija procesa
 rt ∼ N(θ,σ2
 2k
 ).
 Proces kratkorocnih kamatnih stopa rt, t ≥ 0 je Gaussov jer su mu jednodimenzi-
 onalne distribucije normalne, pa je za bilo koji izbor vremenskih trenutaka t ∈ [0, T ],
 distribucija slucajnog vektora (rt1 , . . . , rtn) visedimenzionalna Gaussova distribucija.
 Vidljivo je, dakle, da s porastom vremena ocekivana vrijednost tezi dugorocnoj sred-
 njoj vrijednosti, a varijanca ostaje ogranicena.
 Takoder, vidljivo je da s pozitivnom vjerojatnoscu rt moze biti manji od 0, kako god
 odabrali paramatre modela. No ipak, za odredeni odabir parametara, vjerojatnost
 negativne kamatne stope postaje mala. Unatoc ovom nedostatku, model je ostao po-
 pularan. Njegovo unaprijedenje doslo je s vremenom u vidu novih modela o kojima
 necemo govoriti jer izlaze iz okvira ovog rada. Podloga za daljnu diskusiju moze se
 pogledati u Brigo i Mercurio [3].
 Bez obzira na spomenute nedostatke, Vasicekov model je i danas u primjeni, ponaj-
 prije zbog jednostavnosti, ali i cinjenice da stohasticka diferencijalna jednadzba ima
 eksplicitno rjesenje te da se stohasticki proces kretanja kamatnih stopa vraca prema
 ocekivanju stacionarne distribucije za β > 0 (mean reverting property), odnosno stabi-
 lizira oko srednje vrijednosti.
 Naime, dogodi li se da je trenutna kamatna stopa veca od dugorocne vrijednosti (rt > θ)
 koeficijent α > 0 prouzrocit ce da drift kamatne stope bude negativan, odnosno njegovo
 kretanje bude usmjereno prema ocekivanju procesa.
 Slicno tome, ako je trenutna kamatna stopa niza od dugorocne srednje vrijednosti
 (rt < θ), koeficijent α > 0 ce prouzrociti pozitivan pomak kamatne stope usmjeren u
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 pravcu dugorocne srednje vrijednosti.
 Preostaje vidjeti kako izgleda funkcija autokovarijanci Vasicekovog procesa, za kojeg
 smo vec zakljucili da je Gaussov:
 Cov(r(t), r(s)) = Cov(θ + (r0 − θ)e−kt + σ
 ∫ t
 0
 e−k(t−u)dBu,
 θ + (r0 − θ)e−ks + σ
 ∫ s
 0
 e−k(s−u)dBu
 )= Cov
 (σe−kt
 ∫ t
 0
 ekudBu, σe−ks∫ s
 0
 ekudBu
 )= σ2e−k(t+s)E
 [ ∫ t
 0
 ekudBu
 ∫ s
 0
 ekudBu
 ].
 S obzirom da je ocekivanje stohastickih integrala jednako 0, prilikom racunanja kova-
 rijance, dva takva clana isceznu, pa nam u gornjem izrazu ostane samo jedan clan.
 Nadalje, buduci da
 Cov(∫ t
 0
 f(s)ds,
 ∫ t
 0
 g(s)ds)
 =
 ∫ t
 0
 f(s)g(s)ds ,
 konacan izraz za kovarijancu poprima sljedeci oblik:
 Cov(r(t), r(s)) = σ2e−k(t+s)∫ mint,s
 0
 e2kudu = σ2e−k(t+s)e2kmint,s − 1
 2k.
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 3.3. Bezkuponske obveznice u Vasicekovom modelu
 Definicija 3.1 Bezkuponska obveznica s vremenom dospijeca T je ugovor kojim se
 vlasniku obveznice jamci isplata jedinicnog iznosa u trenutku T bez meduisplata. Oz-
 naka za vrijednost obveznice u trenutku t je P (t, T ), gdje je t < T . Ocito je onda
 P (T, T ) = 1.
 Pretpostavimo da investitor zeli kupiti obveznicu (bezkuponsku) koja u trenutku
 dospijeca T ima vrijednost 1, odnosno vrijedi P (T, T ) = 1. Onda je cijena koju inves-
 titor mora platiti u trenutku kupnje 0 ≤ t < T jednaka P (t, T ). Odredivanje cijene s
 obzirom na danu kamatnu stopu, odnosno odredivanje sadasnje vrijednosti P (t, T ) je
 centralni problem.
 S obzirom da se trgovanje odvija u neprekidnom vremenu, a modeliramo cijenu ne-
 rizicne obveznice, cijena obveznice u trenutku T definirana je izrazom P (T, T ) =
 P (t, T )er(t,T )(T−t), gdje je r(t, T ) kamatna stopa. Odnosno r(t, T ) = − lnP (t,T )T−t , gdje je
 r(t, T ) kamatna stopa koja odreduje koliki ce biti prinos od obveznice koju kupujemo
 u trenutku t po cijeni P (t, T ). No, kako r nije konstantna u vremenu, pretpostavlja se
 da je proces kratkorocnih kamatnih stopa deterministicka funkcija vremena, pa izraz
 poprima oblik:
 P (T, T ) = P (t, T )e∫ Tt r(s)ds.
 Iz izraza slijedi da je cijena koju investitor treba platiti prilikom kupovine obveznice
 jednaka :
 P (t, T ) = e−∫ Tt r(s)ds
 jer smo pretpostavili P (T, T ) = 1. Opcenito, za bilo koji P (T, T ) vrijedi sljedeca
 definicija:
 Definicija 3.2 Stohasticki diskonti faktor D(t, T ) izmedu dva vremenska trenutka t i
 T , koji predstavlja vrijednost obveznice u trenutku t, a koja odgovara vrijednosti obvez-
 nice u trenutku T , dan je izrazom:
 D(t, T ) =P (t, t)
 P (t, T )= e−
 ∫ Tt rsds.
 Primjetimo da se diskontni faktor i sadasnja vrijednost obveznice podudaraju, ukoliko
 je kamatna stopa deterministicka funkcija. Odnosno, vrijedi P (t, T ) = D(t, T ).
 No, ukoliko r(t) smatramo stohastickom velicinom, nismo vise u podrucju vred-
 novanja nerizicne imovine, vec se kratkorocna kamatna stopa ponasa kao stohasticki
 proces pa se imovina kojoj odredujemo cijenu moze smatrati rizicnom. Tada vise ne
 vrijedi gornja jednakost, nego se diskontni faktor sada ponasa kao slucajna velicina
 i ovisi o promjenjivim vrijednostima kamatne stope u intervalu 〈t, T 〉. Za razliku od
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 diskontnog faktora, vrijednost obveznice P (t, T ) mora bti poznata i deterministicka jer
 ju moramo platiti odmah u pocetku. Stoga se ove dvije vrijednosti razlikuju, gledamo
 li na r(t) kao stohasticki proces. No, ove dvije velicine su ipak blisko povezane, u smislu
 da se na P (t, T ) moze gledati kao na ocekivanu vrijednost od D(t, T ).
 Da bismo ovakvoj imovini odredili cijenu potrebna nam je vjerojatnost neutralna
 na rizik P ∗. S obzirom na tu vjerojatnost, ocekivanje E∗[e−∫ Tt r(s)ds|Ft] predstavlja
 cijenu P (t, T ). Pri izracunu cijene obveznice koristit cemo pristup koji se temelji na
 distribucijskim svojstvima od rt.
 Da bismo intuitivno vidjeli kako se reflektira vjerojatnost neutralna na rizik, defini-
 rajmo u nastavku martingal i ekvivalentnu martingalnu mjeru.
 3.3.1. Martingal i vjerojatnost neutralna na rizik
 Definicija 3.3 Proces Xt, t ∈ T je martingal u odnosu na filtraciju Ft ako
 vrijedi sljedece:
 • Xt, t ∈ T je adaptiran na Ft
 • E|Xt| <∞, za sve t ≥ 0
 • E(Xt|Fs) = Xs, za sve s ≤ t.
 Pimjetimo da je ocekivanje martingala konstantno jer vrijedi:
 E[Xt] = E[E[Xt|Fs]
 ]= E[Xs], za 0 ≤ s < t.
 Takoder lako se pokaze da je Brownovo gibanje martingal u odnosu na svoju prirodnu
 filtraciju. Dokaz vidi u Mikosch [10, str. 73, 74].
 Definicija 3.4 Vjerojatnosna mjera P ∗ na izmjerivom prostoru (Ω,F) je neutralna
 na rizik ako za sve i ∈ 0, 1, . . . , n i sve t ∈ 0, 1, . . . , T − 1 vrijedi da je
 E∗[Sit+1|Ft] = Sit ,
 tj. ako je s obzirom na P ∗ slucajan proces diskontiranih cijena financijskih instru-
 menata Sit , t ∈ 0, 1, . . . , T =
 (S0t , S
 1t , . . . , S
 dt ), t ∈ 0, 1, . . . , T
 martingal u
 odnosu na filtraciju F = Ft : t ∈ 0, 1, . . . , T tj. vrijedi E∗[St+1|Ft] = St.
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 Vjerojatnost neutralna na rizik P ∗ naziva se jos i ekvivalentna martingalna mjera, a P
 i P ∗ se podudaraju na skupovima mjere nula. Sljedeci teorem nam daje karakteristiku
 trzista ukoliko postoji vjerojatnost neutralna na rizik.
 Teorem 3.2 Ako postoji barem jedna vjerojatnost P ∗ neutralna na rizik na (Ω,F) i
 ekvivalentna vjerojatnosti P , tada model financijskog trzista u diskretnom vremenu ne
 dopusta arbitrazu.
 Dokaz vidi u Basrak [2]. Nearbitrazno trziste definirat cemo u nastavku, i to za trziste
 u diskretnom vremenu, no analogno vrijedi i za trziste u neprekidnom vremenu. Da
 bismo definirali arbitrazu, prvo treba uvesti neke osnovne definicije. Za pocetak, sa ϕ =
 (ϕ0, ϕ1, . . . , ϕd) ∈ Rd+1 oznacit cemo portfelj. Pri tome nam ϕi , i ∈ 0, 1, . . . , doznacava broj jedinica i-te financijske imovine.
 Definicija 3.5 Slucajni proces ϕ = ϕt, t ∈ 0, 1, . . . , T = (ϕ0t , ϕ
 1t , . . . , ϕ
 dt ), t ∈
 0, 1, . . . , T sa vrijednostima u Rd+1 je predvidiv u odnosu na filtraciju F = Ft, t ∈0, . . . , T ako je ∀t slucajan vektor ϕt Ft−1 izmjeriv, te ako je ϕ0 F0- izmjeriv.
 Definicija 3.6 Slucajni proces ϕ = ϕt, t ∈ 0, 1, . . . , T sa vrijednostima u Rd+1 i
 predvidiv u odnosu na filtraciju F zove se dinamicki portfelj ili strategija trgova-
 nja.
 Definicija 3.7 Strategija trgovanja ili dinamicki portfelj ϕ = ϕt, t ∈ 0, 1, . . . , T je
 samofinancirajuci ako za sve t ∈ 0, 1, . . . , T−1 vrijedi da je (ϕt, St) =∑d
 k=0 ϕktS
 kt =∑d
 k=0 ϕt+1Skt = (ϕt+1, St).
 Definicija 3.8 Strategija trgovanja ili dinamicki portfelj ϕ je dopustiv ako je
 1. samofinancirajuci
 2. Vt(ϕt) ≥ 0, ∀t ∈ 0, 1, . . . , T.
 Definicija 3.9 Dopustiv dinamicki portfelj je arbitraza ako dodatno vrijedi:
 1. V0(ϕ0) = 0
 2. P (VT (ϕT ) > 0) > 0.
 Drugim rijecima, arbitraza je samofinancirajuci dinamicki portfelj koji u trenutku t = 0
 ne kosta nista, sigurno ne donosi gubitak ni u kojem t ∈ 0, 1, . . . , T i s pozitivnom
 vjerojatnoscu donosi zaradu u t = T .
 Prilikom vrednovanja financijske imovine zelimo da nam se proces diskontiranih
 cijena ponasa kao martingal, a to je moguce samo ako se nalazimo na nearbitraznom

Page 31
						

Vasicekov model kretanja kratkorocnih kamatnih stopa 26
 trzistu, a za to nam je potrebna vjerojatnost neutralna na rizik. Vjerojatnosnu mjeru
 P ∗ neutralnu na rizik definirali smo za financijsko trziste u diskretnom vremenu, te
 vidimo da se u odnosu na nju proces ponasa kao martingal, dakle ima konstantno
 ocekivanje. Nas zanima postoji li takva mjera za trziste u neprekidnom vremenu. Od-
 nosno, postoji li za difuzije mjera neutralna na rizik. Ovo nam je bitno, jer samo
 za vjerojatnost neutralnu na rizik ce se proces diskontiranih cijena ponasati kao mar-
 tingal. O postojanju takve mjere govori Girsanovljev teorem, koji opisuje promjenu
 vjerojatnosne mjere za difuzijske procese.
 Teorem 3.3 (Girsanov) Neka je Bt, t ≥ 0 Brownovo gibanje. Tada je proces
 Xt = e−qBt− 12q2t, t ≥ 0
 martingal u odnosu na filtraciju Brownovog gibanja. Relacija
 P ∗(A) =
 ∫A
 XTdP = E[1AXT ]
 definira vjerojatnost na (Ω,F) koja je ekvivalentna vjerojatnosti P , a u odnosu na P ∗
 je slucajni proces Bt, t ∈ [0, T ] , Bt = Bt + qt, q ∈ R, Brownovo gibanje i adaptiran
 na istu filtraciju.
 Vidimo da je moguce pronaci takvu mjeru, a njeno postojanje implicirat ce da se nala-
 zimo na nearbitraznom trzistu i da se proces diskontiranih cijena ponasa kao martingal
 u odnosu na tu mjeru.
 3.3.2. Cijena obveznice
 Izracun cijene obveznice P (t, T ), kao sto smo rekli, temeljit ce se na distribucijskim
 svojstvima od r(t). Buduci je r(t) slucajna varijabla, onda je i∫ Ttr(s)ds slucajna
 varijabla. Takoder znamo da je r(t) normalno distribuirana slucajna varijabla, pa je i∫ Ttr(s)ds normalno distribuirana slucajna varijabla s ocekivanjem:
 E[ ∫ T
 t
 r(s)ds]
 =
 ∫ T
 t
 E[r(s)]ds.
 (Fubinijev i Tonelllijev teorem nam omogucuju zamjenu integrala i ocekivanja, o tome
 vise u Handel [7].)
 Varijanca iznosi:
 V ar[ ∫ T
 t
 r(s)ds]
 = Cov[ ∫ T
 t
 r(s)ds,
 ∫ T
 t
 r(s)ds].
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 Raspisemo li izraz za varijancu, slijedi:
 Cov[ ∫ T
 t
 r(s)ds,
 ∫ T
 t
 r(s)ds]
 =
 ∫ T
 t
 ∫ T
 t
 Cov(r(s), r(u)
 )dsdu
 =
 ∫ T
 t
 ∫ T
 t
 σ2e−θ(s+u)(e2θmin t,s − 1)
 2θdsdu .
 Sada izracunajmo i ocekivanje s obzirom na vjerojatnost neutralnu na rizik
 E∗[e−∫ Tt r(s)ds|Ft] = P (t, T ).
 Tj, racunat cemo E∗[e−∫ T−t0 r(s)ds|rt], no za pocetak izracunajmo sljedeci integral uz
 uvjet rt:
 ∫ T−t
 0
 r(s)ds = θ(T − t) +rt − θk
 (1− e−k(T−t)) + σ
 ∫ T−t
 0
 ∫ s
 0
 ek(u−s)dBuds
 = θ(T − t) +rt − θk
 (1− e−k(T−t)) + σ
 ∫ T−t
 0
 (∫ T−t
 u
 ek(u−s)ds)dBu
 = θ(T − t) +rt − θk
 (1− e−k(T−t)) + σ
 ∫ T−t
 0
 1− ek(u−(T−t))
 kdBu.
 Vidimo da je, uz uvjet rt, slucajna varijabla zadana integralom∫ T−t0
 r(s)ds Gaussova
 slucajna varijabla zbog zadnjeg clana koji je normalno distribuiran, a prva dva clana
 predstavljaju samo shift, pa lako mozemo izracunati ocekivanje s obzirom na vjerojat-
 nost neutralnu na rizik. A to nam je ocekivanje upravo trazena cijena obveznice:
 P (t, T ) = E∗[
 exp−∫ T−t
 0
 r(s)ds]
 = expE∗[−∫ T−t
 0
 r(s)ds|rt]
 +1
 2V ar
 (−∫ T−t
 0
 r(s)ds|rt).
 Racunanjem oba clana dobivamo:
 E∗[−∫ T−t
 0
 r(s)ds|rt]
 = −(θ(T − t) + (rt − θ)
 1− e−k(T−t)
 k
 )V ar
 (−∫ T−t
 0
 r(s)ds|rt)
 =σ2
 k2
 ∫ T−t
 0
 (1− ek(u−(T−t)))2du.
 Stoga cijenu obveznice mozemo napisati pomocu izraza danog sljedecim teoremom.
 Teorem 3.4 Cijena bezkuponske obveznice s dospijecem T u Vasicekovom modelu
 dana je izrazom:
 P (t, T ) = eA(T−t)−B(T−t)r(t),
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 gdje je
 B(T − t) =1− e−k(T−t)
 k,
 A(T − t) = −θ(T − t− 1− e−k(T−t)
 k
 )+
 σ2
 2k2
 ∫ T−t
 0
 (1− ek(u−(T−t)))2du
 = (θ − σ2
 2k2)(B(T − t)− (T − t))− σ2
 4kB2(t, T ).
 Ovim izvodom i teoremom dali smo konkretan alat za izracun cijene obveznica. Napo-
 menimo jos jednom da je diskontirana cijena obveznica martingal u odnosu na mjeru
 neutralnu na rizik P ∗ i da postojanje upravo takve mjere definira trziste bez mogucnosti
 arbitraze.
 Vasicek je u svom originalnom clanku dao drugaciji izvod cijene, no s vremenom se po-
 kazalo postojanje nekoliko nacina izvoda formule, a gornje navedeni je jedan od njih.
 Naravno, svi rezultiraju istom formulom.
 U nastavku cemo pokazati kako se se formula primjenjuje konkretno na podacima, te
 kako se ponasa proces kratkorocnih kamatnih stopa za odredeni odabir parametara.
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 4. Procjena parametara
 4.1. Metoda maksimalne vjerodostojnosti i procjena parame-tara
 Ideja metode maksimalne vjerodostojnosti je da se za procjenu parametra uzme ona
 vrijednost za koju je vjerojatnost realizacije dobivenog uzorka najveca.
 Definicija 4.1 Neka je (x1, x2, . . . , xn) realizacija jednostavnog slucajnog uzorka iz
 distribucije slucajne varijable X s gustocom f(x | φ), gdje je φ = (φ1, φ2, . . . , φk) ∈Φ ⊆ Rk nepoznati parametar. Definiramo funkciju vjerodostojnosti L : Φ→ R kao
 L(x | φ) = L(x1, . . . , xn | φ1, . . . , φk) =n∏i=1
 f(xi | φ1, . . . , φk).
 Procjena nepoznatih parametara svodi se na trazenje statistike koja maksimizira funk-
 ciju vjerodostojnosti L(x | φ). Buduci da je prirodni logaritam strogo rastuca funkcija
 na 〈0,∞〉, maksimum funkcije L(x | φ) se postize u istim tockama u kojima se postize
 maksimum od lnL(x | φ). Takoder, u praksi je cesto jednostavnije raditi s logaritmom
 funkcije maksimalne vjerodostojnosti. Vrijedi:
 lnL(x | φ) =n∑i=1
 ln f(xi | φ).
 Statistiku φ(X1, . . . , Xn) koja zadovoljava
 φ(X1, . . . , Xn) = arg maxφ
 lnL(x | φ)
 zovemo procjenitelj metodom maksimalne vjerodostojnosti ili MLE.
 Trazeni procjenitelj, ukoliko postoji, mora zadovoljavati parcijalne diferencijalne
 jednadzbe:∂lnL(x | φ)
 ∂φi= 0 , i = 1, . . . , k .
 Pri tome pretpostavljamo da je funkcija lnL(x | φ) diferencijabilna.
 Pretpostavimo da promatramo vrijednosti kratkorocne kamatne stope do trenutka
 n. Dakle imamo niz opservacija (r1, r2, r3, . . . , rn) koje predstavljaju realizaciju slucajnog
 procesa r s marginalnom funkcijom gustoce fi(rti | φ), te neka je φ vektor nepoznatih
 parametara koje treba procijeniti. U nasem slucaju je φ = (θ, k, σ2). Za dani niz poda-
 taka formiramo funkciju vjerodostojnosti L(r1, r2, . . . , rn | φ). Oblik funkcije znamo,
 jer nam je u potpunosti poznata distribucija procesa kratkorocnih kamatnih stopa.
 Nepoznati parametri su nam ocekivanje θ , brzina reverzije k i volatilnost σ2 i njih je
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 potrebno procijeniti.
 Ranije smo pokazali da je kratkorocna kamatna stopa u Vasicekovom modelu nor-
 malno distribuirana slucajna varijabla, cije ocekivanje i varijancu smo eksplicitno izra-
 zili, odnosno uz poznato rs vrijedi:
 rt ∼ N(rse−k(t−s) + θ(1− e−k(t−s)), σ
 2
 2k(1− e−2k(t−s))
 ).
 Stoga slijedi da, uz poznatu rti−1, uvjetna funkcija gustoce od rti ima sljedeci oblik:
 fi(rti | θ, k, σ2) =1
 √2π√
 σ2
 2k(1− e−2k(ti−ti−1))
 exp
 [−(rti − θ − (rti−1− θ)e−k(ti−ti−1)
 )22σ
 2
 2k
 (1− e−2k(ti−ti−1)
 ) ].
 Zatim, s obzirom da su sve opservacije nezavisne, izvedemo funkciju maksimalne vje-
 rodostojnosti kao umnozak funkcija gustoca za pojedinacne opservacije:
 L(rt | θ, k, σ2) =n∏i=1
 fi(rti | θ, k, σ)
 = (2π)−n/2(σ2
 2k(1− e−2k(ti−ti−1))
 )−n/2
 exp
 [−
 n∑i=1
 (rti − θ − (rti−1− θ)e−k(ti−ti−1))2
 2σ2
 2k(1− e−2k(ti−ti−1))
 ].
 Uvedimo sljedece oznake:
 a = e−k(ti−ti−1) b = θ(
 1− e−k(ti−ti−1))
 V 2 =σ2
 2k
 (1− e−2k(ti−ti−1)
 ).
 Djelujemo li funkcijom ln na L, uz gornje oznake, dobivamo log-likelihood funkciju:
 lnL(rt | a, b, V 2) =n∑i=1
 ln[ 1√
 2πV 2e−
 (rti−arti−1
 −b)2
 2V 2
 ]= −1
 2
 n∑i=1
 [(ln(2π) + lnV 2) +
 (rti − arti−1− b)2
 V 2
 ].
 Dobivenu funkciju zelimo maksimizirati, a do procjenitelja dodemo tako da po (θ, k, σ2)
 rijesimo sustav sljedecih jednadzbi:
 ∂ lnL(rt | a, b, V 2)
 ∂θ= 0,
 ∂ lnL(rt | a, b, V 2)
 ∂k= 0,
 ∂ lnL(rt | a, b, V 2)
 σ2= 0.
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 Dakle slijedi,
 ∂ lnL(rt | a, b, V 2)
 ∂θ=
 ∂ lnL(rt | a, b, V 2)
 ∂b
 db
 dθ
 =n∑i=1
 rti − arti−1− b
 V 2(1− e−k(ti−ti−1)).
 Racunamo li parcijalnu derivaciju u odnosu na k slijedi:
 ∂ lnL(rt | a, b, V 2)
 ∂k=
 ∂ lnL(rt | a, b, V 2)
 ∂a
 da
 dk+∂ lnL(rt | a, b, V 2)
 ∂b
 db
 dk
 +∂ lnL(rt | a, b, V 2)
 V 2
 dV 2
 dk
 = (−e−k(ti−ti−1)(ti − ti−1))n∑i=1
 rtirti−1− ar2ti−1
 − brti−1
 V 2
 + (θe−k(ti−ti−1)(ti − ti−1))n∑i=1
 rti − arti−1− b
 V 2
 +
 [− n
 2V 2+
 1
 2
 n∑i=1
 (rti − arti−1− b)2
 (V 2)2
 ][− σ2
 2k2(1− e−2k(ti−ti−1)) +
 σ2
 k(e−2k(ti−ti−1)(ti − ti−1))
 ].
 Racunanjem posljednje parcijalne derivacije slijedi:
 ∂ lnL(rt | a, b, V 2)
 ∂σ2=
 ∂ lnL(rt | a, b, V 2)
 ∂V 2
 dV 2
 dσ2
 =[− n
 2V 2+
 1
 2
 n∑i=1
 (rti − arti−1− b)2
 (V 2)2
 ] 1
 2k(1− e−2k(ti−ti−1)).
 Provedenim racunom dobili smo tri izraza cijim izjednacavanjem s nulom dobivamo
 sustav od tri jednadzbe. Rjesavanjem sustava:
 n∑i=1
 rti − rti−1− ar2ti−1
 − brti−1
 V 2= 0,
 n∑i=1
 rti − arti−1− b
 V 2= 0,
 − n
 2V 2+
 1
 2
 n∑i=1
 (rti − arti−1− b)2
 (V 2)2= 0,
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 dobivamo procjenitelje za a, b, V 2.
 Oni iznose:
 a =
 n
 n∑i=1
 rtirti−1−
 n∑i=1
 rti
 n∑i=1
 rti−1
 nn∑i=1
 r2ti−1− (
 n∑i−1
 rti−1)2
 b =
 n∑i=1
 rti − an∑i=1
 rti−1
 n
 V 2 =
 n∑i=1
 (rti − arti−1− b)2
 n.
 Njihovim racunanjem lako dodemo i do procjenitelja za θ, k, σ2.
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 4.2. Primjena Vasicekovog modela na simuliranom nizu poda-taka
 Nakon dane teorijske podloge i izvoda procjenitelja za parametre Vasicekovog mo-
 dela, promotrit cemo primjenu teorijskih rezultata na simuliranom nizu podataka u
 statistickom programskom jeziku R. Koristena je Eulerova aproksimacijska shema, a
 simulirana serija odredena je pocetnom vrijednoscu r0 = 0.03, dugorocnom vrijednoscu
 θ = 0.05, brzinom reverzije k = 1.5 i volatilnoscu σ = 0.075.
 Da bi se na nekim podacima primijenio Vasicekov model, taj niz podataka mora za-
 dovoljavati odredene teorijske pretpostavke. Ranije smo istaknuli bitno svojstvo koje
 proces kratkorocnih kamatnih stopa u Vasicekovom modelu posjeduje, a to je stabili-
 ziranje oko ocekivanja stacionarne distribucije. Takoder, kratkorocna kamatna stopa
 u Vasicekovom modelu je normalno distribuirana slucajna varijabla, cije ocekivanje i
 varijancu smo eksplicitno izrazili.
 Za gore navedene parametre simuliranjem dobivamo niz od 240 podatka, ciji graficki
 prikaz kretanja je dan sljedecim prikazom:
 Slika 1: Dijagram kretanja kratkorocnih kamatnih stopa
 Promatranjem trajektorije mozemo naslutiti da se proces vraca prema srednjoj vri-
 jednosti (mean reverting property), no tu cemo pretpostavku potkrijepiti rezultatima
 statistickog testa. U tu svrhu provodimo Dickey-Fullerov test o postojanju jedinicnog
 korijena. U nul-hipotezi ovog testa stoji pretpostavka da postoji jedinicni korijen, dok u
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 alternativnoj hipotezi stoji pretpostavka da ne postoji jedinicni korijen. Provodenjem
 testa dobivamo p-vrijednost 0.01, stoga na razini znacajnosti α = 0.05 odbacujemo
 nul-hipotezu i zakljucujemo da ne postoji jedinicni korijen. Iz ovog rezultata izvo-
 dimo zakljucak da proces posjeduje mean reverting property. Naime, Kim i Park [9] u
 radnoj verziji svoga clanka isticu razliku izmedu stacionarnosti procesa i mean rever-
 ting svojstva kod difuzija. Takoder ukazuju na to sto zapravo testiramo provodenjem
 Dickey-Fullerovog testa. Za pocetak, bitno je reci da svaki stacionaran proces posje-
 duje mean reverting svojstvo. No, obrnuto ne vrijedi. Za nas model je bitno da se
 proces stabilizira oko ocekivanja stacionarne distribucije. Autori u svom radu ukazuju
 na cinjenicu da spomenuti statisticki test primjenjen na diskretan uzorak iz difuzij-
 skog modela zapravo testira hipotezu o posjedovanju mean reverting svojstva, a ne
 stacionarnosti procesa. No, kako smo prilikom simuliranja procesa startali proces iz
 stacionarne distribucije, simulirali smo proces koji je jako stacionaran. Stacionarnost
 direktno povlaci i mean reverting svojstvo, pa je u ovom slucaju svakako ispunjena
 osnovna pretpostavka za primjenu Vasicekovog modela.
 Druga bitna pretpostavka kaze da je kratkorocna kamatna stopa normalno distribu-
 irana slucajna varijabla, odnosno da je proces kratkorocnih kamatnih stopa Gaussov.
 Slika 2: Graficki prikaz empirijske i teorijske distribucije
 Gornji graficki prikazi daju naslutiti da je zadovoljena pretpostavka modela o dis-
 tribuciji podataka, no to cemo potkrijepiti i Shapiro-Wilk statistickim testom nor-
 malnosti. U nul hipotezi testa stoji da su podaci normalno distribuirani, a dobivena
 p-vrijednost iznosi 0.5049. Stoga na nivou znacajnosti α = 0.05 nemamo razloga sum-
 njati u normalnu distribuiranost podataka.
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 Ranije smo metodom maksimalne vjerodostojnosti teorijski izveli procjenitelje mo-
 dela. Na simuliranom nizu podataka provjeriti cemo koliko kvalitetne procjene daje
 navedena metoda. Dobivene procjene prikazane su u sljedecoj tablici:
 θ k σ0.0489 2.4392 0.0719
 .
 Primjecujemo da su procjene za θ i σ gotovo jednake vrijednostima na temelju kojih
 smo simulirali niz podataka. Odstupanja postoje jedino kod procjene za parametar k.
 Ranije smo izveli i formulu za racunanje cijene bezkuponske obveznice kojom se
 u trenutku dospijeca T vlasniku jamci isplata iznosa 1. Za vrijeme dospijeca uzmimo
 T = 10 godina, a za parametre modela uzmimo vrijednosti pomocu kojih smo simulirali
 niz podataka. Dakle, r0 = 0.03, θ = 0.05, k = 1.5 i σ = 0.075.
 Uvrstavanjem danih vrijednosti u formulu dobivamo da je nearbitrazna cijena bezku-
 ponske obveznice jednaka 0.621.
 Mozemo pogledati kako bi izgledale krivulje prinosa za razlicite pocetne vrijednosti
 r0, a s obzirom na ocekivanje stacionarne distribucije oznaceno crvenom isprekidanom
 linijom. Vidljivo je da krivulja prinosa moze biti razlicitog oblika- rastuca i padajuca.
 Slika 3: Krivulje prinosa
 Uobicajeni oblik je rastuci, sto opravdava cinjenica da je rizik na dugorocnije inves-
 ticije veci, a investitora koji se odluci na takvu investiciju nagraduje se vecim prinosom
 u buducnosti. Ovo je slucaj kada su kratkorocne kamatne stope nize od dugorocnih.
 Naravno, moguca je i obrnuta situacija. U tom slucaju kratkorocne kamatne stope
 postizu vise vrijednosti od dugorocnih kamatnih stopa, a oblik krivulje prinosa je pa-
 dajuci. Takav oblik krivulje naziva se obrnuti oblik krivulje prinosa. Osim ova dva,
 postoji i drugi oblici krivulje prinosa. Opcenito, oblik krivulje odreduje ponuda i
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 potraznja za obveznicama. Primjerice, ako postoji velika potraznja za dugorocnim
 obveznicama, ocekivat ce se nizak prinos na obveznice.
 Bez obzira na visinu prinosa, neki investitori ponasaju se kao minimizatori rizika, a ne
 maksimizatori dobiti. Stoga postoje razlicite grupe investitora u odnosu na preferen-
 ciju rocnosti vrijednosnih papira. Rasprava za daljnju diskusiju o krivuljama prinosa,
 te teorijama koje objasnjavaju kako prinosi variraju s dospijecem moze se pogledati
 primjerice u Novak [11].
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 5. Zakljucak
 Vasicekov model, kao jedan u nizu stohastickih modela za modeliranje dinamike krat-
 korocnih kamatnih stopa, karakterizira cinjenica da je jednostavan za upotrebu te da
 ima svojstvo da se vrijednosti stabiliziraju oko ocekivanja stacionarne distribucije. Po-
 kazano je da je Vasicekov model Gaussov proces te je, na temelju njegovih distribucij-
 skih svojstava, izvedena formula za nearbitraznu cijenu obveznice na efikasnom trzistu
 u neprekidnom vremenu.
 Jedan od nedostataka Vasicekovog modela proizlazi iz upravo te karakteristike trzista,
 jer cijene dobivene u ovakvom modelu su nearbitrazne, te odstupaju od stvarnih cijena
 na trzistu. Drugi nedostatak je da proces kratkorocnih kamatnih stopa s pozitivnom
 vjerojatnoscu moze poprimiti i negativne vrijednosti, sto nije uobicajeno za kamatne
 stope. Takoder, mogli smo primjetiti da Vasicekov model pretpostavlja konstantnu
 volatilnost, sto bi znacilo da obveznice svih rokova dospijeca imaju istu volatilnost.
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