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1
 1 Uvod
 Za matematicare dokazi imaju bitnu ulogu u utvrdivanju valjanosti ma-
 tematickih tvrdnji. No, kakva je situacija u skolama? Imaju li dokazi svoje
 mjesto u nastavi matematike i je li uopce potrebno uciti dokaze u skoli?
 Mnogi ucenici ne shvacaju razloge dokazivanja i rijetko kad vide potrebu za
 dokazivanjem. Strucnjaci se slazu oko toga da ucenici trebaju uciti dokaze u
 skolama jer tako uce rasudivati i zakljucivati, a to je upravo jedan od glavnih
 zadataka nastave matematike. Dokazivanje bi u nastavi stalno trebalo biti
 ukljuceno, bez obzira koja se tema uci. Poucavanje dokaza za ucitelje mate-
 matike predstavlja velik izazov. Zbog poteskoca s kojima se susrece vecina
 ucenika pri ucenju dokazivanja, mnogi ucitelji odustaju od poucavanja do-
 kaza, ali naravno postoje odgovarajuce nastavne metode pomocu kojih je
 moguce prevladati te poteskoce.
 U radu cemo navesti koje su glavne funkcije dokaza te objasniti potrebu
 za poucavanjem dokaza iz znanstvene i pedagoske perspektive. Reci cemo
 nesto i o povijesti dokaza te kakav utjecaj ima na danasnje dokaze. Zatim
 cemo govoriti o potrebama ucenika za dokazivanjem i sto bi ih moglo potak-
 nuti na dokazivanje.
 Predstavit cemo i rezultate jednog istrazivanja u kojem su osmisljenje
 aktivnosti koje kod ucenika poticu potrebu za dokazivanjem. Nakon toga
 navest cemo sto je to heuristicki dokaz i objasniti na temelju primjera. Na
 kraju rada predstavit cemo neke primjere dokaza koji se nalaze u udzbenicima
 matematike posebno za osnovne i posebno za srednje skole.
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2
 2 Potreba za dokazima i dokazivanjem iz
 znanstvene i pedagoske perspektive
 Postavlja se pitanje zasto uciti dokaze i koja je svrha ucenja dokaza.
 Glavne uloge dokaza u matematici su valjanost, objasnjenje, sistematizacija
 rezultata i prenosenje matematickog znanja. Dokaz pokazuje da je mate-
 maticka tvrdnja istinita uz pretpostavke odredenih aksioma. Ipak, mate-
 maticari gledaju izvan utvrdivanja istine, zanima ih zasto neka tvrdnja vri-
 jedi. Stoga dokazi mogu imati moc objasnjenja. Tijekom dokazivanja, ma-
 tematicari mogu otkriti nove rezultate. Dokazi su od primarne vaznosti za
 matematiku jer obuhvacaju alate, metode i strategije za rjesavanje problema.
 2.1 Potreba za poucavanjem dokaza
 Matematicki kurikulumi u zemljama sirom svijeta imaju isti cilj koji
 se temelji na poucavanju ucenika deduktivnom razmisljanju i logickom za-
 kljucivanju. I u osnovnoj i u srednjoj skoli ucitelji imaju ulogu u prosudivanju
 i poucavanju o tome koji argumenti mogu utvrditi valjanost dokaza ili se
 mogu racunati kao dokaz. Jos jedna uloga dokaza u matematici je objas-
 niti zasto je matematicka tvrdnja istinita uz odredene pretpostavke. Mate-
 maticari cesto provode dokaze jer su uvjereni u istinitost ili valjanost ma-
 tematicke tvrdnje nakon sto su je empirijski istrazili. Kada bi jedina svrha
 dokaza bila utvrditi valjanost matematicke tvrdnje, ne bi bilo potrebno do-
 kazivati tvrdnju na vise nacina. Razlicite perspektive koje su dobivene iz
 razlicitih dokaza, zajedno s primjerima, pruzaju mrezu povezivanja i dub-
 lje razumijevanje matematickih koncepata. Matematicari takoder stvaraju
 vise dokaza teorema kako bi pokazali razlicite metode ili kako bi otkrili nove
 tehnike. Jos jedan razlog za poucavanje dokaza je mogucnost da iz dokaza
 mozemo nauciti metode rjesavanja problema. Hanna i Barbeau tvrde da bi
 ucitelji matematike mogli iskoristiti dokaze koji su zajednicki u nastavnim
 programima skola kako bi se uvele strategije, metode i alati za rjesavanje pro-
 blema. Na primjer, predlazu izvodenje kvadratne formule, koja uvodi ucenike
 u strategiju dopunjavanja do potpunog kvadrata. Na taj nacin ucenici mogu
 nauciti tehniku cija primjenjivost nadilazi tu situaciju.
 Dokazi iz geometrije isto tako mogu biti iskoristeni. S prvim dokazima
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3
 ucenici se najcesce susrecu u srednjoskolskoj geometriji. Geometrija je dio
 srednjoskolske matematike, koji se temelji na strogoj matematickoj struk-
 turi. To bi se moglo poboljsati programom koji pocinje tzv. neutralnom
 geometrijom, tj. geometrijom bez postulata o paralelama.
 Iskustva ucenika s dokazima razlikuju se od iskustava matematicara jer
 se njihove svrhe razlikuju. Ucenici se u skolama ne bave dokazivanjem kako bi
 otkrili nove matematicke rezultate. Razlozi za poucavanje dokaza i dokaziva-
 nja u skolama polaze od ocekivanja da ucenici steknu iskustva u razmisljanju
 slicnima onima matematicara: ucenje tijela matematickog znanja i stjecanje
 uvida u zasto su tvrdnje istinite. Dokazi koje ucenici susrecu u skoli cesto su
 predstavljeni potpuni kako bi naucili ucenike procesima logickog razmisljanja
 i komuniciranja, a mozda i implicitnom rjesavanju problema pomocu pri-
 mjera. Iz perspektive ucenika, dokazivanje samo kao vjezba u potvrdivanju
 tvrdnji i izvodenju teorema nema intelektualnu svrhu jer u takvoj situaciji
 ucenici nisu potpuno angazirani u pokusaju trazenja rjesenja matematickog
 problema.
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 3 O povijesti dokaza
 Povijesno gledano, dokaz je retoricki uredaj za uvjeravanje nekoga da je
 matematicka tvrdnja istinita. Kako bi se uvjerili, dokaz se mora uskladiti s
 normama (oblicima razmisljanja, logickim pravilima zakljucivanja, nacinima
 argumentacije) zajednice kojoj se predstavlja. Norme koje dokaz mora is-
 puniti proizlaze iz sporazuma medu clanovima zajednice. Pregled povijesti
 razvoja dokaza pokazuje da su se pravila i forme razvili tijekom vremena i
 da se razlikuju od kulture do kulture. Navest cemo povijesne nacine doka-
 zivanja i motive promjena jer se odnose na mogucu povezanost s pedagogi-
 jom. Povjesnicari navode tri faze: prije Grcke, poslije Grcke i modernu fazu.
 Prije grckog koncepta deduktivnog zakljucivanja unutar aksiomatskog sus-
 tava, Babilonci i Kinezi dali su opravdanja za matematicke tvrdnje. Dokazi,
 kao objasnjenja koja su imala ulogu uvjeravanja, nalazili su se u drevnim
 tekstovima. Pretpostavke su bile dokazane empirijskim dokazima i obicno su
 bile ukljucene kvantitativne mjere stvarnih fizickih osoba. Naknadna evolu-
 cija u matematickoj praksi od prijegrcke do grcke faze obuhvatila je pomak
 na apstraktne idealne cjeline i razvoj formalnog sustava.
 Razlozi za promjenu obuhvacaju i unutarnje i vanjske cimbenike, a po-
 vjesnicari se ne slazu oko toga sto ima prednost. Grci su trebali ispraviti ne-
 dosljednosti koje su se nalazile u matematickom radu njihovih prethodnika.
 Zeljeli su stvoriti sustav bez paradoksa. Takoder su bili potaknuti potrebom
 za rjesavanjem problema nesumjerljivosti i iracionalnosti (npr. kvadratna di-
 jagonala je nesumjerljiva sa svojom stranicom, broj 2 nema racionalni kva-
 dratni korijen). Intelektualna kulturna sredina doprinijela je promicanju
 pojma deduktivnog dokaza. U poslijegrckoj eri matematika se nastavila ra-
 zvijati u Africi, Indiji, Kini i civilizacijama Srednje i Juzne Amerike. Arapi
 su razvili neke od temeljnih ideja u algebri. Simbolicka algebra, pocevsi od
 Vieteova rada, odigrala je kljucnu ulogu u rekonceptualizaciji matematike
 opcenito i posebno dokazima.
 Pomak od grcke do moderne matematike znacio je pomak od idealizi-
 ranih fizikalnih stvarnosti do proizvoljnih entiteta koji nisu nuzno vidljivi u
 prirodnom iskustvu. U suvremenoj matematici, matematicki entitet ovisi o
 njegovoj povezanosti s drugim entitetima unutar strukture. Od pocetka 20.
 stoljeca rasprave o temeljima matematike rezultirale su uvidom u potrebu

Page 9
						
						

5
 za aksiomima. Aksiomi nisu bili promatrani kao apsolutne istine, vec kao
 dogovorene tvrdnje.
 Posljedice navedenog su znacajne u danasnjem poucavanju dokaza. Sred-
 njoskolska geometrija s euklidskom tradicijom je cesto mozda i jedino mjesto
 gdje ucenici uce dokazivati, ali u takvom dokazivanju nedostatak su me-
 tode otkrivanja, dok su naglasene metode dokazivanja bez objasnjenja. Iako
 moderni matematicari prihvacaju aksiome ili hipoteze bez da ih svacaju
 kao ociglednu ili apsolutnu istinu, euklidski pogled na dokaze koji se uce u
 skolama danas govori da takav dokaz uspostavlja istinu umjesto da potvrduje
 tvrdnje na temelju dogovorenih aksioma. Hipotetska priroda aksioma ostaje
 skrivena od vecine ucenika. Osim toga, euklidska matematika okarakterizi-
 rana je zeljom za dokazivanjem cak i kada je sve ocigledno. Ucitelji matema-
 tike trebaju razumjeti perspektive ucenika o potrebi dokaza i koje situacije,
 zadaci i znanja poticu tu potrebu u ucenicima.
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 4 Potreba za dokazima i dokazivanjem iz
 ucenicke perspektive
 Ucenici cesto ne razumiju koja je funkcija dokaza u matematici. U pro-
 vedenom istrazivanju medu ucenicima nizih razreda srednje skole vise od 60%
 ucenika nije shvatilo zasto su potrebni dokazi iako je vecina njih bila uspjesna
 u pisanju dokaza. Healy i Hoyles su 2000. godine ispitali oko 2500 britanskih
 ucenika u dobi od 14 i 15 godina, a vise od cetvrtine njih nisu mogli shvatiti
 svrhu ili znacenje dokaza. Oko polovice ucenika navelo je potvrdu kao svrhu
 dokaza, a otprilike jedna trecina njih je navela objasnjenje i komunikaciju kao
 funkciju dokaza. U daljnjim ispitivanjima, mnogo vise ucenika se izjasnilo da
 gleda na dokaz kao objasnjenje. U Williamsovom istrazivanju provedenom
 1980. godine, u kojem je sudjelovalo 255 kanadskih ucenika 11. razreda u
 deset slucajno odabranih razreda razlicitih srednjih skola, polovica ucenika
 je izjavila da nema potrebu za dokazivanjem tvrdnje koju smatra ocitom.
 Manje od 30% ucenika je pokazalo razumijevanje znacenja dokaza.
 Istrazivanje Coea i Ruthvena pokazalo je kako ucenici mogu teoretski
 razumjeti funkciju dokaza, ali ih ne primjenjuju u praksi. Istrazivanje je
 provedeno na skupini naprednih studenata matematike na kraju prve godine
 fakulteta. Ispitali su 60 studentskih radova i analizirali koje su vrste dokaza
 studenti koristili. Sedam studenata je bilo intervjuirano. Studenti su bili
 svjesni da su dokazi potrebni za matematicko znanje, ali samo su najbolji
 studenti rekli da ih je dokaz uvjerio u istinitost matematickih tvrdnji.
 Cesto vanjski cimbenici utjecu na potrebu za dokazivanjem. Neki ucenici
 daju dokaze jer njihovi ucitelji to zahtijevaju, a ne zato sto prepoznaju da
 je dokaz neophodan u njihovom problemu. Kao posljedica tome, ucenici ne
 razumiju razloge zbog kojih je tvrdnja istinita, vec su uvjereni u to jer tako
 tvrdi ucitelj. Balacheff tvrdi da razlog zbog kojeg ucenici nisu toliko ukljuceni
 u dokazivanje nije taj sto ne mogu, vec ne vide razloge ili potrebu za tim.
 Ako ucenici ne razumiju ulogu dokaza, postavlja se pitanje postoji li samo
 vanjska potreba za dokazivanjem ili mozemo pronaci neku unutarnju potrebu
 koja bi mogla potaknuti ucenike na dokazivanje. Kao odgovor na ovo pita-
 nje, ispitano je pet kategorija intelektualnih potreba: potreba za sigurnoscu,
 potreba za uzrocnosti, potreba za racunanjem, potreba za komunikacijom
 i potreba za strukturom. Te su potrebe povezane i odnose se na funkcije
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7
 dokaza koji se koriste u matematici. Prve dvije potrebe, za sigurnosti i za
 uzrocnosti, osobito su vazne u istrazivanju ucenja i poucavanja dokaza.
 4.1 Potreba za sigurnosti
 Prva potreba, za sigurnoscu, ljudska je zelja za potvrdivanjem tvrdnje.
 Iako je potvrdivanje jedna od glavnih uloga dokaza, ucenici ne vide potrebu za
 matematickim dokazima jer je njihova potreba za sigurnoscu osobna, u smislu
 zahtijevanja osobnog, a ne matematickog uvjeravanja. Za mnoge ucenike je
 empirijski dokaz osobno uvjerljiv.
 Fischbein i Kedem su proucavali 400 srednjoskolskih ucenika kojima je
 bio predstavljen matematicki teorem i njegov potpun formalni dokaz. Vecina
 ucenika je bila sigurna da je dokaz potpun i nepobitan, ali su istovremeno tvr-
 dili da bi analiza primjera ojacala njegovu vjerodostojnost. Na neki nacin to
 ne iznenaduje, s obzirom na povijest dokaza prije Grka, kada su pretpostavke
 bile dokazivane empirijskim dokazima. Osim toga, ovakvo trazenje primjera
 i protuprimjera nakon citanja dokaza je jedno sredstvo koje koriste mate-
 maticari. Medutim, kada izjavljuju da bi se moglo doci do proturjecnih do-
 kaza ispitivanjem daljnjih primjera, ucenici pokazuju da ne razumiju znacenje
 matematickog dokaza.
 Takoder u istrazivanju Fischbeina i Kedema, ucenici su trebali potvrdu
 na primjeru uz formalni dokaz. U mnogim drugim slucajevima, pokazivanje
 na primjeru zamijenilo je formalni dokaz. Na primjer, Thompson je ispitivao
 napredne studente na smjeru na kojem je naglaseno razumijevanje i dokaz, ali
 velik broj studenata dokazao je tvrdnju samo dajuci primjer. Mnogi ucenici,
 ukljucujuci i napredne ucenike i studente matematike te studente drugih
 fakulteta, smatraju takve dokaze kao dokaze matematickih generalizacija.
 Ovakvo misljenje onemogucuje ucenicima da percipiraju intelektualnu po-
 trebu za dokazima. Osim toga, ucenici koji su u takvoj zabludi, cak i ako vide
 razlog za razvoj dokaza, vjerojatno ce navesti primjer, tj. empirijski argument
 za matematicku generalizaciju. Ti ucenici ne prepoznaju vaznost stvaranja
 opcenitijih argumenata koji zadovoljavaju standard dokaza za matematicara,
 za njih je empirijski argument dokaz. Ucenik koji je zadovoljan empirijskim
 argumentom ima malo razloga uciti kako konstruirati opcenitije argumente,
 odnosno dokaze. Konstruiranje opcenitih argumenata neusporedivo je teze i
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 kompleksnije od konstruiranja empirijskih argumenata. Opceniti argumenti
 nastoje pokriti cijelu domenu generalizacije (koja moze biti beskonacne kar-
 dinalnosti), dok empirijski argumenti mogu biti zadovoljeni samo na nekom
 podskupu te domene. Oni mogu provjeriti taj podskup, ali generalizacija os-
 taje neprovjerena i stoga je nesigurna, iako ucenik to mozda nece prepoznati.
 4.2 Potreba za uzrocnosti
 Bas kao i sa sigurnoscu, ljudi zele odrediti i uzrok pojave, objasniti zasto
 je tvrdnja istinita. Uzrocnost kao funkcija dokaza predstavlja objasnjenje.
 Kidron i Dreyfus opisuju potrebu za uzrocnosti u njihovom istrazivanju
 ucitelja i procesa matematickog opravdanja jednog ucenika u istrazivanju
 tocaka grananja dinamickih sustava. Ucenikova potreba za utvrdivanjem
 uzrocnosti pojavljuje se zbog opravdanja dobivenih numerickih rezultata, tj.
 rezultata dobivenih pomocu racunala. Ucenik je bio siguran u taj rezultat,
 buduci da se slozio s prethodnim empirijskim rezultatima. Dakle, ucenik
 nije bio zainteresiran niti za provjeravanje niti za formalni dokaz, ali je imao
 potrebu za objasnjenjem kako bi imao bolji uvid u veze medu podacima.
 Ovakva vrsta potrebe za uvidom u ”zasto” se moze razlikovati od osobe
 do osobe i od konteksta do konteksta. Uzrocnost pripada shemi deduktivnog
 dokaza. Moze se pojaviti u situacijama kontradikcije, nakon cega slijedi
 iznenadenje ili nesigurnost, sto vodi ucenike do trazenja objasnjenja. Ucenici
 bi mogli traziti uzrocnost nakon sto se uvjere eksperimentom i potaknuti su
 istraziti uzrok. Moze se pojaviti u medusobnom djelovanju pretpostavki i
 provjere sigurnosti i nesigurnosti, npr. kada ucenici osjecaju potrebu za
 otkrivanjem uzroka neistinite tvrdnje.
 4.3 Potreba za racunanjem, komunikacijom i struktu-rom
 Potrebe za racunanjem i komunikacijom su medusobno povezane i cesto
 se podudaraju. Harel objasnjava potrebu za racunanjem kao covjekovu pri-
 rodnu sklonost za odredivanjem ili konstrukcijom objekta, ili za odredivanjem
 svojstava objekta ili odnosa izmedu objekata (npr. broj, geometrijski lik,
 funkcija) pomocu simbolicke algebre. Ta nuznost je bila znacajna u ra-
 zvoju matematike i posebno dokaza. Racunanje pomocu simbolicke algebre

Page 13
						
						

9
 omogucilo je u 19. stoljecu istrazivanja s temeljnim operacijama, algebarskim
 prikazima i njihovim strukturama.
 Potreba za komunikacijom odnosi se na formuliranje i formalizaciju,
 temelji se na prenosenju i razmjeni ideja. Ucenici koji imaju intuitivno
 objasnjenje za ”zasto” bi trebali biti sustavni u izrazavanju svojih razmisljanja
 i koristiti potrebnu notaciju kako bi bolje izrazili ono sto imaju na umu. Ova
 se potreba takoder povezuje s ulogom dokaza u komunikacijskoj metodologiji
 i tehnikama za rjesavanje problema.
 Potreba za strukturom odnosi se na potrebu organiziranja informacija
 u logicku strukturu. Harel razlikuje dvije faze, prvu u kojoj se znanje poje-
 dinca organizira prilagodujuci se u njegovu postojecu kognitivnu strukturu
 koja mozda nije logicki hijerarhijska, i drugu fazu u kojoj postoji potreba za
 reorganizacijom strukture u logicku strukturu. Povijesno gledano, potreba
 za strukturom euklidske geometrije u Euklidovim elementima proizasla je iz
 potrebe za organizacijom i komunikacijom nakupljenog znanja. Potreba za
 usavrsavanjem ove strukture dovela je do pokusaja dokazivanja postulata o
 paralelama. Potreba za strukturom moze voditi od nepovezanih ideja do
 ujedinjenja nacela ili koncepata.
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 5 Kako pomoci ucenicima: perspektiva ucitelja
 Prema Harelu ”ucenici se osjecaju besciljno na satovima matematike jer
 ih mi (ucitelji) obicno ne prikazujemo s jasnom intelektualnom svrhom”.
 Ucenici su upoznati s matematickim konceptima, ali ne vide potrebu za
 ucenjem onoga cemu ih namjeravamo pouciti. Kao rezultat toga, ucenici
 nemaju mnogo smisla za matematicke koncepte opcenito, a osobito za kons-
 truiranje dokaza.
 Kao sto je vec navedeno, ucenici cesto ne vide pravi razlog za razvi-
 janjem dokaza u kontekstu pojedinih aktivnosti koje zahtijevaju dokaz (s
 matematickog stajalista), ili imaju duboko ukorijenjene pogresne predodzbe
 o tome sto znaci da je matematicka tvrdnja valjana. Prvi problem se od-
 nosi na nedostatak procjene za potrebom za dokazima na lokalnoj razini, a
 drugi na nedostatak procjene za siru potrebu za dokazima kao matematickim
 konstrukcijama. Ova dva problema su ocito povezana, iako se drugi cini vise
 obuhvatniji: ucenik koji ne razumije sto se smatra matematickim dokazom
 vjerojatno ne vidi razlog za razvojem dokaza (kao sto ga podrazumijeva mate-
 maticar) u smislu pojedinih aktivnosti. Stoga su ucitelji suoceni s izazovima
 kako olaksati razvoj intelektualne potrebe za dokazima medu ucenicima, i u
 kontekstu pojedinih aktivnosti i u kontekstu sire potrebe za dokazima kao
 matematickim konstrukcijama. Raspravljajuci o tome kako poucavanje moze
 pomoci ucenicima da vide intelektualnu potrebu za ucenjem onoga sto ih
 ucitelji namjeravaju poucavati, Harel istice:
 ”Intelektualna potreba je izraz prirodnog ljudskog ponasanja. Kada se
 nademo u situaciji s kojom smo nespojivi ili kada naidemo na problem koji
 ne mozemo rijesiti pomocu naseg postojeceg znanja, vjerojatno cemo traziti
 rjesenje ili rjesenje i konstrukciju kao rezultat, novo znanje. Takvo znanje
 je znacajno za osobu koja ga konstruira jer je to produkt osobne potrebe i
 povezano je s prijasnjim iskustvom.”
 Ovdje Harel postavlja temelje za tri glavne strategije za pristupe poduca-
 vanja koji mogu dovesti do nuznosti dokaza kod ucenika, a to su izazivanje ne-
 sigurnosti i kognitivnog sukoba, ucenje temeljeno na istrazivanju i prenosenje
 matematicke kulture.
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 5.1 Nesigurnost i kognitivni sukob kao pokretacka snagaza stvaranje potrebe za dokazima
 Nesigurnost i kognitivni sukob mogu motivirati ljude na promjenu ili
 prosirenje postojecih nacina razmisljanja o pojedinim konceptima ili na ucenje
 koncepata. Termini ”kognitivni sukob” i ”nesigurnost” imaju preklapajuca,
 ali razlicita znacenja. Zaslavsky je detaljno istrazivao o korijenima pojma
 kognitivnog sukoba u Deweyjevom konceptu reflektivnog misljenja i njego-
 vim vezama s psiholoskim teorijama kao sto su Piagetova teorija kognitivnog
 razvoja, Festingerova teorija kognitivne disonance i Berlyneova teorija kogni-
 tivnog sukoba. Zaslavsky ukazuje na to da te teorijske perspektive podupiru
 koristenje zadataka koji izazivaju nesigurnost i kognitivni sukob.
 Nedavna istrazivanja o poucavanju i ucenju dokaza ispitivala su ulogu
 kognitivnog sukoba kao pokretacke snage za stvaranje potrebe za dokazima
 medu ucenicima. Ta su istrazivanja potkrijepila i pokazala na primjerima
 tvrdnju da kroz odgovarajucu didakticku organizaciju kognitivni sukob moze
 kod ucenika stvoriti potrebu za dokazima. Medutim, razlicita istrazivanja ra-
 zvijala su tu tvrdnju na razlicite nacine. Dva primjera koja cemo predstaviti,
 prvenstveno se odnose na stvaranje potrebe za dokazima u kontekstu pojedi-
 nih aktivnosti. Hadas i suradnici osmislili su dvije aktivnosti u okruzenju za
 dinamicku geometriju, ciji je cilj navoditi ucenike na suprotnosti izmedu pret-
 postavki i zakljucaka, cime se potice potreba za dokazima. Navode da ”dvije
 aktivnosti pokazuju dizajn u kojem ucenje u okruzenju dinamicke geometrije
 otvara mogucnosti za osjecaj potrebe za dokazivanjem, a ne razmatranje da
 je dokazivanje nepotrebno”. U drugoj aktivnosti ucenici su bili nesigurni oko
 ispravnosti rezultata kojeg su dobili pomocu programa dinamicke geometrije.
 Kao rezultat te nesigurnosti (koja se nije pojavila u prvoj aktivnosti), ucenici
 su oscilirali izmedu dvije alternativne hipoteze i oslanjali su se na deduktivna
 razmatranja. Posljedicno, druga aktivnost izazvala je mnogo veci udio de-
 duktvnih argumenata medu studentima (56%) nego prva aktivnost (18%).
 5.2 Prva aktivnost: Zbroj vanjskih kutova mnogokuta
 Ova aktivnost je osmisljena kako bi doslo do iznenadenja koje proizlazi iz
 kontradikcije izmedu ucenickih pretpostavki o zbroju vanjskih kutova mno-
 gokuta i dobivenih rezultata te dovodi do potrebe za objasnjenjem. Cilj je
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 istraziti ucinak aktivnosti na ucenicka objasnjenja i njihov osjecaj za nuznost
 dokazivanja. Aktivnost je prvo provedena s 4 para ucenika 8. razreda u obliku
 intervjua. Voditelj aktivnosti potaknuo je ucenike da naprave pretpostavke
 prije nego pocnu s mjerenjem kako bi provjerili svoje pretpostavke mjerenjem
 i zatim usmeno objasnili njihovu opcenitost. Uz to, svaki par ucenika je iznio
 svoje pretpostavke i objasnjenja na radnom listu. U drugoj fazi ispitivanja
 sudjelovalo je 82 ucenika iz tri osma razreda. Ucenici su radili u parovima.
 Ukupno je prikupljeno i analizirano 45 radnih listova (4 iz prvog dijela ispi-
 tivanja i 41 iz drugog dijela).
 Zadatak A: Izmjerite (pomocu programa dinamicke geometrije) zbroj unu-
 tarnjih kutova mnogokuta, povecavajuci broj stranica mnogokuta. Genera-
 lizirajte i objasnite svoj zakljucak.
 Zadatak B: Izmjerite (pomocu programa dinamicke geometrije) zbroj vanj-
 skih kutova cetverokuta. Postavite hipotezu o zbroju vanjskih kutova mno-
 gokuta kako se povecava broj stranica. Provjerite svoju hipotezu mjerenjem
 i objasnite sto ste otkrili.
 5.2.1 Analiza zadataka i rezultati
 Zadatak A:
 U 32 rada ucenici su na temelju programa dinamicke geometrije generalizirali
 tvrdnju da se zbroj unutarnjih kutova mnogokuta poveca za 180◦ kada se broj
 stranica poveca za 1. U 18 radova ucenici su algebarski izrazili generalizaciju:
 180◦(n− 2),
 180◦(n− 4) + 360◦,
 180◦n− 360◦,
 gdje je n broj stranica mnogokuta.
 Pet parova ucenika dalo je obje generalizacije. Nakon zahtjeva za potkrjep-
 ljenjem njihovih generalizacija, ucenici su dali razna objasnjenja. Vecina njih
 temelji svoje objasnjenje na generalizaciji mjerenja ili dodavanjem trokuta
 kada se broj stranica poveca za 1.
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 Slika 1: Crtezi ucenika u Zadatku A
 Zadatak B:
 U 37 od 49 odgovora, ucenici su pretpostavili da se zbroj vanjskih kutova
 mnogokuta povecava s povecanjem broja stranica. Deset ucenika, koji su
 bili iz istog razreda, pretpostavili su da je zbroj vanjskih kutova mnogokuta
 stalan, ali njihovi ucitelji su potvrdili da su ucenici to znali od prije. Dvije
 ucenice iz prvog dijela ispitivanja nisu dale nikakvu pretpostavku. Zadatak
 A je kod ucenika prouzrocio pretpostavku da se zbroj vanjskih kutova u mno-
 gokutu povecava i bili su snazno uvjereni da je njihova pretpostavka istinita.
 Tijekom rasprave, jedan je ucenik tvrdio da je zbroj uvijek isti, 360◦. Kada
 ga je druga ucenica pitala misli li da ce zbroj i dalje ostati 360◦ kada se broj
 stranica mnogokuta poveca za 100, on se ipak slozio da ce se zbroj povecati.
 Ova situacija ukazuje na to da je intuitivno vjerovanje da se zbroj povecava
 s povecanjem broja stranica snazno, cak i kada ucenik ima neko znanje o
 istinitoj tvrdnji. Ta uvjerenja mogu uzrokovati kontradikciju i iznenadenje
 tijekom provjere ove pretpostavke, a kontradikcija moze potaknuti potrebu
 za objasnjenjem.
 5.2.2 Vrste objasnjenja
 U Zadatku B ucenici su dali 50 objasnjenja (u prvom dijelu ispitivanja
 su dali vise od jednog objasnjenja) kako bi opovrgnuli ili potvrdili pocetnu
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 pretpostavku. Objasnjenja su klasificirana u 5 kategorija. Kako Zadatak A
 ne vodi do kontradikcije, nisu ukljucena objasnjenja koja su ucenici dali u
 tom zadatku.
 1. Bez kategorije objasnjenja
 U ovu kategoriju pripalo je 17 od 50 objasnjenja (34%). Tu su ukljuceni
 odgovori bez ikakvih argumenata, odgovori u kojima su ucenici prefor-
 mulirali rezultate mjerenja i odgovore ciji su se argumenti oslanjali na
 vanjski autoritet.
 Primjer 1.
 Zbroj vanjskih kutova u svakom mnogokutu, bilo peterokut ili mnogokut
 sa 7 stranica, je uvijek 360◦.
 2. Kategorija induktivnih objasnjenja
 U dva objasnjenja (4%) su zakljucci, koji se ne temelje na opcim de-
 duktivnim argumentima, izvuceni iz svojstava jednog ili vise primjera.
 Na primjer, dvoje ucenika iz prvog dijela ispitivanja su objasnili da
 je zbroj vanjskih kutova mnogokuta uvijek 360◦ provjeravajuci to nu-
 mericki kako je pokazano u Primjeru 2:
 Primjer 2.
 Ucenik 1: Pomnozit cemo 180◦ s brojem stranica i oduzet cemo zbroj
 unutarnjih kutova koji smo dobili u Zadatku A.
 Voditelj: I sto cemo dobiti time? Hoce li se povecati ili smanjiti? Za
 koliko?
 Ucenici: Ne znamo.
 Napravili su tablicu:
 Slika 2: Tablica ucenika u zadatku B
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 Ucenik 1: Zbroj je uvijek 360◦ i ne moramo nastaviti kako bi provjerili.
 Ali i dalje ne znamo zasto se zbroj ne mijenja.
 Iako su ucenici razradili postupak za racunanje zbroja vanjskih kutova
 i uvjereni su u njegovu opcenitost, nisu uzeli u obzir njihov induktivni
 proces kao objasnjenje zasto je to istina.
 3. Kategorija djelomicnih deduktivnih objasnjenja
 U ovoj je kategoriji bilo 6 objasnjenja (12%).
 Primjer 3.
 Par ucenika koji su u Zadatku A zakljucili da je zbroj unutarnjih kutova
 180◦(n−2), objasnili su u Zadatku B: Trebali bi oduzeti zbroj unutarnjih
 kutova od zbroja svih susjednih kutova (unutarnjeg i vanjskog) i zatim
 se dobije 360◦.
 Ovo je deduktivna vrsta objasnjenja u kojoj nedostaju racunanja: 180◦n
 i 180◦n− 180◦(n− 2).
 4. Kategorija vizualnih objasnjenja
 U ovu kategoriju ukljuceni su crtezi i skice na papiru ili u programu
 dinamicke geometrije. Tu pripada 16 objasnjenja (32%).
 Primjer 4.
 Par ucenika primijetili su vizualno svojstvo zbroja vanjskih kutova:
 Oko mnogokuta je cijeli krug, stoga je zbroj 360◦. Nacrtali su i sliku:
 Slika 3: Puni krug oko mnogokuta
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 Njihova upotreba slike za izrazavanje opceg vizualnog svojstva mno-
 gokuta, neovisno o broju stranica, je jasna. Ovaj primjer je takoder
 ukljucen u kategoriju 3 jer su ucenici temeljili svoje objasnjenje na
 tvrdnji da je puni krug 360◦.
 Primjer 5.
 Tipican odgovor u ovoj kategoriji:
 Kad se poveca broj stranica mnogokuta, imamo vise kutova. Ali oni
 su manji jer unutarnji kutovi postaju veci.
 Program dinamicke geometrije omogucuje ucenicima izabrati mnogo-
 kut s odredenim brojem stranica. Mnogokut se pojavljuje u pravil-
 nom obliku koji se moze”pokvariti“ povlacenjem. Dakle, kada ucenici
 povecavaju broj stranica mnogokuta, mogu vidjeti kako se dodavanjem
 kuta istovremeno smanjuju mjere vanjskih kutova.
 5. Kategorija deduktivnih objasnjenja
 U ovu kategoriju pripada 9 objasnjenja (18%). Sastoje se od niza
 logickih argumenata kao sto je prikazano u sljedecem primjeru.
 Primjer 6.
 U prvom dijelu ispitivanja, dvoje ucenika je pretpostavilo da ce zbroj
 vanjskih kutova mnogokuta uvijek biti jednak zbroju njegovih unutar-
 njih kutova (kao kod cetverokuta). Nakon mjerenja pomocu programa
 dinamicke geometrije, zakljucili su da je zbroj vanjskih kutova kons-
 tantan i jednak 360◦. Potom su numericki provjeravali niz mnogokuta
 kojima su povecavali broj stranica, slicno kao u Primjeru 2. Izracunali
 su zbroj za cetverokute, peterokute i sesterokute i zatim su pokusali
 izracunati za mnogokut s 12 stranica, gdje su zapeli.
 Ucenik 1: Ako imamo 12 stranica, trebamo 12 pomnoziti sa 180◦ i
 oduzeti zbroj unutarnjih kutova, sto je...
 Ucenici nisu imali formulu niti numericke podatke o zbroju unutarnjih
 kutova dvanaesterokuta.
 Ucenik 1: Mogu reci da je zbroj svih parova susjednih kutova (unu-
 tarnjih i vanjskih) minus zbroj svih unutarnjih kutova jednak zbroju
 vanjskih kutova.
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 Ispitivac: Ok, ali kako mozes biti siguran da ce, kad oduzmes zbroj
 unutarnjih kutova, koji se mijenja cijelo vrijeme, zbroj vanjskih kutova
 biti 360◦?
 Ucenik 1: Mogu vam to objasniti. Zbroju svih unutarnjih kutova do-
 damo 180◦, takoder je i zbroju svih susjednih kutova dodano 180◦. Ako
 oduzmem zbroj unutarnjih kutova...
 Ucenik 2: Nadoknadi se 180◦ i rezultat ostaje isti.
 Zapisali su: Kada dodamo stranicu mnogokutu, zbroj unutarnjih kutova
 se poveca za 180◦, i zbroj svih susjednih kutova se poveca za 180◦. Zato
 kad oduzmemo zbroj unutarnjih kutova od susjednih, dobijemo isti broj.
 I pocinje s 360◦ jer je tako u trokutu, a to je najmanji mnogokut.
 Osim sto su objasnili zasto je zbroj vanjskih kutova u mnogokutima
 konstantan, ucenici su imali potrebu i dati objasnjenje zasto je taj
 zbroj jednak 360◦. Mozemo zakljuciti da su ucenici osjetili da je njihovo
 objasnjenje adekvatno zbog njihove potrebe za zapisivanjem.
 Na kraju, mozemo zakljuciti da su mnogi ucenici u zadatku B dosli
 do kontradikcije izmedu njihove pretpostavke i rezultata. Generalizacije i
 objasnjenja iz zadatka A posluzili su ucenicima u objasnjenju zadatka B. Od
 ukupno 50 objasnjenja, njih 9 su bila potpuna deduktivna, a 8 ih je bilo
 djelomicno deduktivnih ili induktivnih.
 5.3 Druga aktivnost: Sukladnost trokuta
 Druga aktivnost provedena je s ucenicima 10. razreda. Ucenici su trebali
 istraziti dovoljne uvjete (jednakost stranica i kutova) za sukladnost u situaciji
 nesigurnosti. Nesigurnost je nastala u situacijama u kojima je konstrukcija
 moguca, ali se suprotstavljala intuitivnim pretpostavkama ucenika ili u situ-
 acijama u kojima je konstrukcija nemoguca, a neki ucenici su pretpostavili
 da je moguca. Ucenici su bili upoznati sa sukladnosti i slicnosti trokuta i
 iskoristili su teoreme koje su ucili. Aktivnost je prvo provedena s dva para
 ucenika 10. razreda u obliku intervjua, koji su snimljeni i analizirani. Zatim
 se aktivnost provela u 10. razredu, gdje su ucenici radili u parovima. Ukupno
 je bilo 12 pisanih izvjestaja (2 iz intervjua i 10 iz razreda) koji su analizirani.
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 Zadaci glase:
 Zadatak 1a. S obzirom na dani trokut 4ABC (u programu dinamicke
 geometrije), konstruirajte trokut 4DEF koji ima jedan kut i jednu susjednu
 stranicu jednaku jednom kutu i susjednoj stranici trokuta 4ABC. Povlacite
 vrhove oba trokuta i istrazite kako se oni medusobno odnose.
 Zadatak 1b. S obzirom na dani trokut 4ABC (u programu dinamicke ge-
 ometrije), konstruirajte trokut 4DEF koji ima dva kuta i stranicu izmedu
 njih jednake kutovima i stranici izmedu njih trokuta 4ABC. Povlacite vr-
 hove oba trokuta i istrazite kako se oni medusobno odnose.
 Zadatak 2. Je li moguce konstruirati trokut s jednom stranicom i dva kuta
 jednaka onima u trokutu 4ABC, ali koji nije sukladan s trokutom 4ABC?
 Ako je moguce, konstruirajte takav trokut, inace objasnite zasto.
 Zadatak 3a. Koliko jednakih stranica i kutova postoji u nesukladnim tro-
 kutima konstruiranima u Zadatku 2?
 Zadatak 3b. Je li moguce konstruirati dva nesukladna trokuta s pet jedna-
 kih elemenata (stranica i kutova)?
 Zadatak 4. Je li moguce konstruirati dva nesukladna trokuta sa sest jedna-
 kih elemenata? Ako jest, konstruirajte takve trokute, inace objasnite zasto
 nije moguce.
 Zadatak 5a. Pretpostavimo da imamo dva nesukladna trokuta s pet jedna-
 kih elemenata, navedite jednake elemente.
 Zadatak 5b. Pokusajte konstruirati dva nesukladna trokuta s pet jednakih
 elemenata.
 5.3.1 Analiza zadataka i rezultati
 Zadaci 1a i 1b bili su usmjereni na to da ucenici shvate pojam sukladnosti
 kao mogucu invarijantu povlacenjem vrhova trokuta u programu dinamicke
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 geometrije. U Zadatku 1a oba trokuta se mogu mijenjati povlacenjem nji-
 hovih vrhova i mogu ili ne moraju biti sukladni jer imaju samo jedan kut
 i jednu stranicu jednaku. U Zadatku 1b postoji dodatni jednaki kut, pa se
 trokut 4DEF ne moze mijenjati povlacenjem njegovih vrhova i kada se tro-
 kut 4ABC promijeni povlacenjem, tako se mijenja i trokut 4DEF i ostaje
 sukladan trokutu 4ABC.
 U Zadatku 2 cetiri para ucenika konstruirala su nesukladne trokute koji
 zadovoljavaju trazene uvjete. Ostalih osam parova tvrdilo je da je kons-
 trukcija nemoguca zbog teorema o sukladnosti trokuta (S-K-S). Ovih osam
 parova dobili su Zadatak 2*:
 Na Slici 4, stranice AC i DE su jednake i kut pri vrhu A je jednak kutu
 pri vrhu D. Ispitajte sve moguce nacine ”kopiranja” dodatnog kuta trokuta
 4ABC, kako bi nadopunili drugi trokut. Je li takav trokut sukladan trokutu
 4ABC za svaku mogucnost?
 Slika 4: Slika uz zadatak 2*
 Ovaj zadatak potaknuo je ucenike da konstruiraju nesukladne trokute s jed-
 nakom jednom stranicom i dva kuta. Kopiranjem kutova trokuta 4ABC u
 programu dinamicke geometrije ucenici su shvatili da takvi trokuti ne moraju
 nuzno biti sukladni.
 U Zadatku 3a, osam parova ucenika bilo je iznenadeno kad su otkrili
 cetiri jednaka elementa u dva nesukladna trokuta. Preostala cetiri para
 ucenika je tvrdilo da su tri elementa koja su koristena u konstrukciji jedini
 jednaki elementi. Tijekom rjesavanja Zadatka 3b, nekoliko je ucenika razma-
 tralo mogcnost konstruiranja nesukladnog trokuta sa sest jednakih elemenata
 kao kod trokuta 4ABC. Zato je odluceno ubaciti Zadatak 4 i tako dobiti tri
 dijela: pretpostavku (Zadatak 3b), raspravu o slucaju sest jednakih eleme-
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 nata (Zadatak 4) i konstrukciju trokuta s pet elemenata jednakih elementima
 trokuta 4ABC, koji mu nije sukladan (Zadatak 5b).
 Dva para ucenika je pretpostavilo da je moguce konstruirati neuskladne
 trokute s pet ili sest jednakih elemenata, dok je 10 parova ucenika pretpos-
 tavilo da to nije moguce jer su bili uvjereni da tri jednaka elementa jamce
 sukladnost, iako su vec konstruirali nesukladne trokute s cetiri jednaka ele-
 menta.
 Zadatak 5 je osmisljen tako da ucenici pretpostave da trokuti s pet jed-
 nakih elemenata moraju biti sukladni. Taj zadatak dolazi nakon Zadatka
 2, u kojem su ucenici bili iznenadeni otkricem da mogu konstruirati dva ne-
 sukladna trokuta s cetiri jednaka elementa, i nakon Zadatka 4, u kojem su
 objasnili zasto je nemoguce konstruirati nesukladne trokute sa sest jednakih
 elemenata. Takav slijed donio je nesigurnost kod ucenika u problemu s pet
 jednakih elemenata. Samo je jedan par ucenika poceo s konstrukcijom, dok
 su ostali dobili dodatni zadatak (Zadatak 5*) koji im je pomogao da dodu
 do rjesenja.
 Zadatak 5*. U trokutu 4ABC (vidi Sliku 5) jedna stranica je duljine 6,
 a druga duljine 9. Konstruirajte trokut 4DEF sa stranicama duljine 6 i 9
 i kutovima jednakim kutovima u trokutu 4ABC, ali koji nije sukladan tro-
 kutu 4ABC. (Napomena: Prvo izracunajte duljinu trece stranice u svakom
 trokutu.)
 Slika 5: Slika uz zadatak 5*
 5.3.2 Vrste objasnjenja
 1. Bez kategorije objasnjenja
 U ovu kategoriju pripalo je 23 odgovora (27%).
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 Primjer 7.
 Dva trokuta s pet jednakih elemenata moraju biti sukladna.
 2. Kategorija induktivnih objasnjenja
 Tri odgovora (4%) pripadaju ovoj kategoriji.
 Primjer 8.
 Par ucenika, dok su objasnjavali zasto ne postoje dva sukladna trokuta
 s pet jednakih elemenata, nacrtali su sliku (Slika 6) i napisali:
 Slika 6: Objasnjenje ucenika za Zadatak 5*
 Pokusali smo i dobili smo ovo (Slika 6). Mozemo vidjeti da ako zelimo
 da trokuti budu nesukladni, jedna od dvije stranice koju izaberemo nikad
 nece biti jednaka 9.
 Ucenici su se oslonili na jedan primjer kako bi objasnili njihovo pogresno
 zakljucivanje.
 3. Kategorija djelomicnih deduktivnih objasnjenja
 U 9 odgovora (11%) ucenici su konstruirali djelomicni deduktivni niz
 argumenata, koji je najcesce vodio krivim zakljuccima.
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 Primjer 9.
 U Zadatku 3b jedan par ucenika je dao objasnjenje: Ako su tri stranice
 i dva kuta jednaka, nemoguce je konstruirati nesukladne trokute. Ako
 su dvije stranice i tri kuta jednaka, to je takoder nemoguce jer su tada
 trokuti slicni.
 Ucenici nisu uzeli u obzir da slicni trokuti mogu imati dvije jednake
 (neodgovarajuce) stranice i biti nesukladni. Unatoc tome sto je njihov
 zakljucak bio pogresan, argumenti koji povezuju razlicite tvrdnje su
 bili deduktivni. Pogresan zakljucak ukazuje na teskocu prihvacanja
 situacije u kojoj dolaze do kontradikcije s intuicijom temeljenom na
 prethodnom znanju da su tri jednaka elementa dovoljna za sukladnost.
 4. Kategorija vizualnih objasnjenja
 Dva odgovora (2%) pripala su ovoj kategoriji, od kojih jedan takoder
 pripada i deduktivnoj kategoriji.
 Primjer 10.
 U Zadatku 2, jedan par ucenika je konstruirao drugi trokut (Slika 7)
 u kojem je |DE| = |AC|, kut pri vrhu D je jednak kutu pri vrhu A i
 kut pri vrhu F je jednak kutu pri vrhu B, i zatim su povlacili stranice
 kako bi dobili nesukladne trokute, ali su shvatili da to nije moguce.
 Objasnili su: Nije moguce postaviti vrh B ili vrh F tako da stranice
 DF i AB budu razlicite.
 Slika 7: Pokusaj konstruiranja nesukladnih trokuta u Zadatku 2
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 5. Kategorija deduktivnih objasnjenja
 U ovu kategoriju pripalo je 48 odgovora (56%). Svih 12 parova ucenika
 konstruirali su nesukladne trokute s jednom stranicom i dva kuta jed-
 naka, ili u Zadatku 2 ili u dodatnom Zadatku 2*.
 Primjer 11.
 Jedan par ucenika u Zadatku 2 je napisao da je nemoguce konstruirati
 nesukladne trokute s jednom jednakom stranicom i dva jednaka kuta
 zbog K-S-K teorema. Kasnije su u Zadatku 2* napisali: Kut pri vrhu
 B moze se preslikati na dva razlicita nacina, pri vrhu E ili pri vrhu F.
 Mora se preslikati u kut pri vrhu E jer bi inace trokuti bili sukladni.
 U Zadatku 3 su napisali da je nemoguce konstruirati nesukladne trokute
 s pet jednakih elemenata, i dodali: Na ovaj nacin sigurno cemo dobiti
 sukladnost jer ce vrijediti jedan od teorema o sukladnosti.
 U Zadatku 5a napisali su da jednaki elementi moraju biti tri kuta i
 dvije stranice: ...jer inace bi vrijedio S-S-S teorem.. Ali mislimo da ce
 cak i u tom slucaju trokuti biti sukladni, zbog nekog drugog teorema.
 U dodatnom Zadatku 5* ucenici su uspjeli izracunati trecu stranicu u
 svakom od dva nesukladna trokuta i zapisali su: Zbog novih podataka
 koje smo otkrili, moramo priznati da postoje dva nesukladna trokuta s
 pet jednakih elemenata.
 Ovaj primjer pokazuje kako deduktivno zakljucivanje moze otkloniti
 nesigurnost.
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 6 Heuristicki dokaz u nastavi matematike
 Heuristicki dokaz u nastavi matematike sluzi kao pomoc ucenicima kako
 bi shvatili logiku pojedinih matematickih tvrdnji. Koriste ga ucitelji mate-
 matike u svom argumentiranju, ucenici kako bi se uvjerili u istinitost nekih
 matematickih tvrdnji, ali i matematicari kako bi se uvjerili u valjanost te-
 orema prije nego ga formalno dokazu. Heuristicki dokaz moze biti od velike
 pomoci pri shvacanju matematickih koncepata i zato bi se trebao koristiti u
 nastavi.
 Postoje tri kriterija koje mora zadovoljavati heuristicki dokaz kako bi bio
 valjan:
 1) Nikada ne smije biti tezi za razumjeti od formalnog dokaza kojeg zamje-
 njuje. Inace ne bi bilo opravdanja za nepredstavljanje pravog formalnog
 dokaza.
 2) Treba jasno predstavljati matematicki koncept koji je ukljucen, i to bez
 dvosmislenosti. Ako taj koncept nije jasan iz samog teksta dokaza, od
 ucenika se moze ocekivati razumijevanje dokaza, ali mogu i zaboraviti
 ono sto su dokazali.
 3) Ako heuristicki dokaz ukljucuje pricu ili opisuje poznatu situaciju, kao
 sto je u vecini slucajeva, tada prica mora biti jednostavna i smislena.
 Ucenik bi se trebao moci prisjetiti problema kojeg pokusava dokazati
 nakon prve faze heuristickog dokaza, a ostatak bi trebao uslijediti po-
 zivom na njegovo iskustvo i zdrav razum. Inace heuristicki dokaz ne
 pomaze uceniku u shvacanju da je matematicka tvrdnja prihvatljiva i
 logicna.
 Ucitelji moraju biti oprezni kad koriste heuristicke dokaze u nastavi, jer
 se zna dogoditi da neki ne zadovoljavaju sve kriterije. U srednjoskolskoj ma-
 tematici heuristicki dokazi mogu se koristiti u mnogim nastavnim jedinicama.
 Uzmimo naprimjer Pitagorin poucak: Kvadrat nad hipotenuzom pravokutnog
 trokuta jednak je zbroju kvadrata nad katetama. Postoji niz formalnih dokaza
 za to, ali ucenici bi trebali vidjeti da je ta tvrdnja istinita i prije formalnog
 dokaza. Tu je potrebno heuristicko dokazivanje koje najcesce pocinje s crta-
 njem pravokutnih trokuta i racunanjem povrsine kvadrata izravnim mjere-
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 njem. To moze voditi do otkrivanja odgovarajuceg uzorka. Potom se mogu
 istraziti razne analize dokaza sve dok ucenici dobro ne prihvate tu ideju i
 budu spremni za formalni dokaz.
 U algebarskom podrucju takoder postoji mnogo dobrih heuristickih do-
 kaza. Na primjer, srednjoskolci ponekad imaju teskoca s razumijevanjem ak-
 sioma distributivnosti u polju realnih brojeva (koji se zapravo ne dokazuje).
 Ali ako pitamo ucenike: Ako svako pakiranje bombona sadrzi 10 crvenih i 15
 zelenih, koliko ima crvenih, a koliko zelenih bombona u 6 pakiranja? Sto je s
 4, 8, 3 pakiranja?, oni ce na to znati tocno odgovoriti. Svaki od tih rezultata
 moze se zapisati kao:
 8(10C + 15Z) = 80C + 120Z.
 Nekoliko ponavljanja tog postupka lako navodi na distibuciju mnozenja nad
 zbrajanjem.
 6.1 Primjer heuristickog dokaza
 Navest cemo jedan primjer heuristickog dokaza kojeg mozemo provesti s
 ucenicima. Zelimo dokazati da zbroj unutarnjih kutova trokuta iznosi 180◦.
 Ucenicima mozemo zadati problem na sljedeci nacin:
 Ivan i Marko su nacrtali razlicite trokute i izracunali zbroj kutova svakog od
 njih. Obojica su bili iznenadeni otkricem da je taj zbroj iznosio 180◦ u svim
 trokutima. Bili su sigurni da to nije slucajnost. Njihova pretpostavka je: ”U
 svakom trokutu, zbroj unutarnjih kutova je 180◦”.
 Zatim ucenicima damo zadatke:
 a) Nacrtaj trokut4ABC, oznaci njegove kutove s α, β i γ. Izmjeri mjere tih
 kutova. Koliki je zbroj od α, β i γ? Zapisi rezultat. Ponovi postupak
 nekoliko puta i zapisi mjere svih kutova.
 b) Nacrtaj trokut 4ABC, oznaci njegove kutove s α, β i γ. Uzmi skare
 i izrezi trokute, otkini kutove trokuta i spoji ih tako da tvore novi
 kut. Kolika ce biti mjera tog kuta? Zapisi rezultat. Ponovi postupak
 nekoliko puta, zapisi mjere svih kutova.
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 c) Nacrtaj trokut4ABC, oznaci njegove kutove s α, β i γ. Izrezi ih skarama.
 Koristeci trokut 4ABC kao uzorak, nacrtaj jos takvih trokuta. Izrezi
 ih i spoji tako da se dobije ravna linija na dnu. Vjerojatno ce postojati
 i ravna linija na vrhu. Sto to znaci za kutove α, β i γ?
 Slika 8: Zbroj unutarnjih kutova trokuta
 Sva tri zadatka upucuju na to da je zbroj unutarnjih kutova u proizvoljnom
 trokutu 180◦.
 Nakon toga ucenicima mozemo dati i formalni dokaz:
 Dokaz. Imamo trokut 4ABC i neka su α, β i γ njegovi kutovi. Povucimo
 pravac d, paralelan s AB i koji prolazi tockom C. Oznacimo kutove α′ i β′
 kao na Slici 9.
 Slika 9: Dokaz: zbroj unutarnjih kutova trokuta
 Znamo da su kutovi α i α′, odnosno, β i β′ kutovi uz presjecnicu para-
 lelnih pravaca d i AB, pa je α = α′ i β = β′. Kutovi α′, β′ i γ zajedno cine
 ispruzeni kut, tj. α′ + β′ + γ = 180◦, pa je α + β + γ = 180◦.
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 6.2 Poluformalni dokaz
 Kako bi ucenicima objasnili da je (−a)(−b) = +ab bez formalnog do-
 kaza? Mozemo pokusati pomocu poluformalnog dokaza koristeci brojeve
 umjesto simbola. Na primjer, zanima nas cemu je (−7) · (−2) jednako. Ne
 znamo, pa oznacimo rezultat s x.
 (−7) · (−2) = x
 Cemu je jednako (−7) · (+2)? Pretpostavimo da su ucenici to vec shvatili,
 jer je lako vidjeti istinitost toga.
 (−7) · (+2) = −14
 Dodamo x tom izrazu:
 (−7) · (+2) + x = (−7) · (+2) + (−7) · (−2)
 (−7) · (+2) + x = (−7)[(+2) + (−2)]
 (−7) · (+2) + x = (−7) · 0(−7) · (+2) + x = 0
 −14 + x = 0
 x = +14
 pa je
 (−7) · (−2) = +14.
 Ako ucenici mogu shvatiti logiku ovog ”dokaza” (koji se temelji na je-
 dinstvenosti inverznog elementa za zbrajanje u polju realnih brojeva), onda
 je puno bolje koristiti ovakav dokaz nego heuristicki. Matematicki je suges-
 tivan, nedvosmislen i ima prirodan slijed.
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 7 Dokazi u udzbenicima
 U ovom dijelu rada navest cemo neke dokaze koji se nalaze u skolskim
 udzbenicima i mogu se izvesti na nastavi. Prvo cemo dati primjere za osnovnu
 skolu, a zatim za srednju skolu.
 7.1 Dokazi u osnovnoj skoli
 Primjer 12 (Pitagorin poucak). Povrsina kvadrata nad hipotenuzom pra-
 vokutnog trokuta jednaka je zbroju povrsina kvadrata nad katetama.
 Mozemo ga iskazati i na sljedeci nacin:
 U pravokutnom trokutu vrijedi c2 = a2 + b2, gdje je c duljina hipotenuze, a
 a i b su duljine kateta.
 Za ovaj poucak postoji velik broj dokaza, ali ovdje cemo pokazati dva, koja
 se nalaze u istom udzbeniku.
 Dokaz 1.
 Slika 10: Pitagorin poucak
 Povrsina kvadrata ABCD na Slici 10 jednaka je zbroju povrsina manjeg
 kvadrata EFGH i 4 sukladna trokuta 4AHE, 4BEF , 4CFG, 4DGH.
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 P2ABCD = (a+ b)2
 P2EFGH = c2
 P4AHE =a · b
 2
 (a+ b)2 = c2 + 4a · b
 2a2 +��2ab+ b2 = c2 +��2ab
 a2 + b2 = c2.
 Dokaz 2. Nacrtamo dva sukladna kvadrata sa stranicom duljine a+b. Jedan
 podijelimo kao u prethodnom dokazu, a drugi na kvadrate sa stranicom a
 odnosno b i na cetiri pravokutna trokuta s katetama a i b (Slika 12).
 Slika 11: Kvadrat povrsine (a+ b)2 Slika 12: Kvadrat povrsine (a+ b)2
 Uocimo da su pravokutni trokuti na obje slike sukladni (imaju katete jedna-
 kih duljina i pravi kut). Iz navedenog slijedi da su obojeni dijelovi velikih
 kvadrata jednaki, odnosno vrijedi a2 + b2 = c2, sto je i trebalo dokazati.
 Primjer 13. Zbroj kutova u cetverokutu je 360◦.
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 Slika 13: Zbroj kutova u cetverokutu
 Dokaz. U cetverokutu ABCD povucemo jednu dijagonalu, npr. AC kao na
 Slici 13. Nacrtavsi dijagonalu, podijelili smo kut α na dva dijela, oznacimo
 ih s α1 i α2. Isto tako smo i kut γ podijelili na dva dijela, koje cemo oznaciti
 s γ1 i γ2. Za te kutove vrijedi:
 α = α1 + α2 i γ = γ1 + γ2.
 Za trokut 4ABC vrijedi:
 α1 + β + γ1 = 180◦,
 a za trokut 4ACD vrijedi:
 α2 + δ + γ2 = 180◦.
 Tada za cetverokut ABCD vrijedi:
 α + β + γ + δ = α1 + α2 + β + γ1 + γ2 + δ
 = (α1 + β + γ1) + (α2 + δ + γ2)
 = 180◦ + 180◦
 = 360◦.
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 U udzbeniku je navedena jos jedna aktivnost za ucenike:
 Papirnati dokaz
 1. Nacrtaj cetverokut na papiru pa ga izrezi.
 2. Obojaj svaki kut drugom bojom.
 3. Odrezi sva cetiri kuta cetverokuta.
 4. Spoji ih vrhovima i vidjet ces da cine puni kut.
 Slika 14: Papirnati dokaz
 Primjer 14 (Kvadrat zbroja).
 (a+ b)2 = a2 + 2 · a · b+ b2
 Dokaz. Povrsina kvadrata na Slici 15 koji ima duljine stranica a + b jed-
 naka je P = (a + b)2. Razdijelimo kvadrat na likove kao na slici. Tada
 je povrsina kvadrata jednaka zbroju povrsine kvadrata duljine stranice a,
 povrsine kvadrata duljine stranice b i povrsine dvaju sukladnih pravokutnika
 duljina stranica a i b.
 P = a2 + b2 + 2 · abP = a2 + 2ab+ b2
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 Slika 15: Kvadrat zbroja
 Na dva nacina izracunali smo povrsinu istog kvadrata pa je
 (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2.
 Primjer 15. Zbroj vanjskih kutova u svakom mnogokutu je 360◦.
 U udzbenicima nije dan pravi formalni dokaz ove tvrdnje, ali ponudena je
 neka vrsta objasnjenja.
 Dokaz. Nacrtajmo neki mnogkut i njegove vanjske kutove. Odaberimo jednu
 tocku unutar mnogokuta i iz nje povucimo polupravce paralelne sa strani-
 cama mnogokuta (kao na Slici 16). Kutovi s vrhom u odabranoj tocki su
 zbog paralelnosti jednaki vanjskim kutovima mnogokuta. Kako oni zajedno
 cine puni kut, njihov zbroj je 360◦. To znaci da je i zbroj vanjskih kutova
 mnogokuta 360◦.
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 Slika 16: Zbroj vanjskih kutova u mnogokutu
 Ovdje opet mozemo naci Papirnati dokaz :
 1. Nacrtaj neki mnogokut, koji god zelis.
 2. Nacrtaj mu vanjske kutove i oboji svaki drugom bojom.
 3. Izrezi svaki vanjski kut.
 4. Spoji ih vrhovima i vidjet ces da cine puni kut.
 Slika 17: Vanjski kutovi mno-gokuta
 Slika 18: Vanjski kutovicine puni krug
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 Primjer 16 (Poucak o sredisnjem i obodnom kutu). Ako se sredisnji i obodni
 kut nalaze nad istim kruznim lukom, onda je sredisnji kut dvostruko veci od
 obodnog kuta.
 Slika 19: Poucak o sredisnjem i obodnom kutu
 Dokaz.
 Slika 20: Dokaz poucka o sredisnjem i obodnom kutu
 Zadan je sredisnji kut α i pripadni obodni kut β kao na Slici 20. Nacrtajmo
 promjer koji prolazi tockama V i S. Trokuti 4ASV i 4SBV su jednako-
 kracni, pa su im i kutovi uz osnovicu jednakih velicina.
 Kut α1 je vanjski kut trokuta 4ASV , pa je α1 = β1 + β1 = 2β1. Isto
 tako je kut α2 vanjski kut trokuta 4SBV , pa je α2 = 2β2. Stoga je
 α = α1 + α2 = 2β1 + 2β2 = 2(β1 + β2) = 2β.
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 Dokazali smo da je α = 2β.
 7.2 Dokazi u srednjoj skoli
 Primjer 17 (Djeljivost zbroja i razlike).
 1. Ako su cijeli brojevi a i b djeljivi cijelim brojem c, tada su s c djeljivi i
 njihov zbroj a+ b i njihova razlika a− b.
 2. Ako je a djeljiv, a b nije djeljiv brojem c, onda niti zbroj a + b niti
 razlika a− b nisu djeljivi s c.
 Dokaz.
 1. Pretpostavimo da su a i b djeljivi s c. Onda postoje cijeli brojevi k i l
 takvi da je a = kc i b = lc. Tada je a + b = kc + lc = (k + l)c, pa je
 a+ b djeljiv s c. Takoder je a− b = (k − l)c, pa je i a− b djeljiv s c.
 2. Pretpostavimo obrnuto, tj. pretpostavimo da je a + b djeljivo s c.
 Zapisimo b = (a + b) − a. Prema prethodno dokazanoj tvrdnji, sli-
 jedilo bi da je broj b djeljiv s c, sto nije istina. Zato a+ b nije djeljiv s
 c. Na slican nacin se dokazuje da ni a− b nije djeljivo s c.
 Primjer 18. Broj√
 2 nije racionalan broj.
 Dokaz. Kad bi√
 2 bio racionalan broj, mogli bismo ga zapisati o obliku
 kolicnika dva prirodna broja. Pa pretpostavimo da on to jest i zapisimo ga u
 obliku razlomka mn
 , gdje su m i n prirodni brojevi (jer je√
 2 pozitivan broj).
 Takoder mozemo pretpostaviti da m i n nisu oba parna, jer kada bi bili parni
 kratili bi ih sve dok mozemo, dok barem jedan od njih ne bude neparan.
 Kvadriramo jednakost mn
 =√
 2 i dobijemo 2 = m2
 n2 , odnosno m2 = 2n2.
 Zakljucujemo da je m2 paran broj, ali onda je i m paran. Dakle, n je neparan.
 Zapisimo m = 2k pa je 4k2 = 2n2, odnosno n2 = 2k2. Slijedi da je n2
 paran broj, pa je time i n paran. No prirodan broj ne moze biti i paran i
 neparan. Do ovog proturjecnog zakljucka dovela nas je pretpostavka da je√2 racionalan broj. Stoga je pretpostavka kriva, tj.
 √2 nije racionalan broj.
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 Napomena 1. Primjer 18 se u udzbeniku nalazi u Kutku plus.
 Primjer 19 (Poucak o simetrali duzine). Svaka tocka simetrale duzine jed-
 nako je udaljena od krajnjih tocaka duzine.
 Slika 21: Poucak o simetrali duzine
 Dokaz. Neka je dana duzina AB i neka je P njezino poloviste. Simetrala
 duzine prolazi tockom P okomito na AB. Neka je N tocka na toj simetrali.
 Uocavamo da je 4APN ∼= 4BPN , jer su oba trokuta pravokutna, imaju
 jednu stranicu zajednicku i vrijedi |AP | = |BP |. Tada je i |AN | = |BN |, a
 to je i trebalo dokazati.
 Primjer 20 (Euklidov poucak). Neka je 4ABC pravokutan trokut, D
 noziste visine polozene iz vrha C na hipotenuzu. Oznacimo p = |BD|,q = |AD|. Onda vrijedi:
 a =√cp, b =
 √cq, v =
 √pq.
 Duljina katete pravokutnog trokuta geometrijska je sredina duljina hipote-
 nuze i odgovarajuceg odsjecka.
 Duljina visine pravokutnog trokuta geometrijska je sredina duljina odsjecaka
 na hipotenuzi.
 Dokaz. Trokut 4ADC je pravokutan i jedan mu je kut α, isto kao i kod
 trokuta 4ABC, pa su oni slicni. Isto tako, i trokut 4BDC je slican trokutu
 4ABC.
 4ABC ∼ 4ACD ∼ 4CBD
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 Slika 22: Euklidov poucak
 Iz 4ABC ∼ 4ACD slijedi b : q = c : b⇒ b2 = cq ⇒ b =√cq.
 Iz 4ABC ∼ 4CBD slijedi a : p = c : a⇒ a2 = cp⇒ a =√cp.
 Iz 4CBD ∼ 4ACD slijedi v : p = q : v ⇒ v2 = pq ⇒ v =√pq.
 Primjer 21 (Poucak o sinusima). U svakom su trokutu omjeri duljina stra-
 nica i sinusa tim stranicama suprotnih kutova jednaki:
 a
 sinα=
 b
 sin β=
 c
 sin γ.
 Te jednakosti mozemo zapisati u obliku produzenog razmjera
 a : b : c = sinα : sin β : sin γ.
 Dokaz. Nacrtajmo bilo koji trokut 4ABC.
 Slika 23: Poucak o sinusima
 U pravokutnom trokutu 4APC vrijedi vc = b sinα. Ako je kut α tup, onda
 je vc = b sin(180◦ − α) = b sinα.
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 Slicno, iz trokuta 4BPC je vc = a sin β. Slijedi
 a sin β = b sinα⇒ a
 sinα=
 b
 sin β.
 Na isti nacin dobije se i ovaj omjer:
 b
 sin β=
 c
 sin γ.
 Primjer 22 (Poucak o kosinusu). Kvadrat stranice u trokutu jednak je
 zbroju kvadrata drugih dviju stranica, umanjenom za dvostruki umnozak
 tih stranica i kosinusa kuta izmedu njih:
 a2 = b2 + c2 − 2bc cosα
 b2 = a2 + c2 − 2ac cos β
 c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ.
 Slika 24: Poucak o kosinusu
 Dokaz. Neka je 4ABC bilo koji trokut. Na lijevoj slici kut γ je siljast.
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 Vrijedi:
 c2 = |BD|2 + |AD|2
 = (a− |CD|)2 + b2 − |CD|2
 = a2 − 2a · |CD|+����|CD|2 + b2 −��
 ��|CD|2
 = a2 + b2 − 2a · |CD|= a2 + b2 − 2ab cos γ.
 Na slici desno kut γ je tup. Vrijedi:
 c2 = |BD|2 + |AD|2
 = (a+ |CD|)2 + b2 − |CD|2
 = a2 + 2a · |CD|+����|CD|2 + b2 −�
 ���|CD|2
 = a2 + b2 + 2a · |CD|= a2 + b2 − 2ab cos(180◦ − γ)
 = a2 + b2 − 2ab cos γ.
 Dakle, u oba slucaja vrijedi ista formula.
 Analogno se pokaze da vrijede i ostale dvije jednakosti.
 Primjer 23 (Poucak o simetrali kuta). Simetrala unutarnjeg kuta trokuta
 dijeli suprotnu stranicu u omjeru jednakom omjeru duljina stranica sto za-
 tvaraju taj kut:
 x : y = b : c.
 Dokaz. Prema poucku o sinusima za trokute 4ABD i 4ADC je
 x
 b=
 sin α2
 sin δ,
 y
 c=
 sin α2
 sin(π − δ)=
 sin α2
 sin δ.
 Zato je xb
 = yc, a odavde je x
 y= b
 c.

Page 44
						
						

40
 Slika 25: Poucak o simetrali kuta
 Primjer 24 (De Morganovi zakoni). Za skupove A i B vrijedi:
 A ∪B = A ∩B (1)
 A ∩B = A ∪B. (2)
 Slika 26: De Morganovi zakoni (1)
 Dokaz.
 (1)
 x ∈ A ∪B ⇐⇒ x /∈ A ∪B ⇐⇒ x /∈ A i x /∈ B⇐⇒ x ∈ A i x ∈ B ⇐⇒ x ∈ A ∩B
 (2) Drugu jednakost mozemo dokazati na slican nacin. Ali mozemo
 vidjeti da ona slijedi iz prve jednakosti. Vrijedi A = A, pa
 mozemo racunati
 A ∪B = A ∪B = (1) = A ∩B
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 te je
 A ∪B = A ∩B = A ∩B.
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 Sazetak
 Dokazi u matematici imaju vrlo vaznu ulogu i trebali bi imati svoje
 mjesto u nastavi matematike. Osim sto utvrduju istinitost matematickih
 tvrdnji, oni ih objasnjavaju te poticu ucenike na logicko zakljucivanje i de-
 duktivno razmisljanje. Ucenici iz njih mogu nauciti neke metode rjesavanja
 problema i matematicke koncepte. Cesto ne shvacaju zasto je dokazivanje
 tvrdnji potrebno i vecina njih smatra da je za dokazivanje tvrdnje dovoljno
 naci odgovarajuci primjer. Oni zapravo nemaju intelektualnu potrebu za do-
 kazima. Stoga, ucitelj treba potaknuti ucenike na dokazivanje pomocu dobro
 smisljenih aktivnosti kako bi se kod njih pojavila potreba za dokazivanjem.
 Primjeri takvih aktivnosti predstavljeni su u ovom radu kao istrazivanje u ko-
 jem su ucenici koristili program dinamicke geometrije. Koristenje programa
 dinamicke geometrije moze biti vro korisno ucenicima jer pomocu njega mogu
 vrlo brzo i jednostavno utvrditi valjanost tvrdnji. U zadnjem dijelu rada na-
 laze se primjeri dokaza iz udzbenika za osnovnu i srednju skolu.
 Kljucne rijeci: dokaz, dokazivanje, matematika, obrazovanje, skola
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 Summary
 Mathematical proofs play a very important role and should have their
 place in math classes. Besides determining the truth of mathematical state-
 ments, they also explain them and reinforce logical conclusions and deduc-
 tive thinking. Students can learn some methods of solving the problems and
 mathematical concepts using them. It is common that students do not un-
 derstand why it is necessary to substantiate their claims, and most of them
 think it is enough to find a suitable example to prove them. They do not
 actually have the intellectual need for proofs. Therefore, the teacher is sup-
 posed to encourage students to prove statements by means of well-designed
 activities in order to create their need for proofs. Examples of such activities
 are presented in this paper as a study in which students used a dynamic
 geometry program. The use of dynamic geometry can be very helpful to stu-
 dents, because they can quickly and easily determine the validity of a claim
 by using it. In the last part of the paper, there are examples of proofs from
 elementary and high school textbooks.
 Key words: proof, proving, mathematics, education, school
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