


	
		×
		

	






    
        
            
                
                    
                        
                    
                

                
                    
                        
                    
                

                
                    
                        
                            
							
                        

                    

                

                
                    	
                            Log in
                        
	
                            Upload File
                        


                

            


            
                
                    	
                            Most Popular
                        
	
                            Art & Photos
                        
	
                            Automotive
                        
	
                            Business
                        
	
                            Career
                        
	
                            Design
                        
	
                            Education
                        
	
                            Hi-Tech
                        


                    + Browse for More
                

            

        

    



    
        
            
                
                

                
                	Home
	Documents

	Vesna Tutnjevi c - Odjel Za Matematikumdjumic/uploads/diplomski/TUT04.pdfSveu cili ste J.J....



                




    
        
            
                
                    
                        

                        
                        
                    

                    
                        
						1

49
                        
                    

                    
                        
                        100%
Actual Size
Fit Width
Fit Height
Fit Page
Automatic


                        
                    

					
                

            

            
                
                    
                    
                    
                

                
                    

                    

                    
                        
                         Match case
                         Limit results 1 per page
                        

                        
                        

                    

                

            

            
									
    
        
        

        

        

        
        
            Sveuˇ ciliˇ ste J.J. Strossmayera u Osijeku Odjel za matematiku Sveuˇ ciliˇ sni nastavniˇ cki studij matematike i informatike Vesna Tutnjevi´ c Osnove algebre u nastavi matematike Diplomski rad Osijek, 2013. 
        

        
    






				            

        

    









                
                    Vesna Tutnjevi c - Odjel Za Matematikumdjumic/uploads/diplomski/TUT04.pdfSveu cili ste J.J. Strossmayera u Osijeku Odjel za matematiku Sveu cili sni nastavni cki studij matematike


                    
                                                Download PDF
                        
                        Report
                    

                    
                        	
								Upload

									others
								

							
	
                                View

                                    6
                                

                            
	
                                Download

                                    1
                                

                            


                    

                    
                    
                        
                        
                            
                                    
Facebook

                        

                        
                        
                            
                                    
Twitter

                        

                        
                        
                            
                                    
E-Mail

                        

                        
                        
                            
                                    
LinkedIn

                        

                        
                        
                            
                            
Pinterest

                        

                    


                    
                

                

                    
                    Embed Size (px)
                        344 x 292
429 x 357
514 x 422
599 x 487


                    

                    

                    
                                        Citation preview

                    Page 1
						

Sveuciliste J.J. Strossmayera u Osijeku
 Odjel za matematiku
 Sveucilisni nastavnicki studij matematike i informatike
 Vesna Tutnjevic
 Osnove algebre u nastavi matematike
 Diplomski rad
 Osijek, 2013.

Page 2
						

Sveuciliste J.J. Strossmayera u Osijeku
 Odjel za matematiku
 Sveucilisni nastavnicki studij matematike i informatike
 Vesna Tutnjevic
 Osnove algebre u nastavi matematike
 Diplomksi rad
 Voditelj: Doc. dr. sc. Ivan MaticSuvoditelj: Dr.sc. Ljerka Jukic Matic
 Osijek, 2013.

Page 3
						

Sadrzaj
 UVOD 2
 1. Razvijanje matematickog razumijevanja 4
 1.1. Sto znaci razumjeti matematicki pojam? . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
 1.2. Skolska matematika i istrazivacka matematika . . . . . . . . . . . . . . 8
 1.3. Teorije ucenja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
 1.3.1. Konstruktivizam . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
 1.3.2. Sociokulturna perspektiva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
 1.4. Matematicko misljenje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
 1.5. Matematicko zakljucivanje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
 1.6. Matematicko rjesavanje problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
 1.7. Stvaranje razredne zajednice istrazivanja . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
 2. Poducavanje i ucenje algebre 26
 2.1. Rane algebarske ideje usvojene u osnovnoskolskom obrazovanju . . . . . 26
 2.2. Osnovne algebarske ideje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
 2.2.1. Ekvivalencija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
 2.2.2. Varijable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
 2.3. Prijelaz na algebarsko razlucivanje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
 2.3.1. Povijesni pristup prijelazu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
 2.3.2. Pristup prijelazu generalizacijom . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
 2.3.3. Pristup prijelazu pomocu kvazi-varijabli . . . . . . . . . . . . . 33
 2.4. Poteskoce u prijelazu: Pogreska razmjestaja . . . . . . . . . . . . . . . 34
 2.5. Generalizacijske aktivnosti: Izrazavanje generalizacija . . . . . . . . . . 35
 2.6. Transformacijske aktivnosti u algebri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
 2.7. Vaznost razumijevanja pojma funkcije . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
 2.8. Familije funkcija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
 2.9. Racunalni algebarski sustavi i algebra (CAS) . . . . . . . . . . . . . . . 42
 3. Zakljucak 44
 4. Summary 45
 5. Zivotopis 46
 6. Literatura 47

Page 4
						

UVOD
 Cilj i svrha izvrsnih ucitelja matematike je pozitivan utjecaj na ishod, kako kognitivnog
 tako i afektivnog ucenja kod ucenika koje poducavaju. Ucitelji moraju biti osjetljivi
 i otvoreni prema svim aspektima teme koju poducavaju. To se ocituje u okruzenju u
 kojem poducavaju, nastavnim jedinicama koje planiraju, upotrebi tehnologije i drugih
 pomagala, te nacinima na koje procjenjuju i vrednuju znanje ucenika. (Australsko
 udruzenje ucitelja matematike, 2006)
 Ova izreka pojavljuje se u opcim standardima koji opisuju jedinstvena znanja i vjestine
 koje pojedinac treba imati kako bi dobro poducavao matematiku. Ona je posljedica
 mnogih istrazivanja koja su pokazala na koji nacin poducavanje koje su ucenici iskusili
 kroz skolsko obrazovanje utjece na njihovo ucenje te odnos prema matematici. Iako je
 istrazivacima ponekad tesko rasclaniti kompleksne veze koje postoje izmedu nacina na
 koji ucitelj predaje, uciteljevih osobina i ucenickih postignuca, jasno je da ucitelj moze
 utjecati na ishod ucenja.
 Zelja za pronalaskom smisla u svemu sto vidimo, cujemo i saznajemo vodena je potre-
 bom za razumijevanjem. Spoznaja o tome razumije li netko ono sto ga pokusavamo
 nauciti ili ne, kljucna je za ucenje. Istrazivanja provedena u matematickim ucionicama
 pokazala su da su matematicko misljenje i zakljucivanje vazni cimbenici za razvoj kon-
 ceptualnog razumijevanja matematike.
 Ovaj rad osvrce se na prirodu matematickog razumijevanja, te nacine na koje ucitelji
 matematike mogu kod ucenika razviti razumijevanje matematickih ideja.
 U prvom dijelu rada usporeduju se dvije teorije o ucenju i ishodi o tome sto nam one
 mogu reci o ucenju i poducavanju matematike te matematickom misljenju, s posebnim
 osvrtom na matematicko zakljucivanje i rjesavanje problema. Govori se o ulozi ucitelja
 u stvaranju klime koja potice zelju za istrazivanjem i znanjem.
 Drugi dio rada bavi se uvodenjem osnovnih pojmova algebre u nastavi matematike.
 Ucenje algebre se, mozda najvise od svih poglavlja matematike koja se poducavaju
 u osnovnim i srednjim skolama, dramaticno promijenilo s razvojem tehnologije. Ono
 sto se nekada moglo izracunati samo pomocu papira i olovke, danas je na dohvat ruke
 uz osnovno poznavanje racunalnih programa. Zbog toga se ukazuje potreba za novom
 vizijom uvodenja algebre u nastavi, s naglaskom na konceptualno razumijevanje, smi-
 sao simbolike i matematicko modeliranje. U ovom dijelu rada govori se o tome kada i
 kako se osnovni algebarski pojmovi usvajaju u osnovnoj skoli, prikazuju se pristupi u
 poducavanju kako bi se ucenicima olaksao prijelaz s aritmetickog na algebarski nacin
 razmisljanja, s naglaskom na rjesavanje problemskih zadataka. Na samom kraju rada
 razraden je pristup poducavanju kroz algebarske racunalne sustave koji su se pokazali
 kao odlican alat za razvijanje i produbljavanje ucenickog razumijevanja.
 3
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1. Razvijanje matematickog razumijevanja
 1.1. Sto znaci razumjeti matematicki pojam?
 Nastavni planovi i programi te dokumenti vezani za kurikulum mnogih zemalja u
 danasnje vrijeme stavljaju naglasak na razvoj ucenickog razumijevanja. Vecina ucitelja
 matematike tvrdi da vrednuju znanje prema razumijevanju, no sto to uistinu znaci?
 Istrazivaci u Queenslandu (Australija) su ucenicima osnovnih i srednjih skola posta-
 vili pitanje :”Kako znate razumijete li nesto?“. Vise od 300 ucenika sudjelovalo je u
 anketi. Njihovi odgovori grupirani su u dvije kategorije kako je prikazano u Tablici 1.
 Vecina ucenika smatrala je da razumije matematicki pojam onda kada mogu rijesiti
 srodan problem i dobiti tocno rjesenje. Nekolicina ih je razumijevanje opisala kao
 osjecaj samopouzdanja, zadovoljstva ili uzbudenja. Samo je malen postotak ucenika
 razumijevanje povezao sa shvacanjem zasto nesto funkcionira ili ima smisla, a jos ma-
 nji postotak povezao je razumijevanje sa sposobnoscu da primijene svoje znanje na
 nepoznate probleme kao dokaz razumijevanja. Mozda najsofisticiraniji odgovor dali su
 ucenici koji su znali da nesto razumiju onda kada su to mogli objasniti nekome drugome.
 Promatranja i istrazivanja u mnogim ucionicama matematike, kroz razgovore s ucenicima,
 pokazala su da objasnjavanje pruza ucenicima mogucnost da procijene svoje razumije-
 vanje. To je takoder proces kroz koji se razumijevanje”prociscava” i
 ”rafinira”.
 Istrazivaci cesto opisuju matematicko razumijevanje kao strukturu reprezentacije inter-
 nog znanja pojedinca. Na primjer, matematicko razumijevanje moze se definirati kao
 ”uspostavljanje veza izmedu ideja, cinjenica ili procesa”, gdje je opseg razumijevanja
 direktno povezan s karakteristikama tih veza. Ova definicija odgovara Kategoriji III u
 Tablici 1.
 Od velike je pomoci razlikovanje razlicitih vrsta matematickog razumijevanja. Skemp
 (1987) opisuje instrumentalno razumijevanje kao znanje o tome sto trebamo napraviti
 kako bismo izvrsili matematicki zadatak, koje je u kontrastu sa relacijskim razumi-
 jevanjem koje se odnosi na znanje sto trebamo napraviti kao i znanje zasto odredeni
 matematicki postupak funkcionira.
 4
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Postupci ucenika koji posjeduju instrumentalno razumijevanje rezultat su zelje za
 dolaskom do tocnog rezultata (Kategorija I u Tablici 1.). Ucenici koji matematiku
 uce kao niz cvrstih, minimalno povezanih pravila cija je primjena ogranicena samo na
 odreden raspon zadataka ne mogu prilagoditi mentalni sklop rjesavanju novih ili neru-
 tinskih problema. S druge strane, ucenici koji posjeduju relacijsko razumijevanje imaju
 sposobnost konstrukcije povezanih konceptualnih mreza koje im omogucuju primjenu
 opcih matematickih pojmova na nepoznate probleme (Kategorija IV u Tablici 1.).
 Kategorija odgovora Primjeri odgovora Frekvencija Proporcija
 I. Tocan odgovor Kada dodem do tocnog 234 0.71odgovora.
 Mogu rijesiti niz takvihzadataka bez greske.
 II. Opisni odgovor Zanimljivo mi je. 35 0.11Osjecam
 samopouzdanje dokrjesavam zadatke.
 III. Pronalazak smisla Uklapa se u moje 52 0.16prijasnje znanje.
 Shvatis zasto koristisodredenu formulu, iz
 kojih razloga.
 IV. Primjena na srodan problem Kada to znanje mogu 27 0.08primijeniti na nestodrugo izvan skole.
 Kada mogu razumjetislozeniji problem i
 rijesiti slicne probleme.
 V. Objasnjavanje drugima Kada mogu to objasniti 24 0.07nekome drugome a da
 se ne zbunim.Mogu objasniti teoriju
 drugim ucenicima.
 Tablica 1: Dokaz o razumijevanju matematickog pojma
 5
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Drugi istrazivaci prosirili su ovu teoriju uvodeci zanimljive kontraste. Tako se, na
 primjer, definiraju razlike izmedu:
 •”Znati da” - misli se na tvrdnju (npr. zbroj unutarnjih kutova u trokutu iznosi
 1800)
 •”Znati kako” - misli se na rad, postupak (npr. izracunati povrsinu trokuta)
 •”Znati zasto” - misli se na objasnjavanje (npr. zasto se u algoritmu dijeljenja
 razlomka s drugim razlomkom pojavljuje mnozenje i reciprocan broj)
 •”Znati sto” - misli se na iskoristavanje prilike za upotrebu strategije za rjesenje
 problema koje se sjetimo u trenutku rada.
 Pokazalo se kako postoji mogucnost da se ucenik nade u situaciji u kojoj posjeduje
 razumijevanje u oblicima”Znati da”,
 ”Znati kako” pa cak i
 ”Znati zasto” ali im rele-
 vantno znanje u obliku “Znati sto” zakazuje u trenutku kada je to potrebno.
 U danasnje je vrijeme postalo opce poznato da matematicko razumijevanje nije nesto
 sto se posjeduje niti stvara, vec da je to kontinuirani proces preispitivanja znacenja, ili
 pokusavanja pronalazenja smisla u onome sto pojedinac uci.
 Pirie i suradnici (Pirie i Kieren 1994, Pirie i Martin 2000) pokusali su predstaviti dina-
 miku i razvojnu prirodu ovog procesa pomocu konceptualizacije rasta razumijevanja.
 Proces su opisali kao pomicanje naprijed i natrag kroz niz povezanih slojeva ili razina,
 od kojih svaki sloj predstavlja odredenu vrstu razumijevanja za odredenog pojedinca i
 odredenu temu. Na Slici 1. prikazan je dijagram koji predstavlja te slojeve razumije-
 vanja.
 6
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Slika 1: Slojevi razumijevanja prema teoriji Pirie - Kieran
 ”Primitivno znanje” opisuje pocetno mjesto rasta neodredenog matematickog razu-
 mijevanja.
 U drugom sloju,”stvaranje slika”, ucenici koriste prethodno znanje na nove nacine.
 ”Slaganje slika” odnosi se na mentalnu konstrukciju teme.
 ”Uocavanje svojstva” dogada se onda kada ucenici mogu kombinirati svojstva odredenih
 slika kako bi dosli do bitnih opcih svojstava.
 U”formaliziranju” ucenici apstrahiraju kvalitetu pomocu prethodne slike, dok je
 ”pro-
 matranje” proces koordiniranja i vracanja na formalne aktivnosti te postavljanje takvih
 koordinacija u obliku teorema.
 Do”strukturiranja” dolazi kada ucenici pokusavaju svoja formalna promatranja pred-
 staviti kao teoriju.
 ”Istrazivanje” predstavlja mogucnost odmaka od postojeceg razumijevanja i postavlja-
 nje novih pitanja.
 7
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1.2. Skolska matematika i istrazivacka matematika
 Kada razmatramo vrste matematickih pogresaka koje ucenici cine, prirodno je pretpos-
 taviti da se one dogadaju zbog nedostatka razumijevanja. Zapravo, pogreske nastaju
 zbog upotrebe”iskrivljenih” pravila unutar dobro utemeljenog postupka.
 Primjer 1.1 dobro ilustrira ovu pretpostavku. U primjeru je prikazan rad ucenika koji
 je pokusao rijesiti sustav dvije jednadzbe sa dvije nepoznanice. Umjesto zbrajanja
 dviju jednadzbi, ucenik je od prve jednadzbe oduzeo drugu i pretpostavio da ce ovaj
 postupak eliminirati nepoznanicu y. Zatim je provjerio svoja rjesenja uvrstavajuci ih
 u jednadzbu ( x = 8 , y = 6) i shvatio da rezultat nije tocan.
 Primjer 1.1.
 2x + y = 10 (1)
 x− y = 2 (2)
 x = 8
 Uvrstimo u (2):
 8− y = 2
 y = 6
 Kada je uceniku predlozeno da bi bilo prikladnije zbrojiti jednadzbe, odgovorio je:
 ”Ali tako nam je uciteljica pokazala, naucila nas je da uvijek oduzimamo jednadzbe!”
 Uciteljica vjerojatno nije na ovaj nacin objasnila postupak, no ucenik je ovako inter-
 pretirao njezine rijeci te samoinicijativno generalizirao uciteljicin savjet o rjesavanju
 sustava dviju jednadzbi.
 Ovaj primjer pokazuje kako ce ucenici, ukoliko samostalno pokusaju ponoviti pos-
 tupke koje je ucitelj demonstrirao, bez razumijevanja o tome kako i zasto taj postupak
 funkcionira, stvoriti vlastite nepotkrijepljene razloge i pravila u pokusaju postizanja
 razumijevanja.
 U mnogim matematickim ucionicama pretpostavlja se da ucenje ukljucuje svladavanje
 predodredene vrste znanja i postupaka. Slicno, pretpostavlja se da je posao ucitelja
 rasclaniti takve postupke na niz malih, lako zapamtljivih koraka, te demonstrirati tocnu
 tehniku algoritma, nakon cega ucenici individualno vjezbaju rjesavajuci zadatke.
 U literaturi se ovo opisuje kao kultura”skolske matematike”, gdje su poducavanje i
 ucenje strukturirani kao prijenos informacija. Medutim, kako je ilustrirano u prethod-
 nom primjeru, znanje se ne moze direktno prenijeti sa ucitelja na ucenike. Ucenici
 cesto reinterpretiraju i transformiraju rijeci i postupke ucitelja.
 8
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S druge strane, u kulturi”istrazivacke matematike”, ucenici uce govoriti i djelovati
 matematicki postavljajuci pitanja, predlazuci pretpostavke rjesenja, te rjesavajuci nove
 nepoznate probleme.
 Posljednjih godina, istrazivaci su se zainteresirali za proucavanje ovih dviju kultura
 ucenja i poducavanja matematike kao i utjecaja svake od njih na ucenicka matematicka
 postignuca.
 Boaler (1997, 1998, 1999, 2000) je provela vrlo utjecajno istrazivanje vezano uz ucenje
 matematike medu srednjoskolcima u dvije engleske skole koje je u radu nazvala Amber
 Hill i Phoenix Park. Odabrala je ove dvije skole zbog slicnog socio-ekonomskog stanja
 i kulturoloskog profila ucenika koji su ih pohadali. Medutim, metode poducavanja u
 ovim skolama bitno su se razlikovale. Ucitelji matematike u skoli Amber Hill koristili
 su tradicionalne metode poducavanja, to jest gore opisanu kulturu”skolske matema-
 tike”. Provjere znanja sastojale su se iskljucivo od pismenih provjera koje su ujedno
 pripremale ucenike za zavrsni ispit iz matematike. Ucionice su ovdje bile tihe i mirne,
 a ucenici su se cinili motivirani i vrijedni.
 Ipak, kroz razgovore, ucenici su otkrili kako ne vole matematiku koja im je bila tezak
 i dosadan predmet. Takoder, unatoc njihovoj marljivosti u rjesavanju zadataka i po-
 zornom slusanju uciteljice, ovaj pasivan pristup radu onemogucio im je primjenu tog
 znanja na nepoznatim primjerima. Boaler smatra kako je to zbog toga sto su ucenici
 razvili”inertno znanje”, koje je pripisala uvjerenju kako ucenje matematike zahtijeva
 pamcenje niza pravila, jednadzbi i formula.
 Pristup poducavanju u Phoenix Park skoli bio je progresivniji a predavanja cesto
 prilicno nestrukturirana. Ucenici su vecinom radili na raznim projektima gdje je na-
 glasak bio na znacenju i objasnjavanju necijeg misljenja. Filozofija se ovdje sastojala
 u tome da se ucenici trebaju susresti s matematikom u kontekstu koji je realistican
 i znacajan, a ucitelji su poducavali nove matematicke sadrzaje kada se kroz rad na
 projektima ukazala potreba za novim znanjem. Vecina ucenika uzivala je u ovom is-
 trazivackom pristupu ucenju i smatrali su matematiku zanimljivom jer je ukljucivala
 razmisljanje i rjesavanje problema.
 Jedno od najvaznijih saznanja ovog istrazivanja odnosi se na dokaze koje je Boaler
 pronasla u razlikama u ucenju medu ucenicima ovih skola. Na pocetku istrazivanja,
 kada su ucenici pohadali devetu godinu ucenja matematike, nisu postojale znacajne
 razlike u ucenickim matematickim postignucima. To su potvrdili standardizirani tes-
 tovi i drugi oblici ispitivanja znanja. Tijekom istrazivanja, Boaler je koristila razne
 metode kako bi procijenila ucenicko znanje matematike. Jedna od tih metoda odnosila
 se na primjenu matematike na konkretnom primjeru. Ucenici su trebali izracunati i
 interpretirati mjere pomocu tlocrta te trodimenzionalnog modela kuce. Ucenici Pho-
 enix Park skole postigli su znacajno bolje rezultate od ucenika Amber Hill skole, sto i
 nije zacudujuce s obzirom na projektnu nastavu koja se izvodi na satima matematike u
 njihovoj skoli. Jos znacajnije, postigli su jednako dobre, ponekad i bolje rezultate nego
 9
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ucenici Amber Hill skole u konvencionalnim testovima provjere znanja. Vece iskustvo
 u pisanim provjerama znanja ucenicima Amber Hill skole nije uvelike pomoglo u za-
 dacima koji su zahtijevali nesto vise od reproduciranja naucene procedure rjesavanja
 problema. Ucenici Phoenix Park skole pokazali su se fleksibilnim i prilagodljivim ma-
 tematicarima koji su u mogucnosti primijeniti svoje znanje na nepoznate probleme.
 Ovo istrazivanje donijelo je brojne dokaze kako pristup poducavanju”skolske matema-
 tike” ucenicima pruza samo instrumentalno razumijevanje -”znati da” i
 ”znati kako”,
 dok pristup poducavanju”istrazivacke matematike” generira relacijsko znanje -
 ”znati
 zasto” i”znati sto”.
 1.3. Teorije ucenja
 Kako bi poducavanje bilo ucinkovito, mora se temeljiti na saznanjima o tome kako
 ucenici uce. Ovdje su izdvojene dvije teorije ucenja koje su u danasnje vrijeme naj-
 utjecajnije u edukaciji matematike: konstruktivisticka perspektiva te sociokulturna
 perspektiva. Obje teorije govore o vezi izmedu socijalnih procesa i ucenju pojedinca,
 a posljednjih godina se ove dvije teorije uvelike ispreplicu. Konstruktivizam na prvo
 mjesto stavlja individualnu konstrukciju matematickog razumijevanja, smatrajuci soci-
 jalnu interakciju izvorom kognitivnih sukoba koji dovode do ucenja kroz reorganizaciju
 mentalnih struktura.
 Ova teorija u kontrastu je sa sociokulturnom perspektivom koja ucenje smatra kolek-
 tivnim procesom enkulturacije (proces u kojem pojedinac uci kroz uvjete koje postavlja
 okolina u kojoj zivi, te usvaja niz vrijednosti i ponasanja opceprihvacenih u toj okolini)
 kroz prakticni rad unutar matematicke zajednice.
 1.3.1. Konstruktivizam
 Osnovna tvrdnja konstruktivizma je da ucenici aktivno razvijaju znanje i vlastita
 znacenja povezujuci svoje prijasnje znanje sa znanjem koje svakodnevno stjecu u in-
 terakciji sa svijetom. Na popularnost ove teorije znacajno je utjecao rad svicarskog
 psihologa Jeana Piageta (1954) o teoriji kognitivnog razvoja. Piaget je shvatio kako
 bebe, djeca, adolescenti i odrasli razmisljaju na kvalitativno razlicite nacine, tj. odrasli
 nemaju vece znanje od djece, njihovo znanje je jednostavno drugacije. Kroz promatra-
 nje djecjeg ponasanja, Piaget je zakljucio da se intelektualni razvoj odvija kroz niz faza
 kako djeca sazrijevaju. Raspon godina koje je pripisao ovim fazama vise nije prihvacen
 - podcijenio je sposobnost zakljucivanja mlade djece a precijenio tu sposobnost kod
 odraslih. Danas takoder znamo da ucenici mogu pokazati razlicite nacine razmisljanja
 u razlicitim kontekstima i o razlicitim temama. Ipak, Piagetove ideje o fazama ra-
 zvoja djecjeg razmisljanja pomogle su u shvacanju o tome koje su ucenicke sposobnosti
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ogranicene njihovim godinama, a ne njihovom vjestinom.
 U edukaciji matematike konstruktivizam objasnjava kako postupci, promatranja, uzorci
 i neformalna iskustva mogu biti transformirani u snazne i inovativne ideje o rjesenju
 kroz susrete sa zahtjevnijim problemima. U takvim susretima, kognitivna promjena
 pocinje onda kada se kod ucenika pojavi kontradikcija u prijasnjem znanju, te tada po-
 duzimaju odgovarajuce korake kako bi dosli do novih saznanja te naposlijetku rjesenja
 problema. Preispitivanje svog nacina razmisljanja kao i razmjena ideja omogucava
 ucenicima razumijevanje vlastitih postupaka, a time i novih saznanja. Kako bi us-
 pjesno provodili konstruktivizam u ucionicama, ucenici i ucitelji moraju preispitati
 norme koje reguliraju uzorke interakcije i rasprave. To ukljucuje i socijalne norme
 poput ocekivanja da ucenici objasne i opravdaju svoj nacin zakljucivanja kao i socio-
 matematicke norme (tj. norme koje se odnose na razlicite grane matematike), na
 primjer koje je najprihvatljivije, najucinkovitije i najelegantnije rjesenje matematickog
 problema.
 1.3.2. Sociokulturna perspektiva
 Termin”sociokulturno” koristi se u opisivanju familije teorija ciji se korijeni mogu
 pronaci u radu ruskog psihologa Leva Vygotskyog pocetkom dvadesetog stoljeca. Nje-
 gov rad je zapadnom svijetu bio gotovo nepoznat sve do 1978.g. kada se pojavio
 prijevod njegovih djela na engleski jezik. Od tada su njegove ideje istrazivali i prosirili
 brojni znanstvenici.
 Vygotsky je tvrdio da individualno znanje potjece iz socijalne interakcije, tj. pamcenje,
 ideje i zakljucivanje se prvo pojavljuju medu ljudima kao dio socijalnog procesa, a za-
 tim i u samom pojedincu kao dio internog mentalnog procesa. Takoder je tvrdio da
 na mentalne procese utjecu kulturoloski alati poput jezika, pisma, brojevnog sustava,
 sustava algebarskih simbola, dijagrama, fizikalnih modela itd., te da taj utjecaj tran-
 sformira razmisljanja ljudi mijenjajuci nacin na koji formuliraju i rjesavaju probleme.
 Kao vezu s ovim idejama, Vygotsky je predstavio ideju”zone procjene razvoja” (zone of
 proximal development-ZPD) pomocu koje je objasnio kako interakcija djeteta s odras-
 lim osobama ili naprednijim vrsnjacima moze potaknuti mentalne funkcije koje se jos
 nisu razvile. Vygotsky je ZPD definirao kao razliku izmedu djetetove sposobnosti sa-
 mostalnog rjesavanja problema i one kada mu je ponudena adekvatna pomoc napredni-
 jeg partnera ili ucitelja. Metafora potporne strukture (scaffolding) postala je povezana
 sa interakcijama u ZPD-u koja je opisivala na koji nacin ucitelji strukturiraju zadatke
 kako bi se ucenicima omogucilo sudjelovanje u grupnim aktivnostima, a koje bi inace
 bilo iznad njihovih mogucnosti. Ta potpora se s vremenom smanjuje kako ucenici
 pocinju samostalnije rjesavati zadatke.
 Vygotsky se u svojim promatranjima takoder osvrnuo na to kako djeca uce kroz igru
 bez intervencije odraslih kako bi ZPD pojasnio kroz ravnopravno partnerstvo.
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Iz edukativne perspektive, potencijal za ucenjem postoji u grupnom radu ucenika
 koji imaju nepotpune ali relativno jednake vjestine, gdje svaki pojedinac posjeduje
 odredena znanja i vjestine no samo uz doprinos ostalih clanova grupe dolazi do na-
 pretka.
 Suvremena sociokulturna perspektiva ucenje smatra sve cescim prakticnim sudjelova-
 njem u zajednici. U matematickim ucionicama to znaci da je ucitelj odgovoran za
 uvodenje ucenika u kulturu matematickog istrazivanja, gdje su rasprava i suradnja
 nagradene kroz izgradnju klime intelektualnog izazova.
 Van Oers je 2001.g. predstavio ideju da ovaj proces zapocinje uciteljevom demons-
 tracijom matematickog stava, tj. voljom za proucavanjem matematickih koncepata i
 matematickog razlucivanja koje su u skladu s prihvacenim vrijednostima u zajednici,
 te posljedicno tome s uciteljevim ocekivanjima glede aktivnosti ucenika. Ucenici cijene
 ovakav matematicki stav te u praksi sudjeluju u zajednickim aktivnostima strukturi-
 ranim prema uciteljevim ocekivanjima i postupcima.
 Primjer 1.2. U ovom primjeru opisan je jedan moguc slijed dogadaja u ucionici te-
 meljen na ovakvoj praksi.
 Tijekom prakse u skoli, Domagoju (studentu matematike) je dodijeljen vrlo zah-
 tjevan razred srednje skole. Ucenici su bili demotivirani s vrlo slabim postignucima
 u matematici, uz nekolicinu problematicnih ucenika. Domagoj je odlucio cijeli razred
 izloziti ispitivanju kako bi uveo red i disciplinu, te je ucenicima zadao jednostavnije
 zadatke kako bi dobili osjecaj uspjeha i samopouzdanja. Ovakav pristup nije se pokazao
 uspjesnim sto je pokazano u biljeskama koje je Domagoj vodio uz pomoc mentora koji
 je pratio sat. U Tablici 2. prikazane su te zabiljeske.
 Ocekivanja ucitelja Postupci ucitelja Postupci ucenikaSlusati ucitelja, Rad s cijelim razredom, Ucenici su zbunjeni,
 prepisati zadatke, rijesiti primjer na ploci, samo nekoliko ucenikavjezbati slicne zadatke. podijeliti listice rijesilo je zadatak.
 za individualni rad.Razred slabijih sposobnosti. Odabrati jednostavnije Ne zele raditi,
 Prihvatit cu rjesenje zadatke. nisu koncentrirani,bez obzira na razumijevanje. nemirni su.
 Nedolicno se ponasajujedni prema drugima
 i prema ucitelju.
 Tablica 2: Zabiljeske
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Nakon nekog vremena, Domagoju je ponovno pruzena prilika poducavati isti razred.
 Ovaj put odlucio se za drugaciji pristup. Ucenicima je zadao prakticni zadatak koji
 su trebali rjesavati kroz grupni rad. Zelio je da ucenici samostalno dodu do zakljucka
 o nekim svojstvima jednakokracnog i jednakostranicnog trokuta, npr. da su u jedna-
 kostranicnom trokutu svi kutovi jednake velicine. Ucenici su trebali koristiti ravnala
 i sestar za konstrukciju trokuta zadanih stranica, izmjeriti kutove, u tablicu zabiljeziti
 rezultate (kako je prikazano u oglednom primjeru) te izvuci zakljucak o odnosu stranica
 i kutova u trokutu.
 Ogledni primjer
 Konstruirajte jednakostranicni trokut sa zadanim stranicama (AB = BC = AC). Iz-
 mjerite i zabiljezite velicine kutova svakog zadanog trokuta.
    
                               C   
                                        
  
  
  
 A                                                         B 
  
  
  
  Duljina stranice 
 Kutovi  ( u stupnjevima) 
 A  B  C 
           5       
 6.5       
 9       
 Ova aktivnost nije samo omogucila ucenicima da samostalno dodu do zakljucaka,
 nego je potakla interakciju i raspravu u razredu. Na prijasnjem satu, Domagoj nije to
 dopustio misleci kako ce razred biti nemiran i nediscipliniran sto bi mu otezalo rad.
 Ovakav nacin poducavanja omogucio mu je da, slusajuci rasprave medu ucenicima,
 postavlja pitanja koja su ih usmjerila prema zakljuccima o generalizaciji odnosa medu
 stranicama trokuta i velicina kutova. U Tablici 3. prikazane su zabiljeske nakon ovog
 sata.
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Ocekivanja ucitelja Postupci ucitelja Postupci ucenika
 Samostalno doci do Podijeliti prakticni zadatak. Usporeduju rezultate,zakljucaka. objasnjavaju jedni drugima.
 Uciti kroz prakticni rad. Obilaziti razred, Postavljaju pitanja,postavljati pitanja i usmjeravati. zele mi pokazati svoj rad.
 Razumijevanje. Suraduju medusobno,skoncentrirani su na zadatak.
 Tablica 3: Zabiljeske
 1.4. Matematicko misljenje
 Williams je 2002.g. razvio strukturu koja opisuje ucenicko matematicko misljenje koja
 uciteljima moze koristiti dok promatraju prirodu ucenja koja se odvija u njihovim
 ucionicama. Struktura se temelji na ideji da se matematicko misljenje sastoji od aps-
 trakcije i generalizacije. Ucenicko razmisljanje podijeljeno je u tri kategorije, razlicitih
 slozenosti:
 • Prepoznavanje - shvacanje da se poznati matematicki postupak moze primijeniti
 u novoj situaciji
 • Postavljanje problema - upotreba nekoliko poznatih matematickih postupaka
 kako bi se rijesio nepoznat problem
 • Razrada - odabiranje poznatih strategija, matematickih ideja i koncepata te in-
 tegriranje u rjesavanju nepoznatog zahtijevnog problema
 Williams je 2002.g. dodao detaljnije opise kategorija u kojima pokazuje na koji
 nacin ucenici prolaze kroz analizu, sintezu i evaluaciju (Tablica 4.).
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Slozenost razmisljanja Primjeri razmisljanjaEvaluacija Kontinuirano provjeravanje nedosljednosti(razrada) kao razlicite aspekte problema
 koji se istrazuje.Primjena novih matematickih postupaka
 u nepoznatim situacijama.Prepoznavanje novih matematickih saznanja
 koja mogu biti korisna u postupkurjesavanja problema, a koje mogu
 dati odgovor na niz potpitanjakoja se mogu pojaviti u postupku.
 Sinteza Odabrati znacajne strategije, ideje i koncepte.(razrada) Integrirati matematicke ideje, koncepte i
 strategije kako bi se doslo do novih saznanja.Izgraditi matematicki argument
 kako bi se objasnilo”zasto?”
 Pronaci odgovor na spontana pitanja.Progresivno rjesavanje mogucih potproblema.
 Prosirivanje znanja novim naucenim postupcima.Evaluacijska analiza Koristiti brzu metodu ili
 procjenu za provjeru rjesenjapovezujuci matematiku s kontekstom.
 (postavljanje) Referiranje na kontekst kako bi seopravdali razlozi zbog kojih
 postupak funkcionira.Sinteticka analiza Pronaci veze izmedu razlicitih
 postupaka koji vode ka rjesenju,razmatrajuci razloge zbog kojih su neki
 postupci prikladniji za rjesenjeistog problema.
 Ujediniti znanja stecena kroz rad na problemute ih iskoristiti za postavljanje
 u rjesavanju nepoznatih problema.Analiza Trazenje uzoraka.
 (postavljanje) Traziti alternativne puteveka rjesenju istog problema.
 Rjesavati probleme unatrag bez obzirana naucenu metodu rjesavanja unaprijed.
 Analizirati situaciju kako bi seotkrilo koje postupke za rjesenje koristiti.
 (Analizirati da bi prepoznali).
 Tablica 4: Kategorije slozenosti matematickog misljenja
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Matematicko misljenje zastupljeno je u dokumentima kurikuluma na mnogobrojne
 nacine gdje se razlikuju matematicki procesi od matematickog sadrzaja. U Tablici 5.
 prikazani su aspekti matematickih procesa predlozeni u dokumentima kurikuluma u
 Australiji, SAD-u i Engleskoj. Svima je zajednicki proces razmisljanja i zakljucivanja,
 te proces rjesavanja problema.
 Nacionalni profil Istrazivanje(Australia) Pretpostavljanje
 Upotreba strategijaza rjesavanje problema
 Primjena i provjeraUpotreba matematickog jezika
 Rad u kontekstuNCTM Principi i standardi Rjesavanje problema
 (SAD) Zakljucivanje i dokazivanjeKomunikacijaPovezivanje
 ReprezentacijaNacionalni kurikulum Rjesavanje problema
 (UK) KomuniciranjeZakljucivanje
 Tablica 5: Prikaz aspekata matematickih procesa u dokumentima kurikuluma
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1.5. Matematicko zakljucivanje
 Matematicko zakljucivanje obuhvaca stvaranje, istrazivanje i evaluaciju pretpostavki
 te razvijanje matematickih argumenata koji ce nas uvjeriti da je pretpostavka tocna.
 Objasnjavanje i obrazlaganje predstavljaju kljucne aspekte matematicke aktivnosti
 ucenika u ucionici u kojoj se matematika poducava kroz samostalno zakljucivanje.
 Ucenici uce objasnjavati i obrazlagati kada im ucitelj zada zadatak u kojem moraju
 istrazivati matematicke veze, te kada ucitelj stvori klimu u kojoj se od ucenika ocekuje
 slusanje, rasprava i preispitivanje tvrdnji drugih ucenika.
 1.6. Matematicko rjesavanje problema
 Smatra se da je rjesavanje problema poveznica svih aspekata matematickog ucenja.
 Velik dio istrazivanja matematickog rjesavanja problema odvijao se tijekom 1980.-tih i
 1990.-tih godina. Od tada je rjesavanje problema uvedeno u ciljeve nastave matematike
 i druge dokumente kurikuluma.
 ”Problemi” i
 ”rjesavanje problema” su kroz povijest imali razna, cesto kontradiktorna,
 znacenja. Medutim, opceprihvacena definicija je da se zadatak smatra problemom ako
 osoba koja pokusava rijesiti problem ne zna metodu rjesavanja unaprijed (Australsko
 nacionalno vijece ucitelja, 2000). To znaci da bi odredeni zadatak mogao biti problem
 jednoj osobi dok bi drugoj bio rutinska vjezba, zato sto problem nije sam zadatak, vec
 interakcija izmedu zadatka i ucenika.
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 Klima u 
 učionici
 Uvjerenja  Utjecaji 
 Metakognicija Svjesnost  Regulacija 
 Baza znanja  Heuristika 
 Slika 2: Cimbenici koji utjecu na uspjesno rjesavanje problema
 Na Slici 2. prikazani su cimbenici koji pridonose uspjesnom rjesavanju problema a
 koji su identificirani kroz istrazivanja provedena 1980.-tih i 1990.-tih godina.
 Matematicka”baza znanja” ukljucuje intuitivno znanje, cinjenice i definicije, rutinske
 postupke i algoritme, te znanja o pravilima matematickog zakljucivanja.
 ”Heuristika”, opce strategije ili
 ”pravila siroke primjene” za napredovanje u rjesavanju
 nerutinskih problema (npr. rjesavanje unatrag, trazenje uzorka ili rjesavanje jednos-
 tavnijeg problema), takoder je vazan strateski izvor.
 ”Metakognicija” se sastoji od dvije komponente,
 ”svjesnosti” vlastite matematicke
 snage i slabosti, zahtjeva zadatka te cimbenika koji utjecu na tezinu zadatka, i”re-
 gulacije” vlastitog razmisljanja kroz rad na zadatku. Regulacija takoder ukljucuje i
 aktivnosti poput planiranja ukupnog tijeka postupka, odabiranje odredenih strategija,
 provjeravanje napretka, procjenjivanje rezultata te preispitivanje postupaka i metoda
 rjesavanja ako je to potrebno. Bez ucinkovite metakognitivne svjesnosti i regulacije,
 ucenici nece biti u mogucnosti prepoznati i koristiti vlastito znanje koje bi im pomo-
 glo u rjesavanju problema kada dodu do prepreke te tada obicno ustraju u upotrebi
 neprikladne metode rjesavanja koja ne vodi nikuda.
 Uvjerenja i utjecaji mogu povecati metakognitivne aktivnosti ili na neki nacin utje-
 cati na njih. Ucenicka uvjerenja predstavljaju njihov matematicki pogled na svijet.
 Smatra se da su ucenicka uvjerenja o matematici eksplicitno ili implicitno usvojene su-
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bjektivne koncepcije, koje ucenici smatraju istinitima, o matematickom obrazovanju,
 o sebi kao matematicarima te matematici kao predmetu. Njihova uvjerenja o sebi kao
 matematicarima, odredenim matematickim temama, opcenito o prirodi matematike i
 klimi u matematickoj ucionici pridonose metakognitivnoj svjesnosti i utjecu na meta-
 kognitivnu aktivnost.
 Uvjerenja o sebi takoder podupiru”utjecaje”, posebice one koji se odnose na kvalitetu
 matematickog stava poput motivacije, samopouzdanja i volje za riskiranjem. Ove afek-
 tivne reakcije mogu utjecati na ucenicku sposobnost odrzavanja paznje na zadatak.
 Razlicitosti u razrednoj okolini mogu potaknuti razlicite tipove afektivnih reakcija, no
 kontekst u kojem se znanje izgraduje ima jos vazniju ulogu u oblikovanju ucenickih
 uvjerenja. Poducavanje koje naglasava pamcenje, formalne procedure i tocne odgovore
 bez obzira na razumijevanje moze dovesti do uvjerenja kako su ucenici samo pasivni
 promatraci, nesposobni i bez osjecaja odogovrnosti za predlaganje i obrazlaganje vlas-
 titih ideja.
 U nedavno provedenim istrazivanjima strucnjaci su razmatrali ideju potporne struk-
 ture, ranije spomenute u vezi interakcije izmedu ucitelja i ucenika, kao sredstvo razvoja
 ucenicke metakognicije. Predstavili su ideju da potporna pitanja koja ucitelj postav-
 lja tijekom tri stadija rjesavanja problema mogu kod ucenika razviti svjesnost te im
 pomoci u reguliranju vlastitog razmisljanja, te da ucenici mogu sami sebi postati pot-
 porna struktura postavljajuci ista pitanja kada se potpora ucitelja izuzme (ucitelj pruza
 potporu koju s vremenom smanjuje te naposlijetku potpuno izostavlja).
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Uvodni dio Za vrijeme ucenickog rada Kada ucenici zavrse
 Koje su ovdje Recite mi sto radite. Jeste li pronasli odgovor?vazne ideje?
 Mozete li preformulirati Sto mislite o tome? Jeste li razmotrilipitanje vlastitim rijecima? Zasto to radite? sve slucajeve?
 Sto se od nas Sto cete napraviti s Jeste li provjerilizahtijeva u zadatku? rjesenjem kada dodete svoje rjesenje?
 Koje su nam do njega? Ima li rjesenjeinformacije poznate? Zasto mislite da smisla?Koje uvjete moramo taj postupak Postoji li drugo
 postivati? ima smisla? rjesenje?Moze li netko Zasto je ta ideja Mozete li objasniti
 pogoditi rjesenje? bolja od druge? rjesenje ostatku razreda?Jeste li se vec Pokusavas razviti tu ideju Postoji li drugi nacin
 susreli s ovakvim problemom? vec neko vrijeme. rjesavanja problema?Koju strategiju bismo Vodi li te ikuda? Mozete li poopciti problem?
 mogli iskoristiti Razumijete li problem? Mozete li prosiriti problemza pocetak rjesavanja? Mozes li opravdati na druge situacije?
 Koju od ovih ideja taj korak? Mozete li osmislitibismo trebali razviti? Jesi li siguran u ovaj dio? slican problem?
 Mozete li pronacikontraprimjer?
 Tablica 6: Potporna pitanja koja postavlja ucitelj tijekom rjesavanja problema
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1.7. Stvaranje razredne zajednice istrazivanja
 Do sada se pokazalo jasnim kako uloga ucitelja ima veliku vaznost u razvijanju ucenickog
 matematickog razumijevanja. Takoder se pokazalo da pristup poducavanju istrazivackom
 matematikom vodi k dubljem razumijevanju i fleksibilnijem razmisljanju ucenika. Ne-
 davna istrazivanja temeljena na konstruktivizmu i sociokulturalnoj teoriji pokusala su
 doci do odgovora kako matematicka ucionica moze postati zajednica istrazivanja te
 sto bi ucitelji trebali napraviti kako bi zainteresirali ucenike za matematicko misljenje,
 zakljucivanje i rjesavanje problema. Iako je nemoguce sastaviti listu postupaka kojih bi
 se ucitelji trebali pridrzavati, istrazivaci su predstavili karakteristike razredne zajednice
 istrazivanja te uciteljevu ulogu u takvom okruzenju.
 Nedavno istrazivanje provedeno u matematickoj ucionici australske srednje skole (Goos,
 2004) predstavilo je kljucne elemente uciteljeve uloge koji ukljucuju:
 • modeliranje matematickog razmisljanja
 • postavljanje pitanja kao potpornu strukturu ucenickom razmisljanju
 • razvijanje ucenicke socijalne interakcije
 • povezivanje ucenickih ideja s matematickim jezikom i simbolima
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U Tablici 7. prikazan je primjer koji ilustrira uciteljeve postupke i ucenicke od-
 govore. Radi se o nastavnoj jedinici inverza matrice, u razredu koji uci matematiku
 jedanaestu godinu.
 Tablica 7: Nastavna jedinica inverz matrice
 Anotacija Interakcija Ploca
 Potpora ucenickom Ucitelj podsjeca ucenike na postupak
 (3 15 2
 ) (a bc d
 )=
 (1 00 1
 )razmisljanju trazenja inverza matrice 2× 2 3a + c = 1
 5a + 2c = 0pomocu sustava jednadzbi. 3b + d = 0Trazi od ucenika da pronadu 5b + 2d = 1rjesenja jednadzbi. a = 2; b = −1; c = −5; d = 3.Ucenici predstavljaju rjesenja.Ucitelj: Dakle inverz matrice(
 3 15 2
 )je
 (2 −1−5 3
 )Ucitelj: Mozete li provjeriti mnozenjemda se uistinu dobije jedinicna matrica?Tako bismo se uvjerili u tocnost rjesenja.
 Modeliranje U: Je li neucinkovito ovo raditi Inverz matrice
 (a bc d
 )matematickog svaki put? je
 (d −b−c a
 )?
 razmisljanja Ucenici se slazu da jeste.U: Mozemo li pronaci kraci nacin?Luke predlaze zamjenu mjestaa i d te promjenu predznaka b i c.Ucitelj to zapisuje na plocu.
 U: Kako bismo to provjerili?Ucenici predlazu jos jedan primjer. (
 2 11 1
 )−→
 (1 −1−1 2
 )Ucitelj zapisuje na plocu drugi primjeri zamoli ucenike da, koristeci Lukeovprijedlog, pronadu inverz matrice,te mnozenjem provjere rjesenje.Ucenici to i naprave,uvjereni u tocnost metode.
 Potpora ucenickom Ucitelj daje jos jedan
 (4 13 2
 )−→
 (2 −1−3 4
 )razmisljanju primjer ucenicima.
 (4 13 2
 ) (2 −1−3 4
 )=
 (5 00 5
 )Nastavak na iducoj stranici
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Tablica 7 – nastavak s prethodne stranice
 Anotacija Interakcija Ploca
 Ucitelj podsjeca ucenikekako rjesenje mogu pronaci
 rjesavanjem sustava jednadzbi Inverz je
 2
 5
 −1
 5−3
 5
 4
 5
 Ucenici to i napravete provjere rjesenje mnozenjem
 U: Kako je ovo povezanos Lukeovim zakljuckom(bio je djelomicno u pravu)?Ucenici zakljucuju kako suu prvom pokusaju vrijednostipet puta vece, pa ih je potrebnopodijeliti s 5.
 U: S koliko se treba podijeliti
 u prethodnom primjeru?
 (2 11 1
 )−→
 1
 1
 −1
 1−1
 1
 2
 1
 Ucenici zakljucuju kakotreba podijeliti s 1.
 Modeliranje U: Dakle, nova metoda (dijeljenjematematickog s nekim brojem) funkcionira.razmisljanja Ali kako znati s cime treba dijeliti?
 Pronadite pravilo koje funkcionirau oba primjera.Ucenici to naprave.
 U: Sto je djelitelj?Ucenik: ad− bc
 Matematicke Ucitelj izraz ad− bc1
 ad− bc
 (d −b−c a
 )konvencije naziva determinanta.i simbolika U: Formalizirajmo to sto ste D = ad− bc
 zakljucili.
 Sto bismo zapisalikao inverz matrice(a bc d
 )?
 Alex daje formulu koju uciteljzapisuje na plocu.David: Koji dio formule predstavljadeterminantu?Ucitelj oznacava izraz ad− bcte ga zapisuje na plocu.
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Cilj ove nastavne jedinice bio je potaknuti ucenike na samostalno otkrivanje algo-
 ritma za trazenje inverza matrice 2 × 2
 (a bc d
 ). Ucitelj je prvo odabrao matricu A
 cija je determinata jednaka 1, te zamolio ucenike da pronadu inverz A−1 te matricekoristeci dosadasnje znanje rjesavanja matricne jednadzbe AA−1 = I. Zatim je izvukaoucenicke zakljucke o opcoj formi inverza matrice temeljene na tom primjeru. Buducida je priroda samog primjera natjerala ucenike na zakljucak kako se radi o matrici
 oblika
 (d −b−c a
 ), ucitelj je imao mogucnost predstaviti realistican kontekst u kojem
 su ucenici mogli preispitati prvotni zakljucak. Protuprimjer, za ciji su inverz ucenici
 zakljucili da ima oblik n ·(a bc d
 ), dopustio je ucenicima da pronadu formulu za n,
 koju je ucitelj kasnije oznacio kao determinantu.U lekcijama koje su uslijedile tjednima poslije, ucitelj je ucenicima pruzao sve ma-nje potpore, dok se od ucenika ocekivalo da prosire svoje nacine razmisljanja koristecivec poznato znanje i sposobnost zakljucivanja. Ucenici su poceli preuzimati odgovor-nost za vlastito matematicko misljenje, odnosno obrazloziti vlastite razloge, postupkei zakljucke u rjesavanju problema. Ucenicko inzistiranje na znanju
 ”zasto” nasuprot
 elementima dokaza koje nisu razumjeli, rezultirala je aktivnim sudjelovanjem u praksimatematickog istrazivanja gdje je mogucnost zakljucivanja najvazniji faktor razumije-vanja.Slicno istrazivanje provedeno u SAD-u sazelo je zakljucke o tome na koji se nacin mi-jenja interakcija ucitelj-ucenik kroz vrijeme u kojem se zajednica istrazivanja razvija(Tablica 8.).
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Dimenzija PromjenaIspitivanje Prebacivanje uloge ucitelja kao
 ispitivaca ucenika na ucenike i uciteljekao ispitivace.
 Razgovori medu ucenicima su sve ucestaliji,posebno pitanja
 ”Zasto?”.
 Objasnjavanje Dok ucitelj postavlja visematematickog potpitanja kako bi potaknuorazmisljanja ucenike na razmisljanje,
 ucenici ucestalije objasnjavaju i izlazu svojematematicke ideje.
 Izvor Promjena sa ucitelja kao izvoramatematickih svih matematickih ideja
 ideja na ucenicke ideje takoder utjece na smjeru kojem ce se lekcija razvijati.
 Ucitelj koristi ucenicke pogreskekao priliku za ucenje.
 Odgovornost Ucenici sve cesce preuzimajuza odgovornost za ucenje te preispitivanje
 ucenje sebe i drugih.Matematicki smisao postaje
 kriterij preispitivanja.Ucitelj potice ucenicku odgovornost
 postavljajuci im pitanja ovlastitom i tudem radu.
 Tablica 8: Karakteristike razredne zajednice matematickog istrazivanja
 Ne treba podcijeniti izazov implementiranja ovakvog nacina poducavanja u osnovnei srednje skole. Cesto se cini kako se kolicina gradiva koju ucitelj mora obraditi ivrednovanje znanja prijece razvijanju razumijevanja i matematickog razmisljanja, po-sebno kada smo suoceni s razredom u kojem su ucenici nauceni, tijekom visegodisnjegskolovanja, vjerovati da se poducavanje odnosi na prenosenje informacija, a ucenjena pamcenje niza formula i vjezbanje istih kroz zadatke. Ipak, rezultati ovih is-trazivanja donose cvrste dokaze kako pristup poducavanja istrazivackom matemati-kom nudi ucenicima mogucnost napretka u radu te stimulira socijalnu interakciju nanajucinkovitiji nacin za usvajanje znanja uz razumijevanje.
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2. Poducavanje i ucenje algebre
 Algebra se, posebice kada se interpretira kao manipulacija simbolima, smatra proble-maticnim dijelom matematike, gdje mnogi ucenici misle kako je to pocetak njihovogneuspjeha u ovom predmetu. U vrijeme kada sve veci broj ucenika zavrsava sred-njoskolsko obrazovanje, ovakav stav donosi razocaranje u matematickim ucionicama,te narusava pozitivnu klimu u razredu. Strucnjaci smatraju kako se algebra ucenicimatreba predstaviti kao vazan dio matematike i to na takav nacin da ucenici mogu pre-poznati tu vaznost i svrhu kroz primjenu u svakodnevnom zivotu. Usko vezana uz tuvaznost je i potreba da objekti i postupci ucenicima postanu znacajni, a ucitelji dobijujasniju sliku o tome sto sve predstavlja algebra izuzev manipulacije simbolima. Toje bio motiv mnogim eksperimentalnim pristupima poducavanja i idejama o promjenikurikuluma.Danas postoji mnostvo pristupa poducavanju algebre: generalizacijski pristup, rjesavanjeproblema koji ukljucuju probleme zadane rijecima, funkcionalni pristup, jezicni pris-tup, modeliranje fizkalnih i matematickih fenomena te povijesni pristup. Vazno jenapomenuti da se uravnotezen pristup poducavanju sastoji od nekoliko razlicitih pris-tupa istovremeno, buduci da svaki od njih na drugaciji nacin naglasava fundamentalnekoncepte algebre. Ovaj dio rada osvrce se na uvodenje algebre u nastavi matematike,usvajanje osnovnih ideja u ucenju skolske algebre, ilustriranje pristupa poducavanjakako bi se ucenicima olaksao prijelaz s aritmetickog na algebarski nacin razmisljanjate jezicne probleme koji nastaju kada se problem zadan rijecima treba zapisati mate-matickim jezikom.
 2.1. Rane algebarske ideje usvojene u osnovnoskolskom obra-zovanju
 Trenutno, prema vecini dokumenata kurikuluma, uvodenje algebre pocinje u visim rez-redima osnovnih skola ili u prvoj godini srednjoskolskog obrazovanja. Kieran je (2006)istaknula kako su potrebne mnoge konceptualne prilagodbe na pocetku ucenja alge-bre jer, iako aritmetika i algebra dijele odredene oznake i simbole, oni cesto u algebripromijene svoje znacenje. Istrazivanje provedeno medu ucenicima sedmih i osmih raz-reda u jednoj skoli u Queenslandu otkrilo je kako mnogi ucenici zavrsavaju osnovnuskolu uz vrlo ograniceno znanje o matematickim strukturama i aritmetickim operaci-jama kao opcim postupcima, sto je temelj za uvodenje algebre u prvoj godini srednjeskole. Prijedlozi da se algebra uvede puno ranije nisu ostali samo mrtvo slovo na pa-piru. Mnoge skole u SAD-u algebru uvode u najranijim godinama osnovnoskolskogobrazovanja. Algebarske aktivnosti uvode se vec u vrtickoj dobi a djeca se s algebar-skim pojmovima upoznaju vec u trecem razredu osnovne skole. Pobornici uvodenjaalgebre u nizim razredima osnovne skole smatraju kako aritmetika i algebra nisu to-liko razlicita podrucja, s obzirom na to da dublje razumijevanje aritmetike zahtijevaznanje o odredenim matematickim generalizacijama, a algebarski pojmovi kod mladedjece razvijaju upravo takve generalzacije bas kao kod adolescenata ili odraslih osoba.Mnogi edukatori usvojili su pristup u kojem se na algebru gleda kao na generaliziranuaritmetiku brojeva i velicina. Ovaj pristup razvija sposobnost odmaka u razmisljanjuo vezama medu odredenim brojevima i velicinama prema vezama izmedu niza brojeva
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i velicina. Rezultati istrazivanja koja su proveli Kieran i suradnici (2006) pokazala suda djeca vec u dobi od sedam godina razumiju princip jednakosti u algebri, te da djecatreceg razreda osnovnih skola mogu razumjeti pojam odnosa poznatih i nepoznatihvelicina.
 2.2. Osnovne algebarske ideje
 Kieran je (2004) predstavila model za konceptualizaciju, kojeg smatra skupom osnovnihaktivnosti skolske algebre, to jest skupom generalizacijskih, transformacijskih i opcihmetakognitivnih aktivnosti. Generalizacijske aktivnosti odnose se na oblikovanje izrazai jednadzbi - algebarskih objekata. Objekti u algebarskim jednadzbama i izrazima suvarijable i nepoznanice.Transformacijske aktivnosti, aktivnosti utemeljene na pravilima, odnose se na postupkerjesavanja problema koji ukljucuju uvjete i rjesavanje jednadzbi. Velik dio transforma-cijskih aktivnosti ukljucuje rad s ekvivalentnim formama i zahtijeva dobro poznavanjeistih.Opce metakognitivne aktivnosti koriste algebru kao alat pri rjesavanju problema, mo-deliranju, uocavanju strukture, proucavanju promjena, generaliziranju, analiziranju od-nosa i veza, obrazlaganju i dokazivanju. Kieran smatra kako se ove slozene aktivnostine mogu odvojiti od generalizacijskih i transformacijskih aktivnosti, a da se usput neizgubi smisao ucenja algebre. Prema tome, algebarsko razmisljanje ovisi o razvoju ne-koliko osnovnih ideja, od kojih najvaznije cine ekvivalencija i varijable.
 2.2.1. Ekvivalencija
 Kieran (1992) svojstva simetricnosti i tranzitivnosti ekvivalencije smatra jednim odnajvaznijih uvjeta za generiranje i primjereno interpretiranje strukturalnih reprezen-tacija poput jednadzbi. Zbog toga je od iznimne vaznosti nauciti ucenike kako znakjednakosti trebaju smatrati relacijskim simbolom koji govori da su dva izraza ekviva-lentna, a ne operacijskim simbolom koji im govori da trebaju nesto izracunati. Tipicniodgovori na pitanje
 ”Objasnite znacenje simbola =”, koje je zabiljezila jedna uciteljica
 u osmom razredu osnovne skole, razvrstani su u dvije skupine najcescih odgovora:
 ”Znak
 ”=” koristi se u jednadzbama gdje trebamo pokazati da je izraz s lijeve strane
 znaka”=” jednak izrazu s desne strane znaka
 ”=”, npr. 49 = 7×7, 3 + 3 = 5 + 1, itd.”
 ”Znak
 ”=” govori nam da moramo doci do rezultata, tj. konacnog rjesenja nekog iz-
 raza, npr. 3× 2 = 6,”Ranija istrazivanja pokazala su da ucenici znak
 ”=” smatraju operacijskim znakom,
 te takav stav zadrzavaju cak i u prvim godinama srednjoskolskog obrazovanja. Ne-davna istrazivanja odnosila su se na interpretaciju znaka
 ”=” ucenika sestih, sedmih i
 osmih razreda osnovne skole, njihovog razumijevanja o cuvanju odnosa ekvivalencije ti-jekom rjesavanja jednazdbe, te veze medu ucenickim razumijevanjem znaka jednakostii sposobnosti rjesavanja jednadzbi. Tri zadatka koristena u istrazivanju prikazana su uPrimjeru 2.1.
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Primjer 2.1. U zadacima koji slijede potrebno je vlastitim rijecima opisati odgovore.
 Zadatak 1. Interpretacija znaka jednakosti.Pitanje se odnosi na zadani izraz:3 + 4 = 7
 ↑a) Strjelica pokazuje simbol. Kako se zove taj simbol?b) Koje je znacenje tog simbola?c) Moze li taj simbol imati neko drugo znacenje? Ako moze, objasnite odgovor.
 Zadatak 2. Koristenje koncepta matematicke ekvivalencije.Je li broj koji se treba nalaziti unutar uglatih zagrada [ ] isti u obje jednadzbe? Objas-nite svoj zakljucak.2 × [ ] +15 = 312 × [ ] +15–9 = 31–9
 Zadatak 3. Rjesavanje jednadzbi.Za koju vrijednost parametra m ce iduca tvrdnja biti istinita?4m + 10 = 70
 Knuth je uvidio da je ucenicko poimanje znaka jednakosti od operacijskog do re-lacijskog postajalo sve sofisticiranije kroz godine ucenja matematike, medutim, ipakje vecina ucenika jos uvijek naginjala prema operacijskom shvacanju znaka jednakosti.Iako je postotak ucenika koji su shvacali relacijsko znacenje znaka jednakosti rastao krozobrazovanje od sestog do osmog razreda, Knuth je primijetio da se kod ucenika osmihrazreda taj postotak ponovno poceo smanjivati, te su ucenici koji su ranije shvacali rela-cijsko znacenje znaka jednakosti, ovdje to
 ”zaboravili” u zadacima rjesavanja linearnih
 jednadzbi. Knuth je zakljucio kako je relacijsko shvacanje znaka jednakosti potrebnone samo kako bi ucenici znali smisleno postavljati i interpretirati jednadzbe, nego kakobi znali smisleno
 ”upravljati” jednadzbama. Zbog toga je od iznimne vaznosti odvojiti
 vrijeme i posvetiti se ucenickom razumijevanju toga da znak jednakosti predstavljaekvivalenciju, a ne racunsku operaciju, sto ce se odraziti na uspjeh u algebri u kasnijimgodinama obrazovanja.
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2.2.2. Varijable
 Varijable su algebarski alat pomocu kojeg se izrazavaju poopcenja u matematici. Kon-cept varijable bitno se razlikuje od koncepta nepoznatog. Nepoznanica je broj koji nevarira, dok je varijabla vrijednost koja se mijenja. U cesto citiranom istrazivanju kojeje u Velikoj Britaniji proveo Kucheman (1978), istaknute su neke od mnogih poteskocas kojima se susrecu ucenici visih razreda osnovne skole u interpretaciji slovnih sim-bola. Vecina ucenika koji su sudjelovali u istrazivanju smatrali su simbole objektima.Nekolicina ih je smatrala da su to odredene nepoznanice, a jos manji broj ucenikasmatrao ih je poopcenim brojevima ili varijablama. Zabrinjavajuci aspekt ovakvogshvacanja simbola je prenosenje ovih krivih pretpostavki u nastavku skolovanja, pose-bice u poopcavanju odnosa i veza u matematickim problemima. Kada je Knuth (2005)istrazivao interpretaciju slovnih simbola medu istom dobnom skupinom djece, rezultatinisu bili tako pesimisticni. Dva zadatka koja su bila ponudena u istrazivanju, prikazanasu u Primjeru 2.2.
 Primjer 2.2. Primjer prikazuje zadatke u kojima su ucenici trebali interpretirati znacenjevarijable.
 Zadatak 4. Interpretacija slovnog simbola.Pitanje se odnosi na sljedeci izraz:
 2n + 3↑
 Strjelica pokazuje simbol. Sto predstavlja taj simbol?
 Zadatak.5. Upotreba koncepta varijable.Mozete li reci koja je vrijednost veca, 3n ili n + 6. Pojasnite svoj odgovor.
 Najcesci odgovor na pitanje u Zadataku 4. bio je da n predstavlja varijablu, i to:medu ucenicima sestih razreda njih nesto manje od 50% dalo je tocan odgovor, a meduucenicima osmih razreda taj postotak je nesto iznad 75%.U Zadatku 5. prihvatljivo objasnjenje bi bilo:
 ”Ne mozemo reci koja je vrijednost veca,
 zbog toga sto n nije odreden broj. Kada bi n = 1, tada bi izraz 3n imao vrijednost 3,a izraz n + 6 vrijednost 7, dakle 3n < n + 6. S druge strane, kada bi n = 10, 3n = 30a n + 6 = 16, dakle u ovom slucaju je 3n > n + 6. Ne mozemo reci sto je vece dok neznamo vrijednost varijeble n.”Samo 11% ucenika sestog razreda, 6.51% ucenika sedmog razreda i 60% ucenika osmograzreda svoj odgovor opravdali su interpretacijom varijable kao slovnog simbola. Posto-tak tocnog objasnjenja rastao je u visim razredima. Medutim, u odgovorima se pojaviodrukciji problem, nekolicina ucenika koja je tocno opravdala odgovor u Zadatku 5., nijeinterpretirala varijablu u Zadatku 4., sto je rezultat boljeg razumijevanja pojmova krozrad na problemskim zadacima. U zakljucku istrazivanja navodi se kako se ucenicko ra-zumijevanje pojma varijable tek treba stabilizirati tijekom obrazovanja, buduci da se
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pokazalo kako povecan postotak tocnih odgovora u Zadatku 4. nije odgovarao postotkutocnih odgovora u Zadatku 5., posebno kod ucenika sestog razreda.
 2.3. Prijelaz na algebarsko razlucivanje
 Ove ucenicke poteskoce u ucenju algebre smatraju se posljedicom visegodisnjeg nacinapoducavanja i ucenja uz aritmeticko razlucivanje, a ne njihovog kognitivnog razvoja.Razlozi poteskoca mogu se podijelti u tri kategorije:
 1. Upotreba ogranicenog niza aritmetickih tekstualnih problema koji se svode nazamjenu redoslijeda (npr. Ivan ima nekoliko pikula. Osvojio je 3 pikule. Sada ih imaosam. Koliko pikula je Ivan imao na pocetku?), problema usporedivanja (npr. Najahanje je krenulo osam jahaca, ali imaju samo tri konja. Koliko jahaca nece dobiti ko-nja?), te problema s nedostatkom pribrojnika (npr. Maja ima sedam plavih i nekolikosmedih majica. Sveukpno ima jedanaest majica. Koliko smedih majica ima Maja?).
 2. Upotreba notacije kao sredstva za biljezenje izvodenja rjesenja, nasuprot opisaonoga sto je poznato u problemu,
 3. Fokusiranje na rad s odredenim vrijednostima, nasuprot vezama medu problemima.Kako je ranije spomenuto, istrazivaci podupiru uvodenje algebarskih ideja i pojmova uranijim godinama osnovnoskolskog obrazovanja, te promjenu fokusa u aritmetici kakobi se izbjegli gore navedeni problemi.
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2.3.1. Povijesni pristup prijelazu
 Povijesna analiza srednjovjekovne algebre u Italiji inspirirala je nastanak takozvanogpoducavanja u tri faze. Ovaj nacin poducavanja razvijen je u svrhu olaksanja ovogteskog konceptualnog prijelaza s rjesavanja konkretnih problema upotrebom rijeci ibrojeva na rjesavanje apstraktnih problema, gdje simbolima oznacavamo nepoznatevrijednosti. Talijanski matematicar Antinio de Mazzinghi (14 st.) pojam nepoznanicedefinirao je kao
 ”skrivenu” vrijednost. Tada se smatralo kako je ova ideja prikladno
 sredstvo u pomaganju ucenickog razumijevanja uloge slova u reprezentaciji nepozna-nice.U prvoj fazi poducavanja, ucenici su zamoljeni da rijese problem zadan rijecima ko-risteci objekte koje su mogli razmjestati po potrebi a koji su sastavni dio ideje skrivenevrijednosti. Kako bi prikazali nepoznanice problema, koristili su nepoznat broj lizalicau vrecici ili nepoznat broj igracih karata u omotnici. Tijek lekcije strukturiran je takoda omogucuje ucenicima svladavanje dviju algebarskih operacija povezanih s rjesenjimajednadzbi prikazanim u drevnom tekstu Hisab al-jabr w’al-muqabala (Racun pomocuuredivanja i redukcije) koji je u devetom stoljecu napisao arapski matematicar al-Kahwarizimi. Al-jabr, ili uredivanje, odnosilo se na operaciju dodavanja jednakih izrazas obje strane jednadzbe kako bi se skratile negativne vrijednosti, ili, rjede, mnozenjeobje strane jednadzbe istim izrazom kako bi se skratili razlomci. Al-mukabala, ili re-dukcija, odnosila se na reduciranje pozitivnih vrijednosti oduzimanjem istog izraza sobje strane jednadzbe. U drugoj fazi poducavanja, objekte su zamijenili crtezi, doksu u trecoj fazi ucenici koristili slova umjesto crteza koji je predstavljao nepoznanicu.Ova metoda je danas poznata kao metoda ravnoteze rjesavanja jednadzbi.
 2.3.2. Pristup prijelazu generalizacijom
 Bednarz je (2001) proveo istrazivanje medu ucenicima u dobi od trinaest do osamna-est godina starosti, koji su u pocetnim fazama ucenja imali poteskoce u svladavanjugradiva iz algebre. U istrazivanju je koristio kontekst rjesavanja problema zadanihrijecima, kako bi potaknuo razumijevanje i razvoj algebarskih postupaka u rjesavanjuzadataka. Istrazivanje se takoder odvijalo u tri faze poducavanja gdje su simboli kojisu se koristili imali razlicita znacenja poput poopcenja broja u formuli i nepoznatevrijednosti u problemu zadanog rijecima. Prva faza osigurava razumijevanje vaznostiprijelaza na algebru u kontekstu generalizacije. Ova faza obuhvacala je prikaz brojev-nih uzoraka pomocu verbalnog opisa, cemu je slijedio prijelaz na simbolizam. U drugojfazi poducavanja ucenici su se usredotocili na aritmeticku usporedbu problema zada-nih rijecima. Posljednja faza bavila se rjesenjima algebarskih problema s naglaskomna matematicku generalizaciju i usporedivanje. U ovoj fazi ucenici su morali opravdatiizbor generatora, tj. zapis verbalne izjave kako bi objasnili na koji se nacin vrijednostmoze izracunati, te kako promjena neke vrijednosti moze utjecati na zadani problem.Na ovaj nacin ucenici su mogli vidjeti primjenu verbalnog opisa na niz problema, tese takoder izjasniti o karakteru brojeva u danim problemima (tj. jesu li generatoriili parametri). Problemi su se tada rjesavali koristeci verbalne opise koje su ucenicigenerirali. Odnosi u ovim problemima su vremenom postajali sve slozeniji te su senaposlijetku prosirili i na nove probleme. Primjer 2.3. prikazuje neke od problema kojisu ucenici rjesavali kroz tri faze poducavanja.
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Primjer 2.3. Zadaci primjene generalizacije.Generalizacijski problem: Skladiste.
 a) Pocetna situacija:Sin, kojeg je otac zamolio da napravi inventuru, ostavio je ocu poruku:
 ”Prebrojana su tri tipa artikala. Imamo dva puta vise reketa nego loptica,
 i tri puta vise palica za hokej nego reketa.“Mislite li da ce se otac snaci s ovom porukom i shvatiti stanje na skladistu?
 b) Situacija:Konstruirajte verbalni opis nacina na koji biste mogli izracunati broj artikala u skladistu.
 c) Problem:U skladistu je dva puta vise reketa nego loptica i tri puta vise palica za hokej negoreketa. Kada bi u skladistu ukupno bilo 270 artikala, mozete li pronaci broj reketa,loptica i palica za hokej?
 d) Slozeniji problem:U skladistu je tri puta vise reketa nego loptica i cetiri puta vise palica za hokej negoreketa. Kada bi u skladistu ukupno bilo 255 artikala, koliko bi reketa, loptica i palicaza hokej bilo u skladistu?
 Ucenici su koristili razlicite nacine zapisivanja problema:1. Zapis rijecima (npr. loptica plus loptica plus 3 plus loptica puta 4 plus 12 jednakoje broj artikala)2. Prikaz velicina crtanjem (npr. crtez dva reketa pomnozena s tri jednako je crtezusest palica za hokej)3. Simbolicni zapis izraza (npr. H = broj palica za hokej, R = broj reketa, R×3 = H)
 Ovi nacini zapisivanja pokazali su se kao vazni alati za pronalazenje rjesenja koje jeBednarz smatrao fundamentalnim komponentama prijelaza na algebarsko razlucivanjei konstrukciju znacenja koja okruzuju algebarski simbolizam i notaciju. Rasprava urazredu i potvrda rjesenja bili su takoder kljucan cimbenik u objasnjavanju ucenickihzapisa i procesa razlucivanja tijekom ove konstrukcije znacenja.
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2.3.3. Pristup prijelazu pomocu kvazi-varijabli
 Ovaj treci pristup odnosi se na upotrebu kvazi-varijabli koje su predstavljale mostizmedu artimetickog i algebarskog nacina razmisljanja, a koji ucenici cesto morajuprelaziti tijekom prvih godina ucenja algebre. Kvazi-varijable pojavljuju se u
 ”brojev-
 nim izrazima” ili nizu”brojevnih izraza” koji ukazuju na osnovnu matematicku vezu
 koja ostaje istinita bez obzira na brojeve koji se pojavljuju u izrazu. Brojevni izraz57−47+47 = 57 pripada klasi algebarskih jednadzbi tipa a−b+b = a, sto je istinito zabilo koje vrijednosti a i b. Rad sa kvazi-varijablama pomaze ucenicima u identificiranjui razmatranju algebarskih generalizacija cak i prije nego sto se upoznaju sa formalnomalgebarskom notacijom. Ucenici se usredotocuju na razvijanje koncepta varijable radijenego na koncept nepoznatog. U srednjoskolskom obrazovanju cesto se koriste brojevniizrazi koji oznacavaju veze medu vrijednostima varijabli a koji se temelje na algebar-skoj generalizaciji. U Primjeru 2.4. prikazan je primjer iz geometrije u kojem je dobroilustrirano koristenje kvazi-varijabli.
 Primjer 2.4. Upotreba kvazi-varijabli.Problem kvazi-varijabli: Zajednicki promjeri polukrugova.
 a) Nacrtajte polukrug promjera 60 mm. Podijelite promjer na tri jednaka dijela. Iznadsvakog dijela konstruirajte polukrug, tako da se tri polukruga dodiruju, te da je promjersvakog polukruga jednak 1
 3promjera velikog polukruga.
 • Zapisite brojevni izraz kojim biste usporedili duljinu luka velikog polukruga sazbrojem duljina lukova malih polukrugova.
 • Kada bi promjer velikog polukruga na isti nacin podijelili na cetiri dijela i iz-nad svakog konstruirali polukrug, zapisite brojevni izraz koji bi prikazao ukupnuduljinu sva cetiri kruzna luka.
 • Ako bismo imali deset malih polukrugova, zapisite brojevni izraz koji bi prikazaoukupnu duljinu kruznih lukova svih deset polukrugova.
 • Pogledajte izraze koje ste zapisali. Vlastitim rijecima opisite sto primjecujete.
 b) Sada ponovite postupak s promjerom po vlastitom izboru za veliki polukrug.Usporedujuci rezultate s drugim ucenicima, opisite sto primjecujete.
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U primjeru se pod a) od ucenika ocekivalo da promotre niz izraza koje su zapisalite da primijete da je, bez obzira na broj jednakih malih polukrugova, suma duljina nji-hovih lukova jednaka duljini luka velikog polukruga. Ove veze medu kvazi-varijablama
 omogucuju ucenicima razumijevanje opcenite veze u izrazu60
 n× 3.14 ÷ 2 × n = 94.2,
 gdje je n broj jednakih malih polukrugova. Trenutni cilj nastavne jedinice nije daucenici nauce formalno zapisati ovakav izraz, vec da budu u mogucnosti opisati vezuvlastitim rijecima.U drugom dijelu zadatka, promatrajuci druge slucajeve za duljinu promjera velikog po-lukruga, ucenike se potice da shvate kako veza vrijedi za bilo koje jednake polukrugove.Ovaj primjer potvrduje je kako se s uvodenjem varijabli u nastavi matematike ne bitrebalo cekati dok se ucenici ne upoznaju s formalnom algebarskom notacijom. Mnogesituacije u aritmetici pa i geometriji plodno su tlo za upotrebu kvazi-varijabli kako bise produbilo ucenicko razumijevanje algebarskog nacina razmisljanja, te kako bi im sekasnije olaksao prijelaz sa rada s nepoznanicama na rad s varijablama. Ipak, naglasakbi ovdje trebao biti na pronalazak veza, a ne na izracunima.
 2.4. Poteskoce u prijelazu: Pogreska razmjestaja
 Algebarska misao moze se promatrati kao struktura koja se sastoji od tri komponente:govornog jezika, simbilickog pisma i niza reprezentacija. Niz reprezentacija odnosi sena ilustrativne elemente poput nastavnih pomagala i prirucnika koji sadrze simbolickezapise poput brojeva, crteza i govornog jezika koji predstavljaju oznake i objasnjenja.Stjecanje vjestine svladavanja ovih komponenti, medutim, nije sasvim jednostavno.Padula i suradnici su (2001) proveli neformalno istrazivanje medu ucenicima visih raz-reda osnovnih skola, gdje su ispitivali ucenicku sposobnost prevodenja jednostavnogproblema zadanog rijecima u zapis pomocu jednadzbi. Rezultati su pokazali kakoucenicima ove dobi to nije bio nimalo lak zadatak. Zadaci su se sastojali od tri recenicekoje su ucenici trebali zapisati pomocu jednadzbi, sto je prikazano u Primjeru 2.5.
 Primjer 2.5. Zapis problema pomocu jednadzbi.
 Zadatak 1.a)
 ”Broj zivotinja jednak je deseterostrukom broju cuvara u zoloskom vrtu.”
 Zapisite ovu recenicu vlastitim rijecima.b) Sada broj cuvara oznacite slovom
 ”a” i zapisite jednadzbu za prethodnu recenicu.
 Napomena: Nemojte zaboraviti znak jednakosti!
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Zadatak 2.a)
 ”Igracaka ima sedam puta vise nego djece.”
 Zapisite ovu recenicu vlastitim rijecima.b) Sada broj igracaka oznacite slovom
 ”t”, a broj djece slovom
 ”c” i zapisite jednadzbu
 za prethodnu recenicu.Napomena: Nemojte zaboraviti znak jednakosti!
 Zadatak 3.a)
 ”Za svaki autobus postoji dvadeset putnika.”
 Zapisite ovu recenicu vlastitim rijecima.b) Sada broj autobusa oznacite slovom
 ”b”, a broj putnika slovom
 ”p” i zapisite jed-
 nadzbu za prethodnu recenicu.Napomena: Nemojte zaboraviti znak jednakosti!
 2.5. Generalizacijske aktivnosti: Izrazavanje generalizacija
 Generalizacijske aktivnosti sastoje se od formiranja izraza i jednadzbi - algebarskihobjekata. Algebarske notacije mogu se koristiti za izrazavanje generalizacija kojeuocimo u odredenim situacijama ili kako bi nam omogucile da uocimo generalizacijukoju ranije nismo primijetili. Algebarski izrazi (npr. 3n + 5) predstavljaju gradu zaprikaz odredene generalizacije. Jedan od najvaznijih izvora generalizacije predstavljajubrojevni uzorci. Upotreba velikih brojeva s kojima nije jednostavno racunati smatra sekatalizatorom u razumijevanju generalizacije, zbog toga sto ucenicku paznju odvracaod samog izracuna i usmjerava je na samu generalizaciju. U Primjeru 2.6. prikazan jejedan takav zadatak.
 Primjer 2.6. Generaliziranje pomocu brojevnog uzorka.
 Nadopunite posljednji izraz koristeci prethodne zapise:(4 + 3)× (4–3) = 42–9(5 + 3)× (5–3) = 52–9(6 + 3)× (6–3) = 62–9(7 + 3)× · · · · · · · · ·
 Kako treba glasiti brojevni izraz koji slijedi?Kako bi trebao glasiti izraz koji pocinje s (59 · · · · · · ?Kako bi trebao glasiti izraz koji pocinje s (1234567 · · · · · · ?
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Drugi izvori izrazavanja generalizacija su crtezi i dijagrami. Tipican zadatak kojibi se koristio kao primjer u prvim satima uvodenja generalizacije prikazan je na Slici3.
 Slika 3: Generalizacija geometrijskih uzoraka
 U zadatku je potrebno pronaci opci izraz koji bi opisao broj potrebnih dijelova kojetreba dodati, kako bi se dobio oblik kriza, ovisno o duljini krakova. Ucenici najprijetrebaju vlastitim rijecima opisati pravilo (npr. broj dijelova jednak je cetiri puta duljinakraka plus jedan), a zatim ga pokusati zapisati simbolima (npr. n = 4 · l + 1).
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2.6. Transformacijske aktivnosti u algebri
 Srednjoskolaki udzbenici iz matematike u poglavljima algebre obicno stavljaju naglasakna objasnjavanje postupaka koji se koriste u manipulaciji algebarskim izrazima (npr.formule za kvadrat zbroja, kvadrat razlike, kub zbroja itd.) ili jednadzbi (npr. pre-bacivanje clanova, skracivanje, uvrstavanje itd.), cemu slijedi vjezbanje kroz zadatkekako bi se razvila automatizacija, umjesto naglaska na konceptualne pojmove koji suosnova tih pravila ili strukturalnih obiljezja izraza ili jednadzbi kojima se manipulira.Ubrzan napredak tehnologije uvjetuje sto ucenici danasnjice i u buducnosti morajuznati kako bi zivjeli i radili u svijetu razvijene tehnologije. Kako bi bili u mogucnostizauzeti svoje mjesto u takvom svijetu kao informirani pojedinci sutrasnjice, ucenici visene moraju posjedovati visoku razinu tehnickih vjestina kada govorimo o algebarskimmetodama, no potreba za fundamentalnim razumijevanjem se nije umanjila. Kakobi potvrdili ovu izjavu, istrazivaci su se osvrnuli na podrucje rjesavanja jednadzbi,isticuci kako je upotreba tehnoloskih pomagala poput racunala, kalkulatora i slicnihuredaja koji imaju mogucnost upravljanja proracunskim tablicama, grafovima i slicno,vec povecala ucinkovitost numerickih i grafickih tehnika u srednjoskolskim ucionicama,kao i na radnim mjestima. Novi elementi matematicke pismenosti za rjesavanje jed-nadzbi u takvom tehnoloskom okruzenju sadrze:
 • odabiranje medu mnostvom metoda za rjesavanje jednadzbi na osnovi dostupnostii smislenosti, ukljucujuci numericke i graficke metode
 • upotreba odgovarajuce tehnike za efikasnije sastavljanje i pretrazivanje tablica ilisti
 • mogucnost odabira prikladnog prikaza grafova
 • svjesnost visestrukih rjesenja jednadzbe i sposobnost aproksimiranja tih rjesenja
 • ne podlijegati pseudo-tocnoscu koju nam pruza tehnologija
 Upotreba racunalne tehnologije algebarskih sustava, poput programskog sustava Mat-hematica, ucenicima je omogucila pronalazak tocnih rjesenja algebarskih jednadzbi,ukljucujuci i one jednadzbe koje sadrze parametre. Primjer rjesenja takvih jednadzbidan je na Slici 4.
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Slika 4: Rjesavanje jednadzbe - Mathematica
 Iako je uvrijezeno misljenje kako takve tehnologije podcjenjuju ulogu ucitelja upoducavanju algebre u srednjoskolskim ucionicama, u istrazivanjima je istaknuto kakosu one potrebne za razvoj tzv.
 ”algebarskog uvida”. Potrebno je posjedovati algebar-
 sko znanje kako bismo odlucili koje tehnike su prikladne, unosili izraze u onom obliku ukojem ih racunalo zna manipulirati, nadgledati postupak rjesavanja kako bismo uocilimoguce pogreske te interpretirati izlazne vrijednosti tj. rjesenja na uobicajen nacin.Rjesenje jednadzbe prikazane na Slici 4. je tocno, no ono zahtijeva poznavanje logari-tamske funkcije kako bismo znali da je rjesenje n = 3, ili kako bismo znali sto trebamonapraviti u iducem koraku.Koristeci primjer rjesavanja jednadzbi, sastavljena je lista kljucnih elemenata mate-maticke pismenosti u upotrebi racunalnih sustava:
 • razumijevanje osnovnih pravila za rjesavanje jednadzbi kao i operacija poputskracivanja, inverza i sl.
 • manipulacijske vjestine koje omogucuju modificiranje jednadzbe prije unosa iliprepoznavanje nestandardnog oblika rjesenja koje racunalo ponudi kao ekviva-lentnog
 • sposobnost prepoznavanja oblika jednadzbe ili sustava jednadzbi
 • prepoznavanje prirode rjesenja jednadzbe u razlicitim oblicima
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Ni jedna od ovih listi ne umanjuje vaznost transformacijskih aktivnosti u poducavanjualgebre, medutim, cini se kako vazeci kurikulum za nastavu matematike zahtijevaodredene izmjene kako bi podrzao sve vecu potrebu za radom u programskim okruzenjima.Kao sto je ranije istaknuto, mnoge se transformacijske aktivnosti oslanjaju na razvojzapisa ekvivalnetnih formi, sto je jednako vazno danas kao sto je bilo u proslosti.
 2.7. Vaznost razumijevanja pojma funkcije
 Konstrukcija koncepta funkcije danas se smatra dijelom algebarskog znanja. Funk-cija se takoder smatra fundamentalnim algebarskim objektom, te se naglasava kako bifunkcije trebale biti prisutne u razlicitim pristupima poducavanja i ucenja algebre odsamih pocetaka uvodenja algebre. Mnogi istrazivaci isticu vaznost pojma funkcije usrednjoskolskom obrazovanju. U primjeru koji slijedi, prikazan je dijalog u razredu kojidobro ilustrira kako ucenici ne moraju nuzno znati napamet nauceni niz pravila, negoprijasnje znanje koriste u pronalasku rjesenja.
 Primjer 2.7. U primjeru su predstavljena rjesenja jednadzbe x2 − 2x = −1 do kojihsu dosli ucenici drugog razreda srednje skole. Zadatak:
 • Objasnite koja su rjesenja tocna /netocna i zasto
 • Objasnite kako biste iskoristili prednosti, ogranicenja ili pogreske u pronalaskurjesenja drugim ucenicima
 Ivan: x = 1, zbog toga sto je x2 − 2x = −1, prebacimo li 2x na drugu stranu jed-nadzbe, imamo x2 = 2x− 1, pa korjenovanjem jednadzbe dobijemo x =
 √(2x− 1). x
 ne moze biti 0, jer uvrstavanjem u jednadzbu dobijemo 0 =√−1.
 x ne moze biti negativan broj, buduci da bismo onda dobili negativan broj pod korjenom.x = 1 jer uvrstavanjem u jednadzbu dobijemo istinitu jednakost 1 = 1.
 Maja: x = 1, jer ako je x2 − 2x = −1, tada je x(x − 2) = −1, pa je x = −1 ix− 2 = −1, tj. x = 1. Uvrstavanjem rjesenja x = −1 ne dobijemo istinitu tvrdnju, paje rjesenje x = 1.
 Patrik: x = 1, jer ako je x2−2x = −1, tada faktoriziranjem dobijemo (x−1)(x−1) = 0,dakle x = 1
 Filip: x = 1. Nacrtao sam graf funkcije y = −1 i graf funkcije y = x2 − 2x. Tedvije funkcije sijeku se u samo jednoj tocki x = 1.
 Karla: x = 1. Probala sam u jednadzbu uvrstiti razne vrijednosti i samo za x = 1se dobije istinita tvrdnja.
 Jezik koji koristi tehnologija prirodno ovisi o pojmu varijable i funkcije. Ali pojam
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varijable i funkcije je u danasnjem svijetu tehnologije puno slozeniji i bogatiji nego onajkoji nalazimo u udzbenicima ili znanju danasnjih ucenika. Potraga za vrijednostimavarijabli koje zadovoljavaju jednadzbu vise ne mora biti primaran cilj uvodenja algebre.U svijetu tehnologije, i funkcije i varijable poprimaju novo znacenje, buduci da se visene gledaju kao apstraktni izrazi kao u ucionici, posebno kada se koriste za istrazivanjeproblema iz realnog zivota. Varijable predstavljaju velicine koje se mijenjanju, a alge-bra je znanost o vezama medu tim promjenljivim velicinama.Funkcije su
 ”slojevite”, i ne mogu se u potpunosti razumjeti pomocu samo jednog
 prikaza. Biti u mogucnosti pronaci vezu medu prikazima funkcija je kljucno za ra-zumijevanje osnovnih pojmova vezanih uz funkcije. Na Slici 5. ilustrirani su prikazifunkcija.
 Numerička
 Algebarska Grafička
 Slika 5: Nacini prikaza funkcije i veze koje se trebaju razviti medu njima
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Racunalni programi i druga tehnoloska pomagala za crtanje grafova funkcija omogu-cuju ucenicima razumijevanje ovih veza te razvijanje bogatih konceptualnih shema, noucenici ipak ponekad ne uspiju povezati navedene koncepte. Kada govorimo o pristupupoducavanju kroz ove mnogostruke veze u uvodenju pojma funkcije, cesto se isticekako ucenici trebaju izvrsavati zadatke a ucitelji prezentirati primjere pomocu kojih jemoguce uociti veze medu prikazima funkcije. Medutim, cak i uz najbolje osmisljenezadatke, uvijek postoji potreba za uciteljevim pracenjem rjesavanja zadataka i poma-ganju ucenicima u radu.
 2.8. Familije funkcija
 Pristupi poducavanju algebre u srednjim skolama koji se temelje na navedenim funk-cijskim vezama, cesto su fokusirani na polinome i racionalne funkcije, no detaljno seproucavaju tek neke funkcije iz ovih familija, poput linearne, kvadratne, kubne funk-cije, te nesto rjede polinomi cetvrtog stupnja. Cesto se obraduju trigonometrijskai eksponencijalna funkcija, te se tek ponekad u redovnu nastavu uvodi i obrada ne-kih drugih funkcija. Nazalost, poducavanje funkcija je razdijeljeno na nekoliko godinasrednjoskolskog obrazovanja, te ucenici cesto razviju razumijevanje odredenih aspekatajedne familije funkcija koje kasnije nisu u mogucnosti prenijeti na druge familije.Jednostavno kreiranje grafova u tehnologijskom okruzenju omogucuje promatranje vri-jednosti funkcija za velike argumente i pruza lak pristup mnogobrojnim tipovima funk-cija. Dodatno, promatranje razlicitih pogleda na istu funkciju moze pomoci razvijanju
 ”siroke slike” grafickog prikaza odredenog tipa funkcije. Na primjer, graficki prikaz
 kubne funkcije ima tri moguca oblika (Slika 6.), ovisno o broju stacionarnih tocaka.Medutim kada koristimo tehnologiju za crtanje grafova, omogucen nam je samo dje-lomican prikaz grafa, pa se tako kubna funkcija moze ciniti linearnom funkcijom. Ra-zumijevanje kako na graf djeluje promjena vrijednosti na koordinatnim osima, kljucnaje za uspjesnu primjenu tehnologije, te takoder pomaze ucenicima u daljnjem razvojurazumijevanja konceptualne slike funkcija.
 Slika 6: Oblici grafa kubne funkcije
 41

Page 43
						

Konceptualna slika odnosi se na skup svih mentalnih slika koje su u ucenickomumu povezane s nazivima koncepata, zajedno sa svim svojstvima koja ih karakterizi-raju. Upotreba tehnologije je jos jedan nacin kojim prosirujemo ucenicka iskustva skoceptom funkcija. Neke konceptualne slike koje ucenici stvore radeci u tehnologijskomokruzenju rezultat su ucenja u takvom okruzenju te aktivnog ucenja kroz tehnologiju.Istrazivanje provedeno medu ucenicima drugog razreda jedne srednje skole u Austra-liji, gdje su ucenici koristili graficke kalkulatore za prikaz vise funkcija na istom grafuili rjesavanje parametarskih jednadzbi, nametnulo je pedagosko pitanje koje uciteljipostavljaju:
 ”Koliko cesto bi se trebao koristiti kalkulator?”, te
 ”Na koji nacin bi se
 kalkulator trebao koristiti?”. Znacajke pomagala koje se koristi i zadaci za koje sekoristi mogu dovesti do formiranja razlicitih znanja.
 2.9. Racunalni algebarski sustavi i algebra (CAS)
 Racunalni algebarski sustavi otkrili su potencijal potpuno drugacijeg poducavanja iucenja algebre ali i matematike opcenito, no u kojem smjeru i kojoj formi ce se ra-zvijati ovaj oblik poducavanja i ucenja, jos uvijek ostaje nepoznato. Iz algebarskeperspektive, algebarsko raazmisljanje koje se razvija upotrebom racunalnih algebar-skih sustava u srednjoskolskom obrazovanju od iznimne je vaznosti, bez obzira koristili se kao primarno tehnologijsko sredstvo u razredu ili kao nadopuna drugim poma-galima. Pojam algebarskog uvida definira se kao simbolicki smisao kojeg omogucujeefektivna upotreba racunalnih sustava u rjesavanju formuliranih matematickih pro-blema. Naglasavaju se prednosti dostupnosti takvih sustava te njihovog utjecaja napromjenu vazeceg kurikuluma. Algebarski uvid sastoji se od dvije komponente - alge-barskog ocekivanja i sposobnosti povezivanja reprezentacija.Termin algebarsko ocekivanje koristi se za definiranje procesa razmisljanja koje sedogada kada iskusni matematicar promislja o ocekivanom rezultatu nekog algebarskogprocesa. Vjestina algebarskog ocekivanja omogucit ce ucenicima da u izlaznim rezul-tatima koje ponudi racunalni sustav uoce pogreske, prepoznaju ekvivalentne izraze, tepronadu smisao u dugackim i kompliciranim rezultatima.Algebarsko ocekivanje ukljucuje:1. Prepoznavanje opcih pojmova (npr. znacenje operatora, oznake parametara, imenavarijabli, prednost racunskih operacija itd.) i osnovnih svojstava (npr. nekomutativ-nost racunske operacije dijeljenja)2. Prepoznavanje strukture (npr. objekta, grupe komponenata, faktora), te3. Prepoznavanje kljucnih znacajki (npr. oblik, dominantni izraz, povezivanje oblika stipom rjesenja).Na primjer, ako ucenik rjesava kvadratnu jednadzbu oblika ax2 + bx+ c = 0, ocekivana
 forma rjesenje bi bila x =−b±
 √b2 − 4ac
 2a.
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Stoga, kada se rjesava jednadzba prikazana na Slici 7. trebalo bi se ocekivati da je
 nestandardan oblik rjesenja ekvivalentan x1 =−5−
 √105
 4, x2 =
 −5 +√
 105
 4.
 Slika 7: Algebarski uvid potreban za interpretiranje nepoznatog oblika rjesenja
 Ako je algebarsko ocekivanje kao rezultat simbolickog prikaza povezano sa grafickimi numerickim prikazom, prirodno se stvara veci algebarski uvid. Ova mogucnost povezi-vanja prikaza u okruzenju racunalnih sustava ima dva znacenja. Prvo, ona ukljucuje po-vezivanje simbolickog sa grafickim prikazom (npr. povezivanje zadane forme s oblikomgrafa ili povezivanje kljucnih znacajki s mogucim polozajem grafa, sjecista s drugomkrivuljom ili polozaja asimptota). Drugo znacenje odnosi se na povezivanje simbolickogsa numerickim prikazom (npr. povezivanje brojevnih uzoraka s formom, ili povezivanjekljucnih znacajki s prikladnim prirastom u tablicama i slicno).Algebarski uvid omogucuje uciteljima da odrede tip algebarskog razlucivanja kojegucenici trebaju razviti koristeci racunalne sustave u ucenju algebre. Takoder, alge-barski uvid naglasava u kojim je podrucjima kurikuluma koji se odnose na algebru unastavi jos uvijek potrebano staviti naglasak na poducavanje i procjenu obrazovnograzvoja ucenika.
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3. Zakljucak
 Jedan od najvaznijih problema koji se pojavljuje u matematickim ucionicama je prona-lazak pristupa poducavanju i ucenju s razumijevanjem. Istrazivanja provedena u ma-tematickom obrazovanju posljednjih dvadesetak godina pokusala su dati odgovore napitanja poput:
 ”Sto je matematicko razumijevanje?“,
 ”Na koji nacin se trebaju struktu-
 rirati primjeri i zadaci u kojima se ucenicima najbolje moze demonstrirati znacenje ma-tematickog pojma?”,
 ”Kakva je klima u ucionici najpovoljnija za razvijanje ucenickog
 razumijevanja?” i brojna druga pitanja ciji su odgovori nedvojbeno ukazali na potrebupromjene i nadopune trenutnih dokumenata kurikuluma u nastavi matematike.Kako bi ispunili cilj poducavanja i ucenja s razumijevanjem, ucitelji, istrazivaci istrucnjaci koji sastavljaju nacionalni kurikulum predlozili su i implementirali razneideje koje se temelje na teorijama ucenja.Ovaj rad obuhvatio je dio tih istrazivanja, ciji su rezultati omogucili identificiranje idefiniranje pojmova koji utjecu na ucenicko razumijevanje. Pokazalo se da je pozitivnaklima u razredu s naglaskom na istrazivacku matematiku, gdje ucenici medusobnomkomunikacijom dolaze do zakljucaka, kljucna u uspjesnom poducavanju matematikes razumijevanjem. Pruzanje prilike ucenicima da istrazuju, primjenjuju, dokazuju iobjasnjavaju matematiku omogucit ce im dublje razumijevanje, i primjenu stecenogznanja izvan ucionice.Rad se s posebnom paznjom osvrce na poducavanje i ucenje algebre, te problemekoji nastaju prijelazom s aritmetickog na algebarsko razmisljanje. Kako bi izbjeglinavedene probleme, istrazivaci predlazu uvodenje algebarskih pojmova u najranijimgodinama skolskog obrazovanja, kao i neke pristupe poducavanju koji bi ucenicimaolaksali taj prijelaz. Uloga i upotreba razlicitih prikaza matematickih pojmova sma-tra se prijeko potrebnom u poducavanju svih podrucja matematike, pa tako i algebre.Svojom prirodom, funkcije su jedan od najboljih primjera gdje je moguce prezentiratirazlicite prikaze. Ovdje se izuzetno korisnom pokazala i sve cesca upotreba tehnologijeu poducavanju, koja je svojim razvojem posljednjih godina ucenicima omogucila novismjer ka istrazivanju i razumijevanju matematickih pojmova.
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4. Summary
 One of the most important problems that occur in mathematical classrooms is findingan appropriate approach to teaching and learning with understanding. Researchesconducted within mathematical education in past twenty years or so have tried toanswer questions such as:
 ”What is mathematical understanding?”,
 ”How to design
 examples and tasks in order to demonstrate meaning of mathematical concept?”,”What
 kind of class climate is needed to develop students understanding?” and many otherquestions regarding teaching and learning with understanding. The answers to thesequestions have brought an undoubtable need for a change in the curriculum.To fulfill these goals, teachers, researchers and curriculum designers have suggestedand implemented various of ideas based on theories of learning.This thesis discussed some of these researches, that resulted in identifying and definingconcepts which influence student’s understanding. It is proven that classroom climate,with emphasis on inquiry mathematics where students communicate their findings, isessential for successful teaching. Providing an opportunity to inquire, apply, prove andexplain mathematics results in student’s deeper understanding and appliance of newknowledge outside the classroom.In the second part, this thesis is focused on teaching and learning algebra, especiallyproblems which encounter within transition from arithmetic to algebraic reasoning. Toavoid problems mentioned above, researchers have suggested fostering algebraic ideasearly in children’s education, as well as using different approaches to teaching in orderto make this transition easier.The role and use of multiple representations have beenconstituted as an emerging need in teaching all areas of mathematics. By their nature,functions are one of the best examples in which to use multiple representations inthe teaching and learning process. More commonly use of technology, which with it’sdevelopment during last years, brings an invaluable direction to the acquisition andunderstanding of mathematical concepts.
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5. Zivotopis
 Vesna Tutnjevic, rodena 30.05.1980.g. u Derventi, BiH. Osnovnoskolsko obrazovanjestekla sam u OS Mladost u Osijeku, nakon cega sam upisala I. Gimnaziju u Osijeku.Odjel za matematiku upisala sam 2000.g., no nakon nekog vremena odustala sam odstudija. Akademske godine 2006/2007 odlucila sam zavrsiti studij, te sam upisala pre-diplomski studij matematike koji sam uspjesno zavrsila 2010.g., te sam stekla strucninaziv prvostupnica matematike. Svoje obrazovanje nastavila sam na sveucilisnom nas-tavnickom studiju matematike i informatike, te sam dana 15.10 2013.g. stekla strucninaziv magistra edukacije matematike i informatike. Tijekom studija sam radila u ne-koliko osnovnih skola u predmetnoj nastavi matematike i informatike, te sam takoderradila kao asistent u nastavi s djecakom kojem je dijagnosticiran Aspergerov sindrom.Svoje slobodno vrijeme posvetila sam volonterskom radu u sklonistu za napustene pseudruge Pobjede u Nemetinu, udruzi Pannonian Challenge te nekim volonterskim akci-jama u suradnji s Crvenim Krizem.
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