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 1. Uvod
 Poceci nizova realnih brojeva sezu daleko u proslost. Jos su Babilonci u 1. st. n. e. poz-
 navali Heronovu metodu kvadratnog korjenovanja. Grci su nizove koristili pokusavajuci rijesiti
 prakticne probleme poput izracunavanja povrsine kruga ili duljine kruznice ni ne sluteci da su
 time potaknuli veliko pitanje matematike, pitanje konvergencije koje je detaljno obradeno u
 ovome radu.
 Rad je podijeljen na dva dijela. U prvom su dijelu opisani pojmovi i svojstva nizova, dana
 je definicija limesa te su navedeni uvjeti konvergencije i svojstva konvergentnih nizova, dok se
 u drugom dijelu navode neki primjeri u kojima je jasna upotreba nizova realnih brojeva.
 Prvi se dio sastoji od pet logickih cjelina. Na samom pocetku objasnjeni su osnovni
 pojmovi nizova realnih brojeva. Zatim slijedi poglavlje o svojstvima nizova koje je nuzno da
 bi se sto bolje shvatili kljucni pojmovi matematicke analize, pojmovi konvergencije i limesa
 nizova. Uz definiranje osnovnih svojstava nizova kao sto su monotonost i omedenost, navedeni
 su i primjeri na kojima se mogu provjeriti netom definirana svojstva. Takoder je spomenut i
 pojam podniza za kojeg su kasnije navedene neke tvrdnje.
 Najcesce pitanje koje se postavlja pri promatranju beskonacnog niza (an) je sto se dogada
 s njegovim clanovima za velike vrijednosti n, odnosno promatra se ponasanje clanova niza
 kada njihov indeks neograniceno raste. Iako je pojam limesa intuitivno jasan, potrebno ga
 je precizno definirati da bi se ispravno shvatio. Uz preciznu definiciju limesa realnih brojeva,
 kroz brojne primjere pokazana je tehnika nalazenja granicnih vrijednosti.
 U mnogim se primjerima limes niza ne moze jednostavno izracunati. No, cesto puta postoje
 situacije kad nas ne zanima koliki je limes nekog niza, vec samo da li on postoji. Primjerice,
 kod rjesavanja sustava linearnih jednadzbi (koji zbog svoje opseznosti u radu nisu prikazani),
 iterativnim postupkom kreiramo niz brojeva za koji zelimo da tezi ka rjesenju sustava. Da
 bismo bili sigurni da dobiveni niz konvergira ka rjesenju, moramo poznavati uvjete uz koje
 smo sigurni da ce neki konkretni niz imati limes. Stoga je vrlo bitno poznavanje svojstava koji
 konvergentni nizovi imaju. Ta svojstva su kroz teoreme i njihove dokaze takoder prikazana u
 ovome radu.
 Na kraju prvog poglavlja opisani su nizovi koji imaju posebna svojstva: Cauchyjev, arit-
 meticki te geometrijski niz. Poznavanjem Cauchyjeva niza, lako mozemo utvrditi je li neki niz
 konvergentan bez da znamo njegov limes. Takoder su detaljno opisani aritmeticki i geometri-
 jski nizovi koji su zanimljivi po tome sto u njihovu ponasanju postoje odredene pravilnosti po
 kojima su nizovi dobili ime.
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 U drugom poglavlju rada vise je rijeci o samoj primjeni nizova realnih brojeva. Na pocetku
 tog poglavlja rijeseno je nekoliko primjera koja su vezana za nizove realnih brojeva koja se
 obraduju s ucenicima srednjih skola. Zatim slijedi poglavlje o dvama najznacajnijim brojevima
 u matematici, brojevima e i π. Koristenjem teorema navedenih u prvom poglavlju, dokazana
 je konvergencija nizova ciji su limesi upravo brojevi e odnosno π.
 Za rjesavanje jednadzbe f(x) = 0 postoji citav niz razlicitih metoda. Uglavnom su to
 iterativne metode u kojima se nekom rekurzivnom formulom definira niz brojeva koji uz neke
 uvjete konvergira ka rjesenju te jednadzbe. Jednu takvu iteracijsku metodu razvio je Sir Isaac
 Newton poznatu pod imenom Newtonova metoda koja je takoder opisana u radu.
 U posljednjem dijelu rada opisane su tri metode kvadratnog korjenovanja i za svaku je
 metodu napravljen Mathematica program. Metode se razlikuju po odabiru pocetne aproksi-
 macije. Na kraju je pokazano da se ustvari radi o istom rekurzivnom nizu koji zbog razlicitog
 odabira pocetne aproksimacije konvergira razlicitom brzinom.
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 2. Nizovi realnih brojeva
 2.1. Osnovni pojmovi nizova
 Cesto puta u testovima inteligencije i razlicitim casopisima za enigmatiku mozemo pronaci
 zadatke kao sto je sljedeci. Nastavi niz: 1, 4, 9, 16, 25, . . . .
 Slika 1: Graficki prikaz niza
 U takvim se zadacima ocekuje da citatelj na temelju danih elemenata uoci neko pravilo te
 da na temelju njega napise jedan ili vise clanova niza koji nedostaju. U prethodnom nizu prvi
 clan je broj 1, drugi clan je broj 4, treci je broj 9. Dakle, svakom prirodnom broju pridruzili
 smo tocno jedan realan broj sto obicno zapisujemo na sljedeci nacin:
 1 7→ 1 4 7→ 16
 2 7→ 4 5 7→ 25
 3 7→ 9 n 7→ n2
 Uvedimo definiciju niza brojeva u bilo kojem skupu X.
 Definicija 2.1. Svako preslikavanje a : N→ X nazivamo nizom u skupu X.
 U slucaju da je X skup realnih brojeva, rijec je o nizu realnih brojeva. Vrijednost a(n)
 (krace se oznacava s an), naziva se n-ti ili opci clan niza a. Sam niz a oznacava se s (an) ili
 jednostavno s a1, a2, · · · , an, · · · .
 Niz realnih brojeva mozemo zamisljati kao beskonacnu uredenu listu1 realnih brojeva:
 a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, a10, a11, a12, a13, · · · .
 Niz moze biti zadan s nekoliko clanova iz kojih se moze vidjeti struktura niza kao sto su
 primjerice nizovi:
 i) 0.4, 0.49, 0.499, 0.4999, . . .
 1Uredena lista znaci da svako mjesto u listi ima pridruzen jedinstveni redni broj n ∈ N
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 ii) 0.3, 0.33, 0.333, 0.333, 0.333, . . . .
 Kod ovih nizova moguce je odrediti opci clan. Za niz iz i) opci clan je dan formulom
 an = 0.4 999 . . . 9,︸ ︷︷ ︸(n−1) puta
 a za niz iz ii)
 an = 0. 3 . . . 3.︸ ︷︷ ︸n puta
 Postoje i nizovi kod kojih nije moguce odrediti formulu kojom je definiran opci clan. Prim-
 jerice, neka su 1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, . . . prvih pet clanova racionalnih brojeva kojima se
 definira iracionalan broj√
 2. Eksplicitnu formulu kojom je definiran opci clan u ovom slucaju
 nije moguce odrediti.
 Nizovi realnih brojeva najcesce se zadaju na sljedeca tri nacina:
 1. Opcim clanom: an = 2n− 1.
 2. Nabrajanjem clanova niza: 1, 3, 5, 7, 9, 11, . . . .
 3. Rekurzivnom formulom: an+1 = an + 2, a1 = 1.
 Kazemo da je niz zadan rekurzivnom formulom ako se njegov n− ti clan moze prikazati preko
 njegovih prethodnih clanova a1, a2, a3, . . . , an−1.
 Primjer 2.1. (Fibonaccijev niz)(Vidi [1])
 Godine 1202. godine talijanski matematicar Leonardo iz Pise2 zvan Fibonacci izdao je svoje
 najpoznatije djelo Liber Abaci. U toj knjizi nalazi se sljedeci zanimljiv zadatak o razmnozavanju
 zeceva.
 Ako svaki par zeceva dade svega dva para zeceva, jedan par sljedece generacije i jos jedan
 par generacije koja slijedi, koliko ce parova zeceva biti u n-toj generaciji uz pretpostavku da
 na pocetku imamo jedan jedini par?
 Promotrimo sljedecu sliku koja ilustrira zadatak.
 2Zivio je otprilike od 1180. do 1250. godine.
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 Slika 2: Ilustracija Fibonaccijevog niza
 Nakon prvog mjeseca jos je uvijek samo jedan par zeceva jer oni jos nisu spremni za
 oplodnju. Nakon dva mjeseca imamo dva para. Nakon tri mjeseca imamo tri para (pocetni
 par i njihovi potomci nakon drugog i treceg mjeseca).
 Oznacimo li s Fn broj parova nakon n mjeseci, tj. tijekom (n + 1)−og mjeseca. Prema
 pretpostavci je F0 = 1 i F1 = 1. Da bismo odredili Fn potrebno je broju parova koji su zivjeli
 prethodni mjesec Fn−1 dodati novorodene parove koji mogu doci samo od Fn−2 parova zivih
 prije dva mjeseca. Dakle, vrijedi sljedece:
 F0 = 1,
 F1 = 1, (1)
 Fn = Fn−1 + Fn−2, ∀n ≥ 2.
 Na ovaj je nacin definiran niz brojeva u kojem je svaki clan, osim prva dva, zbroj dvaju koja
 mu neposredno prethode:
 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, . . . .
 Niz iz (1) naziva se Fibonaccijev niz, a njegovi clanovi Fibonaccijevi brojevi.
 Ako je n velik, tada ispisivanje svih n prvih clanova nema smisla. Eksplicitnu formulu
 opceg clana niza prvi je pronasao Francuz Jacques Philoppe Marie Binet. Formula je dana
 sljedecim izrazom
 Fn =1√5
 [(1 +√
 5
 2
 )n
 −
 (1−√
 5
 2
 )n].
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 Primjer 2.2. Ako su nizovi zadani pomocu opceg clana niza, onda prvih nekoliko clanova
 glasi
 a) an = 1n; 1, 1
 2, 13, 14, 15.
 b) bn = 3n− 2; 1, 4, 7, 10, 13.
 c) cn = 2(−1)nn; 2−1, 22, 2−3, 24, 2−5.
 d) dn = cos nπ2
 ; 0,−1, 0, 1, 0.
 2.2. Osnovna svojstva nizova
 Ako nizove iz Primjera 2.2 prikazemo na brojevnom pravcu, vidimo da se oni razlicito ”ponasaju”:
 nekom nizu clanovi stalno rastu, nekom nizu clanovi teze k nekom broju, nekom nizu clanovi
 se ”gomilaju” oko nekog broja, itd. Da bismo to opisali, uvodimo sljedece definicije.
 Definicija 2.2. Niz realnih brojeva (an) je stacionaran ako postoji prirodan broj n0 takav
 da je an = an0, ∀n ≥ n0. Drugim rijecima, niz je stacionaran ako su pocevsi od nekog clana
 pa nadalje, svi clanovi tog niza medusobno jednaki.
 Primjer 2.3. Niz s opcim clanom an = 3 + b 7nc je stacionaran.
 Njegovi clanovi su redom 10, 6, 5, 4, 4, 4, 4, 3, 3, 3, 3, . . . . Vidimo da su svi clanovi, pocevsi od
 8. clana nadalje, medusobno jednaki.
 Definicija 2.3. Niz realnih brojeva (an) je monotono rastuci ako postoji n0 ∈ N takav
 da je an ≤ an+1, ∀n ≥ n0.
 Definicija 2.4. Niz realnih brojeva (an) je monotono padajuci ako postoji n0 ∈ N takav
 da je an ≥ an+1, ∀n ≥ n0.
 Ako se u prethodne dvije definicije nalaze stroge nejednakosti, govorimo o strogo rastucem
 (strogo padajucem) nizu.
 Primjer 2.4. Niz an = 1n
 strogo padajuci.
 Vrijedi:
 an+1 =1
 n+ 1<
 1
 n= an.
 Najcesce tehnike ispitivanja monotonosti niza jesu promatranje kvocijenta ili razlike dva
 uzastopna clana niza. Tako primjerice, ako je n0 ∈ N te proizvoljan n ≥ n0, vrijedi
 an+1 − an
 > 0⇒ niz je strogo monotono rastuci≥ 0⇒ niz je neopadajuci< 0⇒ niz je strogo monotono padajuci≤ 0⇒ niz je nerastuci
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 an+1
 an
 > 1⇒ niz je strogo monotono rastuci≥ 1⇒ niz je neopadajuci< 1⇒ niz je strogo monotono padajuci≤ 1⇒ niz je nerastuci
 Primjer 2.5. Niz an = n+2n
 je monotono padajuci.
 Promotrimo u tu svrhu razliku dvaju susjednih clanova niza:
 an+1 − an =(n+ 1) + 2
 n+ 1− n+ 2
 n=n+ 3
 n+ 1− n+ 2
 n
 =n(n+ 3)− (n+ 1)(n+ 2)
 n(n+ 1)=
 −2
 n(n+ 1)< 0.
 Iz gornje relacije slijedi da je an+1 < an, ∀n ∈ N, sto po definiciji znaci da je niz strogo
 padajuci.
 Primjer 2.6. Niz an =(1 + 1
 n
 )nje strogo rastuci.
 Promotrimo kvocijent dvaju susjednih clanova niza:
 an+1
 an=
 (1 + 1
 n+1
 )n+1(1 + 1
 n
 )n =
 (n+2n+1
 )n+1(n+1n
 )n =
 [n(n+ 2)
 (n+ 1)2
 ]n+1
 · n+ 1
 n
 =
 (n2 + 2n
 n2 + 2n+ 1
 )n+1
 · n+ 1
 n>n+ 1
 n> 1.
 Iz gornje relacije slijedi da je an+1 > an, ∀n ∈ N, sto po definiciji znaci da je niz strogo rastuci.
 Primjer 2.7. Niz an = (−1)n+nn
 nije monoton.
 Primjerice, a1 = 0 < 32
 = a2 >23
 = a3.
 Definicija 2.5. Niz realnih brojeva (an) je omeden odozdo [omeden odozgo] ako je skup
 {an : n ∈ N} omeden odozdo [omeden odozgo]. Niz je omeden ukoliko je omeden i odozdo i
 odozgo, tj. ako postoje realni brojevi m i M takvi da je m < M i m ≤ an ≤M za svaki n ∈ N.
 Primjer 2.8. Niz an = n+2n+1
 je omeden.
 Vrijedi a1 = 32
 te za svaki n ≥ 2
 an =n+ 2
 n+ 1<n+ 2
 n<n+ n
 n=
 2n
 n= 2
 an =n+ 2
 n+ 1>n+ 1
 n+ 1= 1.
 Dakle,
 1 < an < 2,∀n ∈ N.
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 Primjer 2.9. Neka je niz (an) zadan rekurzivno na sljedeci nacin:
 a1 =√
 2, a2 =
 √2 +√
 2, . . . , an =
 √2 +
 √2 + . . .+
 √2︸ ︷︷ ︸
 n puta
 .
 Dokazimo da je niz omeden. Odredimo najprije prvih nekoliko clanova toga niza:
 a1 =√
 2 = 1.41421,
 a2 =
 √2 +√
 2 = 1.84776,
 a3 =
 √2 +
 √2 +√
 2 = 1.96157,
 a4 =
 √2 +
 √2 +
 √2 +√
 2 = 1.99037.
 ...
 Vidimo da se s povecanjem indeksa clana niza vrijednost clanova povecava, odnosno da niz
 raste. Takoder naslucujemo da je niz odozgo omeden s 2. Postavljamo hipotezu:
 √2 ≤ an < 2, ∀n ∈ N. (2)
 Matematickom indukcijom dokazimo lijevu stranu nejednakosti (2).
 1. Baza: n = 1
 a1 =√
 2 ≥√
 2.
 2. Pretpostavka: Pretpostavimo da je tvrdnja istinita za n = k, tj.
 ak ≥√
 2.
 3. Korak: n = k + 1
 ak+1 =√
 2 + ak ≥√
 2 +√
 2 >√
 2.
 Dakle, an ≥√
 2, ∀n ∈ N.Matematickom indukcijom dokazimo desnu stranu nejednakosti (2).
 1. Baza: n = 1
 a1 =√
 2 < 2.
 2. Pretpostavka: Pretpostavimo da je tvrdnja istinita za n = k, tj.
 ak < 2.
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 3. Korak: n = k + 1
 ak+1 =√
 2 + ak <√
 2 + 2 =√
 4 = 2.
 Dakle, an < 2, ∀n ∈ N.Prema dokazanom slijedi da je
 √2 ≤ an < 2, ∀n ∈ N, sto znaci da je niz omeden.
 Primjer 2.10. Pokazimo da je niz an = 1− 1n
 omeden i monotono rastuci.
 Promotrimo razliku dvaju susjednih clanova niza:
 an+1 − an =
 (1− 1
 n+ 1
 )−(
 1− 1
 n
 )=
 1
 (n+ 1)n≥ 0,∀n ∈ N.
 Gornja relacija povlaci da je an+1 ≥ an,∀n ∈ N, pa je dani niz monotono rastuci.
 Preostaje dokazati omedenost. Prvih nekoliko clanova niza (an) su: 0, 12, 23, 34, . . .. Kako
 je niz rastuci, za donju medu mozemo uzeti prvi clan niza - nulu. Clanovi niza rastu, ali su
 uvijek manji od 1. Zakljucujemo da se zadani niz moze omediti brojevima 0 i 1, tj. cijeli se
 niz moze smjestiti unutar segmenta [0,1] stoga je niz (an) omeden.
 Ako iz nekog niza (an) izdvojimo konacan ili beskonacan broj clanova u istom redoslijedu
 u kome se pojavljuju u danom nizu, dobivamo niz koji se naziva podniz niza (an). Primjerice,
 ako izdvojimo clanove s parnim indeksom, dobivamo podniz (a2n). Izdvajanjem clanova s in-
 deksom koji je prost broj takoder dobivamo jedan podniz. Iz prethodnog razmatranja mozemo
 zakljuciti da svaki niz ima beskonacno mnogo podnizova. (Vidi Teorem 2.1)
 Formalna definicija podniza je sljedeca.
 Definicija 2.6. Neka je (an) niz realnih brojeva, a : N→ R. Kompoziciju a ◦ p pri cemu je
 p : N→ N strogo rastuci niz prirodnih brojeva, nazivamo podnizom niza (an). K-ti clan pod-
 niza je a(p(k)) = ap(k) = apk . Prema tome podniz niza a1, a2, . . . , an, . . . ima oblik ap1 , ap2 , . . . , apn , . . .
 Prema Definiciji 2.6, svaki niz je svoj podniz (ako uzmeno da je (pn) niz svih prirodnih
 brojeva). Podniz (apk) mozemo promatrati kao niz s indeksom k = 1, 2, 3, . . .. Prema tome,
 sve sto je do sada receno za nizove vrijedi i za podnizove.
 Primjer 2.11. Neka je niz (an) definiran opcim clanom
 an = (−1)nn
 n+ 1.
 Formula kojom je definiran opci clan podniza (a2n) niza (an) je
 a2n = (−1)2n2n
 2n+ 1=
 2n
 2n+ 1,
 a podniza (a2n−1) dana je izrazom
 a2n−1 =1− 2n
 2n.
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 Vrijedi sljedeci teorem.
 Teorem 2.1. (Vidi [12], str. 221.)
 Svaki niz ima monoton podniz.
 Dokaz. Neka je zadan niz (an). Definirajmo skup M = {m ∈ N : n ≥ m⇒ an ≥ am}. Skup
 M ⊆ N je ili konacan ili beskonacan pa svaki od tih slucajeva razmatrajmo posebno.
 Ako je skup M beskonacan, tada u njemu mozemo odabrati strogo rastuci niz
 n1 < n2 < · · · < nk · · · .
 Prema definiciji skupa M vrijedi
 an1 ≤ an2 ≤ · · · ≤ ank .
 Dakle, (ank) je rastuci podniz niza (an) i time je tvrdnja dokazana.
 Ako je skup M konacan, odaberimo n1 ∈ N koji je veci od svih elemenata od M . Tada
 postoji n2 ∈ N takav da je n2 > n1 i an2 < an1 jer bi u protivnom n1 bio iz M . Ocito je i
 n2 /∈M . Nastavljajuci ovim postupkom dobivamo strogo rastuci niz
 n1 < n2 < · · · < nk < · · · ,
 ciji su elementi iz skupa N \M . Vrijedi
 an1 > an2 > · · · > ank · · ·
 pa je (ank) strogo padajuci podniz niza (an). �
 2.3. Limes niza realnih brojeva
 Jedan od osnovnih problema matematicke analize je proucavanje ponasanja clanova niza kada
 njihov indeks neograniceno raste, tj. kada indeks ”tezi ka beskonacnosti”. Ova naizgled jed-
 nostavna problematika osnovna je za proucavanje osobina realnih brojeva, skupova i funkcija,
 a samim time i u konkretnim primjenama matematike. Primjerice, neke od osnovnih elemen-
 tarnih funkcija (kao sto su trigonometrijske) moguce je sasvim korektno definirati tek kada se
 strogo zasnuje konvergencija realnih redova.3 Osim toga, na dobro zasnovanoj konvergenciji je
 mnogo lakse definirati i eksponencijalnu funkciju i, posebice, istraziti njezina vazna svojstva.
 Ideja je da se proucava ”gomilanje” clanova niza oko neke konkretne vrijednosti. Tako se,
 primjerice, clanovi niza ( (−1)n
 n2 ) i ( 1n) ”gomilaju” oko nule, tj. sve su blize nuli kada indeks n
 postaje veci. To se vidi ako izracunamo po nekoliko clanova ovih nizova,
 −1,1
 4, −1
 9,
 1
 16, . . . 1,
 1
 2,
 1
 3,
 1
 4,
 1
 5, . . . .
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 Slika 3: Graficki prikaz nizova ( (−1)n
 n2 ) i ( 1n)
 u R2
 Definicija 2.7. Okolina broja a je svaki (otvoreni) interval realnih brojeva koji sadrzi broj a.
 Neka je ε maleni pozitivni realni broj, ε > 0 i neka je a bilo koji realni broj. Otvoreni interval
 (a− ε, a+ ε) duljine 2ε sa centrom u a ∈ R, naziva se ε-okolina broja a. (Slika 4.)
 Slika 4: Okolina broja a
 Za realan broj x koji se nalazi u ε - okolini broja a vrijedi: a− ε < x < a+ ε ili |x−a| < ε.
 Definicija 2.8. Realan broj a je gomiliste ili tocka gomilanja niza (an) ako se u svakoj
 ε - okolini broja a nalazi beskonacno mnogo clanova tog niza.
 Primjer 2.12. Promotrimo niz an = 1+(−1)n. Clanovi tog niza su brojevi: 0, 2, 0, 2, 0, 2, · · · .Clanovi niza s parnim indeksom su jednaki broju 2 (a2n = 2,∀n ∈ N), a clanovi s neparnim
 indeksom jednaki su broju 0 (a2n−1 = 0, ∀n ∈ N). U svakoj ε-okolini broja 2 nalaze se svi
 clanovi niza s parnim indeksom, a u svakoj ε-okolini nule nalaze se svi clanovi niza s neparnim
 indeksom. Odavde slijedi da promatrani niz ima dva gomilista (0 i 2).
 Primjer 2.13. Promotrimo niz an = n. Clanovi tog niza su redom brojevi: 1, 2, 3, 4, 5, · · · .Opci clan an = n je sve veci sto je n veci pa se u svakoj ε-okolini proizvoljnog realnog broja a
 moze naci najvise konacno mnogo clanova niza. To znaci da niz (an) nema gomiliste.
 3Neka je zadan beskonacni niz realnih brojeva (an). Ako se svi clanovi toga niza povezu znakom ”plus” (+),dobivamo izraz a1+a2+a3+· · · koji se naziva beskonacni red. Neka je zadan niz realnih brojeva (an). Pomocuclanova niza (an) induktivno definiramo niz parcijalnih suma (sn): s1 = a1, . . . , sn = a1 + a2 + · · · + an, . . . .Uredeni par nizova realnih brojeva ((an), (sn)) nazivamo redom realnih brojeva.

Page 15
						

12
 Tocka gomilanja ne mora biti jedinstvena. Ona ne mora ni postojati. Ali ako postoji i ako
 je jedinstvena, naziva se limes.
 Uvedimo preciznu definiciju limesa niza realnih brojeva.
 Definicija 2.9. Kazemo da je realan broj a granicna vrijednost ili limes niza (an), ako za
 svaki ε > 0 postoji prirodni broj n0, takav da za svaki prirodni broj n ≥ n0 vrijedi |an−a| < ε,
 sto jednostavnije zapisujemo matematickom simbolikom sa
 (∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n > n0 ⇒ (|an − a| < ε). (3)
 Za niz (an) kazemo da je konvergentan i pisemo
 a = limn→∞
 an ili an → a kada n→∞.
 Za niz koji nije konvergentan kazemo da je divergentan, odnosno da ne konvergira.
 Primijetimo da je za svaki konvergentni niz njegova granicna vrijednosti ujedno i njegovo
 jedino gomiliste, dok obratno ne vrijedi.
 Primjer 2.14. Promatrajmo niz (an), an = n(1− (−1)n). Uocimo da je
 an =
 {2n, n paran0, n neparan
 Prvih nekoliko clanova su 2, 0, 6, 0, 10, 0, 14, 0 . . . . Ocigledno je da niz (an) divergira premda
 ima tocno jedno gomiliste, nulu.
 Primjedba 2.1. Moze se pokazati da niz (an) konvergira ka tocki a ∈ R ako i samo ako se u
 svakoj ε-okolini tocke a nalaze ”gotovo svi” clanovi niza.
 Slika 5: Izvan ε-okoline nalazi se konacno mnogo clanova niza
 Ako se gotovo svi clanovi niza nalaze u nekoj ε0-okolini tocke a, onda to isto vrijedi i za
 svaku ε-okolinu, gdje je ε > ε0. Iz ovoga je jasno da je uvjet Definicije 2.9 dovoljno pokazati
 za mali ε, odnosno 0 < ε < ε0, gdje je ε0 proizvoljan pozitivan broj.
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 Osnovni limesi koji se koriste prilikom racunanja su:
 limn→+∞
 a = a,
 limn→∞
 1
 n= 0, (4)
 limn→∞
 qn =
 ∞, ako je q > 1,1, ako je q = 1,0, ako je 0 ≤ |q| < 1.
 Kroz sljedece primjere, dokazimo jednakosti (4).
 Primjer 2.15. Niz an = 1n
 je konvergentan i vrijedi limn→∞
 1
 n= 0.
 Slika 6: Clanovi niza ( 1n) teze ka broju 0
 Promatramo li prvih nekoliko clanova ovog niza
 a1 = 1, a2 =1
 2, a3 =
 1
 3, a4 =
 1
 4, . . . , a10 =
 1
 10, . . . ,
 vidimo da se vrijednosti clanova smanjuju i da se ”krecu” ka 0, tj. ”osjecamo” da je
 limn→∞
 an = 0. Ali ovakvo razmisljanje ne predstavlja dokaz ove tvrdnje. Prema Definiciji 2.9
 dokazimo tvrdnju.
 Neka je ε > 0 bilo koji realan broj. Treba pronaci prirodan broj n0 takav da je∣∣ 1n− 0∣∣ <
 ε, ∀n ≥ n0. ∣∣∣∣ 1n − 0
 ∣∣∣∣ < ε⇔ 1
 n< ε. (5)
 Neka je n0 bilo koji prirodan broj takav da je 1n0< ε. Sada ∀n ≥ n0 vrijedi
 1
 n≤ 1
 n0
 < ε, tj.1
 n< ε.
 Prema (5) je ∣∣∣∣ 1n∣∣∣∣ < ε.
 Dakle, ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N takav da je ∣∣∣∣ 1n∣∣∣∣ < ε,∀n ≥ n0.
 Prema (3) vrijedi
 limn→∞
 1
 n= 0. (6)
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 Primjer 2.16. Pokazimo da je
 limn→∞
 qn =
 ∞, ako je q > 1,1, ako je q = 1,0, ako je 0 ≤ |q| < 1.
 • Ako je q > 1 prema Bernoullijevoj nejednakosti (vidi [5], str. 10.) vrijedi:
 qn = [1 + (q − 1)]n ≥ 1 + n(q − 1).
 Za proizvoljan realan broj M > 0 mozemo odabrati takav n0 ∈ N da je 1+n0(q−1) > M.
 Prema definiciji je limn→∞
 qn = +∞.
 • Za q = 1 je qn = 1 pa je limn→∞
 qn = limn→∞
 1 = 1.
 • Za q = 0 je qn = 0 za svaki n. Pretpostavimo da je 0 < |q| < 1. Za proizvoljan realan
 broj ε > 0 treba pronaci prirodan broj n0 takav da vrijedi
 (n > n0)⇒ (|qn − 0| = |q|n < ε).
 Buduci da je
 |q|n < ε⇔ n log |q| < log ε⇔ n >log ε
 log |q|,
 treba pronaci prirodan broj n0 takav da (n > n0) ⇒(n > log ε
 log |g|
 ). Dovoljno je uzeti
 n0 =[
 log εlog |g|
 ].
 Niz realnih brojeva (an) divergira ka +∞ i pisemo limn→∞
 an = +∞, ako za svaki broj M > 0
 postoji prirodan broj n0 takav da (n > n0)⇒ (an > M).
 Niz realnih brojeva (an) divergira ka −∞ i pisemo limn→∞
 an = −∞, ako za svaki broj m < 0
 postoji prirodan broj n0 takav da (n > n0)⇒ (an < m).
 Primjer 2.17. Niz (n2) divergira ka +∞.
 Primjer 2.18. Za q ≤ −1 niz (qn) iz Primjera 2.16 je divergentan.
 Za q = −1 dobivamo niz −1, 1,−1, 1,−1, 1, . . . . Taj niz ima dva gomilista pa je stoga diver-
 gentan. Ako je q < −1, clanovi niza (qn) s parnim indeksom postaju sve veci sto je n veci,
 a clanovi s neparnim indeksom sve manji. To znaci da se u svakoj ε-okolini realnog broja a
 moze naci konacno mnogo clanova niza pa taj niz nema limes.
 Primjer 2.19. Pokazimo da je limn→∞
 n√a = lim
 n→∞a
 1n = 1.
 Treba pokazati da za svaki ε > 0, ∃n0 ∈ N takav da za ∀n > n0 ⇒ | n√a− 1| < ε.
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 Za a = 1 tvrdnja je ocita.
 Dokazimo za a > 1. Vrijedi:
 | n√a− 1| < ε ⇔ n
 √a− 1 < ε
 ⇔ n√a < 1 + ε
 ⇔ a1n < 1 + ε.
 Logaritmirajuci obje strane dobivamo
 1
 nlog a < log(1 + ε)⇔ log a
 log(1 + ε)< n.
 Neka je
 n0 =
 [log a
 log(1 + ε)
 ].
 Tada, ∀n > n0 ⇒ n > log alog(1+ε)
 odakle slijedi
 limn→∞
 n√a = 1.
 Za a < 1 vrijedi
 | n√a− 1| < ε ⇔ 1− n
 √a < ε
 ⇔ 1− ε < n√a.
 Logaritmirajuci obje strane dobivamo
 log(1− ε) < 1
 nlog a⇔ n >
 log a
 log(1− ε).
 Nejednakost je promijenila smjer prilikom dijeljenja s negativnim brojem log(1 − ε). Za n0
 uzimamo
 n0 =
 [log a
 log(1− ε)
 ].
 Primjer 2.20. Ispitajmo konvergenciju niza zadanog opcim clanom an = 3n2+1n2−2 .
 Naslucujemo da je limn→∞
 an = 3. Dokazimo tu pretpostavku. Neka je ε > 0 bilo koji realan broj.
 Treba pokazati da ∀ε > 0,∃n0 ∈ N takav da ∀n ≥ n0 ⇒ |an − a| < ε.∣∣∣∣3n2 + 1
 n2 − 2− 3
 ∣∣∣∣ < ε ⇔∣∣∣∣3n2 + 1− 3n2 + 6
 n2 − 2
 ∣∣∣∣ < ε
 ⇔∣∣∣∣ 7
 n2 − 2
 ∣∣∣∣ < ε ∀n ≥ 2
 ⇔ 7
 n2 − 2< ε
 ⇔ n2 >7
 ε+ 2
 ⇔ n >
 √7
 ε+ 2.
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 Neka je n0 =⌊√
 7ε
 + 2⌋. Dakle, ∀ε > 0,∃n0 ∈ N takav da je∣∣∣∣3n2 + 1
 n2 − 2− 3
 ∣∣∣∣ < ε,∀n ≥ n0.
 Vrijedi:
 limn→∞
 3n2 + 1
 n2 − 2= 3.
 2.4. Svojstva konvergentnih nizova
 Cesto je bitno ispitivanje konvergencije niza bez efektivnog nalazenja njegovog limesa. Us-
 tanoviti je li neki niz konvergentan ili nije od posebnog je znacenja u raznim podrucjima
 primjene teorije nizova, kao sto su numericka analiza, teorija sustava i dr. Neki od kriterija
 konvergencije nizova realnih brojeva dani su u sljedecim teoremima. Takoder su navedena i
 svojstva koja konvergentni nizovi imaju.
 Teorem 2.2. (Vidi [8], str. 174.)
 Svaki konvergentan niz je omeden.
 Dokaz. Neka je (an) konvergentan niz realnih brojeva i neka je limn→∞
 an = a0. Na osnovu defini-
 cije limesa mozemo za proizvoljno odabrani ε > 0 naci n0 takav da je za n > n0 zadovoljena
 nejednakost
 |an − a0| < ε ili a0 − ε < an < a0 + ε.
 Odavde slijedi da je |an| < |a0|+ ε. Uzmimo da je
 M = max{|a1|, |a2|, . . . , |an|, |a0|+ ε}.
 Tada je |an| < M,∀n. �
 Obrat prethodnog teorema nije istinit. Postoji niz koji je omeden, ali nije konvergentan.
 Primjerice, niz an = (−1)n + 1n, n ∈ N je omeden, ali nije konvergentan (ima dva gomilista,
 -1 i 1).
 Teorem 2.3. (Vidi [7], str. 69.)
 Svaki omeden i monoton niz realnih brojeva je konvergentan.
 Dokaz. Neka je (an) rastuci niz realnih brojeva. Prema pretpostavci je skup A = {an : n ∈ N}odozgo omeden. Prema aksiomu polja realnih brojeva (vidi [7], str. 39. - Svaki odozdo [odozgo]
 omeden skup S ⊂ R ima supremum [infimum]) slijedi da je a = supA realan broj i vrijedi
 an ≤ a za svako n ∈ N. Iz definicije supremuma skupa A slijedi da za svaki ε > 0 postoji
 n0 ∈ N takav da je a − ε < an0 ≤ a. Po pretpostavci je niz monoton pa za svako n > n0
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 vrijedi a−ε < an0 ≤ an < a odakle dobivamo da je |an−a| < ε za svaki prirodan broj n > n0.
 Time je pokazano da je niz (an) konvergentan i limn→∞
 an = a. Ako je niz (an) padajuci, tada
 je niz (−an) rastuci i prema tome konvergentan. �
 Navedimo teorem koji cemo koristiti u dokazu korolara koji slijedi.
 Teorem 2.4. (Vidi [8], str. 172.)
 Ako je
 [a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ · · · ⊃ [an, bn] · · ·
 niz suzavajucih intervala, onda postoji jedinstvena tocka c koja pripada svim intervalima.
 Suzavajuci intervali imaju svojstvo da je svaki interval sadrzan u prethodnom i duzina n-tog
 intervala bn − an → 0 kada n→∞.
 Teorem 2.5. (Bolzano - Weierstrass)(Vidi [9], str. 113.)
 Svaki omeden niz realnih brojeva ima konvergentan podniz.
 Dokaz. Prema Teoremu 2.1 svaki niz ima monoton podniz. Ako je zadani niz omeden, tada
 je i monoton podniz omeden pa je prema Teoremu 2.3 podniz konvergentan. �
 Korolar 2.1. (Vidi [8], str. 173.)
 Svaki beskonacan i omeden niz ima barem jedno gomiliste.
 Dokaz. Neka je (an) beskonacan i omeden niz. Tada vrijedi
 m ≤ an ≤M, ∀n ∈ N,
 gdje je m = inf an, M = sup an. Kada prepolovimo interval [m,M ], onda se bar u jednoj
 njegovoj polovini nalazi beskonacno mnogo clanova niza (an), jer kada bi se u obje polovine
 nalazio konacan broj clanova, onda bi u cijelom intervalu bio konacan niz, a to je suprotno pret-
 postavci. Neka je [m1,M1] polovina intervala [m,M ] koja sadrzi beskonacno mnogo clanova
 niza. Na analogan nacin dobivamo njegovu polovinu [m2,M2] koja sadrzi beskonacno mnogo
 clanova niza (an). Ponavljajuci ovaj postupak n puta, dobivamo niz suzavajucih intervala
 [m,M ] ⊃ [m1,M1] ⊃ [m2,M2] ⊃ · · · ⊃ [mn,Mn] ⊃ · · ·
 gdje je
 limn→∞
 (Mn −mn) = limn→∞
 M −m2n
 = 0.
 Prema Teoremu 2.4 postoji jedinstvena tocka c koja pripada svim intervalima [mn,Mn], n ∈ N.
 Kako je c = limn→∞
 mn = limn→∞
 Mn, uvijek mozemo naci broj n takav da je
 c− ε < mn < Mn < c+ ε, ε > 0.
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 Kako interval [mn,Mn] sadrzi beskonacno mnogo clanova niza (an) to ce i interval (c−ε, c+ε)
 sadrzavati takoder beskonacno mnogo clanova niza (an) pa je tocka c zaista tocka gomilanja
 niza (an). �
 Na osnovu definicije gomilista (Definicija 2.8), definicije podniza (Definicija 2.6) te Teorema
 2.5, mozemo zakljuciti sljedece:
 i) Broj a je gomiliste niza (an) ako i samo ako postoji (barem jedan) podniz (ank) koji
 konvergira prema a.
 ii) Ako je niz (an) konvergentan, tada za svaki podniz (ank) vrijedi
 limk→∞
 ank = limn→∞
 an.
 Dokaz tvrdnje i) se moze vidjeti u [14], str. 118.
 Obrat tvrdnje ii) ne vrijedi, tj. ako ako neki podniz (ank) niza (an) ima granicnu vrijednost
 odnosno limes, sam niz (an) ne mora imati limes. Primjerice, niz an = (−1)n nije konvergentan
 buduci da ima dva gomilista iako su njegovi podnizovi (a2n) i (a2n+1) stacionarni pa samim
 time konvergentni.
 Pored pitanja o egzistenciji granicne vrijednosti niza, drugo najvaznije pitanje je njena
 jedinstvenost. To iskazujemo sljedecom tvrdnjom.
 Teorem 2.6. (Vidi [5], str. 84.)
 a) Svaki konvergentan niz realnih brojeva ima samo jedan limes.
 b) Konvergentan niz realnih brojeva ima samo jedno gomiliste. To je ujedno i njegov limes.
 Dokaz. Neka je (an) konvergentan niz realnih brojeva, limn→∞
 an = a i b proizvoljan realan
 broj, b 6= a. Neka su (a− ε, a+ ε) i (b− ε, b+ ε) disjunktne ε− okoline brojeva a i b. Prema
 definiciji limesa u ε-okolini broja a nalaze se svi clanovi niza (an) osim mozda njih konacno
 mnogo pa ti clanovi ne mogu biti u ε-okolini (b − ε, b + ε) broja b. Prema tome, b ne moze
 biti granicna vrijednost niti gomiliste toga niza. �
 Teorem 2.7. (Vidi [5], str. 92.)
 Neka je (an) niz realnih brojeva. Ako je limn→∞
 |an| = 0, onda je limn→∞
 an = 0.
 Dokaz. Neka je limn→∞
 |an| = 0. Tada za svaki ε > 0 postoji prirodan broj n0 takav da je
 ||an| − 0| < ε, tj. |an − 0| < ε za svaki n > n0 iz cega slijedi da je limn→∞
 an = 0. �
 Teorem 2.8. (”Sendvic teorem”)(Vidi [8], str. 175.)
 Ako su (an), (bn) i (cn) nizovi realnih brojeva takvi je an ≤ bn ≤ cn i limn→∞
 an = limn→∞
 cn := a,
 onda je limn→∞
 bn = a.
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 Dokaz. Za proizvoljni ε > 0 postoji prirodan broj n0(ε) takav da je |an − a| < ε, |cn − a| < ε
 za n ≥ n0(ε).
 Kako je an − a ≤ bn − a ≤ cn − a i an − a > −ε, cn − a < ε za n ≥ n0(ε), to je
 −ε < bn − a < ε za n ≥ n0(ε), tj. |bn − a| < ε za n ≥ n0(ε). Dakle, limn→∞
 bn = a. �
 Primjer 2.21. Pokazimo da je
 limn→∞
 sinn
 n= 0.
 Buduci da je −1 ≤ sinn ≤ 1, to za svaki n ∈ N vrijedi
 −1
 n≤ sinn
 n≤ 1
 n.
 Kako je limn→∞
 −1
 n= 0 = lim
 n→∞
 1
 n, tvrdnja slijedi iz Teorema 2.8.
 Proucavati niz, odrediti moguce kandidate za njegov limes, dokazivati da se radi ili ne o
 limesu je za mnoge nizove komplicirano. Zato se pri racunanju limesa sluzimo poznavanjem
 nekih osnovnih nizova ((4), str. 13) i sljedecim teoremom u kojemu je pokazana veza limesa
 i osnovnih algebarskih operacija. U mnogim dokazima koji slijede koristit cemo poznatu
 nejednakost - nejednakost trokuta. Naime, ako znamo da je |a − b| < ε i |b − c| < ε, tada
 vrijedi
 |a− c| = |a− b+ b− c| ≤ |a− b|+ |b− c| < 2ε.
 Teorem 2.9. (Vidi [7], str. 70.)
 Neka su (an) i (bn) konvergentni nizovi realnih brojeva te neka je a0 = limn→∞
 an i b0 = limn→∞
 bn.
 Tada vrijedi:
 1. Niz (an + bn) je konvergentan i limn→∞
 (an + bn) = limn→∞
 an + limn→∞
 bn = a0 + b0.
 2. Niz (an − bn) je konvergentan i limn→∞
 (an − bn) = limn→∞
 an − limn→∞
 bn = a0 − b0.
 3. Niz (an · bn) je konvergentan i limn→∞
 (an · bn) = limn→∞
 an · limn→∞
 bn = a0 · b0.
 4. Za svako c ∈ R niz (c · an) je konvergentan i limn→∞
 (c · an) = c · limn→∞
 an = c · a0.
 5. Niz (|an|) je konvergentan i limn→∞
 |an| = | limn→∞
 an|.
 6. Ako je bn 6= 0 za svako n ∈ N i limn→∞
 bn 6= 0, onda je i niz ( 1bn
 ) konvergentan i
 limn→∞
 (1
 bn
 )=
 1
 limn→∞
 bn=
 1
 b0.
 7. Ako je bn 6= 0 za svako n ∈ N i limn→∞
 bn 6= 0, onda je i niz (anbn
 ) konvergentan i
 limn→∞
 (anbn
 )=
 limn→∞
 an
 limn→∞
 bn=a0b0.
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 8. Ako je an ≤ bn za svako n ∈ N, onda je i limn→∞
 an ≤ limn→∞
 bn.
 Dokaz.
 1. Neka je ε > 0. Kako (an) konvergira prema a0, prema definiciji slijedi da postoji
 n0(a) ∈ N takvo da je |an − a0| < ε2, ∀n ≥ n0(a). Kako (bn) konvergira prema b0,
 prema definiciji slijedi da postoji n0(b) ∈ N takvo da je |bn − b0| < ε2, ∀n ≥ n0(b). Neka
 jen0 = max{n0(a), n0(b)}. Tada, ∀n ≥ n0 vrijedi
 |(an + bn)− (a0 + b0)| ≤ |an − a0|+ |bn − b0| < ε2
 + ε2
 = ε
 cime smo dokazali da (an + bn) konvergira ka a0 + b0.
 2. Analogno dokazu 1. tvrdnje Teorema 2.9.
 3. Trebamo pokazati da ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N takvo da je |an · bn−a0 · b0| < ε, ∀n ≥ n0, odnosno
 |anbn−a0b0| = |anbn−a0b0±anb0| = |an(bn−b0)+b0(an−a0)| ≤ |an(bn−b0)|+|b0(an−a0)|.
 Niz (an) je konvergentan pa je prema Teoremu 2.2 i omeden. To znaci da postoji realan
 broj M > 0 takav da je |an| < M, ∀n ∈ N. Bez smanjenja opcenitosti, neka je |b0| < M .
 Tada vrijedi
 |anbn − a0b0| < M |bn − b0|+M |an − a0|.
 Kako (bn) konvergira prema b0, slijedi da postoji n0(b) takav da je
 |bn − b0| <ε
 2M, ∀n ≥ n0(b). (7)
 Kako (an) konvergira prema a0, slijedi da postoji n0(a) takav da je
 |an − a0| <ε
 2M, ∀n ≥ n0(a). (8)
 Neka je n0 = max{n0(a), n0(b)}. Tada, ∀n ≥ n0 vrijede nejednakosti (7) i (8). Nadalje,
 ∀n ≥ n0 vrijedi
 |an · bn − a0 · b0| < M |bn − b0|+M |an − a0| < M · ε2M
 +M · ε2M
 = ε,
 cime smo dokazali tvrdnju 3. Teorema 2.9.
 4. Buduci da je niz bn = c, n ∈ N stacionaran, on konvergira ka c, pa iz tvrdnje 3. Teorema
 2.9 slijedi da c · an konvergira ka c · a0.
 5. Neka je ε > 0. Postoji n0 ∈ N takvo da ∀n > n0 vrijedi |an − a0| < ε ⇒ ||an| − |a0|| ≤|an − a0| < ε⇒ lim
 n→∞|an| = | lim
 n→∞an|.
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 6. Kako je niz (bn) konvergentan, prema 5. slijedi da je niz (|bn|) konvergentan pa je i
 omeden. To znaci da postoji realan broj m > 0 takav da |bn| > m, ∀n. Neka je ε > 0.
 Kako je (bn) konvergentan postoji n0 ∈ N takav da ∀n > n0 ⇒ |bn − b0| < ε|b0|m ⇒∣∣∣ 1bn− 1
 b0
 ∣∣∣ = |bn−b0||bn||b0| <
 ε|b0|mmb0
 = ε.
 7. Slijedi iz tvrdnje 3. i tvrdnje 6. Teorema 2.9.
 8. Pretpostavimo da je a0 > b0. Tada za ε1 i ε2 mozemo odrediti prirodan broj N1 > N
 tako da je istovremeno an − a0 < ε1 i bn − b0 < ε2 za n ≥ N1. Ocijenimo razliku an − bnza n ≥ N1. Imamo:
 an − bn = (an − a0)− (bn − b0) + a0 − b0 > a0 − b0 − ε1 − ε2.
 Ako odaberemo ε1 > 0 i ε2 > 0 uz uvjet da je ε1 + ε2 < a0 − b0, tada za n ≥ N1 je
 an − bn > 0, tj. an > bn sto je nemoguce jer je an < bn za svako n ≥ N. Dakle, a0 < b0.
 �
 Korolar 2.2. (vidi [3], str. 46.)
 Neka su limn→∞
 an = a0 i limn→∞
 bn = b0. Tada je za bilo koje λ, µ ∈ R niz (λan+µbn) konvergentan
 i limn→∞
 (λan + µbn) = λa0 + µb0.
 Dokaz. Za bilo koji λ ∈ R uzmimo konstantni niz bn = λ,∀n ∈ N. Tada iz 2. tvrdnje Teorema
 2.9 slijedi limn→∞
 λan = λa0. Iz posljednje jednakosti i aditivnosti limesa imamo linearnost. �
 Primjer 2.22. Pokazimo da je limn→∞
 n2 + 1
 3n2 − 1=
 1
 3.
 Kada n raste, odnosno kada n postaje sve veci, tada i brojnik i nazivnik postaju veci. Javlja
 se tzv. neodredeni oblik ∞∞ . Podijelimo li i brojnik i nazivnik s najvecom potencijom od n,
 vrijednost razlomka se nece promijeniti. Dobivamo:
 an =(n2 + 1)/ : n2
 (3n2 − 1)/ : n2=
 1 + 1n2
 3− 1n2
 odakle uocavamo da je brojnik sve blizi broju 1, a nazivnik broju 3. Naslucujemo da je
 limn→∞
 n2+13n2−1 = 1
 3. Dokazimo to.
 Neka je ε > 0 bilo koji realan broj. Treba pokazati da ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N takav da∀n ≥ n0 ⇒| n2+13n2−1 −
 13| < ε. ∣∣∣∣ n2 + 1
 3n2 − 1− 1
 3
 ∣∣∣∣ < ε ⇔∣∣∣∣3n2 + 3− (3n2 − 1)
 3(3n2 − 1)
 ∣∣∣∣ < ε
 ⇔ 4
 3(3n2 − 1)< ε
 ⇔ 1
 3(
 4
 3ε+ 1) < n2
 ⇔ n >
 √1
 3(
 4
 3ε+ 1).
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 Neka je n0 bilo koji prirodan broj takav da je n0 >√
 13( 43ε
 + 1).
 Neka je n ≥ n0. Tada je n ≥ n0 >√
 13( 43ε
 + 1). Prema dokazanim ekvivalencijama vrijedi∣∣∣ n2+13n2−1 −
 13
 ∣∣∣ < ε. Dakle, ∀ε > 0,∃n0 ∈ N takav da je∣∣∣∣ n2 + 1
 3n2 − 1− 1
 3
 ∣∣∣∣ < ε,∀n ≥ n0,
 sto prema Definiciji 2.9 znaci da je
 limn→∞
 n2 + 1
 3n2 − 1=
 1
 3.
 U ovom primjeru nismo odmah smjeli primjeniti pravilo 7. Teorema 2.9 jer nizovi u
 brojniku i nazivniku nisu konvergentni. Radilo se o neodredenom obliku ∞∞ . Naime, i brojnik
 i nazivnik divergiraju ka ∞ kada n tezi u ∞. Pokazali smo da neodredeni oblik ∞∞ u limesu
 moze dati bilo koji pozitivan realan broj.
 Opcenito, neka su (an) i (bn) bilo koja dva niza realnih brojeva takvih da je limn→∞
 an =
 limn→∞
 bn =∞. Promatrajmo niz (anbn
 ). Neka je an = c · n, c > 0 i bn = n. Buduci da je anbn
 = c,
 to je limn→∞
 anbn
 = c.
 Za niz (an− bn) dobivamo neodredeni oblik∞−∞ koji u limesu moze dati bilo koji realan
 broj. Neka je an = c+ n, bn = n, an − bn = c pa slijedi da je limn→∞
 (an − bn) = c.
 Osim ova dva neodredena oblika, mogu se pojaviti i sljedeci neodredeni oblici: 00, 0 ·
 ∞, 00, 1∞, ∞0.
 Primjer 2.23. Koristeci se gornjim pravilima, rijesimo sljedecih nekoliko primjera:
 a) limn→∞
 3n2 − 2n+ 5
 n2 + n− 4=∞∞
 = limn→∞
 (3n2 − 2n+ 5)/ : n2
 (n2 + n− 4)/ : n2= lim
 n→∞
 3− 2n
 + 5n2
 1 + 1n− 4
 n2
 =limn→∞
 (3− 2
 n+
 5
 n2)
 limn→∞
 (1 +1
 n− 4
 n2)
 =
 limn→∞
 3− limn→∞
 2
 n+ lim
 n→∞
 5
 n2
 limn→∞
 1 + limn→∞
 1
 n− lim
 n→∞
 4
 n2
 =3− 0 + 0
 1 + 0− 0= 3.
 b) limn→∞
 n+√n2 − n
 2n+ 3=∞∞
 = limn→∞
 (n+√n2 − n)/ : n
 (2n+ 3)/ : n= lim
 n→∞
 1 +√
 1− 1n
 2 + 3n
 =limn→∞
 (1 +
 √1− 1
 n)
 limn→∞
 (2 +3
 n)
 =
 1 + 1
 2= 1.
 c) limn→∞
 5n2 − n+ 3
 3n3 + 2n− 4=∞∞
 = limn→∞
 (5n2 − n+ 3)/ : n3
 (3n3 + 2n− 4)/ : n3= lim
 n→∞
 5n− 1
 n2 + 3n3
 3 + 2n2 − 4
 n3
 =0
 3= 0.
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 d) limn→∞
 5√n5 − 2n3 + 4 + (3n− 4)
 3√n3 + n2 − 4 +
 √n2 − 1
 =∞∞
 = limn→∞
 [ 5√n5 − 2n3 + 4 + (3n− 4)]/ : n
 [ 3√n3 + n2 − 4 +
 √n2 − 1]/ : n
 =
 limn→∞
 5
 √1− 2
 n2 + 4n5 + 3− 4
 n
 3
 √1 + 1
 n− 4
 n3 +√
 1− 1n2
 =1 + 3
 1 + 1=
 4
 2= 2.
 e) limn→∞
 √n+ 3 + 4
 √n2 − 3n+ 1
 2√n− 4 + 4
 √n2 − 5
 =∞∞
 = limn→∞
 [√n+ 3 + 4
 √n2 − 3n+ 1]/ :
 √n
 [2√n− 4 + 4
 √n2 − 5]/
 √n
 =
 limn→∞
 √1 + 3
 n+ 4
 √1− 3
 n+ 1
 n2
 2√
 1− 4n
 + 4
 √1− 5
 n2
 =1 + 1
 2 + 1=
 2
 3.
 f) limn→∞
 (10n(√n2 + 1−n)) = lim
 n→∞(10n(
 √n2 + 1−n))·
 √n2 + 1 + n√n2 + 1 + n
 = limn→∞
 10n(n2 + 1− n2)√n2 + 1 + n
 =
 limn→∞
 10n / : n√n2 + 1 + n / : n
 = limn→∞
 10√1 + 1
 n2 + 1=
 10√1 + 1
 =10
 2= 5.
 g) limn→∞
 2n+1 + 3n+1 / : 3n+1
 2n + 3n / : 3n+1= lim
 n→∞
 2n+1
 3n+1 + 12n
 3n+1 + 13
 = limn→∞
 (23
 )n+1+ 1(
 23
 )n · 13
 + 13
 =113
 = 3.
 2.5. Posebne vrste nizova
 Konvergenciju nizova mozemo ispitati i bez poznavanja njegova limesa. Za to je potrebo
 poznavati Cauchyjev niz kojeg cemo ovdje definirati. Takoder cemo detaljno objasniti posebne
 vrste nizova koji imaju primjenu u financijskoj matematici, ali i drugdje. Zanimljivi su po
 tome sto postoje pravilnosti u njihovu ponasanju koja se nazire vec iz samih imena tih nizova.
 2.5.1. Cauchyjev niz
 Definicija 2.10. Za niz realnih brojeva (an) kazemo da je Cauchyjev ili fundamentalni niz
 ako
 (∀ ε > 0, ∃n0 ∈ N) (∀n ≥ n0,∀k ∈ N)⇒ (|an+k − an| < ε). (9)
 Nuzan i dovoljan uvjet konvergencije niza realnih brojeva dan je sljedecim teoremom ciji
 se dokaz moze pronaci u [3], str. 54.
 Teorem 2.10. Niz realnih brojeva je konvergentan ako i samo ako je Cauchyev.
 Primjer 2.24. Niz an = 1n
 je Cauchyjev pa prema tome konvergira. Zaista,∣∣∣∣ 1
 n+ k− 1
 n
 ∣∣∣∣ < ε⇔ 1
 n− 1
 n+ k< ε
 ⇔ 1
 n< ε+
 1
 n+ k.
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 Posljednja nejednakost je sigurno ispunjena cim je 1n< ε, odnosno mozemo uzeti
 nε = [1ε] + 1.
 Konvergencija niza koji je zadan opcim clanom an = 1n
 pokazana je i u Primjeru 2.15
 koristenjem stroge definicije gdje je potrebno poznavanje samog limesa. Mozemo primijetiti
 da je dokaz konvergencije puno brze i jednostavnije ukoliko znamo da je neki niz Cauchyev.
 2.5.2. Aritmeticki niz
 Definicija 2.11. Niz (an) zovemo aritmetickim nizom ako je razlika uzastopnih clanova niza
 isti broj d, tj. ako je
 an+1 − an = d, za svaki n ∈ N. (10)
 Broj d se naziva diferencija (razlika) danog niza.
 Primjer 2.25. Niz neparnih brojeva 1, 3, 5, 7, 9, . . . je jedan aritmeticki niz jer je razlika
 uzastopnih clanova jednaka d = 2.
 Iz definicije aritmetickog niza odmah slijedi da je a2 = a1 + d, a3 = a2 + d = a1 + 2d,
 a4 = a3 + d = a1 + 3d, itd. Zakljucujemo da je opcenito
 an = a1 + (n− 1)d. (11)
 Primjer 2.26. Odredimo dvadeseti clan aritmetickog niza (an) kojemu je prvi clan a1 = 5, a
 diferencija d = −3.
 Vrijedi
 a20 = a1 + 19d = 5 + 19 · (−3) = −52.
 Neka je (an) aritmeticki niz s diferencijom d. Tada je an − an−1 = d i an+1 − an = d pa je
 an − an−1 = an+1 − an, odakle slijedi
 an =an−1 + an+1
 2.
 Rijecima to mozemo izreci ovako: svaki clan aritmetickog niza (osim prvog i posljednjeg clana)
 jednak je aritmetickoj sredini susjednih dvaju clanova. Odatle i naziv aritmeticki niz.
 Zamislimo da je zadano prvih n clanova a1, a2, . . . an aritmetickog niza. Zbrojimo krajnja
 dva clana (a1 + an), pa zbrojimo dva clana do njih, tj. drugi i pretposljednji (a2 + an−1) itd.
 Opcenito, zbrajamo dva clana jednako udaljena od krajeva, ak i an−k+1. Stoga, prema formuli
 (11) vrijedi:
 ak + an−k+1 = [a1 + (k − 1)d] + [a1 + (n− k)d]
 = a1 + [a1 + (n− 1)d] (12)
 = a1 + an.
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 Dakle, tako uvijek dobijemo iste zbrojeve. To ce nam posluziti da odredimo zbroj Sn prvih n
 clanova aritmetickog niza:
 Sn = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an−2 + an−1 + an.
 Prethodnu sumu napisimo na sljedeci nacin:
 Sn = a1 + a2 + · · ·+ an−1 + an. (13)
 Sn = an + an−1 + · · ·+ a2 + a1. (14)
 Zbrajajuci izraze (13) i (14) dobivamo
 2Sn = (a1 + an) + (a2 + an−1) + · · ·+ (an−1 + a2) + (an + a1).
 Prema (12) svi sumandi u zagradama su a1 + an, pa je
 2Sn = n(a1 + an),
 odnosno
 Sn =n
 2(a1 + an). (15)
 Zbog an = a1 + (n− 1)d, to mozemo jos zapisati i na sljedeci nacin
 Sn =2a1 + (n− 1)d
 2· n. (16)
 Primjer 2.27. Zbrojimo prvih n neparnih brojeva.
 Kako 1, 3, 5, 7, . . . , 2n− 1 cine aritmeticki niz, onda koristeci formulu (15) dobivamo
 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) =n
 2(1 + (2n− 1)) = n2.
 Poznajemo li dva uzastopna clana aritmetickog niza, njihovim oduzimanjem dobit cemo
 razliku niza cime je niz odreden. Tu razliku mozemo izracunati ako su nam poznata bilo koja
 dva clana niza, ne nuzno uzastopna.
 Problem odredivanja clanova niza u tome se slucaju naziva interpolacija. Ime dolazi
 odatle sto izmedu zadanih clanova niza moramo interpolirati (umetnuti) nekoliko clanova niza
 tako da on bude aritmeticki.
 Izmedu dvaju zadanih brojeva a i b treba interpolirati r brojeva tako da dobiveni niz bude
 aritmeticki, u kojemu je a prvi, a b posljednji clan niza.
 Neka je a1 = a prvi clan dobivenog niza, a an = b njegov posljednji clan. Clanova niza
 ukupno ima n = r + 2. Stoga je
 an = a1 + (n− 1)d⇒ b = a+ (r + 1)d,
 odakle dobivamo
 d =b− ar + 1
 .
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 Primjer 2.28. Izmedu -6 i 15 umetnimo osam brojeva koji ce s dva zadana ciniti deset
 uzastopnih clanova aritmetickog niza. Odredimo sve cjelobrojne clanove niza.
 U tome je nizu a1 = −6, a10 = 15 pa mozemo pisati: a10 = a1 + 9d, odnosno 15 = −6 + 9d
 odakle slijedi da je d = 73
 te imamo niz
 −6, −11
 3, −4
 3, 1,
 10
 3,
 17
 3, 8,
 31
 3,
 38
 3, 15.
 Cetiri clana ovoga niza su cijeli brojevi: −6, 1, 8, 15.
 2.5.3. Geometrijski niz
 U aritmetickom je nizu razlika svakih dvaju susjednih clanova konstantna. Geometrijski niz
 je primjer niza u kojemu je kolicnik dvaju uzastopnih clanova konstantan.
 Definicija 2.12. Niz (an) je geometrijski niz ako je svaki clan, pocevsi od drugog jednak
 prethodnom clanu pomnozenim s konstantom q 6= 0. Prema tome, geometrijski niz se definira
 rekurzivnom formulom
 an+1 = an · q. (17)
 Broj q se naziva kvocijent (kolicnik) tog niza.
 Vrijedi:anan−1
 = q =an+1
 an,
 odakle slijedi
 an =√an+1an−1.
 Svaki clan geometrijskog niza (osim prvog) geometrijska je sredina dvaju susjednih clanova.
 Odatle nizu ime.
 U zavisnosti od vrijednosti kvocijenta q, geometrijski se nizovi razlicito ponasaju.
 Za q > 1, svi clanovi geometrijskog niza imaju isti predznak i rastu po apsolutnoj vrijed-
 nosti, primjerice
 2, 6, 18, 54, . . . , (q = 3),
 ili
 −2,−6,−18,−54, . . . (q = 3).
 Ako je 0 < q < 1, onda clanovi geometrijskog niza imaju isti predznak i padaju po
 apsolutnoj vrijednosti, primjerice
 1,1
 2,
 1
 4,
 1
 8,
 1
 16, . . . , (q =
 1
 2).
 Ako je q < −1, onda clanovi geometrijskog niza rastu po apsolutnoj vrijednosti stalno
 mijenjajuci predznak, primjerice
 2, −6, 18, −54, 162, . . . , (q = −3),
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 dok za −1 < q < 0 njegovi clanovi padaju po apsolutnoj vrijednosti i mijenjaju predznak,
 primjerice
 1, −1
 2,
 1
 4, −1
 8,
 1
 16, . . . (q = −1
 2).
 Za q = 1 svi su clanovi geometrijskog niza jednaki: a, a, a, a, . . ., a za q = −1 geometrijski
 niz je oblika a, −a, a, −a, . . . .Iz formule (17) dobivamo redom
 a2 = a1 · q,a3 = a2 · q = a1 · q2,a4 = a3 · q = a1 · q3,
 itd.
 an = a1 · qn−1.
 Dakle, geometrijski niz je na jedinstven nacin odreden svojim prvim clanom a1 i kvocijentom
 q.
 Primjer 2.29. Cetiri su broja uzastopni clanovi rastuceg geometrijskog niza. Zbroj dva krajnja
 je jednak broju 9, a zbroj dva srednja clana je 6. Odredimo te brojeve.
 Iz zadatka proizlaze sljedece jednadzbe:
 a1 + a4 = a1 + a1q3 = a1(1 + q3) = 9
 a2 + a3 = a1q + a1q2 = a1q(1 + q) = 6
 Podijelimo gornje izraze pa dobivamo:
 a1(1 + q3)
 a1q(1 + q)=
 9
 6.
 Nakon sredivanja dobivamo jednadzbu s jednom nepoznanicom 1−q+q2q
 = 32, odnosno 2q2−5q+
 2 = 0. Ta jednadzba ima dva rjesenja, q = 12
 ili q = 2. Zbog toga i sam zadatak ima dva
 rjesenja:
 a) Za q = 12
 dobivamo a1 = 8 te imamo padajuci niz 8, 4, 2, 1.
 b) Za q = 2 dobivamo a1 = 1 te imamo rastuci niz 1, 2, 4, 8.
 Izracunajmo sada zbroj prvih n clanova geometrijskog niza:
 Sn = a1 + a2 + a3 · · ·+ an−1 + an. (18)
 Pomnozimo li tu jednakost sa q, zbog a1q = a2, a2q = a3, · · · , anq = an+1 slijedi
 qSn = a1q + a2q + · · ·+ anq = a2 + a3 + · · ·+ an+1. (19)
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 Oduzimanjem (18) i (19) te uz an+1 = a1qn dobivamo:
 Sn − qSn = a1 − an+1 = a1 − a1qn,
 a odatle (za q 6= 1)
 Sn = a11− qn
 1− q. (20)
 Primjer 2.30. Potrebno je odrediti zbroj
 S = 1 + 11 + 111 + · · · 111 . . . 111.︸ ︷︷ ︸100 jedinica
 Prvo broj 111 . . . 111︸ ︷︷ ︸n jedinica
 (n ∈ N) izrazimo drukcije. Vrijedi:
 111 . . . 111︸ ︷︷ ︸n jedinica
 =
 n devetki︷ ︸︸ ︷999 . . . 999
 9=
 10n − 1
 9.
 Stoga je
 S =10− 1
 9+
 102 − 1
 9+
 103 − 1
 9+ · · ·+ 10100 − 1
 9
 =1
 9(10 + 102 + 103 + · · ·+ 10100 − 100) =
 1
 9
 [10 · 10100 − 1
 10− 1− 100
 ]
 =1
 9
 [10 · 10100 − 1
 9− 100
 ]=
 1
 9
 111 . . . 110︸ ︷︷ ︸100 jedinica
 −100
 =
 1
 9· 111 . . . 11010.︸ ︷︷ ︸
 99 jedinica
 Neka su zadana dva clana geometrijskog niza, a i b. Potrebno je odrediti r brojeva koji
 zajedno s a i b (kao prvim i posljednjim clanom niza) cine geometrijski niz.
 Geometrijski niz ce biti odreden ako mu znamo kvocijent. Njegov prvi clan je a1 = a, a
 posljednji, n-ti, an = b. Kako je n = r + 2, vrijedi:
 an = a1qn−1 ⇒ b = qr+1a,
 te je
 q =r+1
 √b
 a.
 Formula za zbroj clanova geometrijskog niza moze se napisati i u drugom obliku. Kako je
 an = a1qn−1, vrijedi:
 Sn =anq − a1q − 1
 , (21)
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 sto dalje mozemo zapisati kao:
 Sn =an+1 − a1q − 1
 .
 Primjer 2.31. Geometrijski niz zadan je svojim clanovima a11 = 12 i a20 = 26. Odredimo
 zbroj a11 + a12 + · · ·+ a20.
 Ovdje se radi o zbroju dijela geometrijskog niza. Odredimo mu kvocijent. Iz a20 = a11q9
 dobivamo
 q9 =a20a11
 =26
 12= 3,
 te je q = 9√
 3. U zadatku se trazi razlika dviju suma, S20 − S10. Prvi je dojam da cemo morati
 odrediti nepoznate clanove geometrijskog niza, posebice a1 kako bismo koristili formulu za zbroj
 niza. No, mozemo razmisljati i ovako: zaboravimo da je rijec o dijelu geometrijskog niza. Za
 nas je to novi geometrijski niz s prvim clanom 12, posljednjim 36 i kvocijentom q. Njegova je
 suma, prema (21) dana sa:
 S =a20q − a11q − 1
 =9√
 3 · 36− 129√
 3− 1.
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 3. Primjena nizova realnih brojeva
 3.1. Primjeri
 Brojni su zadaci koji se pojavljuju na matematickim natjecanjima, ispitima iz matematike ili
 iz drugih podrucja (primjerice fizike) koji su povezani uz nizove realnih brojeva te se mogu
 rijesiti koristeci neka svojstva nizova koja su do sada spominjana u radu. Dolje je navedeno
 nekoliko primjera koji to potvrduju.
 Primjer 3.1. Tijelo se giba tako da u prvoj sekundi prijede 6 metara, a svaku narednu sekundu
 za 4 metra vise nego prethodne sekunde. Odredimo koliki ce put tijelo prijeci nakon 10 sekundi.
 Ovdje se radi o aritmetickom nizu s prvim clanom a1 = 6 i diferencijom d = 4. Nas
 zanima zbroj S10 prvih 10 clanova tog niza. Prema (16) vrijedi
 S10 =2 · 6 + 9 · 4
 2· 10 = 240.
 Dakle, nakon 10 sekundi tijelo ce prijeci 240 metara.
 Primjer 3.2. Tijelo pri padu u prvoj sekundi prijede 4 metra, a svake sekunde prevaljeni se
 put poveca za 8 metara. Odredimo koliko ce dugo tijelo padati s visine od 1000 metara.
 Neka je Sn prevaljeni put tijela nakon n sekunda. Taj put mozemo dobiti kao zbroj arit-
 metickog niza
 Sn = 4 + 12 + 20 + · · ·+ [4 + (n− 1) · 8].
 Zbroj clanova ovog niza je
 Sn =[4 + 4 + 8(n− 1)]n
 2= 4n+ 4n(n− 1).
 Trebamo odrediti najmanji n za koji je ispunjeno
 4n2 > 1000.
 Odavde dobivamo n2 > 250. Za n = 15 umnozak slijeva iznosi 225, a za n = 16 on je jednak
 256. Zakljucujemo, tijelo ce udariti u tlo u 16. sekundi pada.
 Primjer 3.3. Prica o sahu (Vidi [16])
 Poznata je legenda o caru Seramu koji je htio nagraditi ”skromnog” matematicara Sesu za
 njegovo otkrice sahovske ploce, rekao mu je neka trazi sto hoce. Car se isprva uvrijedio misleci
 da je izumitelj zatrazio suvise skromnu nagradu. On je zamolio da mu car podari psenicu i to
 tako da se na prvi od 64 kvadratica sahovske ploce postavi jedno zrno, na drugi kvadratic dva
 zrna, na treci cetiri zrna, i tako redom na svaki sljedeci kvadratic dvostruki broj zrna psenice.
 Carevi matematicari su racunali dva dana da bi dobili koliko zrna treba predati Sesi. Nastalo
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 je veliko iznenadenje kada je ustanovljeno da toliko psenice ni izdaleka nema. No, car je ipak
 naredio da se izumitelju preda zatrazena nagrada.
 Ovdje se radi o geometrijskom nizu s prvim clanom a1 = 1 i kvocijentom q = 2. Broj zrna
 psenice na 64. polju je 64. clan tog niza pa je jednak
 a64 = a1 · q63 = 1 · 263 = 263 = 9 223 372 036 854 775 808.
 Primjer 3.4. U secerani je za cetiri mjeseca proizvedeno ukupno 7989.4 tone secera. Odred-
 imo koliko se tona secera proizvelo u svakom od cetiri mjeseca, ako se proizvodnja svaki mjesec
 povecala za 15% u odnosu na prethodni mjesec.
 Neka je a1 broj tona secera proizvedenih u prvom mjesecu. U drugom mjesecu proizvodnja
 se povecala za 15% pa iznosi a2 = a1 + 0.15a1 = 1.15a1. U trecem je mjesecu proizvodnja
 a3 = 1.15a2 = 1.15 · 1.15a1 = 1.152a1, a u cetvrtom mjesecu je a4 = 1.15a3 = 1.153a1.
 Vidimo da se radi o geometrijskom nizu s kvocijentom 1.15. Za cetiri je mjeseca proizve-
 deno ukupno 7989.4, tj. S4 = 7989.4 t. Sada imamo
 S4 = a11− q4
 1− q
 7989.4 = a11− 1.154
 1− 1.15
 7989.4 = a10.749
 0.15
 pa slijedi:
 a1 = 1600 t,
 a2 = 1.15a1 = 1840 t,
 a3 = 1.152a1 = 2116 t,
 a4 = 1.153a1 = 2433.4 t.
 Proizvodnja po mjesecima je bila redom: 1600 t, 1840 t, 2116 t, 2433.3 t.
 3.2. Brojevi e i π
 Jedan od najznacajnijih brojeva u matematici i njenoj primjeni u tehnici, ekonomiji, statistici
 i dr. jest broj e jos nazvan i Eulerov broj ili Napierova konstanta. Eulerov broj je baza
 prirodnog logaritma i, pored neutrala zbrajanja i mnozenja 0 i 1, imaginarne jedinice i te
 broja π ima veliku ulogu u sadasnjoj matematici. Osim sto je iracionalan (dokaz vidi u [13],
 str. 194.), ovaj broj je jos i transcendentan. Do cetrdesetog decimalnog mjesta, numericka
 vrijednost broja e je
 e = 2.71828 18284 59045 23536 02874 71352 66249 7757 . . . .
 Broj e se moze definirati na razlicite nacine. Dolje su navedeni neki od njih.
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 • Limes niza brojeva
 e = limn→∞
 (1 +
 1
 n
 )n.
 • Suma beskonacnog niza:
 e =∞∑n=0
 1
 n!=
 1
 0!+
 1
 1!+
 1
 2!+
 1
 3!+ · · · ,
 gdje je n! faktorijela4 n.
 • Pozitivna vrijednost koja zadovoljava sljedecu jednadzbu∫ e
 1
 1
 tdt = 1.
 Nama najzanimljiviji je prvo definirani nacin. Pokazimo da je zaista tako, odnosno da prva
 jednakost vrijedi. Pokazimo najprije da je niz
 en =
 (1 +
 1
 n
 )nrastuci i omeden odozgo pa stoga konvergira prema Teoremu 2.3. Limes toga niza oznacavamo
 s e.
 Dokazimo da je zadani niz (en) monoton i omeden: (vidi [14], str. 120.)
 Koristeci binomnu formulu dobivamo:(1 +
 1
 n
 )n=
 n∑k=0
 ·(n
 k
 )· 1n−k ·
 (1
 n
 )k=
 n∑k=0
 n!
 k!(n− k)!· 1
 nk
 =n∑k=0
 n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)
 k!· 1
 nk
 =n∑k=0
 · 1k!· nn
 (n− 1
 n
 )· · ·(n− k + 1
 n
 )=
 n∑k=0
 1
 k!· 1 ·
 (1− 1
 n
 )(1− 2
 n
 ). . .
 (1− k − 1
 n
 )︸ ︷︷ ︸
 <1
 Dakle,
 en =n∑k=0
 1
 k!·(
 1− 1
 n
 )(1− 2
 n
 ). . .
 (1− k − 1
 n
 )(22)
 4Faktorijel je matematicka funkcija kojom se izracunava umnozak prirodnih brojeva od 1 do nekogodredenog prirodnog broja n, oznaceno kao n!.
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 ⇒(
 1 +1
 n
 )n≤
 n∑k=0
 1
 k!. (23)
 Indukcijom po k ∈ N lako se pokaze da je k! ≥ 2k−1. To povlaci da je
 n∑k=0
 1
 k!≤ 1 +
 n∑k=1
 1
 2k−1. (24)
 Promotrimo sada geometrijski niz kojemu je prvi clan jednak 1, a kvocijent 12. Prvih neko-
 liko clanova niza su 1, 12, 14, 18, . . .. Suma prvih n clanova prema (20) dana je donjim izrazom:
 n∑k=1
 1
 2k−1= 1 ·
 1− 12n
 1− 12
 .
 Nakon sredivanja dobivamo:n∑k=1
 1
 2k−1= 2− 1
 2n−1.
 Uvrstavanjem posljednjeg izraza u (24) dobivamo
 n∑k=0
 1
 k!≤ 1 + 2− 1
 2n−1≤ 3.
 Zbog tranzitivnosti nejednakosti iz (23) slijedi
 ⇒(
 1 +1
 n
 )n≤ 3,
 sto pokazuje da za gornju medu niza (en) mozemo uzeti broj 3.
 Dokazimo sada da je zadani niz (en) monoton:
 Usporedbom n-tog i n + 1-vog clana koji se dobije uvrstavanjem n + 1 umjesto n u (22)
 dobivamo:
 en+1 =
 (1 +
 1
 n+ 1
 )n+1
 =n+1∑k=0
 1
 k!·(
 1− 1
 n+ 1
 )(1− 2
 n+ 1
 ). . .
 (1− k − 1
 n+ 1
 ). (25)
 Usporedbom (22) i (25) dobivamo:
 en =
 (1 +
 1
 n
 )n≤(
 1 +1
 n+ 1
 )n+1
 = en+1,
 sto vrijedi ∀n ∈ N, cime smo pokazali da je niz (en) monotono rastuci.
 Kako je za n = 1 prvi clan niza jednak e1 = 2, zbog monotonosti niza tu dvojku mozemo uzeti
 za donju medu pa se cijeli niz moze smjestiti unutar segmenta [2, 3]. Monotonosti i omedenost
 niza, prema Teoremu 2.3, dokazuju njegovu konvergenciju.
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 Primjedba 3.1. Moze se pokazati (vidi [2], str. 96.) da za sve realne brojeve α, β i za svaki
 niz (an) realnih brojeva takav da je limn→∞
 |an| =∞ vrijedi
 limn→∞
 (1 +
 α
 an
 )βan= eαβ.
 Primjer 3.5. Pokazimo da je limn→∞
 (2n+32n+1
 )n+1= e.
 limn→∞
 (2n+ 3/ : 2n
 2n+ 1/ : 2n
 )n+1
 = limn→∞
 (1 + 3
 2n
 1 + 12n
 )n+1
 = limn→∞
 (1 + 3
 2n
 )n(1 + 1
 2n
 )n · (1 + 32n
 )(1 + 1
 2n
 )= lim
 n→∞
 (1 + 3
 2n
 )n(1 + 1
 2n
 )n · 1 = limn→∞
 (1 +
 32
 n
 )n(
 1 +12
 n
 )n =e
 32
 e12
 = e.
 Broj e koristimo za definiranje eksponencijalnih funkcija.
 ex = limn→∞
 (1 +
 x
 n
 )n.
 Eulerova formula koja glasi
 eix = cosx+ i · sinx
 spada u najznacajnije formule u matematici.
 Ako x zamijenimo sa π, dobivamo tzv. Eulerov identitet
 eiπ + 1 = 0
 koji je znacajan po tome sto daje vezu izmedu pet vaznih matematickih konstanti: e, i, π, 1 i 0.
 Broj e uzima se za bazu logaritamskog sustava. Logaritmi s bazom e nazivaju se prirodni
 logaritmi i oznacavaju se
 loge x = lnx (x > 0)
 i cesto se koriste u matematickoj analizi.
 Dekadski logaritmi (logaritmi s bazom 10) koji se krace oznacavaju
 log10 x = log x
 vezani su s prirodnim logaritmima relacijama
 ln x = log x · 1
 log e≈ log x · 2, 30295 . . .
 log x = ln x · 1
 ln 10≈ ln x · 0, 434294 . . .
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 Ove relacije se specijalni slucajevi opce relacije
 logb x = log x · 1
 loga b,
 koja omogucava odredivanje logaritma broja x s bazom b, ako je poznat logaritam tog istog
 broja s bazom a.
 Broj π
 Broj π je matematicka konstanta, danas siroko primjenjivana u matematici i fizici. Brojne
 su osnovne formule iz geometrije u kojima se pojavljuje broj π: formula za povrsinu kruga
 dana je izrazom P = r2π, gdje je r radijus kruga, obujam kugle polumjera r racuna se po
 formuli V = 43πr3, itd.
 Numericka vrijednost broje π zaokruzena na 50 decimalnih mjesta je
 π = 3.14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37511
 Broj π se definira kao omjer opsega i promjera kruga. π je takoder poznat i kao Arhimedova
 konstanta ili Ludolfov broj, kako je nazvan po Ludolphu van Ceulenu (1540. - 1610.) koji je
 prvi izracunao π na 35 tocnih decimala.
 Problem odredivanja sto tocnije aproksimacije broja π seze daleko u proslost. Rhindov
 papirus iz 1650. godine prije Krista sadrzi najranije saznanja o broju π. Pisar Ahmes broj π
 aproksimira na sljedeci nacin: π ≈ 25681≈ 3.16.
 Sumerani su π racunali kao 3.125. Brojni su se Grci takoder zanimali za broj π, a
 medu njima najbolji rezultat dao je Arhimed koji u svojoj raspravi ”O mjerenju kruga”
 koristi postupak upisivanja i opisivanja pravilnih mnogokuta. Njegova priblizna ocjena je
 3.14084507 < π < 3.142857143.
 Izracunavanje broja π Arhimedovim postupkom ubrzao je Ch. Huygens u 17. st. koristeci
 pravilne mnogokute omedene parabolicnim lukovima. Brzi postupci izracunavanja pojedinih
 decimala razvijeni su upotrebom beskonacnih redova.
 Kroz povijest ne prestaje zanimanje za odredivanje sto tocnije aproksimacije broja π.
 Zbog toga se razvijaju brojne metode i postupci rjesavanja toga problema. Jednu od mogucih
 definicija broja π objasnit cemo u nastavku. Pokazat cemo formulu opceg clana niza koji
 konvergira prema broju π. (Vidi [12], str. 141. i [17])
 Promotrimo niz realnih brojeva (bn) koji je zadan opcim clanom
 bn = 2n+1 ·
 √√√√√2−
 √2 +
 √2 + · · ·+
 √2.︸ ︷︷ ︸
 n korijena
 (26)
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 Pokazimo da niz (bn) konvergira prema π. U tu svrhu primijetimo da je
 bn = 2n+1√
 2− an, (27)
 gdje je niz (an) zadan rekurzivnom formulom
 a1 =√
 2 te an =√
 2 + an−1, n = 2, 3, . . . . (28)
 Vrijedi sljedeci teorem.
 Teorem 3.1. Ako je (an) niz realnih brojeva koji je zadan rekurzivnom formulom (28), onda
 njegov opci clan glasi an = 2 cos π2n+1 , n = 1, 2, . . ..
 U dokazu cemo koristiti sljedece trigonometrijske identitete:
 sin2 α + cos2 α = 1,
 cosα = cos2 α2− sin2 α
 2.
 Dokaz. Dovoljno je pokazati da an = 2 cos π2n+1 zadovoljava relaciju (28) za svaki n ∈ N. Lako
 se vidi da je a1 =√
 2 te da za svaki n = 2, 3, . . . vrijedi√2 + an−1 =
 √2 + 2 cos π
 2n
 =√
 2(cos2 π2n+1 + sin2 π
 2n+1 ) + 2(cos2 π2n+1 − sin2 π
 2n+1 )
 = 2 cos π2n+1 = an.
 �
 Prema Teoremu 3.1 i jednakosti (27) slijedi da za opci clan niza (bn) vrijedi
 bn = 2n+1√
 2− 2 cos π2n+1
 = 2n+1√
 2(cos2 π2n+2 + sin2 π
 2n+2 )− 2(cos2 π2n+2 − sin2 π
 2n+2 )
 = 2n+2 sin π2n+2 , n = 1, 2, . . .
 Iz poznate relacije limx→0
 sinxx
 = 1, (vidi [2], str. 131.) konacno slijedi
 limn→∞
 bn =sin
 π2n+2π
 2n+2π = π.
 3.3. Rjesavanje nelinearnih jednadzbi
 Racunanje nultocaka nelinearnih funkcija jedan je od najcescih zadataka primijenjene matem-
 atike. Opcenito, neka je I interval u R, f : I → R neprekidna funkcija na I i neka je dana
 jednadzba
 f(x) = 0. (29)
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 Rijesiti jednadzbu (29) znaci naci sve one x ∈ I za koje vrijedi jednakost (29). Takve tocke x
 zovu se rjesenja, korijeni pripadne jednadzbe ili nultocke funkcije f .
 Uobicajena je podjela jednadzbi na:
 1. Algebarske koje su oblika
 anxn + an−1x
 n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0, an 6= 0.
 2. Transcedentne, tj. one koje nisu algebarske.
 Algebarske jednadzbe do ukljucivo cetvrtog stupnja, n ≤ 4, mozemo rijesiti direktno, kao kod
 kvadratnih jednadzbi. Ta su rjesenja dana formulama, no zbog njihove slozenosti rijetko se
 koriste. Za opce rjesenje jednadzbe stupnja n ≥ 5 ne mozemo napisati formulu s konacnim
 brojem operacijama nad koeficijentima jednadzbe i realnim brojevima. Stoga i kod rjesavanja
 algebarskih jednadzbi trebamo metode kojima aproksimiramo rjesenja.
 Trazenje nultocki na zadanu tocnost u R bilo algebarskih bilo transcedentnih jednadzbi
 sastoji se u dvije faze:
 1. Izolacija jedne ili vise nultocki, tj. nalazenje intervala I unutar kojeg se nalazi bar jedna
 nultocka.
 2. Iterativno nalazenje nultocke na trazenu tocnost.
 Iterativni postupak kojim nalazimo nultocke je postupak kojim nalazimo niz brojeva xn, n =
 0, 1, 2, . . . koji predstavljaju priblizne vrijednosti rjesenja. Cilj je dobiti priblizno rjesenje u
 granicama unaprijed zadane tocnosti. Da bi se to ostvarilo, priblizna rjesenja xn trebaju teziti
 ka rjesenju ξ. Ako se to dogada, tj. ako niz (xn) konvergira i ako je limn→∞
 xn = ξ, onda kazemo
 da iterativni postupak konvergira ka rjesenju. Clan xn niza (xn) zove se n-ta aproksimacija
 rjesenja ξ.
 Navedimo nekoliko cinjenica potrebnih kod rjesavanja nelinearnih jednadzbi (vidi [5], str.
 118.):
 1. Ako je f neprekidna i na krajevima segmenta [a, b] prima vrijednosti sa suprotnim predz-
 nacima, tj. f(a)f(b) ≤ 0, onda unutar segmenta [a, b] postoji barem jedno rjesenje
 jednadzbe f(x) = 0.
 2. Ako derivacija f ′ na [a, b] ima isti predznak i vrijedi f(a)f(b) ≤ 0, onda je to rjesenje
 jedinstveno.
 Za rjesenje jednadzbe (29) postoji citav niz razlicitih metoda, uglavnom su to iterativne metode
 u kojima se nekom rekurzivnom formulom definira niz brojeva (aproksimacija): x0, x1, . . . , xn, . . .
 koji uz neke uvjete moze konvergirati rjesenju jednadzbe, tj.
 limn→∞
 xn = ξ.
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 Neke od njih su metoda raspolavljanja, metoda sekante, tangente, iteracije i dr. (Vidi
 [11]). U nastavku slijedi jednostavan opis metode tangente poznate i pod nazivom Newtonova
 metoda.
 Pretpostavimo da je f : I = [a, b] → R neprekidna i dovoljno ”glatka”, da je f ′(x) 6=0,∀x ∈ I ta da je zadana pocetna tocka x0 ∈ I. Ideja Newtonove metode je povuci tangentu
 na krivulju y = f(x) u tocki (x0, f(x0)) te odrediti nultocku tangente i na taj nacin dobivamo
 novu aproksimaciju x1.
 Slika 7: Newtonova metoda
 Jednadzba tangente u tocki x0 je dana sljedecim izrazom:
 y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0).
 Izjednacavanjem gornjeg izraza s nulom i zamjenom x1 := x dobivamo sljedecu aproksimaciju
 x1 = x0 −f(x0)
 f ′(x0).
 Na analogan nacin dolazimo do sljedece aproksimacije x2 :
 x2 = x1 −f(x1)
 f ′(x1).
 Ponavljajuci postupak, dobivamo niz x0, x1, . . . zadan rekurzivnom formulom
 xn+1 = xn −f(xn)
 f ′(xn), n = 0, 1, . . . . (30)
 Uz neke uvjete niz (30) konvergira ka rjesenju jednadzbe (29). U sljedecem teoremu dani su
 dovoljni uvjeti pod kojima niz konvergira. Dokaz teorema moze se naci u ([11], str. 78.).
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 Teorem 3.2. (Vidi [11], str. 78.)
 Neka funkcija f : I → R ima neprekidnu drugu derivaciju na intervalu I = [a, b]. Neka je
 nadalje, f(a) · f(b) < 0, a prva (f ′) i druga (f ′′) derivacija funkcije f na intervalu I imaju
 stalan predznak.
 Tada, ako je x0 ∈ I izabran tako da bude
 f(x0) · f ′′(x0) > 0,
 niz definiran s (30) konvergira prema jedinstvenom rjesenju ξ jednadzbe f(x) = 0.
 Pri tome vrijedi ocjena pogreske aproksimacije
 |ξ − xn| ≤M2
 2m1
 (xn − xn−1)2,
 gdje je
 m1 = minx∈I|f ′(x)|, M2 = max
 x∈I|f ′′(x)|,
 a metoda ima kvadratnu brzinu, tj. vrijedi
 |ξ − xn+1| ≤M2
 2m1
 (ξ − xn)2.
 Primjer 3.6. S tocnoscu vecom od 10−5 odredimo nultocku jednadzbe x− cosx = 0.
 Prvo je potrebno odrediti interval izoliranosti pa u tu svrhu skicirajmo grafove funkcija y = x
 i y = cosx te trazimo njihovu presjecnu tocku. Ispitajmo zatim uvjete Teorema 3.2.
 Slika 8: Graf funkcija y = x i y = cosx
 Sa Slike 8 vidimo da je nultocka unutar intervala [0, 1] sto je istina jer ako stavimo f(x) =
 x− cosx vrijedi da je f(0) = −1 < 0 i f(1) = 1− cos 1 > 0, pa je f(0)f(1) < 0.
 Racunamo f ′(x) = 1+sin x > 0 i f ′′(x) = cos x > 0 na [0, 1], dakle, prva i druga derivacije
 funkcije su stalnog predznaka na [0, 1]. Za pocetnu aproksimaciju mozemo odabrati x0 = 1 jer
 f(1)f ′′(1) > 0. Sada prema formuli (30) vrijedi
 xn+1 = xn −xn − cosxn1 + sin xn
 =xn sinxn + cosxn
 1 + sin xn.
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 Takoder vrijedi M2 = maxx∈[0,1]
 |f ′′(x)| = 1 i m1 = minx∈[0,1]
 |f ′(x)| = 1.
 Izborom x0 = 1 dobivamo sljedece aproksimacije:
 x1 = 0.7503639, ε1 = 0.031159
 x2 = 0.7391128, ε2 = 6.32 · 10−5
 x3 = 0.7390851, ε3 = 3.82 · 10−10.
 Kako je ε3 = 3.82 · 10−10 < 10−5, priblizno rjesenje jednadzbe je x∗ = 0.7390851.
 3.4. Kvadratno korjenovanje
 Prema sadasnjem nastavnom planu i programu nastave matematike, kvadratno se korjeno-
 vanje obraduje u osmom razredu, netom nakon obrade kvadriranja. Kvadratno korjenovanje
 opisujemo kao postupak nalazenja broja kojemu je poznat kvadrat, a kvadratni (drugi) korijen
 definiramo na sljedeci nacin:
 Definicija 3.1. Drugi ili kvadratni korijen iz pozitivnog broja a je pozitivan broj ciji je kvadrat
 jednak a. Drugi korijen iz nule je nula.
 U mnogim skolama nastavnici i profesori ne dozvoljavaju upotrebu kalkulatora sto nekim
 ucenicima predstavlja problem prilikom izracunavanja kvadratnog korijena. Postoji neko-
 liko metoda pribliznog izracunavanja. Jedna od metoda odredivanja kvadratnog korijena je
 pomocu niza zadanog rekurzivnom formulom. Niz je zadan sljedecom rekurzivnom formulom
 an+1 =1
 2
 (an +
 x
 an
 ), a1 = x > 0. (31)
 Napomena 3.1. Ukoliko treba ispitati konvergenciju niza realnih brojeva definiranog rekurzivnom
 formulom, prije prijelaza na limes prethodno treba utvrditi da je taj niz konvergentan.
 Primjerice, neka je niz (an) zadan rekurzivnom formulom an = 2an−1
 , a1 = 2. Uz pret-
 postavku da je limn→∞
 an = a, prelaskom na limes dobivamo da je a = 2a⇒ a =
 √2. No,
 raspisivanjem clanova polaznog niza vidimo da se radi o divergentnom nizu s gomilistima 1 i
 2.
 Stoga, prije neko odredimo limes niza (31), ispitajmo njegovu konvergenciju. Prema Teo-
 remu 2.3 pokazimo da je niz definiran formulom (31) omeden. U tu svrhu, koristimo arit-
 meticko - geometrijsku sredinu za brojeve an i xan
 .
 an+1 =1
 2
 (an +
 x
 an
 )≥√an ·
 x
 an=√x, n ∈ N.
 Iz gornje nejednakosti imamo
 an ≥√x, ∀n ≥ 2,
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 odakle slijedi za donju medu niza (an) mozemo uzeti broj m = min{x,√x}. Dakle, niz je
 omeden.
 Nadalje, za n ≥ 2, izan+1
 an=
 1
 2
 (1 +
 x
 a2n
 )≤ 1
 2
 (1 +
 1
 1
 )= 1
 ⇒ an+1 ≤ an, ∀n ≥ 2,
 zakljucujemo da je niz monotono padajuci. Gornja meda ovoga niza je broj M = max{x, (x+
 1)/2}.Prema Teoremu 2.3 i pokazanim tvrdnjama o monotonosti i omedenosti, slijedi da je niz dan
 formulom (31) konvergentan i ima limes a = limn→∞
 an.
 Prijelazom na limes dobiva se
 limn→∞
 an+1 = limn→∞
 1
 2
 (an +
 x
 an
 )=
 1
 2limn→∞
 an +1
 2limn→∞
 x
 an
 a =1
 2a+
 x
 2a1
 2a =
 x
 2a⇒ a2 = x.
 Buduci da je an ≥√x, ∀n ≥ 2, to je a > 0 pa je a =
 √x.
 Dolje je naveden kod programa napravljenog u Mathematici pomocu kojeg mozemo odred-
 iti kvadratni korijen pozitivnog realnog broja.
 Mathematica program 1.: Korjenovanje
 x[1] = Input["Unesi broj ciji kvadratni korijen zelis izracunati: "];
 Print["Za broj ", x[1], " dobivamo sljedece iteracije: "]
 For[t = 1, t<=iter, t++; Print[N[t - 1], " iteracija: " , N[x[t], 30]], x[t +
 1] = 1/2 *(x[t] + x[1]/x[t])]
 ev = N[Sqrt[x[1]], 30] ;
 Print["Egzaktna vrijednost kvadratnog korijena broja ", x[1], " je", ev]
 tocnost = x[11] - ev;
 Print["Greska posignuta u 10. aproksimaciji je ", tocnost ]
 Primjer 3.7. Prilikom pokretanja programa za broj x = 1205 dobivamo sljedece podatke:
 Za broj 1205 dobivamo sljedece iteracije:
 1. iteracija: 603.000000000000000000000000000
 2. iteracija: 302.499170812603648424543946932
 3. iteracija: 153.241326403083745958696178677
 4. iteracija: 80.5523702295480963341311137522
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 5. iteracija: 47.7557912180217944179869303143
 6. iteracija: 36.4941665288953144764895206801
 7. iteracija: 34.7565711444613891825326487766
 8. iteracija: 34.7131370883881218789859831531
 9. iteracija: 34.7131099154301985977379886725
 10. iteracija: 34.7131099154195632838162561351
 Egzaktna vrijednost kvadratnog korijena broja 1205 je 34.7131099154195632838162545059.
 Greska postignuta u 10. aproksimaciji je 1.6292*10^{-24}
 3.4.1. Heronov postupak
 Jedna od metoda pribliznog korjenovanja je i tzv. Heronov5 postupak. Taj se postupak
 zasniva na geometrijskoj interpretaciji kvadrata broja. Naime, ako je duljina stranice kvadrata
 jednaka a, tada je njegova povrsina P = a2. Na taj je nacin kvadriranje brojeva usko vezano
 s izracunavanjem povrsine kvadrata zadane stranice. Pri korjenovanju nalazimo se na neki
 nacin u obrnutoj situaciji: poznata nam je povrsina kvadrata, a trazimo njegovu stranicu. U
 tom slucaju vrijedi
 a = P = (√a)2.
 Ideja Heronovog postupka jest formirati niz pravokutnika jednake povrsine ciji clanovi sve
 bolje aproksimiraju kvadrat iste povrsine. Duljine stranica tih pravokutnika su aproksimacije
 duljine stranice kvadrata.
 Zelimo li odrediti drugi korijen iz broja a > 0, pocet cemo od pravokutnika sa stranicama
 duljina x0 = a, y0 = 1. Povrsina takva pravokutnika je P = x0y0 = a.
 Duljinu stranice x1 izabiremo tako da se nalazi izmedu duljina x0 i y0, a duljinu stranice y1
 odabiremo tako da vrijedi P = x1y1, odnosno y1 = Px1
 .
 Ako je x1 6= y1, ponovo modificiramo pravokutnik tako da mu malo smanjimo duljinu i
 povecamo sirinu tako da novi pravokutnik opet ima povrsinu a. Najjednostavnije je za novu
 duljinu uzeti aritmeticku sredinu prethodnih stranica, tj. x2 = x1+y12
 . Tada je y2 = ax2
 . I ovaj
 pravokutnik ima povrsinu P = a, a nesto bolje aproksimira kvadrat od prvog pravokutnika.
 Ovaj postupak nastavimo dalje: duljina stranice novog pravokutnika ce biti x3 = x2+y22
 , a
 sirina y3 = ax3
 , itd.
 Opcenito,
 xn+1 =xnyn, yn+1 =
 a
 yn+1
 , n ∈ N. (32)
 Postupak zavrsavamo kad dobijemo aproksimaciju zadovoljavajuce tocnosti.
 5grcki matematicar iz 1. st. n. e.
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 Mathematica program 2.: Heronov postupak korjenovanja
 a = Input["Unesi broj ciji kvadratni korijen zelis izracunati: "];
 x[0] = a;
 y[0] = a/x[0];
 Print["Heronovim postupkom za broj ", a, " dobivamo sljedece iteracije: "]
 For[t = 1, t <= 10, t++, x[t] = (x[t - 1] + y[t - 1])/2; y[t] = a/x[t]; Print[
 N[t - 1], " iteracija: " , "x[", t - 1, "]=", N[x[t - 1], 30], " y[", t - 1, "]=",
 N[y[t - 1], 30] ] ]
 evh = N[Sqrt[a], 30] ;
 Print["Egzaktna vrijednost kvadratnog korijena broja ", a, " je", evh] tocnostH
 = x[10] - evh;
 Print["Greska postignuta u 10. aproksimaciji Heronovim postupkom je ", tocnostH]
 Primjer 3.8. Prilikom pokretanja programa za broj a = 1205 dobivamo sljedece podatke:
 Heronovim postupkom za broj 1205 dobivamo sljedece iteracije:
 0. iteracija: x[0]=1205.00000000000000000000000000, y[0]=1.00000000000000000000000000000
 1. iteracija: x[1]=603.000000000000000000000000000, y[1]=1.99834162520729684908789386401
 2. iteracija: x[2]=302.499170812603648424543946932, y[2]=3.98348199356384349284841042285
 3. iteracija: x[3]=153.241326403083745958696178677, y[3]=7.86341405601244670956604882705
 4. iteracija: x[4]=80.5523702295480963341311137522, y[4]=14.9592122064954925018427468764
 5. iteracija: x[5]=47.7557912180217944179869303143, y[5]=25.2325418397688345349921110459
 6. iteracija: x[6]=36.4941665288953144764895206801, y[6]=33.0189757600274638885757768730
 7. iteracija: x[7]=34.7565711444613891825326487766, y[7]=34.6697030323148545754393175297
 8. iteracija: x[8]=34.7131370883881218789859831531, y[8]=34.7130827424722753164899941919
 9. iteracija: x[9]=34.7131099154301985977379886725, y[9]=34.7131099154089279698945235976
 10. iteracija: x[10]=34.7131099154195632838162561351, y[10]=34.7131099154195632838162528766
 Egzaktna vrijednost kvadratnog korijena broja 1205 je 34.7131099154195632838162545059.
 Greska postignuta u 10. aproksimaciji Heronovim postupkom je 1.6292*10^-24.
 3.4.2. Metoda tangente
 Prethodne dvije metode korjenovanja mogu se obraditi s ucenicima drugih razreda srednje
 skole. Metoda koja ce biti opisana u ovom dijelu rada je nesto slozenija i zahtjeva poznavanje
 vise matematike.
 Problem odredivanja kvadratnog korijena broja a mozemo preformulirati ovako: ”Odredi
 pozitivno rjesenje jednadzbe x2 − a = 0”. Vec spomenuta Newtonova metoda ili metoda tan-
 gente koristi se u IBM-ovome softveru medu ostalima i za izracunavanje kvadratnog korijena.
 Navedimo najprije opcenitiji primjer korjenovanja:
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 Primjer 3.9. Neka je k > 1 prirodan broj i neka je a > 0. Pomocu Newtonove metode
 odredimo pribliznu vrijednost pozitivnog k-tog korijena iz c.
 Izracunati k-ti korijen iz broja a znaci rijesiti po x jednadzbu xk − a = 0. Ovdje je f(x) =
 xk − a, f ′(x) = kxk−1, pa Newtonova metoda daje
 xn+1 = xn −xkn − akxk−1n
 ,
 odnosno
 xn+1 =1
 k
 ((k − 1)xn +
 a
 xk−1n
 ).
 Sto se tice izbora pocetna aproksimacije x0 i konvergencije, primijetimo sljedece. Za 0 < b <k√a < c imamo f(b)f(c) < 0. Zatim, zbog f ′(x) = kxk−1, f ′′(x) = k(k − 1)xk−2, za svaki
 x ∈ [b, c] je f ′(x) > 0 i f ′′(x) > 0 iz cega slijedi da je x0 = c.
 Specijalno, kada je k = 2, imamo jednostavnu i vrlo efikasnu formulu za priblizno racunanje
 kvadratnog korijena
 xn+1 =1
 2
 (xn +
 a
 xn
 ).
 Za a = 1205 imamo jednadzbu x2 = 1205. Rjesenje je unutar intervala [34, 35] jer je
 f(x) = x2 − 1205, f(34) = −49 < 0, a f(35) = 20 > 0 pa je f(34)f(35) < 0. Kako je x0 = 35
 dobivamo
 x1 = 34.71428571,
 x2 = 34.71310994,
 x3 = 34.71310992,
 pa kako je
 m1 = minx∈[34,35]
 |f ′(x)| = minx∈[34,35]
 |2x| = 68, M2 = maxx∈[34,35]
 |f ′′(x)| = 2,
 greska aproksimacije je
 ε3 =2
 136(34.71310992− 34.71310994)2 = 5.88 · 10−18.
 Mathematica program 3.: Metoda tangente
 a = Input["Unesi broj ciji kvadratni korijen zelis izracunati: "];
 x[0] = Ceiling[Sqrt[a]];
 Print["Metodom tangente za broj ", a, " dobivamo sljedece iteracije pri cemu smo
 za pocetnu aproksimaciju uzeli strop broja",√a, ", broj ", Ceiling[Sqrt[a]]];
 For[t = 1, t <= 10, t++, x[t] = x[t - 1] - ((x[t− 1])2 - a)/(2 x[t - 1]) ;
 Print[ N[t - 1], " iteracija: " , "x[", t - 1, "]=", N[x[t - 1], 30]] ]
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 tocnostT = x[10] - evh;
 Print["Egzaktna vrijednost kvadratnog korijena broja ", a, " je", N[√a]]
 Print["Greska postignuta u 10. aproksimaciji Metodom tangente je ", tocnostT]
 Primjer 3.10. Prilikom pokretanja programa za broj a = 1205 i pocetnu aproksimaciju
 x0 = 35 dobivamo sljedece podatke:
 Metodom tangente za broj 1205 dobivamo sljedece iteracije pri cemu smo za pocetnu aproksimaciju uzeli strop broja Sqrt[1205], broj 35:
 0. iteracija: x[0]=35.0000000000000000000000000000
 1. iteracija: x[1]=34.7142857142857142857142857143
 2. iteracija: x[2]=34.7131099353321575543797766020
 3. iteracija: x[3]=34.7131099154195632895275176471
 4. iteracija: x[4]=34.7131099154195632838162545059
 5. iteracija: x[5]=34.7131099154195632838162545059
 6. iteracija: x[6]=34.7131099154195632838162545059
 7. iteracija: x[7]=34.7131099154195632838162545059
 8. iteracija: x[8]=34.7131099154195632838162545059
 9. iteracija: x[9]=34.7131099154195632838162545059
 Egzaktna vrijednost kvadratnog korijena broja 1205 je 34.7131099154195632838162545059.
 Greska postignuta u 10. aproksimaciji Metodom tangente je 0.*10^-29.
 Povezimo Heronov postupak i Newtonovu metodu u slucaju funkcije f(x) = x2 − a.
 U Heronovom postupku (n+ 1)−vi clan niza (xn) ima oblik
 xn+1 =xn + yn
 2=xn + a
 xn
 2=x2n + a
 2xn=
 1
 2
 (xn +
 a
 xn
 ).
 S druge strane, (n+ 1)−vi clan niza u Newtonovoj metodi prema (30) ima oblik
 xn+1 = xn −x2n − a
 2nn=
 2x2n − x2n + a
 2xn=x2n + a
 2xn=
 1
 2
 (xn +
 a
 xn
 ).
 Dakle, u oba se postupka radi o istom rekurzivnom nizu (31) koji, kako je pokazano u poglavlju
 3.4, konvergira ka broju√a. Brzina konvergencije ovisi o pocetnoj aproksimaciji.
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 4. Sazetak
 Niz realnih brojeva je preslikavanje koje elementima skupa N pridruzuje realne brojeve. Takav
 niz ima razlicita svojstva; moze biti stacionaran, monotono rastuci ili padajuci, omeden, kon-
 vergentan ili divergentan. Niz moze, ali ne mora imati tocku gomilanja, odnosno gomiliste.
 Ukoliko niz (an) ima tocku gomilanja a te ako je ona jedinstvena, kazemo da je broj a limes
 niza (an). Osnovna razlika izmedu gomilista i limesa niza je u tome sto se u svakoj okolini
 limesa nalazi beskonacno mnogo clanova niza, izvan te okoline se moze nalaziti samo konacno
 mnogo clanova, dok se kod gomilista i izvan njegove okoline moze naci beskonacno mnogo
 clanova.
 Od navedenih svojstava nizova, najvaznije je svojstvo konvergencije. U radu su navedene
 tvrdnje koje opisuju konvergentne nizove. Primjerice, svaki konvergentan niz je omeden i
 ima jedinstven limes. Kako bi utvrdili je li neki niz konvergentan, dovoljno je pokazati da
 je monoton i omeden ili pokazati da je Cauchyjev. Dokazivanjem da je niz (1 + 1n)n omeden
 i monoton, prema prethodnoj tvrdnji pokazujemo da je konvergentan, tj. da postoji njegov
 limes - broj kojemu teze gotovi svi clanovi niza. U radu je takoder dokazana konvergencija
 niza ciji je limes broj π. Odredivanje nultocaka nelinearnih funkcija jedan je od najcescih
 zadataka primijenjene matematike. Taj je postupak u radu opisan kroz iterativnu Newtonovu
 metodu. Na kraju je dan zanimljiv pregled triju metoda kvadratnog korjenovanja.
 Kljucne rijeci: niz, monoton, omeden, gomiliste, limes, konvergencija, nelinearne funkcije,
 korjenovanje.
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 5. Summary
 Sequence of real numbers is function that joins the sets of natural numbers of real numbers.
 That sequence has different properties: it can be stationary, monotonic (increasing or decreas-
 ing), bounded, convergent or divergent. Sequence can have cluster point, but also it doesn’t
 have to. If sequence (an) has a cluster point a and if that point is unique, point a is called
 limit of a sequence (an). Main difference between cluster point of a sequence and limit of a
 sequence is that every environment of the limit of a sequence contains infinite number of it’s
 members and outside of that environment only finite number of it’s members can be found,
 while outside of environment of a cluster point infinite number of sequence’s members can be
 found.
 Most important property of sequences is convergency. In this paper, theorems that describe
 convergent sequences are given. For example, every convergent sequence is bounded and has
 unique limit. If we want to prove that some sequence is convergent, only thing we must do is
 to show that sequence is monotonic and bounded or to show that it is Cauchy. If we prove
 that sequence (1 + 1n)n is monotonic and bounded, we proved convergency of that sequence ie.
 we proved that it has limit. Also, this paper gives proof of convergency of a sequence whose
 limit is π. Calculating the zeros of non-linear functions is one of the most common problems
 of applied mathematics. This procedure is given through Newton’s iterations method. In the
 end, interesting overview of three methods of square rooting is given.
 Key words: sequences, monotony, bounded, cluster point, limit, convergence, non-linear
 functions, square rooting.
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 6. Zivotopis
 Rodena sam 12. svibnja 1987. godine u Nasicama. Osnovnu skolu zavrsila sam u Podgoracu.
 Godine 2002. upisujem Opcu gimnaziju u Nasicama. Po zavrsetku srednje skole, upisujem
 Preddiplomski sveucilisni studij matematike. Na trecoj godini studija odobrena mi je promjena
 smjera sa preddiplomskog na Sveucilisni nastavnicki studij matematike i informatike.
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