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1
 Slobodni vektori
 • U skupu E2 uredenih parova tacaka prostora E definisemo relaciju ρ nasledeci nacin
 a) Ako je A = B ili C = D, tada je (A,B)ρ(C,D) ⇔ A = B i C = D.
 b) Ako je A 6= B i C 6= D, tada je (A,B)ρ(C,D) ⇔ (duz AB je para-lelna, podudarna i isto orijentisana kao duz CD).
 Relacija ρ je relacija ekvivalencije. Klase ekvivalencije u odnosu na relacijuρ zovu se slobodni vektori. Skup svih slobodnih vektora oznacavacemosa V.
 • Vektor ciji je predstavnik (A,B) oznacavacemo sa−−→AB, ili krace sa ~a.
 A
 B
 • Intenzitet vektora−−→AB je merni broj duzi AB i oznacava se sa |−−→AB|.
 • Pravac vektora−−→AB je pravac odreden tackama A i B.
 • Smer vektora−−→AB, (A 6= B) je od tacke A do tacke B.
 • Vektor ciji je intenzitet jednak 1 naziva se jedinicni vektor.
 • Vektori su jednaki ako su im jednaki pravac, smer i intenzitet.
 • Vektor kod kojeg je A = B zvacemo nula vektor i oznacavati sa ~0 ili 0.Intenzitet nula vektora je 0, a pravac i smer se ne definisu.
 • Vektor koji ima isti pravac i intenzitet kao vektor−−→AB, a suprotan smer,
 je vektor−−→BA i naziva se suprotan vektor vektora
 −−→AB.
 5
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6 1. SLOBODNI VEKTORI
 • U skupu V definisemo operaciju sabiranja vektora + na sledeci nacin:
 −−→AB +
 −−→CD =
 −→AE
 gde je−−→BE =
 −−→CD.
 A B
 E
 C
 D
 • Ugao ϕ izmedu vektora ~a =−→OA i ~b =
 −−→OB je ugao ∠AOB pri cemu se
 dogovorno uzima da je 0 ≤ ϕ ≤ π.
 • Proizvod vektora ~a 6= 0 i skalara λ 6= 0, λ ∈ R je vektor λ ·~a koji ima
 a) isti pravac kao i vektor ~a,
 b) intenzitet |λ||~a| i
 c) isti smer kao i vektor ~a ako je λ > 0, a suprotan ako je λ < 0.
 Ako je ~a = 0 ili λ = 0, tada je λ · ~a = 0.
 • Vektor ~s = α1~a1 + . . . + αn~an, gde su α1, . . . , αn ∈ R skalari, se nazivalinearna kombinacija vektora ~a1, . . . ,~an.
 • Dva vektora ~a i ~b su kolinearna ako i samo ako imaju isti pravac.Nula vektor je kolinearan sa svakim vektorom.
 • Nula vektor je normalan na svaki vektor.
 • Za tri ne nula vektora kazemo da su koplanarni ako i samo ako su para-lelni sa jednom ravni.
 • Skalarni proizvod vektora ~a i ~b, u oznaci ~a ·~b definise se
 ~a ·~b = |~a||~b| cos ∠(~a,~b).
 Osobine skalarnog proizvoda:
 a) ~a · ~a = |~a|2,b) ~a ·~b = ~b · ~a,
 c) ~a⊥~b ⇔ ~a ·~b = 0, (uslov normalnosti, ortogonalnosti),
 d) ∀α ∈ R α(~a ·~b) = (α~a) ·~b = ~a · (α~b),
 e) ~a · (~b + ~c) = ~a ·~b + ~a · ~c.

Page 7
						

Zbirka resenih zadataka iz Matematike I 7
 Na osnovu definicije skalarnog proizvoda imamo da se ugao izmedu vektora~a i ~b moze racunati na sledeci nacin
 ∠(~a,~b) = arccos~a ·~b|~a||~b|
 , 0 ≤ ∠(~a,~b) ≤ π.
 • Neka je ~a 6= 0. Tada je projekcija vektora ~b na vektor ~a definisana sa:
 pr~a~b = |~b| cos ∠(~a,~b).
 • Vektorski proizvod vektora ~a i ~b je vektor, u oznaci ~a×~b, odreden nasledeci nacin:
 a) |~a ×~b| = |~a| |~b| | sin ∠(~a,~b)|,b) (~a ×~b)⊥~a i (~a ×~b)⊥~b,
 c) vektori ~a, ~b i ~a ×~b cine desni sistem vektora.
 Osobine vektorskog proizvoda:
 a) ~a ×~b = −(~b × ~a),
 b) (∀α ∈ R) α(~a ×~b) = (α~a) ×~b = ~a × (α~b),
 c) ~a‖~b ⇔ ~a ×~b = 0 (uslov paralelnosti),
 d) ~a × ~a = 0,
 e) Intenzitet vektorskog proizvoda dva nekolinearna vektora jednak jepovrsini paralelograma koji je konstruisan nad tim vektorima.
 • Mesoviti proizvod vektora ~a, ~b i ~c je skalarni proizvod vektora ~a i ~b×~c,tj.
 ~a · (~b × ~c).
 Osobine mesovitog proizvoda:
 a) Vektori ~a, ~b i ~c su koplanarni ⇔ ~a·(~b×~c) = 0 (uslov koplanarnosti),
 b) Apsolutna vrednost mesovitog proizvoda tri nekoplanarna vektorajednaka je zapremini paralelepipeda koji je konstruisan nad vek-torima ~a, ~b i ~c kao ivicama.
 • Dekartov (pravougli) koordinatni sistem u prostoru je odreden, ako su
 - Date tri prave koje se obicno nazivaju x, y i z i svake dve se sekupod pravim uglom u tacki O(0, 0, 0).
 - Na svakoj od datih pravih izabran je jedan smer i nazvan pozitivan.
 - Na pozitivnim smerovima pravih x, y i z izabrane su tacke E1(1, 0, 0),E2(0, 1, 0) i E3(0, 0, 1) redom.
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8 1. SLOBODNI VEKTORI
 Prava x se naziva x-osa ili apscisa. Prava y se naziva y-osa ili ordinata.Prava z se naziva z-osa ili aplikata. Tacka O se naziva koordinatnipocetak.
 Uvedimo oznake ~ı =−−→OE1, ~ =
 −−→OE2 i ~k =
 −−→OE3.
 Vektori (~ı,~,~k), sa koordinatnim pocetkom O, cine desni sistem vek-tora, sto znaci da rotacija vektora ~ı, ka vektoru ~, oko tacke O, u ravniodredenoj vektorima ~ı i ~, ima najkraci put u smeru suprotnom kretanjukazaljke na satu, gledano sa krajnje tacke vektora ~k.
 k
 z
 y
 x
 i
 j
 Svakoj tacki M(x, y, z) u prostoru odgovara vektor−−→OM koji se zove vek-
 tor polozaja tacke M i on ima oblik−−→OM = x~ı+y~+z~k. U daljem tekstu
 vektor polozaja tacke M oznacavacemo sa−−→OM = (x, y, z).
 Vektor−−→AB, odreden tackama A(x1, y1, z1) i B(x2, y2, z2) ima oblik
 −−→AB = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1).
 • Za proizvoljne vektore ~a = (a1, a2, a3), ~b = (b1, b2, b3) i ~c = (c1, c2, c3) iskalar λ ∈ R vazi:
 a) ~a = ~b ⇔ a1 = b1, a2 = b2, a3 = b3,
 b) λ(a1, a2, a3) = (λa1, λa2, λa3),
 c) ~a +~b = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3),
 d) ~a ·~b = a1b1 + a2b2 + a3b3,
 e) |~a| =√
 a21 + a2
 2 + a23,
 f) ~a ×~b =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~ka1 a2 a3
 b1 b2 b3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (a2b3 − a3b2)~ı − (a1b3 − a3b1)~ + (a1b2 −
 a2b1)~k,
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Zbirka resenih zadataka iz Matematike I 9
 g) ~a · (~b × ~c) =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 a1 a2 a3
 b1 b2 b3
 c1 c2 c3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a3b2c1 −
 a1b3c2 − a2b1c3.
 Zadaci
 1. Naci intenzitet vektora ~a = ~p − 2~q ako je |~p| = 2, |~q| =√
 3 i∠(~p, ~q) = π
 6 .
 Resenje:
 Intenzitet vektora ~a izracunavamo koristeci osobine skalarnog proizvoda.
 |~a|2 = ~a · ~a = (~p − 2~q) · (~p − 2~q) =
 = ~p · ~p − 2~p · ~q − 2~q · ~p + 4~q · ~q.Koristeci poznate osobine skalarnog proizvoda ~p · ~q = ~q · ~p, |~p|2 = ~p · ~p, kaoi definiciju skalarnog proizvoda ~p · ~q = |~p||~q| cos ∠(~p, ~q) imamo da je
 |~a|2 = |~p|2 − 4~p · ~q + 4|~q|2 = |~p|2 − 4|~p||~q| cos ∠(~p, ~q) + 4|~q|2 =
 = 22 − 4 · 2√
 3 cosπ
 6+ 4(
 √3)2 = 4,
 odakle sledi da je|~a| = 2.
 2. Neka su ~p = α~m + 2~n i ~q = 5~m − 4~n ortogonalni vektori, gde su ~mi ~n jedinicni vektori.
 a) Ako su ~m i ~n ortogonalni vektori odrediti α.
 b) Za α = 1 naci ugao izmedu vektora ~m i ~n.
 Resenje:
 Kako su ~p i ~q ortogonalni vektori njihov skalarni proizvod je jednak nuli(~p · ~q = 0). Koristeci osobine skalarnog proizvoda, dobijamo da vazi:
 ~p · ~q = (α~m + 2~n)(5~m − 4~n) = 5α|~m|2 + (10 − 4α)~m · ~n − 8|~n|2 = 0.
 Kako je |~m| = |~n| = 1, vazi
 5α + (10 − 4α)~m · ~n − 8 = 0.
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10 1. SLOBODNI VEKTORI
 a) Na osnovu uslova zadatka ~m i ~n su ortogonalni vektori, tako da je~m · ~n = 0. Uvrstavanjem u prethodnu jednakost dobijamo da je
 α =8
 5.
 b) Za α = 1 imamo
 5|~m|2 + 6|~m||~n| cos ∠(~m,~n) − 8|~n|2 = 0,
 5 + 6 cos ∠(~m,~n) − 8 = 0,
 odakle sledi cos ∠(~m,~n) = 12 , pa je trazeni ugao
 ∠(~m,~n) =π
 3.
 3. Dati su nekolinearni vektori ~a i ~b. Neka je ~p = α~a + 5~b i ~q = 3~a−~b.Odrediti parametar α tako da su vektori ~p i ~q kolinearni.
 Resenje:
 Da bi vektori ~p i ~q bili kolinearni, njihov vektorski proizvod treba da budejednak nuli, tj.
 (α~a + 5~b) × (3~a −~b) = 0.
 Koristeci osobine vektorskog proizvoda imamo da je
 3α~a × ~a − α~a ×~b + 15~b × ~a − 5~b ×~b = 0,
 a kako je ~a × ~a = ~b ×~b = 0 i ~a ×~b = −~b × ~a sledi
 (15 + α)(~b × ~a) = 0.
 Kako su ~a i ~b nekolinearni vektori to znaci da ~b × ~a 6= 0, pa sledi da je
 α = −15.
 4. Data su tri uzastopna temena paralelograma ABCD: A(−3,−2, 0),B(3,−3, 1) i C(5, 0, 2). Odrediti koordinate cetvrtog temena.
 Resenje:
 Neka je D(x, y, z) trazeno teme. Koristeci osobine paralelograma, imamoda vazi −−→
 AB =−−→DC.
 Kako je−−→AB =
 −−→OB −−→
 OA i−−→DC =
 −−→OC −−−→
 OD, sledi
 −−→OB −−→
 OA =−−→OC −−−→
 OD, tj.
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Zbirka resenih zadataka iz Matematike I 11
 (3 − (−3), −3 − (−2), 1 − 0) = (5 − x, 0 − y, 2 − z)
 (6, −1, 1) = (5 − x, −y, 2 − z).
 Izjednacavanjem odgovarajucih koordinata dobijamo sistem jednacina
 5 − x = 6, −y = −1, 2 − z = 1,
 cije resenje je x = −1, y = 1, z = 1, pa je trazeno teme paralelograma
 D(−1, 1, 1).
 A
 D C
 B
 5. Dokazati da je linija koja spaja sredine dve stranice trougla pa-ralelna trecoj stranici i jednaka njenoj polovini (takva linija senaziva srednja linija trougla).
 Resenje:
 Neka su N i M sredine stranica BC i AC trougla ABC redom. Tada vazi
 −−→AM =
 −−→MC =
 1
 2
 −→AC i
 −−→CN =
 −−→NB =
 1
 2
 −−→CB,
 odakle je
 −−→MN =
 −−→MC +
 −−→CN =
 1
 2
 −→AC +
 1
 2
 −−→CB =
 1
 2(−→AC +
 −−→CB) =
 1
 2
 −−→AB,
 sto je i trebalo dokazati.
 A B
 NM
 C
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12 1. SLOBODNI VEKTORI
 6. Dati su vektori ~a = (4,−3, 1), ~b = (5,−2,−3), ~c = (1, 3,−1) i ~d =(−2,−4, 3). Odrediti skalarni proizvod vektora
 a) ~a i ~b.
 b) ~c i ~d.
 c) ~a +~b i ~a −~b.
 d) 2~c + ~d i ~c − 3~d.
 Resenje:
 a) ~a ·~b = 4 · 5 + (−3) · (−2) + 1 · (−3) = 23.
 b) ~c · ~d = −2 − 12 − 3 = −17.
 c) ~a +~b = (4 + 5,−3 + (−2), 1 + (−3)) = (9,−5,−2)
 ~a −~b = (4 − 5,−3 − (−2), 1 − (−3)) = (−1,−1, 4)
 (~a +~b) · (~a −~b) = −9 + 5 − 8 = −12.
 d) 2~c = (2 · 1, 2 · 3, 2 · (−1)) = (2, 6, −2)
 2~c + ~d = (2 − 2, 6 − 4, −2 + 3) = (0, 2, 1)
 3~d = (3 · (−2), 3 · (−4), 3 · 3) = (−6, −12, 9)
 ~c − 3~d = (1 + 6, 3 + 12, −1 − 9) = (7, 15,−10)
 (2~c + ~d) · (~c − 3~d) = 0 + 30 − 10 = 20.
 7. Dati su vektori ~a = (4,−3, 1) i ~b = (5,−2,−3). Odrediti intenzitetvektora
 a) ~a.
 b) ~b.
 c) ~a +~b.
 d) ~a −~b.
 Resenje:
 a) |~a| =√
 42 + (−3)2 + 12 =√
 26.
 b) |~b| =√
 25 + 4 + 9 =√
 38.
 c) ~a +~b = (9,−5,−2), tako da je |~a +~b| =√
 81 + 25 + 4 =√
 110.
 d) ~a −~b = (−1,−1, 4), tako da je |~a −~b| =√
 1 + 1 + 16 =√
 18 = 3√
 2.
 8. Odrediti ugao ϕ izmedu vektora
 a) ~a = (8, 2, 2) i ~b = (4,−4, 0).
 b) ~a = (−2, 2,−1) i ~b = (−6, 3, 6).
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Zbirka resenih zadataka iz Matematike I 13
 Resenje:
 Iskoristicemo definiciju skalarnog proizvoda da bismo izracunali trazeniugao ϕ.
 a) Kako je ~a ·~b = (8, 2, 2) · (4,−4, 0) = 24, |~a| =√
 64 + 4 + 4 = 6√
 2 i
 |~b| =√
 16 + 16 + 0 = 4√
 2, imamo da je
 cos ϕ =~a ·~b|~a| · |~b|
 =24
 6√
 2 · 4√
 2=
 1
 2.
 Na osnovu definicije ugla iznedu dva vektora imamo da 0 ≤ ϕ ≤ πpa dobijamo da je trazeni ugao
 ϕ =π
 3.
 b) Racunajuci skalarni proizvod vektora ~a i ~b, kao i njihove intenzitete
 ( ~a ·~b = 12, |~a| = 3 i |~b| = 9 ) dobijamo da je cos ϕ = 123·9 = 4
 9 . Odavdesledi da je
 ϕ = arccos4
 9.
 9. Odrediti projekciju vektora ~a = (2, 3,−1) na vektor ~b = (−3,−1, 1),
 kao i projekciju vektora ~b na vektor ~a.
 Resenje:
 Nadimo prvo skalarni proizvod vektora ~a i ~b, kao i njihove intenzitete:
 ~a ·~b = −10, |~a| =√
 14 i |~b| =√
 11.
 Odavde je
 cos ϕ = − 10√14 ·
 √11
 ,
 gde je ϕ ugao izmedu vektora ~a i ~b.Dalje,
 pr~b~a = |~a| · cos ϕ = −10√
 11
 11i pr~a
 ~b = |~b| · cos ϕ = −5√
 14
 7.
 10. Dati su vektori
 a) ~a = (4,−3, 1) i ~b = (5,−2,−3).
 b) ~a = (3,−2, 1) i ~b = (4,−7,−3).
 Naci vektorski proizvod vektora ~a i ~b.
 Resenje:
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14 1. SLOBODNI VEKTORI
 a)
 ~a ×~b =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k4 −3 15 −2 −3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 11~ı + 17~ + 7~k = (11, 17, 7).
 b)
 ~a ×~b =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k3 −2 14 −7 −3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 13~ı + 13~ − 13~k = (13, 13,−13).
 11. Odrediti mesoviti proizvod vektora ~a = (−1, 3, 2), ~b = (2,−3, 4) i~c = (−3, 12, 6).
 Resenje:
 S obzirom da su vektori ~a, ~b i ~c zadati svojim koordinatama u Dekartovomkoordinatnom sistemu, njihov mesoviti proizvod odredujemo na sledecinacin:
 ~a · (~b × ~c) =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −1 3 22 −3 4
 −3 12 6
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 24.
 12. Pokazati da vektori ~a = (7, 6,−6) i ~b = (6, 2, 9) mogu biti ivicekocke, a zatim odrediti vektor ~c trece ivice kocke.
 Resenje:
 Nadimo skalarni proizvod vektora ~a i ~b kao i njihove intenzitete:
 ~a ·~b = 0, |~a| = 11 i |~b| = 11.
 Kako je ~a ·~b = 0 i |~a| = |~b| 6= 0 znaci da su vektori ~a i ~b normalni. Posto
 je |~a| = |~b| = 11, znaci da vektori ~a i ~b mogu biti ivice kocke. Neka je~c = (x, y, z) trazeni vektor. Da bi ~c bila trazena ivica kocke treba da vazi
 ~a · ~c = 0, ~b · ~c = 0 i |~c| = 11.
 Dalje,
 (7, 6,−6) · (x, y, z) = 0, (6, 2, 9) · (x, y, z) = 0 i√
 x2 + y2 + z2 = 11.
 Dobijamo sistem jednacina
 7x + 6y − 6z = 0, 6x + 2y + 9z = 0, x2 + y2 + z2 = 121
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 cijim resavanjem dobijamo dva vektora koji zadovoljavaju navedene uslove
 ~c1 = (6,−9,−2) i ~c2 = (−6, 9, 2).
 13. Ispitati da li su vektori ~a = (1, 2, 3), ~b = (1, 0,−1) i ~c = (0, 2, 4)koplanarni. Ako jesu izraziti vektor ~a kao linearnu kombinacijuvektora ~b i ~c.
 Resenje:
 Mesoviti proizvod vektora ~a, ~b i ~c jednak je nuli (~a · (~b × ~c) = 0), tako dasu vektori koplanarni. Dalje, treba odrediti skalare α i β tako da je
 ~a = α~b + β~c,
 odnosno(1, 2, 3) = (α, 2β,−α + 4β).
 Izjednacavanjem odgovarajucih koordinata dobijamo sistem jednacina
 α = 1, 2β = 2, −α + 4β = 3,
 cije resenje je α = 1 i β = 1, tako je
 ~a = ~b + ~c.
 14. Odrediti vektor ~v ako je ~v · ~a = 1, ~v · ~b = 2 i ~v · ~c = 3, gde je~a = (2,−4, 3), ~b = (3,−1, 5) i ~c = (1,−2, 4).
 Resenje:
 Neka je ~v = (x, y, z). Koristeci navedene uslove imamo:
 ~v · ~a = 1 ⇔ 2x − 4y + 3z = 1,
 ~v ·~b = 2 ⇔ 3x − y + 5z = 2,
 ~v · ~c = 3 ⇔ x − 2y + 4z = 3.
 Resavanjem ovog sistema dobijamo x = −1, y = 0, z = 1, tako da jetrazeni vektor
 ~v = (−1, 0, 1).
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 15. Dati su vektori ~a = (0, 2p, p), ~b = (2, 2, 1) i ~c = (−1,−2,−1).
 a) Odrediti vektor ~d tako da je ~a ×~b = ~c × ~d i ~a × ~c = ~b × ~d.
 b) Dokazati da su vektori ~a − ~d i ~b − ~c kolinearni.
 c) Dokazati da su vektori ~a ×~b, ~a × ~c i ~d koplanarni.
 d) Odrediti realan broj p tako da je (~a −~b) · ~c = ~a · ~c + p.
 Resenje:
 Neka je ~d = (x, y, z) trazeni vektor.
 a) Na osnovu uslova zadatka imamo da je ~a ×~b = ~c × ~d i ~a × ~c = ~b × ~d.Tako je
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k0 2p p2 2 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k−1 −2 −1
 x y z
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 i∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k0 2p p
 −1 −2 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k2 2 1x y z
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ,
 odnosno,(0, 2p,−4p) = (y − 2z,−x + z, 2x − y) i
 (0,−p, 2p) = (2z − y, x − 2z, 2y − 2x).
 Izjednacavanjem odgovarajucih koordinata dobijamo da je
 x = −3p, y = −2p i z = −p,
 odakle sledi da je trazeni vektor:
 ~d = (−3p,−2p,−p).
 b) Kako je ~b − ~c = (3, 4, 2) i ~a − ~d = (3p, 4p, 2p), ocigledno je da je
 ~a − ~d = p(~b − ~c), sto znaci da su da vektori kolinearni.
 c) Nadimo mesoviti proizvod vektora ~a ×~b, ~a × ~c i ~d :
 (~a ×~b) · ((~a × ~c) × ~d) =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 0 2p −4p0 −p 2p
 −3p −2p −p
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 0,
 sto znaci da su vektori koplanarni.
 d) ~a − ~b = (−2, 2p − 2, p − 1), ~a · ~c = −5p, (~a − ~b) · ~c = −5p + 7. Iz
 uslova zadatka (~a −~b) · ~c = ~a · ~c + p dobijamo da je
 p = 7.
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 16. Dati su vektori ~a = (1, 1, 1), ~b = (0, 2, 0), ~p = α~a + 5~b i ~q = 3~a − ~b.Odrediti parametar α tako da vektori ~p i ~q budu normalni.
 Resenje:
 Kako je ~p = α~a + 5~b = (α, α + 10, α) i ~q = 3~a−~b = (3, 1, 3) i kako vektori~p i ~q treba da budu normalni, njihov skalarni proizvod jednak je nuli tj.,
 3α + α + 10 + 3α = 0,
 tako da je
 α = −10
 7.
 17. Odrediti povrsinu paralelograma konstruisanog nad vektorima~a = (2, 1, 2) i ~b = (3, 2, 2).
 Resenje:
 Povrsina datog paralelograma jednaka je intenzitetu vektorskog proizvodavektora ~a i ~b.
 ~a ×~b =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k2 1 23 2 2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (−2, 2, 1).
 P = |~a ×~b| =√
 22 + 22 + 12 = 3.
 18. Izracunati povrsinu trougla ABC ako je A(2,−3, 4), B(1, 2,−1) iC(3,−2, 1).
 Resenje:
 Kako je povrsina trougla ABC jednaka jednoj polovini povrsine paralelo-grama konstruisanog nad vektorima
 −−→AB i
 −→AC, dobijamo
 P =1
 2|−−→AB ×−→
 AC|.
 S obzirom da je
 −−→AB = (−1, 5,−5),
 −→AC = (1, 1,−3) i
 −−→AB ×−→
 AC =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k−1 5 −5
 1 1 −3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (−10, 8,−6),
 imamo
 P =1
 2
 √100 + 64 + 36 = 5
 √2.
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18 1. SLOBODNI VEKTORI
 19. Naci zapreminu paralelepipeda konstruisanog nad vektorima ~a =(0, 1, 1), ~b = (1, 0, 1) i ~c = (1, 1, 0).
 Resenje:
 Zapremina paralelepipeda konstruisanog nad tri vektora jednaka je apslo-lutnoj vrednosti mesovitog proizvoda ta tri vektora tj., V = |~a · (~b × ~c)|.
 ~a · (~b × ~c) =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 0 1 11 0 11 1 0
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 2.
 Znaci, V = 2.
 20. Izracunati visinu prizme cije su ivice odredene vektorima ~a =(1, 0,−2), ~b = (0, 1,−2) i ~c = (−1, 3, 5), ako je njena osnova paralel-
 ogram konstruisan nad vektorima ~a i ~b.
 Resenje:
 Zapremina V trazene prizme je V = B · H, gde je B povrsina baze, a Hvisina prizme. Kako je
 V = |~a · (~b × ~c)| = 9, B = |~a ×~b| = 3
 imamo da je
 H =9
 3= 3.
 Zadaci za samostalni rad
 1. U trouglu ABC dati su vektori koji odgovaraju tezisnim duzima−−→AD,
 −−→BE
 i−−→CF. Naci
 −−→AD +
 −−→BE +
 −−→CF.
 Rezultat:−−→AD +
 −−→BE +
 −−→CF = 0.
 2. Dokazati da je cetvorougao cije se dijagonale polove paralelogram.
 Rezultat:
 Treba pokazati da je−−→AB =
 −−→DC,
 −−→AD =
 −−→BC.
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 3. Dati su vektori ~a = (3,−2, 1) i ~b = (4,−7,−3). Odrediti skalarni proizvodvektora:
 a) ~a i ~b.
 b) ~a −~b i ~a − 2~b.
 c) ~a +~b i 3~a −~b.
 Rezultat:
 a) ~a ·~b = 23.
 b) (~a −~b) · (~a − 2~b) = 93.
 c) (~a +~b) · (3~a −~b) = 14.
 4. Izracunati intenzitet vektora
 a) ~a = (3,−2, 1).
 b) ~b = (4,−7,−3).
 Rezultat:
 a) |~a| =√
 14.
 b) |~b| =√
 74.
 5. Odrediti ugao ϕ izmedu vektora ~a = (3, 4, 2) i ~b = (−2, 2,−1).
 Rezultat:
 ϕ = π2 .
 6. Odrediti projekciju vektora ~a = (5, 2, 5) na vektor ~b = (2,−1, 2), kao i
 projekciju vektora ~b na vektor ~a.
 Rezultat:
 pr~b~a = 6 i pr~a~b =
 √6.
 7. Naci vektorski proizvod vektora
 a) ~a +~b i ~c, gde je ~a = (1, 3,−1), ~b = (−2,−4, 3) i ~c = (4,−2,−3).
 b) ~a +~b i ~a −~b, gde je ~a = (−2, 2,−1) i ~b = (−6, 3, 6).
 Rezultat:
 a) (~a +~b) × ~c = (7, 5, 6).
 b) (~a +~b) × (~a −~b) = (−30,−36,−12).
 8. Odrediti mesoviti proizvod vektora ~a = (1, 2, 3), ~b = (2, 1, 0) i ~c = (3, 2, 1).
 Rezultat:
 ~a · (~b × ~c) = 0.
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20 1. SLOBODNI VEKTORI
 9. Odrediti kosinuse uglova koje vektor ~a = (1,−2, 2) obrazuje sa koordinat-nim osama.
 Rezultat:
 cos ∠(~a,~ı) = 13 , cos ∠(~a,~) = − 2
 3 , cos ∠(~a,~k) = 23 .
 10. Pokazati da su vektori ~a = (2, 1, 3), ~b = (1, 1, 1) i ~c = (7, 5, 9) koplanarni i
 izraziti vektor ~c preko vektora ~a i ~b.
 Rezultat:
 ~a · (~b × ~c) = 0, ~c = 2~a + 3~b.
 11. Odrediti realan parametar p tako da vektor ~a = (2p, 1, 1−p) gradi jednake
 uglove sa vektorima ~b = (−1, 3, 0) i ~c = (5,−1, 8).
 Rezultat:
 p = 14 .
 12. Naci projekciju vektora ~a na vektor ~b, ako je |~p| = 2, |~q| = 3, ∠(~p, ~q) = π3 ,
 ~a = 2~p − 3~q i ~b = ~p + ~q.
 Rezultat:
 pr~b~a = − 22√19
 .
 13. Odrediti povrsinu paralelograma konstruisanog nad vektorima ~a = (3, 1, 1)
 i ~b = (1, 3, 1).
 Rezultat:
 P = 6√
 2.
 14. Izracunati povrsinu trougla ABC ako je A(1, 2,−1), B(0, 1, 5) i C(−1, 2, 1).
 Rezultat:
 P = 3√
 3.
 15. Naci zapreminu paralelepipeda konstruisanog nad vektorima ~a = (2, 1, 1),~b = (1, 2, 1) i ~c = (1, 1, 2).
 Rezultat:
 V = 4.
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2
 Analiticka geometrija u
 prostoru
 Tacka, rastojanje dve tacke, deoba duzi u datojrazmeri
 • Rastojanje tacaka M1(x1, y1, z1) i M2(x2, y2, z2) je intenzitet vektora−−−−→M1M2 tj.
 d(M1,M2) = |−−−−→M1M2| =√
 (x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2.
 • Koordinate tacke M takve da je−−−→M1M = λ · −−−→MM2 (λ 6= −1), date su sa
 M(x1 + λx2
 1 + λ,y1 + λy2
 1 + λ,z1 + λz2
 1 + λ).
 Specijalno, za λ = 1 dobijamo srediste duzi M1M2
 S(x1 + x2
 2,y1 + y2
 2,z1 + z2
 2).
 Ravan
 • Skalarna jednacina ravni α kojoj pripada tacka M(x1, x2, x3) i koja jenormalna na ne nula vektor ~nα = (A,B,C) je
 A(x − x1) + B(y − x2) + C(z − x3) = 0.
 21
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22 2. ANALITICKA GEOMETRIJA U PROSTORU
 M(x ,x ,x )
 n
 α
 α
 1 2 3
 Vektor ~nα se zove vektor normale ravni α.
 • Opsti oblik jednacine ravni je
 Ax + By + Cz + D = 0.
 Medusobni polozaj dve ravni
 Date su ravni α : A1x+B1y+C1z +D1 = 0 i β : A2x+B2y+C2z +D2 = 0.
 • Ravni su paralelne ako su im vektori normala kolinearni ~nα = λ~nβ ,(λ ∈ R, λ 6= 0) i ako je D1 6= λ D2.Ravni se poklapaju ako su im vektori normala kolinearni ~nα = λ~nβ ,(λ ∈ R, λ 6= 0) i ako je D1 = λ D2.
 • Ako vektori ~nα i ~nβ nisu kolinearni (~nα 6= λ~nβ) ravni α i β se seku.Ugao ϕ izmedu ravni α i β je ugao izmedu vektora ~nα i ~nβ pri cemu akoπ2 < ∠(~nα, ~nβ) ≤ π, onda je ϕ = π − ∠(~nα, ~nβ). Znaci ugao ϕ mozemoodredivati iz
 cos ϕ =|~nα · ~nβ ||~nα||~nβ |
 .
 Prava
 • Kanonicki oblik jednacine prave p koja sadrzi tacku A(a1, a2, a3) ikoja je paralelna vektoru ~p = (p1, p2, p3) je
 p :x − a1
 p1=
 y − a2
 p2=
 z − a3
 p3
 1 2 3A(a ,a ,a ) pp
 Vektor ~p se naziva vektor pravca prave p.
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 • Parametarski oblik jednacine prave p je
 p : x = a1 + tp1, y = a2 + tp2, z = a3 + tp3,
 gde je t realan parametar.
 Medusobni polozaj dve prave
 Neka je prava p odredena tackom A(a1, a2, a3) i vektorom pravca ~p =(p1, p2, p3), a prava q tackom B(b1, b2, b3) i vektorom pravca ~q = (q1, q2, q3).
 • Ako je ~q = λ~p za neko λ ∈ R, λ 6= 0 i ako tacka A prave p ne pripadapravoj q, onda se prave p i q su paralelne.Ako je ~q = λ~p za neko λ ∈ R, λ 6= 0 i ako tacka A prave p pripada pravojq, ondase prave p i q se poklapaju.
 • Ako vektori ~p i ~q nisu kolinearni (~q 6= λ~p) i−−→AB · (~p × ~q) = 0, tada se
 prave p i q seku.Ugao ϕ izmedu pravih p i q je ugao izmedu njihovih vektora pravaca, pricemu je 0 ≤ ϕ ≤ π
 2 , sto znaci da je
 cos ϕ =|~p · ~q||~p||~q| .
 • Ako je ~q 6= λ~p i−−→AB · (~p × ~q) 6= 0, tada su prave p i q mimoilazne.
 Uzajamni odnos prave i ravni
 Neka je ~nα = (A,B,C) vektor normale ravni α i ~p = (p1, p2, p3) vektorpravca prave p. Neka je A(a1, a2, a3) tacka prave p.
 • Ako je ~p · ~nα = 0 i ako tacka A pripada ravni α, tada prava p pripadaravni α.
 • Ako je ~p · ~nα = 0 i ako tacka A ne pripada ravni α, tada je prava pparalelna ravni α.
 • Ako je ~p · ~nα 6= 0, tada prava p sece ravan α.Ugao ϕ izmedu prave p i ravni α je ugao koji prava p zaklapa sa svojomprojekcijom na ravan α i tada je
 sin ϕ = cos
 (
 π
 2− ϕ
 )
 = | cos ∠(~p, ~nα)| =|~p · ~nα||~p||~nα|
 .
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 Zadaci
 1. Napisati jednacinu ravni α koja sadrzi tacku A(2, 3, 0) i normalna
 je na vektor−−→BC, gde je B(1, 1,−1) i C(0, 0, 3).
 Resenje:
 Vektor normale ravni α je kolinearan vektoru−−→BC = (−1,−1, 4) = −(1, 1,−4).
 Znaci, mozemo uzeti da je vektor normale ravni α vektor
 ~nα = (1, 1,−4).
 Jednacina ravni α koja sadrzi tacku A i normalna je na vektor ~nα je1(x − 2) + 1(y − 3) − 4(z − 0) = 0, tj.
 α : x + y − 4z − 5 = 0.
 α A
 C
 nα B
 2. a) Napisati jednacinu ravni α koja sadrzi tacke A(−1, 6, 3),B(3,−2,−5) i C(0, 1, 0).
 b) Ispitati da li tacke D(1, 1, 3) i E(1, 5, 0) pripadaju ravni α.
 c) Odrediti realan parametar p tako da tacka F (1, p, 3) pripadaravni α.
 Resenje:
 a) Kako tacke A, B i C pripadaju ravni α, vektor normale ravni α je
 normalan na vektore−−→AB i
 −→AC, gde je
 −−→AB = (4,−8,−8) i
 −→AC =
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 (1,−5,−3). Vektor normale ravni α je kolinearan sa vektorom
 −−→AB ×−→
 AC =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k4 −8 −81 −5 −3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (−16, 4,−12) = −4(4,−1, 3).
 Mozemo uzeti da je vektor normale ravni α
 ~nα = (4,−1, 3).
 Jednacina ravni α koja sadrzi tacku A i ima vektor normale ~nα je4(x + 1) − 1(y − 6) + 3(z − 3) = 0, tj.
 α : 4x − y + 3z + 1 = 0.
 α
 A
 B
 C
 nα
 b) Uvrstavajuci koordinate tacke D u jednacinu ravni α imamo da je
 4 − 1 + 9 + 1 = 13 6= 0,
 tako da tacka D ne pripada ravni α. Analogno, za tacku E imamoda je 4 − 5 + 0 + 1 = 0 i tacka E pripada ravni α.
 c) Kako tacka F treba da pripada ravni α, koordinate tacke F treba dazadovoljavaju jednacinu ravni, tj. treba da vazi
 4 − p + 9 + 1 = 0.
 Resavanjem navedene jednacine dobijamo da je p = 14, tj. trazenatacka je
 F (1, 14, 3).
 3. Date su ravni β : 4x− y + 3z − 1 = 0 i γ : x− 5y − z − 2 = 0. Napisatijednacinu ravni α koja sadrzi koordinatni pocetak i presek ravniβ i γ.
 Resenje:
 Prvo cemo pronaci dve tacke koje se nalaze u ravni β i ravni γ. Trazenetacke dobijamo resavanjem sistema
 4x − y + 3z − 1 = 0x − 5y − z − 2 = 0.
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 Uzimajuci npr. da je y = 0 i uvrstavanjem u sistem dobijamo da je x = 1i z = −1, tj. jedna zajednicka tacka je
 A(1, 0,−1).
 Ako uzmemo da je y = 7, dobijamo drugu tacku
 B(17, 7,−20).
 Sad treba odrediti jednacinu ravni koja sadrzi tacke A, B i koordinatnipocetak O. Vektor normale ravni α je kolinearan vektorskom proizvoduvektora
 −→OA i vektora
 −−→OB, gde je
 −→OA = (1, 0,−1) i
 −−→OB = (17, 7,−20)
 −→OA ×−−→
 OB =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k1 0 −117 7 −20
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (7, 3, 7).
 Znaci, vektor normale ravni α je ~nα = (7, 3, 7), a trazena jednacina ravnikoja sadrzi koordinatni pocetak i presek ravni β i γ je
 α : 7x + 3y + 7z = 0.
 4. Napisati jednacinu ravni koja
 a) sadrzi tacku M(−2, 7, 3) i paralelna je sa ravni α : x−4y+5z−1 = 0.
 b) sadrzi koordinatni pocetak i normalna je na ravni β : 2x −y + 5z + 3 = 0 i γ : x + 3y − z − 7 = 0.
 c) sadrzi tacke M(0, 0, 1) i N(3, 0, 0) i obrazuje ugao π3 sa xOy
 ravni.
 Resenje:
 a) Kako trazena ravan δ treba da bude paralelna sa datom ravni α,vektori normala su im kolinearni, tako da mozemo uzeti da je
 ~nδ = ~nα = (1,−4, 5).
 Jednacina ravni δ, koja sadrzi tacku M(−2, 7, 3) i ima vektor normale~nδ, je:
 δ : x − 4y + 5z + 15 = 0.
 b) Ravan ε je normalna na ravni β i γ, tako da je vektor normale ravniε kolinearan vektorskom proizvodu vektora ~nβ = (2,−1, 5) i ~nγ =(1, 3,−1):
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 ~nβ × ~nγ =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k2 −1 51 3 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (−14, 7, 7) = −7(2,−1,−1).
 Znaci, vektor normale ravni ε je
 ~nε = (2,−1,−1).
 Trazena jednacina ravni ε, sa vektorom normale ~nε, koja sadrzi ko-ordinatni pocetak je
 ε : 2x − y − z = 0.
 c) Neka je η : Ax + By + Cz + D = 0 trazena ravan.Vektor normaleravni η je ~nη = (A,B,C).Kako tacka M(0, 0, 1) pripada trazenoj ravni η, M zadovoljava njenujednacinu tj.
 C + D = 0.
 Analogno, uvrstavajuci u jednacinu ravni η tacku N(3, 0, 0), dobi-jamo da vazi
 3A + D = 0.
 Odavde sledi da je D = −3A i C = 3A tako da je ~nη = (A,B, 3A).Ravan η zaklapa ugao π
 3 sa xOy ravni tako da je ugao izmedu odgo-varajucih vektora normala jednak π
 3 . Vektor normale xOy ravni je~k = (0, 0, 1), znaci,
 cosπ
 3=
 ~nη · ~k|~nη||~k|
 .
 Kako je ~nη ·~k = (A,B, 3A)·(0, 0, 1) = 3A, |~nη| =√
 A2 + B2 + 9A2 =√10A2 + B2, |~k| = 1 i cos π
 3 = 12 uvrstavanjem u gornju jednakost
 dobijamo da je B2 = 26A2, tj.
 B = ±√
 26A.
 Dakle, C = 3A, D = −3A i B = ±√
 26A. Uvrstavanjem u jednacinuravni η, dobijamo da je trazena ravan
 η : Ax ±√
 26Ay + 3Az − 3A = 0.
 Kako je vektor normale ravni ne nula vektor imamo da je A 6= 0 idobijamo dve ravni koje zadovoljavaju navedene uslove
 η1 : x +√
 26y + 3z − 3 = 0 i η2 : x −√
 26y + 3z − 3 = 0.
 5. Date su ravni α : 2x + py + z = 3 i β : 6x + 8y + 3z = 15. Odreditirealan parametar p tako da
 a) ravan α bude paralelna sa ravni β.
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 b) ravan α bude normalna na ravan β.
 Resenje:
 a) S obzirom da ravan α treba da bude paralelna sa ravni β, odgo-varajuci vektori normala treba da budu kolinearni, tj. postoji m ∈R\{0} tako da je
 ~nβ = m · ~nα
 (6, 8, 3) = m(2, p, 1) ⇔ (6, 8, 3) = (2m,mp,m).
 Na osnovu definicije jednakosti dva vektora dobijamo sistem jednacina
 6 = 2m, 8 = mp, 3 = m
 cijim resavanjem dobijamo da je
 p =8
 3.
 b) S obzirom da ravan α treba da bude normalna na ravan β, vektorinjihovih normala treba da budu normalni, tj.
 ~nβ · ~nα = 0, odnosno 12 + 8p + 3 = 0.
 Resavajuci navedenu jednacinu dobijamo da je
 p = −15
 8.
 6. Diskutovati medusobni polozaj ravni α : 2x + 3y − z = 6, β :ax − 3y + 2z = 5 i γ : 4x − 3y + 3z = b u zavisnosti od vrednostirealnih parametara a i b.
 Resenje:
 Tri date ravni posmatramo kao sistem jednacina:
 2x +3y −z = 6ax −3y +2z = 54x −3y +3z = b.
 Posmatrajmo determinantu datog sistema:
 D =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 3 −1a −3 24 −3 3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 6(1 − a).
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 Za a 6= 1 i svako b ∈ R sistem jednacina ima jedinstveno resenje tako daravni α, β i γ imaju jednu zajednicku tacku.
 Za a = 1 elementarnim transformacijama sistem svodimo na ekvivalentansistem:
 x −3y +2z = 59y −5z = −4
 0 = b − 16.
 Za b 6= 16 sistem jednacina je nemoguc, tako da ravni nemaju zajednickihtacaka. Posto je a = 1 imamo da je
 ~nα = (2, 3,−1), ~nβ = (1,−3, 2) i ~nγ = (4,−3, 3),
 i parovi vektora ~nα i ~nβ , ~nα i ~nγ , ~nβ i ~nγ nisu kolinearni tako da se svakedve ravni seku duz prave i te tri prave su paralelne.
 Za b = 16 sistem je jednostruko neodreden tako da se ove tri ravni sekuduz jedne prave i pripadaju jednom pramenu.
 7. a) Napisati jednacinu prave koja sadrzi tacku A(2,−1, 4) i imavektor pravca ~p = (1, 4,−5).
 b) Napisati jednacinu prave koja sadrzi tacke A(1, 2,−1) i B(0, 1, 1).
 c) Napisati jednacine koordinatnih osa.
 Resenje:
 a) Kanonicki oblik jednacine prave koja sadrzi datu tacku A(2,−1, 4) iima dati vektor pravca ~p = (1, 4,−5) je
 p :x − 2
 1=
 y + 1
 4=
 z − 4
 −5.
 b) Vektor pravca prave p je kolinearan vektoru−−→AB = (−1,−1, 2). Kako
 npr. tacka A(1, 2,−1) pripada trazenoj pravi, dobijamo da je trazenajednacina prave
 p :x − 1
 −1=
 y − 2
 −1=
 z + 1
 2.
 p
 A Bp
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30 2. ANALITICKA GEOMETRIJA U PROSTORU
 c) Vektor pravca x-ose je ~ı = (1, 0, 0). Koordinatni pocetak pripadax-osi tako da je trazena jednacina
 x
 1=
 y
 0=
 z
 0.
 Analogno, vektor pravca y-ose je ~ = (0, 1, 0), a vektor pravca z-
 ose je ~k = (0, 0, 1). Kako koordinatni pocetak pripada y-osi i z-osijednacine y-ose i z−ose, redom su:
 x
 0=
 y
 1=
 z
 0,
 x
 0=
 y
 0=
 z
 1.
 8. a) Napisati jednacinu prave p koja sadrzi tacku A i paralelna
 je vektoru−−→BC, gde je A(1, 1, 1), B(1, 2, 3) i C(5, 0, 2).
 b) Odrediti realan parametar a, tako da tacka D(−3, a + 2, 2)pripada pravoj p odredenoj u zadatku pod a).
 Resenje:
 a) Vektor pravca prave p je kolinearan vektoru−−→BC = (4,−2,−1). Znaci,
 za vektor pravca prave p mozemo uzeti vektor
 ~p = (4,−2,−1).
 Jednacina prave koja sadrzi tacku A(1, 1, 1) i ima vektor pravca ~p =(4,−2,−2) je
 p :x − 1
 4=
 y − 1
 −2=
 z − 1
 −1.
 b) Parametarski oblik jednacine prave p je
 p : x = 4t + 1, y = −2t + 1, z = −t + 1.
 Kako tacka D treba da pripada pravoj p, njene koordinate morajuda zadovoljavaju jednacinu prave p, tj. treba da vazi
 −3 = 4t + 1, a + 2 = −2t + 1, 2 = −t + 1.
 Resavanjem sistema dobijamo da je t = −1 i a = 1, pa je trazenatacka
 D(−3, 3, 2).
 pp
 DA
 B C
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 9. Ispitati medusobni polozaj pravih. Ako se seku naci tacku pre-seka, a ako su mimoilazne, naci njihovu zajednicku normalu.
 a) p : x2 = y−1
 1 = z6 , q : x−2
 4 = y−22 = z−6
 12 .
 b) p : x2 = y−1
 1 = z6 , q : x−2
 −4 = y−3−2 = z+5
 −12 .
 c) p : x−21 = y−2
 3 = z−31 , q : x−2
 1 = y−34 = z−4
 2 .
 d) p : x−34 = y−3
 1 = z+1−1 , q : x
 2 = y0 = z+2
 1 .
 Resenje:
 a) Vektor pravca prave p je ~p = (2, 1, 6), a vektor pravca prave q je~q = (4, 2, 12). Ocigledno je ~q = 2~p, tako da su prave p i q ili par-alelne ili se poklapaju. Zamenjujuci koordinate tacke P (0, 1, 0) pravep u jednacinu prave q dobijamo da tacka P pripada i pravoj q, pa seprave p i q poklapaju.
 p
 p=qP(0,1,0) Q(2,2,6)
 b) Vektori pravaca pravih p i q su: ~p = (2, 1, 6) i ~q = (−4,−2,−12).Kako je ~q = −2~p, prave p i q su ili paralelne ili se poklapaju. Uvrsta-vanjem koordinata tacke P (0, 1, 0) u jednacinu prave q dobijamo12 = 1
 1 = − 512 , sto ocigledno nije tacno, tako da se prave p i q ne
 poklapaju, vec su paralelne.
 p
 Pp
 Qq
 q
 c) Vektori pravca pravih p i q su ~p = (1, 3, 1) i ~q = (1, 4, 2). Kako ~p i~q nisu kolinearni prave p i q nisu paralelne, niti se poklapaju. Pos-matrajmo vektor
 −−→PQ = (0, 1, 1), odreden tackom P (2, 2, 3) prave p i
 tackom Q(2, 3, 4) prave q. Mesoviti proizvod vektora ~p, ~q i−−→PQ jed-
 nak je nuli, sto znaci da se prave p i q seku.Nadimo sada zajednicku tacku S(x, y, z) pravih p i q. Tacka S zado-voljava jednacinu prave p i prave q, tj. vazi:
 x = 2 + t = 2 + k, y = 2 + 3t = 3 + 4k, z = 3 + t = 4 + 2k.
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 Resenje ovog sistema je k = t = −1, x = 1, y = −1 i z = 2, tj.trazena tacka preseka je
 S(1,−1, 2).
 p
 q
 Sp
 q
 P
 Q
 d) Vektori pravaca navedenih pravih p i q, ~p = (4, 1,−1) i ~q = (2, 0, 1),nisu kolinearni, tako da se prave p i q ili seku, ili su mimoilazne.Posmatrajmo vektor
 −−→PQ = (−3,−3,−1), odreden tackom P (3, 3,−1)
 prave p i tackom Q(0, 0,−2) prave q. Kako je mesoviti proizvod
 vektora ~p, ~q i−−→PQ razlicit od 0, prave p i q ne pripadaju jednoj ravni,
 tj. one su mimoilazne.Nadimo zajednicku normalu n za prave p i q. Kako prava n treba dabude normalna na pravu p i pravu q, vektor pravca prave n kolinearanje vektorskom proizvodu vektora ~p i ~q
 ~p × ~q =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k4 1 −12 0 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (1,−6,−2).
 Dakle, vektor pravca zajednicke normale je ~n = (1,−6,−2).
 Kako zajednicka normala sece pravu p i pravu q, postavicemo ravniα i β koje sadrze prave n i p, odnosno n i q, redom. Vektor nor-male ravni α kolinearan je vektoru ~n × ~p, a vektor normale ravni βkolinearan je vektoru ~n × ~q.
 ~n × ~p =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k1 −6 −24 1 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (8,−7, 25).
 ~n × ~q =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k1 −6 −22 0 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (−6,−5, 12).
 Znaci, ~nα = (8,−7, 25) i ~nβ = (−6,−5, 12).
 Tacka P (3, 3,−1) pripada pravoj p, a kako prava p lezi u ravni α,tacka P pripada ravni α. Na isti nacin dobijamo da tacka Q(0, 0,−2)pripada ravni β. Jednacine ravni α i β su
 α : 8x − 7y + 25z + 22 = 0 i β : −6x − 5y + 12z + 24 = 0.
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 Kako je prava n presek ravni α i β, jednu tacku N prave n dobijamoresavanjem navedenog sistema. Jedno resenje tog sistema je x = 29
 41 ,y = 162
 41 i z = 0, tj. trazena tacka prave n je N( 2941 , 162
 41 , 0). Znaci,trazena normala sadrzi tacku N i ima vektor pravca ~n, pa je njenajednacina
 n :x − 29
 41
 1=
 y − 16241
 −6=
 z
 −2.
 p
 nq
 10. Ispitati medusobni polozaj ravni α : 2x − y + z − 6 = 0 i prave p,ako je
 a) p : x−1−1 = y+1
 −1 = z−41 .
 b) p : x1 = y
 1 = z−6−1 .
 c) p : x2 = y−1
 3 = z+11 .
 d) p : x+2−2 = y−1
 1 = z+1−1 .
 Resenje:
 Vektor normale ravni α je ~nα = (2,−1, 1).
 a) Vektor pravca prave p je ~p = (−1,−1, 1). Prema tome,
 ~nα · ~p = −2 + 1 + 1 = 0.
 Znaci, prava p je ili paralelna sa ravni α ili pripada ravni α. Uvrstavanjemkoordinata tacke A(1,−1, 4) prave p u jednacinu ravni α dobijamo2 + 1 − 1 − 6 6= 0, tako da tacka A ne pripada ravni α, sto znaci daje prava p paralelna sa ravni α.
 nα
 α
 pp
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34 2. ANALITICKA GEOMETRIJA U PROSTORU
 b) Vektor pravca prave p je ~p = (1, 1,−1). S obzirom da je
 ~nα · ~p = 2 − 1 − 1 = 0
 i da tacka A(0, 0, 6) prave p pripada ravni α, sledi da prava p pripadaravni α.
 pnα
 α
 p
 c) Vektor pravca prave p je ~p = (2, 3, 1). Skalarni proizvod vektora ~p i~nα jednak je 2, sto znaci da prava p sece ravan α. Zamenom param-etarskog oblika jednacine prave p
 p : x = 2t, y = 1 + 3t, z = −1 + t
 u jednacinu ravni α, dobijamo da je t = 4, odnosno da je zajednickatacka prave p i ravni α
 S(8, 13, 3).
 nα
 α
 S
 p
 p
 d) Vektor pravca prave p je kolinearan vektoru normale ravni α ( ~p =−~nα). Prema tome, prava p je normalna na ravan α. Parametarskioblik jednacine prave p je
 x = −2 − 2t, y = 1 + t, z = −1 − t.
 Uvrstavanjem u jednacinu ravni α, dobijamo zajednicku tacku
 S(2,−1, 1).
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 p
 nα
 α
 p
 S
 11. Data je tacka A(−1,−4, 4) i ravan α : 2x + 5y − 3z = 4.
 a) Odrediti jednacinu prave n koja sadrzi tacku A i normalnaje na ravan α.
 b) Odrediti presek prave n i ravni α.
 c) Izracunati rastojanje tacke A od ravni α.
 d) Odrediti tacku A1 simetricnu tacki A u odnosu na ravan α.
 Resenje:
 a) Uvrstavanjem koordinata tacke A(−1,−4, 4) u jednacinu ravni α jed-nostavno se proverava da A /∈ α. Vektor pravca prave n je kolinearanvektoru normale ravni α, tj. ~n = ~nα = (2, 5,−3). Jednacina prave nkoja sadrzi tacku A i ima vektor pravca ~n je
 n :x + 1
 2=
 y + 4
 5=
 z − 4
 −3.
 b) Neka je T (x, y, z) tacka koja pripada ravni α i pravoj n. Uvrstavanjemparametarskog oblika jednacine prave n
 n : x = 2t − 1, y = 5t − 4, z = −3t + 4
 u jednacinu ravni α, dobijamo
 2(2t − 1) + 5(5t − 4) − 3(−3t + 4) = 4.
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 Resenje date jednacine je t = 1. Uvrstavanjem parametra t = 1 uparametarski oblik jednacine prave p dobijamo da je x = 1, y =1, z = 1. Znaci, trazena tacka je
 T (1, 1, 1).
 c) Rastojanje tacke A od ravni α jednako je intenzitetu vektora−→AT tj.
 d(A,α) = |−→AT | =√
 (−1 − 1)2 + (−4 − 1)2 + (4 − 1)2 =√
 38.
 d) Kako tacka A1(a, b, c) treba da bude simetricna tacki A i kako je Tprojekcija tacke A na ravan α, imamo da je tacka T sredina duziAA1. Koordinate tacke T zadovoljavaju:
 1 =−1 + a
 2, 1 =
 −4 + b
 2, 1 =
 4 + c
 2.
 Resavanjem navedenog sistema dobijamo a = 3, b = 6 i c = −2, takoda je trazena tacka
 A1(3, 6,−2).
 A1
 nα
 d
 α
 n
 A
 n
 T
 12. Date su prave p : x1 = y−2
 −1 = z+10 i q : x+2
 3 = y−2−1 = z
 −1 .
 a) Pokazati da se prave p i q seku i naci njihovu zajednickutacku.
 b) Napisati jednacinu ravni koju odreduju prave p i q.
 Resenje:
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 a) Prava p sadrzi tacku P (0, 2,−1) i ima vektor pravca ~p = (1,−1, 0).Prava q sadrzi tacku Q(−2, 2, 0) i ima vektor pravca ~q = (3,−1,−1).
 Posmatrajmo vektor−−→PQ = (−2, 0, 1). Kako je mesoviti proizvod vek-
 tora ~p, ~q i−−→PQ jednak 0, prave p i q leze u jednoj ravni. Vektori
 pravaca ~p i ~q nisu kolinearni, tako da se prave p i q seku.
 Parametarski oblik jednacine prave p je
 p : x = t, y = 2 − t, z = −1.
 Parametarski oblik jednacine prave q je
 q : x = −2 + 3s, y = 2 − s, z = −s.
 Neka je S(x, y, z) tacka preseka pravih p i q. Koordinate tacke Smoraju da zadovoljavaju jednacine pravih p i q, tako da je
 t = −2 + 3s, 2 − t = 2 − s, −1 = −s.
 Resavanjem navedenog sistema dobijamo da je s = 1 i t = 1, tj.trazena tacka je
 S(1, 1,−1).
 b) Vektor normale ravni α koja sadrzi prave p i q kolinearan je vek-torskom proizvodu njihovih vektora pravaca
 ~p × ~q =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k1 −1 03 −1 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (1, 1, 2).
 Znaci, ~nα = (1, 1, 2).Kako prava p treba da pripada trazenoj ravni, sve tacke te prave senalaze u ravni α. Jedna tacka prave p je npr. P (0, 2,−1). Jednacinaravni koja ima vektor normale ~nα i sadrzi tacku P je:
 α : x + y + 2z = 0.
 p
 q
 p
 qS
 nα
 α
 (Napomena: Umesto tacke P mogli smo uzeti zajednicku tacku S pravih pi q ili tacku Q(−2, 2, 0) prave q, ili bilo koju drugu tacku prave p ili praveq.)
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 13. Date su prave p : x1 = y−2
 −1 = z+10 i q : x+2
 2 = y−2−2 = z
 0 . Napisatijednacinu ravni α koju odreduju prave p i q.
 Resenje:
 Vektori pravaca pravih p i q su ~p = (1,−1, 0) i ~q = (2,−2, 0), redom.Kako je ~q = 2~p i tacka P (0, 2,−1) prave p ne pripada pravoj q, prave p iq su paralelne. Da bi pronasli vektor normale ravni α, treba pronaci josjedan vektor koji se nalazi u toj ravni a koji nije paralelan sa vektorom ~p.Trazeni vektor je
 −−→PQ = (−2, 0, 1), gde je P (0, 2,−1) ∈ p i Q(−2, 2, 0) ∈ q.
 Vektor normale ravni α kolinearan je vektorskom proizvodu vektora ~p i−−→PQ
 ~p ×−−→PQ =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k1 −1 0
 −2 0 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (−1,−1,−2).
 Znaci, vektor normale ravni α je
 ~nα = (1, 1, 2).
 Kako prava p pripada trazenoj ravni α i kako je P (0, 2,−1) tacka prave p,tacka P se nalazi i u ravni α. Znaci, trazena ravan sadrzi tacku P i imavektor normale ~nα, pa je njena jednacina
 α : x + y + 2z = 0.
 nα
 p
 q
 p
 qQα
 P
 14. Odrediti projekciju tacke T (1, 12, 3) na ravan α : 2x − y = 0.
 Resenje:
 Zamenjujuci koordinate tacke T u jednacinu ravni α dobijamo 2 − 12 =−10 6= 0, tako da tacka T ne pripada ravni α.Nadimo prvo jednacinu prave n koja sadrzi tacku T (1, 12, 3) i normalnaje na ravan α. Vektor pravca prave n kolinearan je vektoru normale ravniα, tj. ~n = ~nα = (2,−1, 0). Jednacina prave n koja ima vektor pravca ~n isadrzi tacku T je
 n :x − 1
 2=
 y − 12
 −1=
 z − 3
 0.
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 Parametarski oblik jednacine prave n je
 n : x = 2t + 1, y = −t + 12, z = 3.
 Projekcija tacke T na ravan α je presek prave n i ravni α. Zamenjujuciparametarski oblik jednacine prave n u jednacinu ravni α dobijamo
 2(2t + 1) + t − 12 = 0.
 Resenje date jednacine je t = 2. Iz parametarskog oblika jednacine praven dobijamo x = 5, y = 10, z = 3. Znaci, trazena projekcija tacke T naravan α je
 S(5, 10, 3).
 n
 nα
 α
 n
 T
 S
 15. Odrediti projekciju tacke T (2, 1, 5) na pravu p : x−21 = y−6
 3 = z+2−1 .
 Resenje:
 Zamenjujuci koordinate tacke T u jednacinu prave p dobijamo da tacka Tne pripada pravoj p.Nadimo prvo jednacinu ravni α koja sadrzi tacku T (2, 1, 5) i normalnaje na pravu p. Vektor normale ravni α je kolinearan sa vektorom pravcaprave p, tj. ~nα = ~p = (1, 3,−1). Trazena jednacina ravni α je
 α : x + 3y − z = 0.
 Projekcija tacke T na pravu p je presek ravni α i prave p. Zamenjujuciparametarski oblik jednacine prave p : x = t + 2, y = 3t + 6, z = −t− 2 ujednacinu ravni α dobijamo t + 2 + 3(3t + 6) − (−t − 2) = 0. Resenje ovejednacine je t = −2, a njegovom zamenom u parametarski oblik jednacine
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 prave p dobijamo x = 0, y = 0, z = 0. Dakle, projekcija tacke T na pravup je tacka koordinatnog pocetka
 O(0, 0, 0).
 nα
 α
 p
 p
 OT
 16. a) Kroz tacku Q(1,−1, 0) postaviti pravu q tako da bude paralel-na ravni α : 2x−y+z−2 = 0 i da sece pravu p : x−1
 1 = y2 = z+1
 −1 .
 b) Odrediti zapreminu piramide QABC ako su A, B, C redompreseci x, y i z-ose sa ravni α.
 Resenje:
 a) Jednostavno se proverava da tacka Q ne pripada ravni α i ne pripadapravoj p.Najpre cemo naci jednacinu ravni β koja je paralelna ravni α i sadrzitacku Q. Za vektor normale ~nβ ravni β mozemo uzeti vektor ~nα, jerove dve ravni imaju kolinearne vektore normala. Iz jednacine ravniα imamo
 ~nα = ~nβ = (2,−1, 1).
 Dakle, jednacina ravni β je
 β : 2x − y + z − 3 = 0.
 Zatim cemo naci presek prave p i ravni β i oznaciti ga sa P . Param-etarski oblik jednacine prave p je:
 p : x = t + 1, y = 2t, z = −t − 1.
 Zamenjivanjem parametarskog oblika jednacine prave u jednacinuravni β dobijamo t = −2. Za ovu vrednost parametra t dobijamo
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 tackuP (−1,−4, 1).
 Trazena prava q je odredena tackama P i Q. Za vektor pravca ~qprave q mozemo uzeti vektor
 −−→PQ = (2, 3,−1). Jednacina prave q je
 q :x − 1
 2=
 y + 1
 3=
 z
 −1.
 p
 nα
 nβ
 β
 Q
 p
 Pq
 α
 q
 b) Tacke A,B,C pripadaju x, y i z−osi redom, tako da je
 A(xA, 0, 0), B(0, yB , 0), C(0, 0, zC).
 Pored toga, one pripadaju ravni α, tako da njihove koordinate zado-voljavaju i jednacinu ravni α. Zamenjivanjem u jednacinu ravni αdobijamo
 A(1, 0, 0), B(0,−2, 0), C(0, 0, 2).
 Zapremina piramide je V = 13BH, gde je sa B oznacena povrsina
 osnove, a sa H visina piramide.Da bi pronasli visinu H piramide QABC, konstruisacemo normalu nkroz tacku Q na ravan α odredenu tackama A,B, i C . Zatim cemonaci presek ravni α i prave n i oznaciti ga sa S.Kako je prava n normalna na ravan α, za vektor pravca ~n prave nuzimamo vektor ~nα = (2,−1, 1) i dobijamo jednacinu prave n
 n :x − 1
 2=
 y + 1
 −1=
 z
 1.
 Parametarski oblik jednacine prave n je
 n : x = 2t + 1, y = −t − 1, z = t.
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 Zamenjivanjem parametarskog oblika jednacine prave n u jednacinuravni α dobijamo da je t = − 1
 6 , pa je tacka preseka ravni α i prave ntacka
 S(2
 3,−5
 6,−1
 6).
 Visinu dobijamo kao intenzitet vektora−→QS
 H = |−→QS| =
 √
 (
 2
 3− 1
 )2
 +
 (
 −5
 6+ 1
 )2
 +
 (
 −1
 6− 0
 )2
 =1√6.
 Povrsina osnove B je povrsina trougla ABC :
 B =1
 2|−−→AB ×−→
 AC|,
 za−−→AB = (−1,−2, 0) i
 −→AC = (−1, 0, 2). Znaci,
 −−→AB ×−→
 AC =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k−1 −2 0−1 0 2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −4~ı + 2~ − 2~k = (−4, 2,−2),
 tako da je
 |−−→AB ×−→AC| =
 √
 (−4)2 + 22 + (−2)2 = 2√
 6,
 odnosno
 V =1
 3BH =
 1
 3
 √6
 1√6
 =1
 3.
 nα
 H
 Q
 C
 B
 A α S
 17. Data je prava p :
 {
 x − 2z − 3 = 0y − 2z = 0
 .
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 a) Odrediti tacku T koja je presek prave p i ravni γ : x + 3y −z + 4 = 0.
 b) Napisati jednacinu prave q koja sadrzi tacku T, lezi u ravniγ i normalna je na pravu p.
 Resenje:
 a) Prava p zadata je presekom dve ravni. Vektor pravca prave p jekolinearan vektorskom proizvodu vektora normala ravni koje sadrzepravu p. Kako prava p pripada ravni x− 2z − 3 = 0 koja ima vektornormale ~n1 = (1, 0,−2), i ravni y − 2z = 0 koja ima vektor normale~n2 = (0, 1,−2), vektor pravca prave p kolinearan je vektoru
 ~n1 × ~n2 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k1 0 −20 1 −2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (2, 2, 1).
 Znaci, za vektor pravca prave p mozemo uzeti vektor ~p = (2, 2, 1).Treba jos pronaci jednu tacku prave p. Posmatrajmo jednacine ravnikojima pripada trazena prava: x−2z−3 = 0, y−2z = 0. Stavljajuciu te jednacine npr. y = 0 i dobijamo x = 3 i z = 0, tako da jeP (3, 0, 0) tacka prave p. Parametarski oblik jednacine prave p je
 p : x = 3 + 2t, y = 2t, z = t.
 Tacka T (3 + 2t, 2t, t) prave p pripada ravni γ pa mora da vazi 3 +2t + 3 · 2t− t + 4 = 0. Resenje navedene jednacine je t = −1, tako daje trazena tacka
 T (1,−2,−1).
 (Napomena: Kako je prava p prikazana kao presek dve ravni, prodorprave p kroz ravan γ mogao se naci i resavanjem sistema jednacina :x − 2z − 3 = 0, y − 2z = 0, x + 3y − z + 4 = 0. )
 b) Kako prava q pripada ravni γ imamo da je ~q ⊥ ~nγ , a iz q ⊥ p,sledi ~q ⊥ ~p, tako da je vektor pravca prave q kolinearan vektorskomproizvodu vektora ~nγ i ~p
 ~nγ × ~p =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k1 3 −12 2 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (5,−3,−4).
 Znaci, vektor pravca prave q je ~q = (5,−3,−4).Jednacina prave q koja sadrzi tacku T i ima vektor pravca ~q je
 q :x − 1
 5=
 y + 2
 −3=
 z + 1
 −4.
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 18. Data je ravan α : 2x − y − 5z + 1 = 0.
 a) Naci jednacinu ravni β koja je paralelna sa osama x i y i kojaz-osu sece u tacki koja pripada ravni α.
 b) Naci jednacinu prave p koja pripada ravni α i koja sece osex i y.
 Resenje:
 a) Presek z-ose i ravni α je tacka C(0, 0, c). Znaci mora da vazi 2 · 0 −0 − 5 · c + 1 = 0, odnosano c = 1
 5 , pa je trazena tacka
 C(0, 0,1
 5).
 Kako je ravan β paralelna sa x i y osom, vazi da je ~nβ ⊥ ~ı i ~nβ ⊥ ~iz cega sledi
 ~nβ =~ı × ~ = ~k = (0, 0, 1).
 Jednacina ravni β data je sa β : z − 15 = 0, tj.
 β : 5z − 1 = 0.
 z
 x
 y
 C(0,0,15 )
 β
 b) Posto prava p sece x i y osu, ona sadrzi tacke A(a, 0, 0) i B(0, b, 0).Iz p ⊂ α sledi A,B ∈ α. Zamenjivanjem koordinata tacaka A i Bu jednacinu ravni α dobijamo da je A(− 1
 2 , 0, 0) i B(0, 1, 0). Vektor
 pravca prave p kolinearan je sa vektorom−−→AB = ( 1
 2 , 1, 0) = 12 (1, 2, 0)
 tako da imamo da je~p = (1, 2, 0)
 tj. trazena prava je
 p :x
 1=
 y − 1
 2=
 z
 0.
 19. Date su ravni α : x − y − 2z = −3 i β : x − 3y = 1, prava p : x−21 =
 y−1−1 = z+1
 1 i tacka P (2, 2,−3).
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 a) Odrediti jednacinu prave q koja je presek ravni α i β.
 b) Odrediti jednacinu ravni γ koja sadrzi pravu p i tacku P.
 c) Naci projekciju q′ prave q na ravan γ.
 Resenje:
 a) Kako prava q pripada ravnima α i β, vektor pravca ~q prave q jenormalan na vektore normala ~nα i ~nβ datih ravni, a samim tim jekolinearan sa vektorom ~nα × ~nβ . Iz jednacina ravni α i β imamo~nα = (1,−1,−2) i ~nβ = (1,−3, 0). Izracunajmo njihov vektorskiproizvod:
 ~nα × ~nβ =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k1 −1 −21 −3 0
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (−6,−2,−2) = −2(3, 1, 1).
 Ako se u jednacine ravni α i β uvrsti npr. y = 0, dobija se x = 1 iz = 2. Na taj nacin se dobija tacka Q(1, 0, 2) koja pripada trazenojpravoj q.
 Znaci, jednacina prave q je
 q :x − 1
 3=
 y
 1=
 z − 2
 1.
 b) Vektor normale ~nγ ravni γ normalan je na vektor pravca ~p = (1,−1, 1)
 prave p i na vektor−→TP = (0, 1,−2), gde je T (2, 1,−1) ∈ p. Vektorski
 proizvod ~p ×−→TP je kolinearan sa vektorom ~nγ . Imamo da je
 ~p ×−→TP =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k1 −1 10 1 −2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (1, 2, 1).
 Jednacina ravni γ koja sadrzi tacku P i normalna je na ~nγ = (1, 2, 1)je
 γ : x + 2y + z − 3 = 0.
 c) Lako se proverava da tacka Q(1, 0, 2) ∈ q pripada i ravni γ. Znaci,prava q′ sadrzi tacku Q i projekciju proizvoljne tacke Q1 sa prave qna ravan γ. Parametarski oblik jednacine prave q je
 q : x = 3s + 1, y = s, z = s + 2.
 Za npr. s = −1 dobija se tacka Q1(−2,−1, 1). Projekciju tacke Q1 naravan γ dobicemo kao presek prave n koja sadrzi tacku Q1 i normalnaje na γ. Vektor pravca ~n prave n, kolinearan je sa ~nγ . Znaci, jednacinaprave n je
 n :x + 2
 1=
 y + 1
 2=
 z − 1
 1,
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 a njen parametarski oblik je
 n : x = t − 2, y = 2t − 1, z = t + 1.
 Presek prave n i ravni γ je tacka Q′1 koju dobijamo resavanjem sis-
 tema jednacina
 x = t − 2, y = 2t − 1, z = t + 1, x + 2y + z − 3 = 0.
 Resenje ovog sistema je t = 1, x = −1, y = 1, z = 2, tako da jetrazena tacka
 Q′1(−1, 1, 2).
 Kako Q′1(−1, 1, 2) ∈ q′, Q(1, 0, 2) ∈ q′, imamo da je
 ~q′ =−−→QQ′
 1 = (−2, 1, 0),
 a jednacina prave kroz tacke Q i Q′1 je
 q′ :x − 1
 −2=
 y
 1=
 z − 2
 0.
 Q1
 Q1Qnγ
 γ
 n
 n
 q
 ’q’
 q’
 20. Date su ravni α : x + 2y + 3z + 2 = 0 i β : x − y − z = 0 i pravep : x−1
 1 = y2 = z+1
 1 i q : x2 = y−1
 3 = z0 .
 a) Ako je tacka A presek prave p i ravni α, a tacka B presekprave q i ravni β, odrediti jednacinu prave odredene tackamaA i B.
 b) Odrediti vrednost parametra m, tako da ravan β bude nor-malna na ravan γ : mx + y + 2z − 1 = 0.
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 Resenje:
 a) Kako tacka A pripada pravoj p i ravni α, njene koordinate x = t+1,y = 2t i z = t − 1 zadovoljavaju jednacinu ravni α pa vazi t + 1 +4t + 3t − 3 + 2 = 0. Trazena tacka je
 A(1, 0,−1).
 Kako je B presek prave q i ravni β, koordinate tacke B dobijaju seanalognim postupkom iz parametarskog oblika jednacine prave q
 q : x = 2k, y = 3k + 1, z = 0
 i jednacine ravni ββ : x − y − z = 0.
 Tacka preseka jeB(−2,−2, 0).
 Vektor pravca prave l je kolinearan vektoru−−→AB = (−3,−2, 1). Jednacina
 prave koja sadrzi tacke A i B je
 l :x − 1
 −3=
 y
 −2=
 z + 1
 1.
 b) Kako ravan β treba da bude normalna na ravan γ, odgovarajucivektori normala treba da budu normalni. Iz jednacine ravni γ je~nγ = (m, 1, 2), a iz jednacine ravni β je ~nβ = (1,−1,−1). Na osnovuosobina skalarnog proizvoda
 ~nγ ⊥ ~nβ ⇔ ~nγ · ~nβ = 0 ⇔ m − 1 − 2 = 0
 dobijamo da je trazena vrednost parametra
 m = 3.
 21. Date su ravni α : 2x + y + z − 2 = 0 i β : x − y + 2z − 1 = 0.
 a) Odrediti vrednost parametra m tako da tacka M(1, 1,m) pri-pada ravni α, a zatim naci rastojanje tacke M od ravni β.
 b) Odrediti realne brojeve s i t tako da prava l : x−s0 = y
 2 = z+1t
 pripada ravni β.
 Resenje:
 a) Kako M ∈ α, koordinate tacke M zadovoljavaju jednacinu ravni α,tj. mora da vazi 2+1+m−2 = 0. Resenje date jednacine je m = −1,odnosno koordinate tacke M su
 M(1, 1,−1).
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 Da bismo odredili udaljenost tacke M od ravni β, naci cemo pravu bnormalnu na ravan β koja sadrzi tacku M . Za vektor pravca ~b, praveb mozemo uzeti vektor ~nβ = (1,−1, 2), tako da je jednacina prave b
 b :x − 1
 1=
 y − 1
 −1=
 z + 1
 2.
 Neka je B(t + 1,−t + 1, 2t − 1) tacka preseka prave b i ravni β.Kako tacka B pripada ravni β, njene koordinate zadovoljavaju njenujednacinu tako da dobijamo da je t = 1
 2 . Zamenjivanjem dobijenevrednosti parametra t dobijamo trazenu tacku
 B
 (
 3
 2,1
 2, 0
 )
 .
 Udaljenost tacke M od ravni β je jednaka intenzitetu vektora−−→MB
 d(M,β) = |−−→MB| =
 √
 (
 1 − 3
 2
 )2
 +
 (
 1 − 1
 2
 )2
 +
 (
 − 1 − 0
 )2
 =
 √6
 2.
 b) Iz jednacine prave l vidimo da prava prolazi kroz tacku L(s, 0,−1) i
 da ima vektor pravca ~l = (0, 2, t). Da bi prava l pripadala ravni β,
 mora i tacka L pripadati ravni β, a vektor pravca ~l prave l mora bitinormalan na vektor normale ~nβ ravni β. Zamenom koordinata tackeL u jednacinu ravni β dobija se
 s = 3.
 Primenom osobina skalarnog proizvoda imamo da je
 ~nβ ⊥ ~l ⇔ ~nβ ·~l = 0 ⇔ 0 − 2 + 2t = 0,
 tako da je trazena vrednost parametra
 t = 1.
 22. Date su prave a : x−11 = y
 −1 = z0 , b : x
 −2 = y−21 = z+1
 1 i
 c : x−1−1 = y−1
 0 = z−32 , ravan α : 4x + y − z − 1 = 0 i tacka P (−1, 1, 5).
 Odrediti koordinate temena trougla ABC ako je tacka A presekprave a i ravni α, tacka B presek prave a i prave b, a tacka Cpripada pravoj c, ima celobrojne koordinate i njeno rastojanjeod tacke P je 5.
 Resenje:
 Iz parametarskog oblika jednacine prave
 a : x = t + 1, y = −t, z = 0
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 i jednacine ravni
 α : 4x + y − z − 1 = 0,
 za t = −1 dobijamo tacku
 A(0, 1, 0).
 Da bismo pronasli koordinate tacke B, potreban nam je i parametarskioblik jednacine prave b koji glasi
 b : x = −2k, y = k + 2, z = k − 1.
 Izjednacavanjem odgovarajucih koordinata iz parametarskog oblika jednacineprave a i parametarskog oblika jednacine prave b, dobijamo k = 1. Za-menom ove vrednosti u jednacinu prave b dobijamo koordinate tacke
 B(−2, 3, 0).
 Da bismo pronasli koordinate tacke C, napisacemo i pravu c u param-etarskom obliku
 c : x = −m + 1, y = 1, z = 2m + 3.
 Intenzitet vektora−−→PC tj. rastojanje tacke C od tacke P jednako je 5,
 odnosno
 |−−→PC| =√
 (−m + 1 + 1)2 + (1 − 1)2 + (2m + 3 − 5)2 =
 =√
 5m2 − 12m + 8 = 5.
 Kvadriranjem navedene jednakosti dobija se jednacina 5m2−12m+8 = 25,cija su resenja m1 = 32
 10 i m2 = −1. Na osnovu uslova zadatka, koordinatetacke C su celobrojne, tako da uzimamo da je m = −1. Zamenom ovevrednost u parametarski oblik jednacine prave c, dobijamo tacku
 C(2, 1, 1).
 23. Date su prave p : x−11 = y−2
 2 = z+33 i q : x−2
 1 = y1 = z+1
 3 .
 a) Naci jednacinu ravni α koja sadrzi pravu p i paralelna je sapravom q.
 b) Naci rastojanje koordinatnog pocetka od prave p.
 Resenje:
 a) Na osnovu uslova zadatka prava p treba da lezi u ravni α, tako daje ~nα ⊥ ~p, a iz uslova da su ravan α i prava q paralelne sledi da je
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50 2. ANALITICKA GEOMETRIJA U PROSTORU
 ~nα ⊥ ~q. Znaci da je vektor normale ravni α kolinearan vektorskomproizvodu vektora ~p i ~q
 ~p × ~q =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k1 2 31 1 3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (3, 0,−1).
 Kako prava p pripada trazenoj ravni, imamo da i tacka P (1, 2,−3)prave p pripada ravni α, tako da je jednacina ravni
 α : 3x − z − 6 = 0.
 b) Prvo cemo napisati jednacinu ravni β koja sadrzi koordinatni pocetakO i normalna je na pravu p. Dakle, O ∈ β, ~nβ = ~p pa je jednacinaravni β
 β : x + 2y + 3z = 0.
 U preseku prave p i ravni β dobicemo tacku O1 - projekciju tacke Ona pravu p. Posto O1 ∈ p njene koordinate su oblika
 p : x = 1 + t, y = 2 + 2t, z = −3 + 3t.
 Zamenom u jednacinu ravni β dobijamo da je t = 27 , pa je trazena
 tacka
 O1
 (
 9
 7,18
 7,−15
 7
 )
 .
 Rastojanje koordinatnog pocetka od prave p je jednako intenzitetuvektora
 −−→OO1
 |−−→OO1| =
 √
 (
 9
 7
 )2
 +
 (
 18
 7
 )2
 +
 (
 −15
 7
 )2
 = 3
 √
 10
 7.
 24. Neka su date ravan α : 3x−4y +2z = 1 i prava p : 1−x2 = − 3y
 2 = z+23 .
 a) Odrediti jednacinu prave q koja pripada ravni α, prolazi krozpresecnu tacku T prave p i ravni α, i normalna je na pravup.
 b) Odrediti jednacinu ravni β koja sadrzi pravu p i normalnaje na ravan α.
 Resenje:
 a) Zamenom x, y i z iz parametarskog oblika jednacine prave p
 x = −2t + 1, y = −2
 3t, z = 3t − 2

Page 51
						

Zbirka resenih zadataka iz Matematike I 51
 u jednacinu ravni α,
 α : 3x − 4y + 2z = 1
 dobija se jednacina 83 t − 1 = 1, cije je resenje t = 3
 4 , tako da trazenatacka ima koordinate
 T (−1
 2,−1
 2,1
 4).
 Vektor pravca prave q je normalan na vektor pravca prave p i navektor normale ravni α, tako da je vektor ~q kolinearan sa njihovimvektorskim proizvodom. Kako je ~p × ~nα = 1
 3 (32, 15, 18) dobijamo
 ~q = (32, 15, 18).
 Konacno, jednacina prave q, koja prolazi kroz tacku T i ima vektor
 pravca ~q, je :x+ 1
 2
 32 =y+ 1
 2
 15 =z− 1
 4
 18 , odnosno
 q :2x + 1
 64=
 2y + 1
 30=
 4z − 1
 72.
 b) Neka je ~nβ vektor normale trazene ravni β. Kako je p ⊂ β i β ⊥ α,sledi da se za vektor normale ravni β moze uzeti vektor pravca praveq, tj.
 ~nβ = (32, 15, 18).
 Kako prava p lezi u trazenoj ravni β, tacka P (−1, 0,−2) prave ppripada i ravni β. Jednacina ravni β koja sadrzi tacku P i ima vektornormale ~nβ je
 32x + 15y + 18z + 68 = 0.
 25. Data je ravan α : 5x − y − z = 2 i prave p : x+12 = y−a
 3 = z+1b i
 q : x1 = y
 2 = z+12 .
 a) Odrediti parametre a i b tako da prava p pripada ravni α.
 b) Naci jednacinu ravni β koja sadrzi pravu q i koja je ortogo-nalna na ravan α.
 Resenje:
 a) Prava p lezi u ravni α ako sve tacke prave p pripadaju ravni α. Tackaprave p je P (−1, a,−1) i ona pripada ravni α ako vazi: 5(−1) − a −(−1) = 2, odnosno
 a = −6.
 Prava p lezi u ravni α ako je vektor pravca te prave, ~p = (2, 3, b)normalan na vektor normale ravni α, ~nα = (5,−1,−1) i ako imajuzajednicku tacku. Na osnovu osobina skalarnog proizvoda imamoda su dva vektora normalna ako je njihov skalarni proizvod jednak
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 nuli: ~p · ~nα = 10− 3− b = 0. Resenje navedene jednacine predstavljatrazenu vrednost parametra, tako da je
 b = 7.
 b) Iz q ⊂ β sledi da mora biti ~q ⊥ ~nβ , gde je ~q = (1, 2, 2), a iz α ⊥ βsledi ~nα ⊥ ~nβ , gde je ~nα = (5,−1,−1.) Vektor normale ravni β, ~nβ
 kolinearan je vektorskom proizvodu vektora ~q i ~nα
 ~q × ~nα =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k1 2 25 −1 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (0, 11,−11) = 11(0, 1,−1),
 tako da mozemo uzeti da je ~nβ = (0, 1,−1).Kako je q ⊂ β, svaka tacka prave q je i tacka ravni β. Uzmimo, naprimer, tacku Q(0, 0,−1) ∈ q. Tada je jednacina ravni
 β : y − z − 1 = 0.
 26. Neka su date ravan α : 5x − y + 2z = 3 i prava p : x−12 = y
 −2 = z+11 .
 a) Odrediti jednacinu prave q koja sadrzi koordinatni pocetaki presecnu tacku T prave p i ravni α.
 b) Odrediti jednacinu ravni β koja sadrzi pravu p i normalnaje na ravan α.
 Resenje:
 a) Jednacina p u parametarskom obliku je p : x = 1+2t, y = −2t, z =−1 + t. Tacku T dobijamo resavajuci sistem koji cine parametarskajednacina prave p i jednacina ravni α. Trazena tacka je
 T (1, 0,−1).
 Kako prava q sadrzi i koordinatni pocetak O(0, 0, 0), imamo da je
 ~q = ~OT = (1, 0,−1) i jednacina prave q je
 q :x
 1=
 y
 0=
 z
 −1.
 b) Iz p ⊂ β sledi ~nβ ⊥ ~p, a iz α ⊥ β sledi ~nβ ⊥ ~nα, tako da cemo ~nβ
 dobiti kao vektorski proizvod ~p i ~nα :
 ~p × ~nα =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k2 −2 15 −1 2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (−3, 1, 8).
 Kako je p ⊂ β onda i T ∈ β, tako da je jednacina trazene ravni
 β : −3x + y + 8z + 11 = 0.
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 27. Date su prave a : x−11 = y
 −1 = z+11 i b : x−1
 2 = y+31 = z−1
 0 i ravanα : 2x + y + z + 1 = 0.
 a) Odrediti jednacinu prave p koja sadrzi tacke A i B, ako jetacka A presek prave a i ravni α, a tacka B je presek pravea i prave b.
 b) Napisati jednacinu ravni γ koja sadrzi srediste duzi AB iparalelna je ravni α.
 Resenje:
 a) Da bismo nasli jednacinu prave p moramo prvo odrediti koordinatetacaka A i B. Za to je potrebno napisati jednacine pravih a i b uparametarskom obliku
 a : x = t + 1, y = −t, z = t − 1,
 b : x = 2k + 1, y = k − 3, z = 1.
 Kako je {A} = a ∩ α, koordinate tacke A se dobijaju zamenjivanjemparametarskog oblika jednacine prave a u jednacinu ravni α. Zat = −1 tacka A ima koordinate
 A(0, 1,−2).
 Koordinate tacke B se dobijaju resavanjem sistema jednacina kojicine parametarski oblik jednacine prave a i parametarski oblik jednacineprave b. Za t = 2, odnosno k = 1, koordinate tacke B su
 B(3,−2, 1).
 Vektor pravca ~p prave p je kolinearan vektoru−−→AB = (3,−3, 3).
 Odavde vidimo da se moze uzeti da je
 ~p = (1,−1, 1).
 Dakle, jednacina prave p je
 p :x
 1=
 y − 1
 −1=
 z + 2
 1.
 b) Obelezimo sa S srediste duzi AB. Koordinate tacke S su
 x =0 + 3
 2=
 3
 2, y =
 1 − 2
 2= −1
 2, z =
 −2 + 1
 2= −1
 2,
 tj.
 S
 (
 3
 2,−1
 2,−1
 2
 )
 .
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 Kako je ravan γ paralelna sa ravni α, vektor normale ravni γ jekolinearan vektoru normale ravni α, tako da mozemo uzeti da je
 ~nγ = ~nα = (2, 1, 1).
 Dalje, jednacina ravni γ je
 γ : 2x + y + z − 2 = 0.
 28. Date su tacke A(2, 2, 3), B(0, 0, 5) i C(1, 4, 4).
 a) Odrediti jednacinu ravni α koja je njima odredena.
 b) U ravni α naci tacku T koja je podjednako udaljena odtacaka A, B i C. (Tacka T je centar opisane kruznice zatrougao ABC.)
 Resenje:
 a) Kako tacke A,B i C pripadaju ravni α, vektor normale ravni α je
 normalan na vektore−−→BA i
 −→CA, gde je
 −−→BA = 2(1, 1,−1), i
 −→CA =
 (1,−2,−1). Vektor normale ravni α je kolinearan sa vektorom
 1
 2
 −−→BA ×−→
 CA =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ~ı ~ ~k1 1 −11 −2 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −3(1, 0, 1).
 Jednacina ravni α koja sadrzi tacku B i normalna je na vektor ~nα =(1, 0, 1) je
 α : x + z − 5 = 0.
 b) Za tacku T (x, y, z) na osnovu uslova zadatka vazi
 |−→AT | = |−→TB|, |−→TB| = |−→TC|, T ∈ α.
 Odnosno,
 √
 (x − 2)2 + (y − 2)2 + (z − 3)2 =√
 x2 + y2 + (z − 5)2,
 √
 x2 + y2 + (z − 5)2 =√
 (x − 1)2 + (y − 4)2 + (z − 4)2,
 x + z − 5 = 0.
 Kvadriranjem i zamenom x = 5 − z dobijamo sistem jednacina:
 (3 − z)2 + (y − 2)2 + (z − 3)2 = (5 − z)2 + y2 + (z − 5)2
 (5 − z)2 + y2 + (z − 5)2 = (4 − z)2 + (y − 4)2 + (z − 4)2.
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 Nakon sredivanja ovog sistema, dobijamo linearan sistem od dvejednacine sa dve nepoznate (−4y + 8z = 28, 4y − 2z = −1) ⇔(x = 1
 2 , y = 2 ∧ z = 92 ), tako da je trazena tacka
 T(1
 2, 2,
 9
 2
 )
 .
 Drugi nacin: Neka su S1, S2 i S3 sredine duzi AB, BC i AC, redom.Tada je
 xS1=
 xA + xB
 2=
 2 + 0
 2= 1,
 yS1=
 yA + yB
 2=
 2 + 0
 2= 1,
 zS1=
 zA + zB
 2=
 3 + 5
 2= 4.
 Dakle, trazena tacka jeS1(1, 1, 4).
 Analogno dobijamo S2
 (
 12 , 2, 9
 2
 )
 i S3(32 , 3, 7
 2 ).Posmatrajmo ravan α1, koja sadrzi tacku S1 i normalna je na vektor−−→AB = −2(1, 1,−1). Kako je vektor normale ravni α1 kolinearan vek-
 toru−−→AB, mozemo uzeti da je ~nα1
 = (1, 1,−1), tako da je jednacinaravni
 α1 : x + y − z + 2 = 0.
 Nadimo sad jednacinu ravni α2, koja sadrzi tacku S2 i normalna jena vektor
 −−→BC = (1, 4,−1). Znaci, imamo da je ~nα2
 = (1, 4,−1), takoda je
 α2 : x + 4y − z − 4 = 0.
 Analogno dobijamo jednacinu ravni α3 koja sadrzi tacku S3 i nor-malana je vektor
 −→AC = (−1, 2, 1). Vektor normale ravni α3 je ~nα3
 =(−1, 2, 1) i ravan je
 α3 : −x + 2y + z − 8 = 0.
 Trazena tacka T (x, y, z) pripada ravnima α1, α2, α3 i α tako da njenekoordinate zadovoljavaju sistem jednacina
 x + y − z + 2 = 0x + 4y − z − 4 = 0
 −x + 2y + z − 8 = 0x + z − 5 = 0.
 Resenje navedenog sistema je x = 12 , y = 2, z = 9
 2 , tako da je trazenatacka
 T(1
 2, 2,
 9
 2
 )
 .
 ( Napomena: Ravan α1 koja sadrzi sredinu duzi AB i normalna je
 na vektor−−→AB je simetralna ravan duzi AB. Analogno imamo da je
 α2 simetralna ravan duzi BC i α3 simetralna ravan duzi AC.)
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 29. Data je prava q : x−2 = y−5
 4 = z−65 i tacka M(2, 6,−3). Naci:
 a) Jednacinu prave p koja sadrzi tacku M i paralelna je sapravom q.
 b) Jednacinu ravni α koja sadrzi prave p i q.
 c) Rastojanje izmedu pravih p i q.
 Resenje:
 a) Kako je p‖q, imamo da je ~p = ~q = (−2, 4, 5). Prava p sadrzi tacku Mi ima vektor pravca ~p, tako da je trazena jednacina
 p :x − 2
 −2=
 y − 6
 4=
 z + 3
 5.
 b) Vektor normale ravni α kolinearan je sa vektorskim proizvodom vek-
 tora ~p i−−→QM = (2, 1,−9), gde je Q(0, 5, 6) ∈ q. Dakle, ~nα =
 (41, 8, 10). Kako tacka Q ∈ α, sledi da je trazena ravan
 α : 41x + 8y + 10z − 100 = 0.
 c) Neka je β ravan koja sadrzi tacku M i normalna je na pravu p. Tadaje ~nβ = ~p, i trazena jednacina ravni je
 β : −2x + 4y + 5z − 5 = 0.
 Nadimo tacku M ′ koja je presek ravni β i prave q. Parametarski oblikjednacine prave q je
 q : x = −2t, y = 5 + 4t, z = 6 + 5t.
 Zamenjivanjem u jednacinu ravni β dobijamo jednacinu 4t+20+16t+30 + 25t− 5 = 0, cije resenje je t = −1. Uvrstavanjem parametra t uparametarski oblik jednacine prave q dobijamo x = 2, y = 1, z = 1,tj. presek prave q i ravni β je
 M ′(2, 1, 1).
 Dakle,
 d(p, q) = |−−−→M ′M | =√
 (2 − 2)2 + (6 − 1)2 + (−3 − 1)2 =√
 41.
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 M’nβ
 q
 M d
 p
 β
 Zadaci za samostalni rad
 1. Izracunati visinu piramide iz vrha S ako su temena piramide A(3, 5, 3),B(−2, 11,−5), C(1,−1, 4) i S(0, 6, 4).
 Rezultat:
 HS = 3.
 2. Date su tri ravni. Ravan α je normalna na vektor (λ + 3, 1, 3λ + 3) isadrzi tacku A(−1, 0, 1). Ravan β je normalna na vektor (2, λ, 2) i sadrzitacku B(0, 2, 0). Ravan γ je normalna na vektor (3, 1, λ+3) i sadrzi tackuC(1,−1, 0).
 a) Napisati jednacine ravni α, β i γ.
 b) Za koju vrednost parametra λ ce se te tri ravni seci u jednoj tacki?
 c) Naci tacku D tako da cetvorougao ABCD bude paralelogram.
 Rezultat:
 a) α : (λ + 3)x + y + (3λ + 3)z − 2λ = 0.β : 2x + λy + 2z − 2λ = 0.γ : 3x + y + (λ + 3)z − 2 = 0.
 b) λ 6= 0, λ 6= 1, λ 6= 2.
 c) D(0,−3, 1).
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 3. Napisati jednacinu ravni α koja sadrzi koordinatni pocetak O(0, 0, 0) ipravu preseka ravni β : 4x − y + 3z − 1 = 0 i γ : x − 5y − z − 2 = 0.
 Rezultat:
 α : 7x + 3y + 7z = 0.
 4. Date su tacke A(2, 2, 3), B(2,−1, 0) i P (1, 2, 2). Naci udaljenost tacke Pod prave odredene tackama A i B.
 Rezultat:
 d(P, p) =√
 62 .
 5. Odrediti parametar a tako da prava p : x−12 = y−1
 3 = z−3a bude paralelna
 sa ravni α : x − 2y + z − 5 = 0 i naci njihovo rastojanje.
 Rezultat:
 a = 4, d(p, α) =√
 62 .
 6. Prava p je data presekom ravni α : x − 2z − 3 = 0 i β : y − 2z = 0.
 a) Odrediti tacku T koja je presek prave p i ravni γ : x+3y− z +4 = 0.
 b) Naci jednacinu prave q koja sadrzi tacku T, lezi u ravni γ i normalnaje na pravu p.
 Rezultat:a) T (1,−2,−1).
 b) q : x−15 = y+2
 −3 = z+1−4 .
 7. Kroz tacku Q(2,−3, 0) postaviti pravu q koja je paralelna sa ravni α :2x + y − z + 5 = 0 i koja sece pravu p : x
 1 = y+42 = z−5
 −1 .
 Rezultat:
 q : x−20 = y+3
 1 = z1 .
 8. Date su ravni α : Ax + 3y + 4z − 4 = 0, β : x + By + Cz = 0 iγ : 2x − y + z = D.
 a) Odrediti A,B,C i D tako da se ravni α, β i γ seku u tacki T (1, 0, 1)i da je ravan β normalna na ravan γ.
 b) Naci pravu p koja je presek ravni β i γ.
 Rezultat:a) A = 0, B = 1, C = −1, D = 3.
 b) p : x−10 = y
 −3 = z−1−3 .
 9. Date su ravan α : 2x−y−z = 0, prava b : x−p1 = y
 2 = z−2q i tacke A(a, 2, 4)
 i B(0, 0, 2).
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 a) Odrediti parametar a tako da tacka A pripada ravni α.
 b) Odrediti parametre p i q tako da prava b lezi u ravni α.
 c) Odrediti jednacinu ravni β koja sadrzi tacku B i pravu b.
 d) Odrediti tacku C koja pripada ravni β i cija je projekcija na ravan αtacka A.
 Rezultat:a) a = 3.
 b) p = 1, q = 0.
 c) z − 2 = 0.
 d) C(7, 0, 2).
 10. Data je prava p : x−11 = y−3
 −1 = z−s3 i ravan α : mx + 2y + z − 7 = 0.
 a) Odrediti parametre s i m tako da prava p pripada ravni α.
 b) Kroz pravu p postaviti ravan β normalnu na ravan α.
 Rezultat:a) s = 2; m = −1.
 b) β : 7x + 4y − z − 17 = 0.
 11. Date su tacka B(2, 13,−9), i prava p : x−30 = y−12
 4 = z+2−3 . Ako je A(a, 8, c)
 tacka prave p odrediti tacku C te prave tako da trougao ABC bude jed-nakokraki sa osnovicom AC.
 Rezultat:
 A(3, 8, 1), C(3, 24,−11).
 12. Napisati jednacinu prave p koja prolazi kroz tacku A(1,−5, 3) i sa x−osomi y−osom zaklapa redom uglove π
 3 i π4 .
 Rezultat:
 p : x−11 = y+5√
 2= z−3
 ±1 .
 13. Naci zajednicku normalu n za mimoilazne prave p : x+13 = y−1
 2 = z+2−3 i
 q : x−14 = y
 −2 = z−3−1 .
 Rezultat:
 n : x+38 =
 y+ 331
 9 =z− 44
 31
 14 .
 14. Date su prave p : x−13 = y−2
 m = z−1 i q : x+3
 1 = y+13 = z−3
 −2 . Naci vrednostparametra m tako da prave p i q pripadaju istoj ravni α, a zatim nacitacku T1 simetricnu tacki T (3, 4, 11) u odnosu na ravan α.
 Rezultat:
 m = 0, α : 3x + 5y + 9z − 13 = 0, T1(−3,−6,−7).
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3
 Kompleksni brojevi
 • Kompleksan broj je izraz oblika x + yi, gde je x, y ∈ R, a i je imagi-narna jedinica za koju vazi
 i2 = −1.
 Ako je z = x + yi, tada je x realni deo kompleksnog broja z, stooznacavamo Re(z) = x, a y je imaginarni deo kompleksnog broja z,u oznaci Im(z) = y.
 • Na osnovu definicije imaginarne jedinice, za k ∈ Z sledi
 i4k = 1, i4k+1 = i, i4k+2 = −1, i4k+3 = −i.
 • Dva kompleksna broja z1 i z2 su jednaka ako i samo ako je Re(z1) =Re(z2) i Im(z1) = Im(z2).
 • Kompleksan broj z = x−yi je konjugovan kompleksnom broju z = x+yi.
 Primetimo da vazi
 Re(z) =z + z
 2, Im(z) =
 z − z
 2i, ¯z = z.
 • Kompleksan broj x + yi odreden je parom realnih brojeva (x, y) i nataj nacin se svakom kompleksnom broju moze jednoznacno dodeliti jednatacka P (x, y) ravni i obrnuto, svakoj tacki kompleksan broj. Ta ravan sezove kompleksna ravan ili Gausova ravan ili z-ravan, x-osa se zove realnaosa, a y-osa imaginarna osa.
 Ako je P (x, y) tacka kompleksne ravni koja odgovara kompleksnom brojux + yi, onda se intenzitet radijus vektora tacke P (x, y) naziva moduokompleksnog broja z (u oznaci |z|), a ugao koji OP zaklapa sa poz-itivnim smerom x-ose se naziva argument kompleksnog broja z (uoznaci arg(z) = ϕ).
 61
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 Svakom kompleksnom broju z 6= 0 odgovara samo jedna vrednost ϕ izintervala (−π, π] i tu vrednost nazivamo glavna vrednost argumenta.
 r
 Y
 O
 P(x,y)
 y
 x X
 ϕ
 Ako je z = x + yi, r = |z| i arg(z) = ϕ, onda ocigledno vazi
 x = r cos ϕ, y = r sin ϕ, r =√
 x2 + y2,
 pa kompleksan broj z mozemo zapisati
 z = r(cos ϕ + i sin ϕ),
 sto zovemo trigonometrijskim oblikom kompleksnog broja z.
 Napomenimo da za argument kompleksnog broja z = x+yi vazi i jednacina
 tgϕ =y
 x,
 pri cemu ona ima dva resenja na intervalu (−π, π]. Argument arg(z) = ϕbiramo u zavisnosti od znaka x i y, odnosno od toga u kom kvadrantu senalazi tacka P (x, y) koja odgovara kompleksnom broju z.
 • Na osnovu Ojlerove (Euler) formule cos ϕ + i sin ϕ = eϕi, dobijamo ek-sponencijalni oblik kompleksnog broja
 z = reϕi.
 Eksponencijalni oblik konjugovano kompleksnog broja je z = re−ϕi.
 Na osnovu Ojlerove formule vazi
 cos ϕ =eϕi + e−ϕi
 2, sin ϕ =
 eϕi − e−ϕi
 2i.
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 Operacije u skupu kompleksnih brojeva
 Neka su dati kompleksni brojevi
 z = x + yi = r(cos ϕ + i sin ϕ) = reϕi,
 zk = xk + yki = rk(cos ϕk + i sin ϕk) = rkeϕki, k = 1, 2.
 • Tada jez1 ± z2 = (x1 ± x2) + (y1 ± y2)i,
 z1 · z2 = (x1 · x2 − y1 · y2) + (x1 · y2 + y1 · x2)i =
 = r1r2(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)) = r1r2e(ϕ1+ϕ2)i,
 z1
 z2=
 x1 + y1i
 x2 + y2i· x2 − y2i
 x2 − y2i=
 (x1 · x2 + y1 · y2) + (y1 · x2 − x1 · y2)i
 x22 + y2
 2
 =
 =r1
 r2(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)) =
 r1
 r2e(ϕ1−ϕ2)i,
 • Za proizvod i kolicnik kompleksnih brojeva z1 i z2 vazi
 |z1 · z2| = |z1| · |z2|, arg(z1 · z2) = arg(z1) + arg(z2) = ϕ1 + ϕ2,
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 z1
 z2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =|z1||z2|
 , arg
 (
 z1
 z2
 )
 = arg(z1) − arg(z2) = ϕ1 − ϕ2.
 • Sabiranje komleksnog broja z1 = x1 + y1i sa kompleksnim brojem z2 =x2 + y2i predstavlja translaciju vektora z1 za radijus vektor tacke kojaodgovara broju z2.
 Mnozenje kompleksnog broja z sa realnim brojem a 6= 0 (arg(a) = 0)geometrijski predstavlja homotetiju sa centrom u koordinatnom pocetkui koeficijentom a.
 Mnozenje kompleksnog broja z kompleksnim brojem ciji je moduo jednakjedinici (broj oblika eϕi), geometrijski predstavlja rotaciju oko koordi-natnog pocetka za ugao ϕ.
 • Za stepenovanje kompleksnih brojeva koristimo binomnu formulu
 zn = (x + yi)n =
 n∑
 k=0
 (
 n
 k
 )
 xn−k (yi)k,
 a za kompleksan broj zapisan u trigonometrijskom ili eksponencijalnomobliku Moavrovu (Moivre) formulu:
 zn = rn(cos nϕ + i sin nϕ) = rnenϕi.
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 • Neka je n ∈ N. Broj w je n-ti koren kompleksnog broja z ako je wn = z.Tada je w = n
 √z. Na osnovu Moavrove formule vazi
 w = n√
 z = n√
 r
 (
 cosϕ + 2kπ
 n+ i sin
 ϕ + 2kπ
 n
 )
 = n√
 r eϕ+2kπ
 n i,
 k = 0, 1, . . . n − 1,
 sto znaci da n-ti koren kompleksnog broja z (z 6= 0) ima n razlicitihvrednosti. Geometrijski, predstavljeni u kompleksnoj ravni, n vrednosti n-tog korena kompleksnog broja z, obrazuju temena pravilnog n-tougla kojije upisan u kruznicu sa centrom u koordinatnom pocetku, poluprecnikan√
 r.
 Zadaci
 1. Ako je z1 = 2 + i, z2 = 3 − 2i i z3 = −1
 2+
 √3
 2i, izracunati
 a) |3z1 − 4z2|. b) z31 − 3z2
 1 + 4z1 − 8.
 c) (z3)4. d)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2z2 + z1 − 5 − i
 2z1 − z2 + 3 − i
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2
 .
 Resenje:
 a)|3z1 − 4z2| = |3(2 + i) − 4(3 − 2i)| = |6 + 3i − 12 + 8i| =
 = | − 6 + 11i| =√
 (−6)2 + (11)2 =√
 157.
 b)z31 − 3z2
 1 + 4z1 − 8 = (2 + i)3 − 3(2 + i)2 + 4(2 + i) − 8 =
 = 23 + 3 · (2)2i + 3 · 2i2 + i3 − 3(4 + 4i + i2) + 8 + 4i − 8 =
 = 8 + 12i − 6 − i − 12 − 12i + 3 + 8 + 4i − 8 = −7 + 3i.
 c)
 (z3)4 =
 (
 −1
 2+
 √3
 2i
 )4
 =
 (
 −1
 2−
 √3
 2i
 )4
 =
 (
 −1
 2−
 √3
 2i
 )2
 2
 =
 =
 [
 1
 4+
 √3
 2i +
 3
 4i2
 ]2
 =
 (
 −1
 2+
 √3
 2i
 )2
 =1
 4−
 √3
 2i +
 3
 4i2 = −1
 2−
 √3
 2i.
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 d)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2z2 + z1 − 5 − i
 2z1 − z2 + 3 − i
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2(3 − 2i) + (2 + i) − 5 − i
 2(2 − i) − (3 − 2i) + 3 − i
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 3 − 4i
 4 − i
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2
 =
 =|3 − 4i|2|4 − i|2 =
 (√
 32 + (−4)2)2
 (√
 42 + (−1)2)2=
 25
 17.
 2. Predstaviti u trigonometrijskom i eksponencijalnom obliku kom-pleksne brojeve
 z1 = 1 +√
 3i, z2 = −2 + 2i, z3 = −1 −√
 3i, z4 =√
 3 − i,
 z5 = 2, z6 = −3, z7 = 2i, z8 = −i,
 a zatim izracunati z1 + z2 i z1 − z2. Brojeve z1 · z2 iz1
 z2predstaviti
 u trigonometrijskom i eksponencijalnom obliku.
 Resenje:
 Kako je r1 = |z1| =√
 12 + (√
 3)2 =√
 4 = 2, imamo
 z1 = 2
 (
 1
 2+
 √3
 2i
 )
 =
 = 2(cos ϕ1 + i sin ϕ1) tj.
 cos ϕ1 =1
 2, sinϕ1 =
 √3
 2,
 znaciϕ1 =
 π
 3,
 3
 y
 x
 2
 160
 o
 31+ i
 pa je z1 = 2(cos π3 + i sin π
 3 ) = 2eπ3 i.
 Moduo kompleksnog broja z2 = −2 + 2i je r2 = |z2| =√
 (−2)2 + 22 =
 2√
 2. Kako je
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 cos ϕ2 = − 2
 2√
 2, sinϕ2 =
 2
 2√
 2,
 sledi ϕ2 =3π
 4, tj.
 z2 = 2√
 2
 (
 cos3π
 4+ i sin
 3π
 4
 )
 =
 = 2√
 2 e3π4 i.
 y
 x
 2
 −2
 −2+2i
 22
 135o
 Analogno rezonujuci i vodeci racuna da se glavni argument arg(z) kom-pleksnog broja nalazi u intervalu (−π, π], dobijamo
 z3 = −1 −√
 3i = 2(cos(− 2π3 ) + i sin(− 2π
 3 )) = 2 e−2π3 i,
 z4 =√
 3 − i = 2(cos(−π6 ) + i sin(−π
 6 )) = 2 e−π6 i,
 z5 = 2 = 2(cos 0 + i sin 0) = 2 e0·i,
 z6 = −3 = 3(cos π + i sin π) = 3 eπi,
 z7 = 2i = 2(cos π2 + i sin π
 2 ) = 2 eπ2 i,
 z8 = −i = cos(−π2 ) + i sin(−π
 2 )) = e−π2 i.
 Zbir i razlika kompleksnih brojeva z1 i z2 dati su sa
 z1 + z2 = (1 +√
 3i) + (−2 + 2i) = (1 − 2) + (2 +√
 3)i = −1 + (2 +√
 3)i,
 z1 − z2 = (1 +√
 3i) − (−2 + 2i) = (1 + 2) + (√
 3 − 2)i = 3 + (√
 3 − 2)i.
 Proizvod i kolicnik kompleksnih brojeva z1 i z2 su dati sa
 z1 · z2 = (1 +√
 3i) · (−2 + 2i) = −2 − 2√
 3 + (2 − 2√
 3)i,
 z1 · z2 = 2 · 2√
 2(cos(π3 + 3π
 4 ) + i sin(π3 + 3π
 4 )) =
 = 4√
 2(cos 13π12 + i sin 13π
 12 ) =
 = 4√
 2(cos(− 11π12 ) + i sin(− 11π
 12 )) = 4√
 2 e−11π12 i,
 z1
 z2=
 1 +√
 3i
 −2 + 2i· −2 − 2i
 −2 − 2i=
 1
 8(−2 + 2
 √3 + (−2
 √3 − 2)i) =
 =1
 4(√
 3 − 1 − (√
 3 + 1)i),
 z1
 z2= 2
 2√
 2(cos(π
 3 − 3π4 ) + i sin(π
 3 − 3π4 )) =
 =√
 22 (cos(− 5π
 12 ) + i sin(− 5π12 )) =
 √2
 2 e−5π12 i.
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 3. Izracunati vrednost izrazaz1 + z2
 1 + z1z2ako je z1 = i i z2 =
 1 + i√2
 .
 Resenje:
 Zamenjujuci z1 i z2 i primenjujuci pravila za mnozenje i deljenje komplek-snih brojeva, dobijamo
 z1 + z2
 1 + z1z2=
 i + 1+i√2
 1 + i · 1+i√2
 =1 + (
 √2 + 1)i√
 2 − 1 + i=
 =1 + (
 √2 + 1)i√
 2 − 1 + i·√
 2 − 1 − i√2 − 1 − i
 =2√
 2
 4 − 2√
 2=
 √2
 2 −√
 2· 2 +
 √2
 2 +√
 2=
 √2 + 1.
 4. Odrediti kompleksan broj z koji se nalazi u prvom kvadrantu izadovoljava uslove |z| = 5 i Im(z) = Re(z) − 1.
 Resenje:
 Neka je trazeni kompleksni broj z oblika z = x + yi. Iz uslova zadatkadobijamo dve jednacine
 √
 x2 + y2 = 5, y = x − 1.
 Kvadriranjem prve jednacine i zamenom y iz druge jednacine, dobijamokvadratnu jednacinu
 x2 + (x − 1)2 = 25,
 cija su resenja x = 4 i x = −3. Po uslovu zadatka, trazeni broj se nalazi uprvom kvadrantu, tako da je x = 4, tj. z = 4 + 3i.
 5. Odrediti kompleksan broj z iz uslova
 (2 + i)3 + 2Re
 (
 z + 1
 2
 )
 − iIm
 (
 2 + z
 1 − i
 )
 + z = 5 + 5i.
 Resenje:
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 Neka je z = x + yi. Tada sledi
 Re
 (
 z + 1
 2
 )
 = Re
 (
 x − yi + 1
 2
 )
 =x + 1
 2,
 Im
 (
 2 + z
 1 − i
 )
 = Im
 (
 2 + x + yi
 1 − i
 )
 = Im
 (
 (2 + x + yi)(1 + i)
 2
 )
 =
 =2 + x + y
 2,
 (2 + i)3 = 23 + 3 · 22i + 3 · 2i2 + i3 = 2 + 11i.
 Kada ove vrednosti zamenimo u uslov zadatka, dobijamo
 2 + 11i + 2x + 1
 2− i
 2 + x + y
 2+ x − iy = 5 + 5i,
 tj.
 3 + 2x +
 (
 10 − x + 3y
 2
 )
 i = 5 + 5i.
 Izjednacavanjem realnog dela kompleksnog broja na levoj strani jednakostisa realnim delom kompleksnog broja na desnoj strani jednakosti, i iz-jednacavanjem njihovih imaginarnih delova dobijaju se jednacine
 3 + 2x = 5, x + 3y = 10,
 cijim resavanjem dobijamo x = 1 i y = 3. Dakle,
 z = 1 + 3i.
 6. U skupu kompleksnih brojeva resiti jednacinu
 z Re(z − 1) − 2 Im( z − 1
 1 + i
 )
 = −i.
 Resenje:
 Neka je z = x + yi. Onda je njemu konjugovano kompleksni broj dat saz = x − yi i vazi
 z − 1 = x − 1 + yi,
 z − 1
 1 + i=
 z − 1
 1 + i· 1 − i
 1 − i=
 z − zi − 1 + i
 2=
 =x − yi − (x − yi)i − 1 + i
 2=
 x − y − 1
 2+
 1 − x − y
 2i.
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 Tako smo dobili da je Re(z − 1) = x − 1 i Im( z − 1
 1 + i
 )
 =1 − x − y
 2.
 Kada to zamenimo u datu jednacinu, imamo
 (x + yi)(x − 1) − (1 − x − y) = −i, tj.
 x2 + y − 1 + (xy − y)i = −i.
 Izjednacavajuci odgovarajuce realne delove i odgovarajuce imaginarne de-love dobijamo jednacine
 x2 + y − 1 = 0, xy − y = −1.
 Iz druge jednacine sledi
 y(x − 1) = −1 tj. y = − 1
 x − 1, (x 6= 1).
 Zamenom u prvu jednacinu dobijamo
 x2 − 1
 x − 1− 1 = 0, odnosno x(x2 − x − 1) = 0.
 Resenja ove jednacine su
 x1 = 0, x2 =1 +
 √5
 2, x3 =
 1 −√
 5
 2.
 Odatle je
 y1 = 1, y2 =−1 −
 √5
 2, y3 =
 −1 +√
 5
 2
 i tako smo dobili da polazna jednacina ima tri resenja
 z1 = i, z2 =1 +
 √5
 2(1 − i), z3 =
 1 −√
 5
 2(1 − i).
 7. U polju kompleksnih brojeva resiti jednacinu
 |z − 5i + 1| + i · Im(2(z − 3z)
 3i
 )
 = 9 − 8i.
 Resenje:
 Predstavimo kompleksan broj z u obliku z = x + yi. Tada sledi
 |z − 5i + 1| = |x + 1 + (y − 5)i| =√
 (x + 1)2 + (y − 5)2.
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 Kako je1
 i= −i, vazi
 Im(2(z − 3z)
 3i
 )
 = Im(
 − i2(−2x + 4yi)
 3
 )
 = Im(4
 3(2y + xi)
 )
 =4
 3x,
 pa se polazna jednacina moze napisati u obliku
 √
 (x + 1)2 + (y − 5)2 +4
 3xi = 9 − 8i.
 Na osnovu jednakosti kompleksnih brojeva imamo
 √
 (x + 1)2 + (y − 5)2 = 9,4
 3x = −8.
 Resavajuci ovaj sistem jednacina dobijamo
 x = −6, y1 = 5 + 2√
 14, y2 = 5 − 2√
 14.
 Dakle, resenja polazne jednacine su kompleksni brojevi
 z1 = −6 + (5 + 2√
 14)i i z2 = −6 + (5 − 2√
 14)i.
 8. Naci sve kompleksne brojeve z koji zadovoljavaju uslov
 z = z3.
 Resenje:
 Kada kompleksan broj z predstavimo u obliku z = x + yi, uslov z = z3
 glasix − yi = (x + yi)3,
 tj.x − yi = x3 + 3x2yi − 3xy2 − y3i.
 Na osnovu jednakosti kompleksnih brojeva dobijamo sistem jednacina
 x(x2 − 3y2 − 1) = 0, y(y2 − 3x2 − 1) = 0,
 cijim resavanjem dobijamo trazene kompleksne brojeve
 z = 0, z = 1, z = −1, z = i, z = −i.
 Zadatak se moze resiti i na drugi nacin.Kako je |z| = |z|, iz uslova zadatka imamo |z| = |z|3, iz cega sledi |z| =|z|3, pa je |z| = 0 ili |z| = 1. Iz |z| = 0 sledi z = 0, a iz |z| = 1, naosnovu Moavrove formule imamo da vazi z = z−1. Sada uslov zadatka
 glasi1
 z= z3, tj. z = 4
 √1 i odatle dobijamo ostala cetiri resenja.
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 9. a) Odrediti brojeve z1 i z2 iz uslova
 z1 + z2 = 6 + 3i, iz1 +z2
 i= 11 − 4i.
 b) Na pravoj koju odreduju brojevi z1 i z2 naci tacku z3 koja senalazi sa one strane tacke z1 sa koje je z2, tako da rastojanjetacke z3 od z1 bude 15.
 Resenje:
 a) Neka je z1 = x1 + y1i i z2 = x2 + y2i. Kako je1
 i= −i, uslovi
 postavljeni u zadatku imaju oblik:
 x1 + y1i + x2 − y2i = 6 + 3i, i(x1 − y1i) − i(x2 + y2i) = 11 − 4i,
 tj.
 x1 + x2 + (y1 − y2)i = 6 + 3i, y1 + y2 + (x1 − x2)i = 11 − 4i.
 Odatle sledi
 x1 + x2 = 6, y1 − y2 = 3, y1 + y2 = 11, x1 − x2 = −4.
 Resavanjem ovog sistema jednacina dobijamo trazene kompleksne brojeve:
 z1 = 1 + 7i, z2 = 5 + 4i.
 b) Kako je z2 − z1 = 4 − 3i, sledi
 |z2 − z1| = 5.
 Da bi se dobila tacka z3 koja senalazi na rastojanju od tacke z1
 koje je 3 puta duze od rastojanjatacaka z1 i z2, potrebno je prvotranslirati duz z1z2 za vektor−−→z1O tako da se tacka z1 slika ukoordinatni pocetak. Komplek-san broj koji smo na taj nacin do-bili je z2 − z1. Tacku z′3, za kojutreba da vazi |z′3| = 15, cemo do-biti na sledeci nacin:
 z3z2−z1
 z,3
 z1
 2z
 y
 x
 |z′3| = 3 · |z2 − z1|.
 Iz toga slediz′3 = 3(z2 − z1) = 12 − 9i.
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 Trazenu tacku z3 dobijamo translirajuci duz−−→Oz′3 za vektor
 −−→Oz1, tj.
 z3 = z′3 + z1 = 13 − 2i.
 10. Kompleksan broj z, z 6= 0 zadovoljava jednacinu
 z
 z+
 z
 z+ 4
 (1
 z+
 1
 z
 )
 = 2.
 a) Naci vezu koja postoji izmedu realnog i imaginarnog delakompleksnog broja z.
 b) Naci kompleksne brojeve z1 i z2 koji ispunjavaju uslov poda) i Re(z) = 2.
 c) Za z1 i z2 odredjene pod b) naci kompleksan broj z3 takav datrougao z1z2z3 bude jednakokraki sa osnovicom z1z2, povrsine8 i Re(z3) > 0.
 Resenje:
 a) Neka je z = x + yi. Tada imamo
 x + yi
 x − yi+
 x − yi
 x + yi+ 4
 ( 1
 x + yi+
 1
 x − yi
 )
 = 2 / · (x − yi)(x + yi)
 tj.(x + yi)2 + (x − yi)2 + 4(x − yi + x + yi) = 2(x2 + y2).
 Iz prethodne jednakosti sledi veza realnog i imaginarnog dela kompleksnogbroja z:
 y2 = 2x.
 b) Kada je Re(z) = x = 2, na osnovu zadatka pod a) imamo y2 = 4.Tako dobijamo dva resenja: y1 = 2, y2 = −2, tj.
 z1 = 2 + 2i, z2 = 2 − 2i.
 c) Duzina osnovice z1z2 je
 a = 4. Posto je P =ah
 2= 8,
 sledi h = 4, pa je
 z3 = 6.
 1z
 2z
 z3
 y
 x2
 6
 2i
 −2i
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 11. Odrediti(
 √6 −
 √2i
 2 − 2i
 )2000
 .
 Resenje:
 Oznacimo sa z1 i z2 kompleksne brojeve z1 =√
 6 −√
 2i i z2 = 2 − 2i.Tada je
 z =(z1
 z2
 )2000
 =z20001
 z20002
 .
 Izracunacemo prvo z20001 i z2000
 2 . Moduo i argument kompleksnog broja z1
 su dati sa
 r1 =
 √
 (√
 6)2 + (√
 2)2 =√
 8,
 cos ϕ1 =
 √6√8, sin ϕ1 =
 −√
 2√8
 ⇒ ϕ1 = −π
 6,
 tj.
 z1 =√
 8(
 cos(
 − π
 6
 )
 + i sin(
 − π
 6
 ))
 .
 Tada je
 z20001 = (
 √8)2000
 (
 cos(
 − 2000π6
 )
 + i sin(
 − 2000π6
 ))
 =
 = 81000(
 cos(
 − 333 2π6
 )
 + i sin(
 − 333 2π6
 ))
 =
 = 81000(
 cos(
 2π3
 )
 + i sin(
 2π3
 ))
 = 81000(
 − 12 +
 √3
 2 i)
 .
 Moduo i argument kompleksnog broja z2 su dati sa
 r2 =√
 22 + (−2)2 =√
 8,
 cos ϕ2 =2√8, sin ϕ2 =
 −2√8
 ⇒ ϕ2 = −π
 4,
 pa sledi
 z2 =√
 8(
 cos(
 − π
 4
 )
 + i sin(
 − π
 4
 ))
 .
 Tada je
 z20002 = (
 √8)2000
 (
 cos(
 − 2000π4
 )
 + i sin(
 − 2000π4
 ))
 =
 = 81000(
 cos(−500π) + i sin(−500π))
 =
 = 81000(
 cos 0 + i sin 0)
 = 81000.
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 Konacno dobijamo
 z20001
 z20002
 =81000
 (
 − 12 +
 √3
 2 i)
 81000= −1
 2+
 √3
 2i.
 12. Koristeci trigonometrijski oblik kompleksnog broja, izraziti cos 4xpreko cos x, tg4x preko tgx i pomocu dobijenih veza izracunati
 cosπ
 12i sin
 π
 12.
 Resenje:
 Da bismo izrazili cos 4x preko cos x, koristicemo Moavrovu formulu zastepenovanje kompleksnog broja u trigonometrijskom obliku:
 (cos x + i sin x)4 = cos 4x + i sin 4x.
 Stepenujuci levu stranu jednakosti pomocu binomne formule, dobijamo
 cos4 x + 4i cos3 x sinx + 6i2 cos2 x sin2 x + 4i3 cos x sin3 x + i4 sin4 x =
 = cos 4x + i sin 4x. (3.1)
 Kada izjednacimo realne delove u (3.1), dobijamo
 cos4 x − 6 cos2 x sin2 x + sin4 x = cos 4x, (3.2)
 tj.
 cos 4x = cos4 x−6 cos2 x(1−cos2 x)+(1−cos2 x)2 = 8 cos4 x−8 cos2 x+1.
 Za drugi deo zadatka, potrebno je izjednaciti i imaginarne delove u (3.1):
 sin 4x = 4 cos3 x sin x − 4 cos x sin3 x. (3.3)
 Iz (3.2) i (3.3) sledi
 tg4x =sin 4x
 cos 4x=
 4 cos3 x sin x − 4 cos x sin3 x
 cos4 x − 6 cos2 x sin2 x + sin4 x.
 Kada imenilac i brojilac prethodnog izraza podelimo sa cos4 x dobijamo
 tg4x =4tgx − 4tg3x
 1 − 6tg2x + tg4x.
 Za izracunavanje cosπ
 12koristicemo (3.2):
 cos(
 4 · π
 12
 )
 = 8 cos4π
 12− 8 cos2
 π
 12+ 1,
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 dok sa druge strane imamo
 cos(
 4 · π
 12
 )
 = cosπ
 3=
 1
 2.
 Izjednacavanjem ova dva izraza dobijamo
 8 cos4π
 12− 8 cos2
 π
 12+ 1 =
 1
 2.
 Uvodenjem smene cos2π
 12= t, prethodna bikvadratna jednacina se svodi
 na kvadratnu jednacinu:
 8t2 − 8t +1
 2= 0.
 Resenja ove kvadratne jednacine su t1/2 =2 ±
 √3
 4. Kako je 0 <
 π
 12<
 π
 3i funkcija cos x opadajuca za x ∈ [0, π/3] , imamo cos 0 > cos
 π
 12>
 cosπ
 3, odnosno 1 > cos
 π
 12>
 1
 2. Kako je
 √
 2 −√
 3
 2<
 1
 2, sledi
 cosπ
 12=
 √
 2 +√
 3
 2.
 Koristeci cinjenicu da je sinπ
 12> 0 i osnovnu trigonometrijsku vezu, do-
 bijamo
 sinπ
 12=
 √
 1 − cos2π
 12=
 √
 2 −√
 3
 2.
 13. Dokazati identitete
 a) sin3 x =3
 4sin x − 1
 4sin 3x, b) cos4 x =
 1
 8cos 4x +
 1
 2cos 2x +
 3
 8.
 Resenje:
 Za dokazivanje datih identiteta koristicemo Ojlerove veze.a)
 sin3 x =
 (
 exi − e−xi
 2i
 )3
 =(exi − e−xi)3
 8i3=
 = − 1
 8i(e3xi − 3e2xie−xi + 3exie−2xi − e−3xi) =
 = − 1
 8i(e3xi − 3exi + 3e−xi − e−3xi) =
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 =3
 4
 (
 exi − e−xi
 2i
 )
 − 1
 4
 (
 e3xi − e−3xi
 2i
 )
 =3
 4sin x − 1
 4sin 3x,
 b)
 cos4 x =
 (
 exi + e−xi
 2
 )4
 =(exi + e−xi)4
 16=
 =1
 16(e4xi + 4e3xie−xi + 6e2xie−2xi + 4exie−3xi + e−4xi) =
 =1
 16(e4xi + 4e2xi + 6 + 4e−2xi + e−4xi) =
 =1
 8
 (
 e4xi + e−4xi
 2
 )
 +1
 2
 (
 e2xi + e−2xi
 2
 )
 +3
 8=
 =1
 8cos 4x +
 1
 2cos 2x +
 3
 8.
 14. Izracunati√
 z ako se zna da je
 2
 i
 (
 z(2 − i) +3√
 3
 2
 )
 = −3(1 + 2√
 3 + 2i).
 Resenje:
 Neka je z = x + yi. Znajuci da je1
 i= −i, imamo
 −2i(
 2x + y − xi + 2yi +3√
 3
 2
 )
 = −3(1 + 2√
 3 + 2i),
 tj.−2x + 4y − (4x + 2y + 3
 √3)i = −6
 √3 − 3 − 6i.
 Na osnovu jednakosti kompleksnih brojeva dobijamo sistem jednacina
 2x − 4y = 6√
 3 + 3, 4x + 2y = 6 − 3√
 3,
 cije je resenje x =3
 2, y = −3
 √3
 2. Dakle,
 z =3
 2− 3
 √3
 2i
 Eksponencijalni oblik broja z je 3e−π3 i, tako da je kvadratni koren kom-
 pleksnog broja z :
 √z =
 √
 3 e−π3 i =
 √3 e
 −π/3+2kπ2 i =
 √3 e(−π
 6 +kπ)i, k = 0, 1.
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 Prema tome, trazena resenja su
 z0 =√
 3 e−π6 i =
 3
 2−
 √3
 2i, z1 =
 √3 e
 5π6 i = −3
 2+
 √3
 2i.
 15. a) Odrediti kompleksan broj z1 iz uslova
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 z1 1 z1
 0 −1 21 2 + i i
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 2 − 8i.
 b) Kompleksan broj z1 odredjen pod a) napisati u eksponenci-jalnom i trigonometrijsko obliku, a zatim odrediti 5
 √z1.
 c) Ako je z2 resenje jednacine
 (1 + i)3(3 − i) + iIm(z2 + 2i
 2
 )
 + z2 = −2 + 12i,
 predstaviti u kompleksnoj ravni skup tacaka z koji zadovo-ljava nejednakost
 |z1| < |z −√
 2 i| < |z2|.
 Resenje:
 a) Neka je z1 = x + yi. Tada (videti poglavlje 5)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 z1 1 z1
 0 −1 21 2 + i i
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −z1i + 2 + z1 − 2z1(2 + i) =
 = 2 − 3x + 3y − (3x + 5y)i.
 Kako je po uslovu zadatka ova determinanta jednaka sa 2−8i, izjednacavanjemrealnih i imaginarnih delova dobija se sistem jednacina
 2 − 3x + 3y = 2, −3x − 5y = −8,
 cije je resenje x = 1, y = 1. Dakle, trazeni broj z1 je
 z1 = 1 + i. (3.4)
 b) Da bismo broj z1 mogli zapisati u eksponencijalnom i trigonometri-jskom obliku, potreban nam je njegov moduo i argument:
 |z1| =√
 12 + 12 =√
 2,
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 cos ϕ =1√2
 =
 √2
 2, sinϕ =
 1√2
 =
 √2
 2⇒ ϕ =
 π
 4.
 Kompleksan broj z1, zapisan u trigonometrijskom obliku, dat je sa
 z1 = |z1|(cos ϕ + i sin ϕ) =√
 2 (cosπ
 4+ i sin
 π
 4),
 a u eksponencijalnom
 z1 = |z1| eϕi =√
 2 eπ4 i.
 Oznacimo sa ω = 5√
 z1. Tada je
 ω =5
 √√2 e
 π4 i =
 10√
 2 eπ4
 +2kπ
 5 i, k = 0, 1, 2, 3, 4.
 Za k = 0, 1, 2, 3, 4 dobijamo pet resenja petog korena kompleksnog brojaz1 :
 k = 0 ⇒ ω0 =10√
 2 eπ20 i,
 k = 1 ⇒ ω1 =10√
 2 eπ4
 +2π
 5 i =10√
 2 e9π20 i,
 k = 2 ⇒ ω2 =10√
 2 eπ4
 +4π
 5 i =10√
 2 e17π20 i,
 k = 3 ⇒ ω3 =10√
 2 eπ4
 +6π
 5 i =10√
 2 e−15π20 i,
 k = 4 ⇒ ω4 =10√
 2 eπ4
 +8π
 5 i =10√
 2 e−17π20 i.
 c) Kako je
 (1 + i)3(3 − i) + i · Im(z2 + 2i
 2
 )
 + z2 =
 = (1 + 3i − 3 − i)(3 − i) + i · Im(x2 + (y2 + 2)i
 2
 )
 + x2 + y2i =
 = (−2 + 2i)(3 − i) +y2 + 2
 2i + x2 + y2i,
 na osovu uslova datog u zadatku imamo
 −4 + x2 +(
 9 +3
 2y2
 )
 i = −2 + 12i.
 Odatle sledi
 −4 + x2 = −2, 9 +3
 2y2 = 12.
 Resavanjem ovog sistema dobijamo x2 = 2 i y2 = 2, dakle
 z2 = 2 + 2i. (3.5)
 Na osnovu (8.2) i (3.5) sledi
 |z1| < |z −√
 2 i| < |z2|,
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 √
 12 + 12 <
 √
 x2 + (y −√
 2)2 <√
 22 + 22,
 2 < x2 + (y −√
 2)2 < 8.
 Dakle, skup tacaka u kompleksnoj ravni koji zadovoljava polaznu nejed-nakost je koncentricni kruzni prsten predstavljen na sledecoj slici.
 2
 22
 y
 x
 2
 2−
 3
 16. Naci kompleksne brojeve z za koje vazi
 Im(z + 2
 2 − i
 )
 = 1 i Re(z2 + 1) = 1,
 a zatim za resenje z1 koje se nalazi u drugom kvadrantu naci3√
 z1.
 Resenje:
 Kada kompleksni broj z predstavimo u obliku z = x + yi, imamo
 z + 2
 2 − i=
 x + yi + 2
 2 − i· 2 + i
 2 + i=
 2x − y + 4
 5+
 x + 2y + 2
 5i,
 z2 + 1 = (x + yi)2 + 1 = x2 + 2xyi − y2 + 1, tj.
 Im(z + 2
 2 − i
 )
 =x + 2y + 2
 5i Re(z2 + 1) = x2 − y2 + 1.
 Uslovi zadatka se svode na jednacine
 x + 2y + 2
 5= 1, x2 − y2 + 1 = 1,
 koje su, redom, ekvivalentne jednacinama
 x + 2y = 3, x2 − y2 = 0.
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 Iz druge jednacine sledi x = −y ili x = y. Zamenom u prvu jednacinudobijamo x = −y = −3 ili x = y = 1, tako da su trazeni kompleksnibrojevi
 z1 = −3 + 3i i z2 = 1 + i.
 Kompleksni broj z1 je u drugom, a z2 u prvom kvadrantu. Za izracunavanje3√
 z1, potrebno je predstaviti z1 u trigonometrijskom obliku. Kako je
 |z1| = | − 3 + 3i| =√
 (−3)2 + 32 = 3√
 2,
 cos ϕ =−3
 3√
 2= −
 √2
 2, sin ϕ =
 3
 3√
 2=
 √2
 2,
 sledi
 ϕ =3π
 4, tj. z1 = 3
 √2(
 cos3π
 4+ i sin
 3π
 4
 )
 .
 Neka je w = 3√
 z1. Tada vazi
 w =3
 √
 3√
 2(
 cos3π4 + 2kπ
 3+ i sin
 3π4 + 2kπ
 3
 )
 , k = 0, 1, 2.
 Prvo resenje dobijamo za k = 0
 w0 =3
 √
 3√
 2(
 cosπ
 4+ i sin
 π
 4
 )
 =3
 √
 3√
 2(
 √2
 2+ i
 √2
 2
 )
 =3√
 12
 2(1 + i).
 Kako tri resenja treceg korena kompleksnog broja z1 cine temena jed-
 nakostranicnog trougla koji je upisan u kruznicu poluprecnika3√
 3√
 2 sacentrom u koordinatnom pocetku, onda w1 i w2 mozemo dobiti rotacijom
 w0 oko koordinatnog pocetka za ugao od2π
 3, tj. −2π
 3redom
 w1 = w0 e2π3 i =
 =3√
 12
 2(1 + i)
 (
 − 1
 2+ i
 √3
 2
 )
 =
 = −3√
 12
 4(1 +
 √3 + i(1 −
 √3));
 w2 = w0 e−2π3 i =
 2π3
 2π3
 233
 y
 x
 ω
 ω2
 ω1 π4
 0
 =3√
 12
 2(1 + i)
 (
 − 1
 2−
 √3
 2i)
 =3√
 12
 4(−1 +
 √3 − i(1 +
 √3)).

Page 81
						

Zbirka resenih zadataka iz Matematike I 81
 17. U kompleksnoj ravni date su tacke z1 = 2+i i z3 = −2+3i. Odreditipreostala temena kvadrata z1z2z3z4 ako su mu z1 i z3 naspramnatemena.
 Resenje:
 Teme z2 se moze dobiti rotacijom temena z1 oko sredista duzi z1z3, tj.
 tacke z0 =z1 + z3
 2= 2i, za ugao
 π
 2. Ako oznacimo sa z′ = z1 − z0, tj.
 transliramo z0z1 tako da se z0 slika u O, onda je Oz′ paralelno sa z0z1 i|z′| je jednak duzini z0z1.
 Sa z′′ cemo oznaciti tacku koja se dobija rotacijom Oz′ za ugaoπ
 2, tj.
 z′′ = z′eπ2 i. Tada je Oz′′ paralelno sa z0z2, a |z′′| je jednak duzini z0z2.
 Odavde sledi da z2 dobijamo translacijom:
 z2 = z0 + z′′,
 tj.
 z2 = z0 + (z1 − z0)eπ2 i =
 = 2i + (2 + i − 2i)i = 1 + 4i.
 ,,
 ,
 x
 y
 3
 2
 1
 z
 z
 zz
 z
 z
 0
 Teme z4 se moze dobiti npr. rotacijom temena z1 oko tacke z0 za ugao
 −π
 2:
 z4 = z0 + (z1 − z0)e−π
 2 i = 2i + (2 + i − 2i) · (−i) = −1,
 ili koristeci cinjenicu da je z0 sredina duzi z2z4:
 z0 =z2 + z4
 2⇒ z4 = 2z0 − z2 = 4i − (1 + 4i) = −1.
 18. Kompleksni brojevi koji zadovoljavaju uslov
 Re( (1 + i)z2 + 2 − 2i
 3 + 2i
 )
 = Im( (1 + i)z2 + 2 − 2i
 3 + 2i
 )
 = 1
 cine dva temena jednakostranicnog trougla. Odrediti trece temekoje se nalazi u cetvrtom kvadrantu.
 Resenje:
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 Iz uslova zadatka imamo i realni i imaginarni deo kompleksnog broja(1 + i)z2 + 2 − 2i
 3 + 2i, tj.
 (1 + i)z2 + 2 − 2i
 3 + 2i= 1 + i.
 Iz ove veze izrazimo z2 :
 z2 =−1 + 7i
 1 + itj. z2 = 3 + 4i,
 pa dobijamo z =√
 3 + 4i. Kvadratni koren kompleksnog broja se mozeizracunati i na sledeci nacin. Predstavimo kompleksan broj z u obliku:
 √3 + 4i = x + yi.
 Kvadrirajuci levu i desnu stranu ove jednakosti dobijamo
 3 + 4i = x2 + 2xyi − y2.
 Odatle sledix2 − y2 = 3, 2xy = 4.
 Kada iz druge jednacine izrazimo jednu od nepoznatih, npr. y =2
 x, i
 uvrstimo u prvu, dobijamo bikvadratnu jednacinu
 x4 − 3x2 − 4 = 0,
 koja se resava uvodenjem smene x2 = t :
 t2 − 3t − 4 = 0.
 Kako je x ∈ R, sledi t = x2 > 0, tj. jedino resenje ove jednacine je
 x2 = 4, odakle dobijamo x1 = 2, x2 = −2. Na osnovu y =2
 xsledi
 y1 = 1, y2 = −1. Tako smo izracunali dva resenja kvadratnog korenakompleksnog broja 3 + 4i :
 z1 = 2 + i i z2 = −2 − i.
 Trece teme jednakostranicnog trougla z1z2z3, koje se nalazi u cetvrtom
 kvadrantu, moze se dobiti rotacijom temena z2 oko temena z1 za ugaoπ
 3:
 z3 = z1 + (z2 − z1)eπ3 i = 2 + i + (−2 − i − 2 − i)
 (1
 2+
 √3
 2i)
 =
 =√
 3(1 − 2i).
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 19. a) Naci preostala temena jednakostranicnog trougla z1z2z3 ukompleksnoj ravni ako se zna da je z1 = 3 + 4i i da je tacka
 z4 =3
 2− 1
 2i srediste duzi z2z3.
 b) Odrediti kompleksne brojeve z0 i a tako da z1, z2 i z3 buduresenja jednacine (z − z0)
 3 = a.
 Resenje:
 a) Predstavicemo nepoznate kompleksne brojeve u obliku:
 z2 = x2 + y2i, z3 = x3 + y3i.
 Kako je na osnovu uslova zadatka z4 srediste duzi z2z3, imamo
 x2 + x3
 2=
 3
 2,
 y2 + y3
 2= −1
 2,
 tj.x2 + x3 = 3, y2 + y3 = −1. (3.6)
 Jos dve jednacine koje su nam potrebne da bismo mogli izracunati nepoz-nate x1, x2, y1 i y2 dobicemo na osnovu cinjenice da z1, z2 i z3 cine temenajednakostranicnog trougla. Tako se npr. teme z3 moze dobiti rotacijom
 temena z2 oko z1 za ugaoπ
 3:
 z3 = z1 + (z2 − z1)eπ3 i,
 tj.
 x3 + y3i = 3 + 4i + (x2 + y2i − 3 − 4i)(1
 2+
 √3
 2i)
 .
 Iz ove veze, na osnovu jednakosti kompleksnih brojeva, dobijamo jednacine
 x3 =1
 2(3 + x2 −
 √3 y2) + 2
 √3, y3 = 2 +
 1
 2(y2 +
 √3 x2 − 3
 √3). (3.7)
 Resavanjem sistema jednacina (3.6), (3.7) dobijamo trazena temena trougla:
 z2 =3
 2(1 −
 √3) +
 1
 2(√
 3 − 1)i, z3 =3
 2(1 +
 √3) − 1
 2(√
 3 + 1)i.
 Temena z2 i z3 smo mogli dobiti i na drugi nacin, koristeci cinjenicu da
 u jednakostranicnom trouglu vazi h =a√
 3
 2, gde je h visina, a a stranica
 trougla. Dakle, zadatak smo mogli resavati primenom translacije, ho-motetije, rotacije i ponovo translacije:
 z3 = z1 + (z4 − z1) ·2√3e
 π6 i,
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 z2 = z1 + (z4 − z1) ·2√3e−
 π6 i.
 b) Jednacina (z − z0)3 = a, za z0, a ∈ C, ima 3 resenja koja geometri-
 jski predstavljaju temena jednakostranicnog trougla upisanog u kruznicupoluprecnika 3
 √
 |a| sa centrom u z0 . Dakle, z0 kao centar kruzniceopisane oko jednakostranicnog trougla z1z2z3 deli duz z1z4 u odnosu 2 : 1.
 Da bismo mogli da odredimo z0, prvo cemo translirati duz z4z1 za radijusvektor broja z4 (
 −−→z4O) tako da se z4 slika u koordinatni pocetak. Dobijamo
 radijus vektor nekog kompleksnog broja z′,−−→Oz′. Zatim dobijeni komplek-
 sani broj z′ treba pomnoziti sa1
 3i ponovo translirati za
 −−→Oz4 na pravu
 odredjenu tackama z1 i z4. Vrh tog vektora se slika u trazenu tacku z0.Dakle,
 z0 = z4 +1
 3(z1 − z4) = 2 + i.
 Kompleksni broj a cemo dobiti iz jednacine (z1 − z0)3 = a, tj.
 (z1 − z0)3 = (3 + 4i − 2 − i)3 = (1 + 3i)3 = −26 − 18i,
 znacia = −26 − 18i.
 Zadaci za samostalni rad
 1. Izracunati vrednost izraza
 a)z − z
 1 + zzako je z = 2 + i. b)
 z + z
 2z + 3ako je z =
 i + 1
 2.
 Rezultat: a)i
 3. b)
 4 − i
 17.
 2. Odrediti kompleksan broj z iz uslova
 Re(z + 3i
 2 + i
 )
 =3
 5, Im
 ( z + 3i
 3 + i
 )
 =7
 5.
 Rezultat: z = 1 − 2i.
 3. U skupu kompleksnih brojeva resiti jednacinu
 |z − 5i + 1| + i · Im(2(z − 3z)
 3i
 )
 = 9 − 8i.
 Rezultat: z1 = −6 + (5 + 2√
 14) i, z2 = −6 + (5 − 2√
 14) i.
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 4. Odrediti kompleksan broj z iz uslova
 i · Re( z + 2
 1 + i
 )
 + Im(2z + z
 2
 )
 + z = 1 + 3i,
 a zatim naci z100.
 Rezultat: z = 2 + 2i, z100 = −850.
 5. Odrediti kompleksne brojeve z za koje vazi( i
 z+ 1
 )2
 = −24 − 10i.
 Rezultat: z = −1
 5i z =
 5 − 2i
 29
 (uputstvo: posmatratii
 z+ 1 =
 √−24 − 10i).
 6. a) Odrediti realan broj a tako da vazi Im(z) = 3, ako je kompleksan
 broj z zadat pomocu sledece determinante: z =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 i 2 a−2 4i 3i−1 −i −3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 .
 b) Naci√−4 + z.
 Rezultat:
 a) z = (6a − 9)i, a = 2, z = 3i.
 b) w =√−4 + 3i, w1 =
 √2
 2(1 + 3i), w2 = −
 √2
 2(1 + 3i).
 7. a) Naci kompleksan broj z iz uslova z − |z| + 2 =1 + i
 1 − i.
 b) Odrediti realni i imaginarni deo kompleksnog broja(1 + i
 1 − i
 )n
 gde je
 n prirodan broj.
 Rezultat:
 a) z = −3
 4+ i.
 b)1 + i
 1 − i= i,
 Re(i4k) = 1, Im(i4k) = 0; Re(i4k+1) = 0, Im(i4k+1) = 1;
 Re(i4k+2) = −1, Im(i4k+2) = 0; Re(i4k+3) = 0, Im(i4k+3) = −1.
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 8. Naci kompleksan broj z ako je Re(z + 3i
 2 + i
 )
 =3
 5, Im
 (z + 3i
 2 + i
 )
 =1
 5, a
 zatim naci 3√
 z + 3i.
 Rezultat: z = 1 − 2i. Ako oznacimo w = 3√
 z + 3i onda je
 w1 =1
 2 3√
 2(1 +
 √3 + (
 √3 − 1)i), w2 =
 13√
 2(−1 + i),
 w3 =1
 2 3√
 2(1 −
 √3 − (
 √3 + 1)i).
 9. a) Odrediti |z1| i√
 z1 ako je
 z1 = (1 + 2i)3(2 + i) + (2 − i)(4 + 2i) + 13 + 19i.
 b) Odrediti kompleksne brojeve z2 i z3 tako da je trougao z1z2z3 jed-nakokraki sa osnovicom z1z2 povrsine 20 i
 Re(z2) = Re(z1), Im(z2) = −Im(z1), Re(z3) < 0.
 Rezultat:
 a) z1 = 3 + 4i, |z1| = 5; w =√
 z1, w1 = 2 + i, w2 = −2 − i.
 b) z2 = 3 − 4i, z3 = −2.
 10. Neka je z1 = 1 teme kvadrata. Ako je centar kruznice opisane oko kvadrataresenje jednacine
 z(3 + i) + z(1 + i) + (zi + 1)i = 6 + 6i,
 naci ostala temena kvadrata.
 Rezultat: Centar kruznice: z = 2 + i.Temena kvadrata: z2 = 3, z3 = 3 + 2i, z4 = 1 + 2i.
 11. U krugu ciji je centar z0 = −3 + 4i upisan je pravilni sestougao. Jednoteme je u tacki z1 = −3 + 5i. Odrediti ostala temena.
 Rezultat: z2 = −3 −√
 3
 2+
 9
 2i, z3 = −3 −
 √3
 2+
 7
 2i, z4 = −3 + 3i,
 z5 = −3 +
 √3
 2+
 7
 2i, z6 = −3 +
 √3
 2+
 9
 2i.

Page 87
						

Zbirka resenih zadataka iz Matematike I 87
 12. a) Odrediti kompleksan broj z, ako je
 Re( z(2 + i) − 5z
 1 + i
 )
 = −11, Im( z(2 + i) − 5z
 1 + i
 )
 = −18.
 b) Odrediti kompleksne brojeve z1 i z2 tako da je z1 pozitivan realanbroj, z2 pripada trecem kvadrantu, a trougao zz1z2 je jednakostrani-can stranice 5.
 Rezultat:
 a) z = −1 + 4i,
 b) z1 = 2, z2 =1
 2(1 − 4
 √3 + (4 − 3
 √3i).
 13. a) Odrediti kompleksan broj z1 koji zadovoljava uslove
 Re(z1 + 3i − 1
 2 + 2i
 )
 =5
 4, Im
 ( (1 + i)z1 − 5
 1 − i
 )
 = −1
 2.
 b) Za tako nadeno z1 odrediti preostala temena kvadrata z1z2z3z4 uprvom kvadrantu kompleksne ravni ako se zna da je Re(z2) = 6 iRe(z4) = 1.
 Rezultat: z1 = 2 + i, z2 = 6 + 2i, z3 = 5 + 6i, z4 = 1 + 5i.
 14. Jedno resenje jednacine (z −√
 3 + i)6 = a je z1 =√
 3 + i. Odrediti a iostala resenja ove jednacine.
 Rezultat: a = −64, z0 = 2√
 3, z2 = 0, z3 = −2i, z4 =√
 3 − 3i,z5 = 2
 √3 − 2i.
 15. Data su dva suprotna temena kvadrata z2 = 2 i z4 = 1 + 3i. Naci os-tala temena. Odrediti kompleksne brojeve a i b tako da temena kvadratapredstavljaju resenja jednacine (z − a)4 = b.
 Rezultat: Temena kvadrata: z1 = i, z3 = 3 + 2i.
 a = z0 =z2 + z4
 2=
 3
 2+
 3
 2i, b =
 7
 4+ 6i.
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4
 Polinomi i racionalne
 funkcije
 Polinomi
 • Funkcija P : C → C, nad poljem kompleksnih brojeva, oblika
 P (z) = anzn + an−1zn−1 + . . . + a1z + a0, n ∈ N ∪ {0}, a0, . . . , an ∈ C,
 je polinom (polinomna funkcija) nad poljem kompleksnih brojeva C,a a0, . . . , an su koeficijenti tog polinoma.
 Ako je an 6= 0 broj n se naziva stepen polinoma P , u oznaci st(P ) = n,sabirak anzn se zove vodeci, a a0 slobodan clan polinoma P .
 Ako je koeficijent u vodecem clanu polinoma P jednak jedinici, polinomP se naziva normiran.
 Polinom P ciji su svi koeficijenti jednaki nuli naziva se nula polinom,oznaka P = 0. Stepen nula polinoma se ne definise.
 Polinom P ciji su svi koeficijenti realni brojevi naziva se polinom sarealnim koeficijentima ili realan polinom.
 • Dva polinoma su jednaka ako su istog stepena i ako su im odgovarajucikoeficijenti (koeficijenti uz iste stepene promenljive) jednaki.
 • Za svaka dva polinoma P i Q, (Q 6= 0) postoje jedinstveni polinomi S i Rtakvi da je
 P = Q · S + R, tj.
 P
 Q= S +
 R
 Q
 i vazi da je ili R = 0 ili st(R) < st(Q).
 89
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 Kaze se da je S kolicnik a R ostatak pri deljenju polinoma P polinomomQ. Ako je R = 0, kazemo da je polinom P deljiv polinomom Q ili dapolinom Q deli polinom P i tada je P = Q ·S. Polinom Q je delilac ilifaktor polinoma P.
 • Najveci zajednicki delilac polinoma P i Q, u oznaci NZD(P,Q), jepolinom najveceg stepena koji deli i polinom P i polinom Q. Za svaka dvane nula polinoma P i Q postoji jedinstven normiran polinom T takav daje T = NZD(P,Q).
 • Euklidov algoritam Neka su P i Q polinomi za koje vazi st(P ) > st(Q).Postupak eksplicitnog odred. ivanja NZD(P,Q) daje niz jednakosti
 P = Q · Q1 + R1 i (R1 = 0 ili st(R1) < st(Q))
 Q = R1 · Q2 + R2 i (R2 = 0 ili st(R2) < st(R1))
 R1 = R2 · Q3 + R3 i (R3 = 0 ili st(R3) < st(R2))
 · · ·Rk−2 = Rk−1 · Qk + Rk i (Rk = 0 ili st(Rk) < st(Rk−1))
 Rk−1 = Rk · Qk+1
 NZD(P,Q) = Rk,
 koji se zove Euklidov algoritam za polinome P i Q.
 • Bezuova teoremaOstatak pri deljenju polinoma P polinomom z − z0 jednak je vrednostipolinoma P u tacki z0.
 Polinom P je deljiv polinomom z − z0 ako i samo ako je P (z0) = 0.
 • Hornerova semaPri deljenju polinoma P polinomom z − z0 dobija se kolicnik
 Q = bn−1zn−1 + bn−2z
 n−2 + . . . + b0
 i ostatakR = z0b0 + a0,
 gde je bn−1 = an, bn−2 = z0bn−1 +an−1, . . . , b0 = z0b1 +a1. To se zapisujeu obliku tablice
 z0 an an−1 . . . a1 a0
 an z0bn−1 + an−1 . . . z0b1 + a1 z0b0 + a0
 ‖ ‖ . . . ‖ ‖bn−1 bn−2 . . . b0 R
 koja se naziva Hornerova sema. Znaci,
 P (z) = (z − z0)(bn−1zn−1 + bn−2z
 n−2 + . . . + b0) + R.
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 • Koren (nula) polinoma P je kompleksan(realan) broj z za koji jeP (z) = 0.Ako je P deljiv sa (z − z0)
 m, kazemo da je z0 koren visestrukosti m(nula reda m) polinoma P .
 • Svaki polinom stepena n (n ≥ 1) nad poljem kompleksnih brojeva ima barjedan, a najvise n razlicitih korena.
 • Svaki polinom stepena n se na jedinstven nacin moze faktorisati u obliku
 P (z) = an(z − z1)k1(z − z2)
 k2 · · · (z − zs)ks ,
 gde su z1, z2, . . . , zs koreni polinoma, a k1, k2, . . . , ks redom njihovevisestrukosti (k1 + k2 + . . . + ks je stepen polinoma P ).
 • Vijetove formule
 Ako su z1, z2, . . . , zn koreni polinoma P stepena n, vazi
 z1 + z2 + . . . + zn = −an−1
 an,
 z1z2 + z1z3 + . . . + zn−1zn =an−2
 an,
 ...
 z1z2 . . . zn = (−1)n a0
 an.
 • Neka je P polinom nad poljem kompleksnih brojeva sa realnim koeficijen-tima. Tada:Ako je z koren polinoma P, onda je i z koren polinoma P.Polinom P se na jedinstven nacin moze faktorisati u obliku proizvoda svogvodeceg koeficijenta i realnih polinoma oblika (x−x0) i (x2 + px+ q), gdeje p2 − 4q < 0.
 • Neka je P (z) = anzn + an−1zn−1 + . . . + a1z + a0, ana0 6= 0, polinom sa
 celobrojnim koeficijentima. Ako je pq racionalan koren polinoma P tada
 p | a0 i q | an.
 Racionalne funkcije
 • Funkcija R : R → R definisana sa R(x) =P (x)
 Q(x), gde su P i Q 6=
 0 polinomi nad poljem realnih brojeva naziva se racionalna funkcija.Prava racionalna funkcija je racionalna funkcija kod koje je st(P ) <st(Q).
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 • Parcijalni razlomak je funkcija oblika
 A
 (x − a)kili
 Bx + C
 (x2 + px + q)k, k = 1, 2, ...,
 gde su A,B,C, a, p, q realni brojevi i p2 − 4q < 0.
 • Svaka (prava) racionalna funkcija moze se predstaviti u obliku zbira par-cijalnih razlomaka.
 P (x)
 (x − a)k(x2 + px + q)n=
 A1
 x − a+
 A2
 (x − a)2+ · · · + Ak
 (x − a)k+
 +B1x + C1
 x2 + px + q+
 B2x + C2
 (x2 + px + q)2+ · · · + Bnx + Cn
 (x2 + px + q)n.
 Zadaci
 1. Odrediti kolicnik i ostatak pri deljenju polinoma
 a) P (x) = (x + 1)(x − 2)(x + 3) sa Q(x) = x2 + 2.
 b) P (x) = x5 − 5x4 − x + 5 sa Q(x) = x + 1.
 Resenje:
 a) P (x) = (x + 1)(x − 2)(x + 3) = x3 + 2x2 − 5x − 6
 (x3 + 2x2 − 5x − 6) : (x2 + 2) = x + 2−x3 − 2x
 2x2 − 7x − 6− 2x2 − 4
 − 7x − 10
 Kolicnik pri deljenju ova dva polinoma je x + 2 a ostatak je −7x − 10.Dakle, polinom P moze se napisati u obliku
 P (x) = (x + 2) · Q(x) − 7x − 10,
 odnosnoP (x)
 Q(x)= x + 2 +
 −7x − 10
 Q(x).
 b) U ovom slucaju mozemo koristiti Hornerovu semu, jer delimo polinomP polinomom oblika (x − x0).
 −1 1 −5 0 0 −1 51 −6 6 −6 5 0
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 Znaci, kolicnik je x4 − 6x3 + 6x2 − 6x + 5, a ostatak je 0, pa se polinomP moze napisati kao
 P (x) = Q(x) · (x4 − 6x3 + 6x2 − 6x + 5).
 (Napomena: Ostatak pri deljenju ova dva polinoma se takode moze odredi-ti koriscenjem Bezuovog stava. Kako je Q(x) = x − (−1), znaci da jeostatak P (−1) = (−1)5 − 5(−1)4 − (−1) + 5 = 0.)
 2. Naci racionalne korene polinoma
 a) P (x) = 3x4 + 5x3 + x2 + 5x − 2.
 b) P (x) = x4 − 2x3 + 2x2 − 2x + 1.
 i faktorisati polinome nad poljem realnih i nad poljem komplek-snih brojeva.
 Resenje:
 a) Pretpostavimo da polinom P ima bar jedan racionalan koren i obelezimoga sa p
 q . Tada p deli slobodan clan, a q deli vodeci koeficijent polinomaP. Dakle,
 p | (−2) ⇒ p ∈ {1,−1, 2,−2} i
 q | 3 ⇒ q ∈ {1,−1, 3,−3}.Odavde sledi
 p
 q∈
 {
 1,−1, 2,−2,1
 3,−1
 3,2
 3,−2
 3
 }
 .
 Hornerovom semom cemo proveriti koji od elemenata datog skupa sukoreni polinoma P (ostatak pri deljenju sa
 (
 x − pq
 )
 mora biti nula).
 −2 3 5 1 5 −213 3 −1 3 −1 0
 3 0 3 0
 Dakle,
 P (x) = (x + 2) · (3x3 − x2 + 3x − 1) = (x + 2)(
 x − 1
 3
 )
 (3x2 + 3),
 odnosnoP (x) = (x + 2)(3x − 1)(x2 + 1).
 Ovo je faktorizacija polinoma P nad poljem realnih brojeva, s obziromda polinom (x2 + 1) nema realnih korena. Nad poljem kompleksnihbrojeva je
 P (x) = (x + 2)(3x − 1)(x − i)(x + i).
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 b) Moguci racionalni koreni su ±1. Iz Hornerove seme
 - 1 1 -2 2 -2 11 1 -3 5 -7 81 1 -1 1 -1 0
 1 0 1 0
 je faktorizacija nad poljem realnih brojeva data sa
 P (x) = (x − 1)2(x2 + 1)
 (x = 1 je dvostruki koren polinoma P ). Faktorizacija nad poljemkompleksnih brojeva je
 P (x) = (x − 1)2(x − i)(x + i).
 3. Odrediti polinom najmanjeg stepena tako da broj −1 bude dvostruki,a brojevi 2 i (1 − i) jednostruki koreni tog polinoma.
 Resenje:
 Ako je −1 dvostruki, a 2 jednostruki koren polinoma P , onda su (x + 1)2
 i (x − 2) faktori polinoma P. Kako je (1 − i) koren polinoma P, to je i(1 + i) koren tog polinoma. Znaci da je
 P (x) = (x + 1)2(x − (1 − i))(x − (1 + i))(x − 2) =
 = (x2 + 2x + 1)(x2 − 2x + 2)(x − 2) =
 = x5 − 2x4 − x3 + 4x2 − 2x − 4.
 4. Koristeci Hornerovu semu, napisati polinom
 P (x) = x5 + x3 + 2x2 − 12x + 8
 po stepenima od x + 1.
 Resenje:
 Pomocu Hornerove seme cemo deliti polinom P polinomom (x + 1)5.
 −1 1 0 1 2 −12 8
 −1 1 −1 2 0 −12 20
 −1 1 −2 4 −4 -8
 −1 1 −3 7 -11
 −1 1 −4 11
 −1 1 -5
 1
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 Na osnovu ovoga jeP (x) = (x + 1)
 (
 x4 − x3 + 2x2 − 12)
 + 20 =
 = (x + 1)(
 (x + 1)(
 x3 − 2x2 + 4x − 4)
 − 8)
 + 20 =
 = (x + 1)(
 (x + 1)(
 (x + 1)(x2 − 3x + 7) − 11)
 − 8)
 + 20 =
 = (x + 1)
 (
 (x + 1)(
 (x + 1)(
 (x + 1)(x − 4) + 11)
 − 11)
 − 8
 )
 + 20 =
 = (x + 1)
 (
 (x + 1)(
 (x + 1)(
 (x + 1)((x + 1) − 5) + 11))
 − 11)
 − 8
 )
 + 20.
 Dakle,
 P (x) = (x + 1)5 − 5(x + 1)4 + 11(x + 1)3 − 11(x + 1)2 − 8(x + 1) + 20.
 (Napomena: Treba uociti da se koeficijenti polinoma po stepenima od(x + 1) mogu procitati direktno iz Hornerove seme.)
 5. Odrediti realne brojeve a i b tako da polinom
 P (x) = 2x6 + ax5 − 4x4 − 5x3 − bx2 + 4x + 3
 bude deljiv sa (x−1) i (x+3), a zatim za tako odredene parametrefaktorisati P nad poljem realnih brojeva.
 Resenje:
 Ostatak pri deljenju P sa (x − 1) treba da bude jednak 0 (koristimoHornerovu semu):
 1 2 a −4 −5 −b 4 32 2 + a −2 + a −7 + a −7 + a − b −3 + a − b a − b
 Takode i ostatak pri deljenju P sa (x + 3) treba da bude jednak nuli:
 −3 2 a −4 −5 −b2 −6 + a 14 − 3a −47 + 9a 141 − 27a − b
 . . .
 . . .4 3
 −419 + 81a + 3b 1260 − 243a − 9b
 Nepoznate parametre dobijamo resavajuci sistem jednacina
 a − b = 0243a + 9b = 1260,
 odakle je a = b = 5, pa je
 P (x) = 2x6 + 5x5 − 4x4 − 5x3 − 5x2 + 4x + 3.
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 Racionalni koreni polinoma P, ako postoje, su elementi skupa{
 ± 1, ±3, ± 12 , ± 3
 2
 }
 . Da bi smo faktorisali polinom P, takode koristimo
 Hornerovu semu.
 1 2 5 −4 −5 −5 4 31 2 7 3 −2 −7 −3 0−3 2 9 12 10 3 0− 1
 2 2 3 3 1 02 2 2 0
 Tada je
 P (x) = (x − 1)2(x + 3)(x +1
 2)(2x2 + 2x + 2) =
 = (x − 1)2(x + 3)(2x + 1)(x2 + x + 1)
 faktorizacija polinoma P nad poljem realnih brojeva, jer polinomx2 + x + 1 nema realnih korena.
 6. Ostatak pri deljenju polinoma P polinomom (x − 1) je 3, a poli-nomom (x + 2) je −3. Naci ostatak pri deljenju polinoma P poli-nomom Q(x) = x2 + x − 2.
 Resenje:
 Ako sa S oznacimo kolicnik, a sa R ostatak pri deljenju polinoma P sa Q,onda polinom P mozemo zapisati u sledecem obliku:
 P (x) = Q(x) · S(x) + R(x) =
 = (x2 + x − 2) · S(x) + R(x).
 Kako je polinom Q = x2 +x− 2 = (x− 1)(x+2) drugog stepena, to znacida ce stepen ostatka biti najvise jedan, odakle je R(x) = ax + b, tako daimamo
 P (x) = (x − 1)(x + 2) · S(x) + ax + b.
 Na osnovu Bezuovog stava je P (1) = 3 i P (−2) = −3. Zamenom ovihvrednosti u poslednju jednacinu, dobijamo sistem jednacina
 a + b = 3−2a + b = −3.
 cije resenje je a = 2 i b = 1, tako da je ostatak pri deljenju polinoma Ppolinomom Q, polinom
 R(x) = 2x + 1.
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 7. Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje jednacinax5 − 5x + a = 0 ima dvostruke korene.
 Resenje:
 Obelezimo sa α koren jednacine x5 − 5x + a = 0. Da bi α bio dvostrukikoren date jednacine, polinom x5 − 5x + a mora biti deljiv sa (x−α)2. IzHornerove seme dobijamo
 α 1 0 0 0 −5 aα 1 α α2 α3 α4 − 5 α5 − 5α + a
 1 2α 3α2 4α3 5α4 − 5
 Kako ostatak pri deljenju sa (x−α) u oba slucaja mora biti nula, dobijajuse dve jednacine:
 α5 − 5α + a = 0, 5α4 − 5 = 0.
 Iz druge jednacine je α4 = 1 tj. α2 = ±1.Dalje, na osnovu prve jednacine je
 α(α4 − 5) = −a, odnosno 4α = a.
 Iz uslova da je a realan broj sledi da je α2 = 1, odnosno α = ±1.Iz prve jednacine se za α = 1 dobija a = 4, a za α = −1 se dobija a = −4.
 8. Odrediti p tako da jedan koren jednacine x3 − 7x + p = 0 budejednak dvostrukom drugom korenu te jednacine.
 Resenje:
 Ako obelezimo korene polinoma treceg stepena P (x) = x3 − 7x + p sax1, x2 i x3, na osnovu Vijetovih formula dobijamo
 x1 + x2 + x3 = 0,
 x1x2 + x1x3 + x2x3 = −7 i
 x1x2x3 = −p.
 Na osnovu uslova zadatka vazi x1 = 2x2. Tada je
 3x2 + x3 = 0
 2x22 + 3x2x3 = −7
 2x22x3 = −p.
 Iz prve jednacine je x3 = −3x2, tako da dobijamo jednacine
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 −6x32 = −p i − 7x2
 2 = −7.
 Resenje druge jednacine je x2 = 1 ili x2 = −1. Za x2 = 1 vrednostparametra p je 6 (x1 = 2, x3 = −3), a za x2 = −1 vrednost parametrap je −6 (x1 = −2, x3 = 3).
 9. Naci normiran polinom cetvrtog stepena ako se zna da je zbirnjegovih korena 2, proizvod 1 i vazi P (2) = 5 i P (−1) = 8.
 Resenje:
 Neka su x1, x2, x3 i x4 koreni normiranog polinoma cetvrtog stepena
 P (x) = x4 + ax3 + bx2 + cx + d.
 Na osnovu uslova zadatka i Vijetovih formula
 x1 + x2 + x3 + x4 = −a i x1x2x3x4 = d,
 sledi a = −2 i d = 1. Iz uslova P (2) = 5 i P (−1) = 8 sledi
 P (2) = 24 − 2 · 23 + b · 22 + 2c + 1 = 5,
 P (−1) = (−1)4 − 2 · (−1)3 + b · (−1)2 + c · (−1) + 1 = 8,
 odnosno2b + c = 2, b − c = 4.
 Resavanjem ovog sistema dobija se b = 2 i c = −2. Dakle,
 P (x) = x4 − 2x3 + 2x2 − 2x + 1.
 10. Odrediti realne koeficijente a, b i c polinoma
 P (x) = x5 + ax4 + bx3 − 6x2 + 5x + c
 tako da je P (−1) = −24 i da zajednicki koren polinoma S(x) =2x4−3x3 +2x2−5x+4 i R(x) = x2−4x+3 bude dvostruki korenpolinoma P.
 Resenje:
 Odredicemo, prvo, zajednicki koren polinoma R i S. Koreni polinomaR(x) = x2 − 4x + 3 su x = 1 i x = 3. Kako je S(1) = 0, zakljucujemoda je x = 1 koren polinoma S, a kako S(3) 6= 0, zakljucujemo da x = 3
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 nije koren polinoma S. Odavde sledi da je x = 1 jedini zajednicki korenpolinoma S i R.Da bi x = 1 bio dvostruki koren polinoma P, polinom P mora biti deljivsa (x − 1)2. Hornerovom semom dobijamo
 1 1 a b −6 5 c1 1 a + 1 a + b + 1 a + b − 5 a + b a + b + c
 1 a + 2 2a + b + 3 3a + 2b − 2 4a + 3b − 2
 Kako poslednji elemenat u svakoj vrsti predstavlja ostatak pri deljenju sax − 1, a taj ostatak mora biti jednak nuli, dobijaju se jednacine
 a + b + c = 0, 4a + 3b − 2 = 0.
 Iz uslova zadatka da je P (−1) = −1 + a − b − 6 − 5 + c = −24, dobija setreca jednacina
 a − b + c + 12 = 0.
 Resavanjem ovog sistema dobija se a = −4, b = 6 i c = −2. Znaci da jetrazeni polinom
 P (x) = x5 − 4x4 + 6x3 − 6x2 + 5x − 2.
 11. Naci najveci zajednicki delilac za polinome
 a) P (x) = x6 + 3x5 − 11x4 − 27x3 + 10x2 + 24x iQ(x) = x3 − 2x2 − x + 2.
 b) P (x) = x(x2 − 1) i Q(x) = x4 + x2 + x + 1.
 c) P (x) = x6−2x5−2x4−4x3 +x2−2x i Q(x) = x5−9x3 +4x2 +12x.
 Resenje:
 a) Da bismo nasli najveci zajednicki delilac dva polinoma, koristicemoEuklidov algoritam.
 x6+3x5−11x4−27x3+10x2+24x : x3−2x2 − x + 2 = x3 + 5x2 − 24−x6+2x5 +x4 −2x3
 5x5−10x4−29x3+10x2+24x−5x5+10x4 +5x3−10x2
 −24x3 +24x+24x3−48x2−24x+48
 −48x2 +48
 Zatim delimo polinom Q(x) ostatkom −48(x2 − 1), odnosno sa x2 − 1, sobzirom da je najveci zajednicki delilac jedinstven do na multiplikativnukonstantu.
 (x3 − 2x2 − x + 2) : (x2 − 1) = x − 2−x3 + x
 − 2x2 + 2+ 2x2 − 2
 0
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 Dakle,
 NZD(P,Q) = x2 − 1.
 b) P (x) = x(x2 − 1) = x(x − 1)(x + 1).Kako je Q(0) = 1 6= 0, Q(1) = 4 6= 0 i Q(−1) = 2 6= 0, na osnovuBezuovog stava sledi da polinomi x, (x − 1) i (x + 1) ne dele polinomQ(x).
 Dakle, polinomi P i Q nemaju zajednickih korena, tako da je
 NZD(P,Q) = 1.
 c) Faktorisimo polinome P i Q.
 Q(x) = x5 − 9x3 + 4x2 + 12x = x(x4 − 9x2 + 4x + 12).
 Ako polinom x4−9x2+4x+12 ima racionalnih korena, onda oni pripadajuskupu {1,−1, 2,−2, 3,−3, 4,−4, 6,−6, 12,−12}. Iz Hornerove seme
 −1 1 0 −9 4 12−3 1 −1 −8 12 0
 2 1 −4 4 02 1 −2 0
 1 0
 sledi
 Q(x) = x(x + 1)(x + 3)(x − 2)2.
 Dalje je
 P (x) = x6 − 2x5 + 2x4 − 4x3 + x2 − 2x = x(x5 − 2x4 + 2x3 − 4x2 + x− 2).
 Medu mogucim korenima polinoma x5 − 2x4 + 2x3 − 4x2 + x − 2, kojisu iz skupa {1,−1, 2,−2}, jedini koji su istovremeno i koreni polinoma Qsu x = 2 i x = −1. Hornerovom semom
 −1 1 −2 2 −4 1 −22 1 −3 5 −9 10 −122 1 0 2 0 1 0
 1 2 6 12 25
 utvrdujemo da je x = −2 jednostruka nula polinoma P i da je
 P (x) = x(x − 2)(x4 + 2x2 + 1).
 Dakle, NZD(P,Q) = x(x − 2).
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 12. Da li postoje realni brojevi a i b, takvi da je nad skupom realnihbrojeva najveci zajednicki delilac polinoma
 P (x) = x5 − ax3 + 2bx2 + 4 i Q(x) = x4 + 2x3 − x − 2
 polinom R(x) = x2 + x − 2 ?
 Resenje:
 Faktorizacije polinoma Q(x) i R(x) nad skupom realnih brojeva su:
 Q(x) = (x2 + x + 1)(x − 1)(x + 2),
 R(x) = (x − 1)(x + 2).
 Posto je polinom R delilac polinoma Q, sledi da ce polinom R biti najvecizajednicki delilac za P i Q ukoliko (x−1)(x+2) deli polinom P, a x2+x+1nije delilac polinoma P.Da bi (x − 1) i (x + 2) bili delioci polinoma P, mora biti P (1) = 0 iP (−2) = 0, sto znaci da a i b zadovoljavaju sistem jednacina
 a − 2b = 52a + 2b = 7.
 Resavanjem ovog sistema dobija se da je a = 4 i b = − 12 . Zamenjujuci do-
 bijene vrednosti za a i b u polinom P, a zatim deleci polinom P polinomomR, dobijamo
 P (x) = R(x)(x3 − x2 − x − 2) = (x − 1)(x + 2)(x3 − x2 − x − 2).
 Deleci x3−x2−x−2 sa x2 +x+1, dobijamo kolicnik x−2 i ostatak nula,odnosno dobijamo da je
 P (x) = (x − 1)(x + 2)(x − 2)(x2 + x + 1).
 Polinom R, znaci, nije najveci zajednicki delilac polinoma P i Q, vec je topolinom R(x)·(x2+x+1). Dakle, ne postoje brojevi a i b koji zadovoljavajutrazene uslove.
 13. Rastaviti na zbir parcijalnih razlomaka racionalnu funkciju
 a) R(x) =2x3 − x2 + x − 4
 (x − 1)(x − 2)(x2 + 1).
 b) R(x) =2x4 − x3 − 11x − 2
 x4 + 2x3 + 2x2 + 2x + 1.
 Resenje:
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 a) R = R(x) je prava racionalna funkcija.
 R(x) =2x3 − x2 + x − 4
 (x − 1)(x − 2)(x2 + 1)=
 A
 x − 1+
 B
 x − 2+
 Cx + D
 x2 + 1.
 Mnozenjem ove jednakosti sa (x − 1)(x − 2)(x2 + 1), dobijamo
 2x3 − x2 + x − 4 == A(x− 2)(x2 + 1) + B(x− 1)(x2 + 1) + (Cx + D)(x− 1)(x− 2), odnosno
 2x3 − x2 + x − 4 == (A + B + C)x3 + (−2A − B − 3C + D)x2 + (A + B + 2C − 3D)x −− 2A − B + 2D.
 Izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuce stepene od x dobija sesledeci sistem:
 A + B + C = 2−2A − B − 3C + D = −1
 A + B + 2C − 3D = 1−2A − B + 2D = −4.
 Resavanjem ovog sistema dobija se A = 1, B = 2, C = −1, D = 0, pa je
 R(x) =1
 x − 1+
 2
 x − 2− x
 x2 + 1.
 b) R je neprava racionalna funkcija, pa je prvo potrebno predstaviti je uobliku zbira polinoma i prave racionalne funkcije. (U opstem slucaju topostizemo deljenjem brojioca imeniocem).
 R(x) =2x4 − x3 − 11x − 2
 x4 + 2x3 + 2x2 + 2x + 1=
 =2(x4 + 2x3 + 2x2 + 2x + 1) − 5x3 − 4x2 − 15x − 4
 x4 + 2x3 + 2x2 + 2x + 1=
 = 2 +−5x3 − 4x2 − 15x − 4
 (x + 1)2(x2 + 1)=
 = 2 +A
 x + 1+
 B
 (x + 1)2+
 Cx + D
 x2 + 1=
 = 2 +A(x + 1)(x2 + 1) + B(x2 + 1) + (Cx + D)(x + 1)2
 (x + 1)2(x2 + 1).
 Analognim postupkom kao u zadatku pod a) dobijamo
 −5x3 − 4x2 − 15x − 4 == (A + C)x3 + (A + B + 2C + D)x2 + (A + C + 2D)x + A + B + D.
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 Na osnovu uslova jednakosti dva polinoma dobijamo sledeci sistem:
 A + C = −5A + B + 2C + D = −4A + C + 2D = −15A + B + D = −4,
 cije resenje je A = −5, B = 6, C = 0 i D = −5.Zamenom ovih koeficijenata u polazni izraz dobijamo
 R(x) = 2 − 5
 x + 1+
 6
 (x + 1)2− 5
 x2 + 1.
 14. Neka je dat polinom
 P (x) = x5 + ax4 + 3x3 + bx2 + cx.
 a) Odrediti realne koeficijente a, b, c polinoma P tako da budedeljiv sa x2 + 1 i x − 1.
 b) Odrediti najveci zajednicki delilac polinoma P i Q, ako jeQ(x) = x3 − 3x − 2.
 c) Napisati u obliku zbira parcijalnih razlomaka racionalnu funkciju
 R(x) = Q(x)P (x) .
 Resenje:
 a) Polinom P je deljiv sa x2 + 1 = (x − i)(x + i), sto znaci da je deljiv sa(x − i) i (x + i). Na osnovu Bezuove teoreme imamo P (i) = P (−i) = 0.Kako je
 P (i) = i5 + ai4 + 3i3 + bi2 + ci = i + a − 3i − b + ci = a − b + i(c − 2),
 dobijamo jednacine a − b = 0 i c − 2 = 0, odakle je c = 2 i a = b. Sada je
 P (x) = x5 + ax4 + 3x3 + ax2 + 2x.
 Na osnovu uslova zadatka je P (1) = 0, odnosno 6 + 2a = 0, odakle jea = −3. Kako je a = b, sledi b = −3. Konacno,
 P (x) = x5 − 3x4 + 3x3 − 3x2 + 2x.
 b) Neka je pq racionalan koren polinoma Q. Tada p|(−2) i q|1, odakle
 sledi da p ∈ {1,−1, 2,−2}, q ∈ {1,−1}, te su moguci racionalni korenipolinoma Q iz skupa
 {1,−1, 2,−2}.Hornerovom semom
 2 1 0 −3 −2−1 1 2 1 0
 1 1 0
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 dobijamo
 Q(x) = (x − 2)(x2 + 2x + 1) = (x − 2)(x + 1)(x + 1) = (x − 2)(x + 1)2.
 Faktorizacija polinoma P :
 P (x) = x5 − 3x4 + 3x3 − 3x2 + 2x = x(x4 − 3x3 + 3x2 − 3x + 2).
 Moguci racionalni koreni polinoma P su takodje {1,−1, 2,−2}. Iz Horneroveseme je
 1 1 −3 3 −3 21 1 −2 1 −2 0
 1 0 1 0
 tako da je
 P (x) = x(x4 − 3x3 + 3x2 − 3x + 2) =
 = (x − 1)(x3 − 2x2 + x − 2) =
 = x(x − 1)(x − 2)(x2 + 1).
 Vidimo da je x − 2 jedini zajednicki faktor, za polinome P i Q, sto znacida je
 NZD(P,Q) = x − 2.
 c)
 Q(x)
 P (x)=
 x3 − 3x − 2
 x(x − 1)(x − 2)(x2 + 1)=
 A
 x+
 B
 x − 1+
 C
 x − 2+
 Dx + E
 x2 + 1,
 dakle treba da vazix3−3x−2 = x4(A+B +C +D)+x3(−3A−2B−C−3D+E)+x2(3A+B + C + 2D − 3E) + x(−3A − 2B − C + 2E) + 2A.
 Izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuce stepene od x sa leve i desnestrane jednakosti, dobija se sistem jednacina
 A + B + C + D = 0−3A − 2B − C − 3D + E = 1
 3A + B + C + 2D − 3E = 0−3A − 2B − C + 2E = −3
 2A = −2.
 cije resenje je
 A = −1, B = 2, C = 0, D = −1, E = −1,
 odakle jeQ(x)
 P (x)= − 1
 x+
 2
 x − 1− x + 1
 x2 + 1.
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 Zadaci za samostalni rad
 1. Odrediti kolicnik i ostatak pri deljenju polinoma
 a) P (x) = (x + 1)(x + 3)(x + 4) sa Q(x) = x2 + 1.
 b) P (x) = x5 + 2x4 − 4x3 − 4x2 − 6x − 4 sa Q(x) = x − 2.
 Rezultat:
 a) Kolicnik: x + 8, ostatak: 18x + 4.b) Kolicnik: x4 + 4x3 + 4x2 + 4x + 2, ostatak: 0.
 2. Faktorisati nad poljem realnih i nad poljem kompleksnih brojeva polinomP (x) = 2x4 − x3 + x2 − x − 1.
 Rezultat:
 P (x) = (x − 1)(2x + 1)(x2 + 1) = (x − 1)(2x + 1)(x − i)(x + i).
 3. Koristeci Hornerovu semu napisati polinom P (x) = (x2 + 1)(x + 1)2 postepenima od x + 2.
 Rezultat:
 P (x) = (x + 2)4 − 6(x + 2)3 + 14(x + 2)2 − 14(x + 2) + 5.
 4. Naci najveci zajednicki delilac za polinome
 a) P (x) = x5 + x4 − 7x3 − x2 + 6x i Q(x) = x3 + 4x2 − 7x − 10.
 b) P (x) = (x − 1)(x + 2)(x − 3) i Q(x) = x6 + x4 + 1.
 Rezultat:
 a) NZD(P (x), Q(x)) = x2 − x − 2.b) NZD(P (x), Q(x)) = 1.
 5. Rastaviti na zbir parcijalnih razlomaka racionalnu funkciju
 a) R(x) =x2 + x
 (x − 1)(x2 + 1).
 b) R(x) =x + 3
 (x − 2)(x2 + 2).
 Rezultat:
 a) R(x) =1
 x − 1+
 1
 x2 + 1. b) R(x) =
 5
 6(x − 2)− 5x + 4
 6(x2 + 2).
 6. a) Odrediti normiran realan polinom P najmanjeg stepena, ako su 2i i−2 jednostruki, a 1 je dvostruki koren polinoma P .
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 b) Odrediti NZD(P,Q) ako je P polinom dobijen pod a), a Q(x) =x3 + 2x2 − x − 2.
 c) Polinom P dobijen pod a) napisati po stepenima od x + 1.
 Rezultat:
 a) P (x) = x5 + x3 + 2x2 − 12x + 8 = (x2 + 4)(x + 2)(x − 1)2.b) NZD(P (x), Q(x)) = (x + 2)(x − 1).c) P (x) = (x + 1)5 − 5(x + 1)4 + 11(x + 1)3 − 11(x + 1)2 − 8(x + 1) + 20.
 7. a) Odrediti realne koeficijente a, b i c polinoma
 P (x) = x5 + ax4 − 2x3 − 6x2 + bx + c
 ako je P (−2) = 9, proizvod korena polinoma P je −3, a zbir je −3.
 b) Polinom P dobijen pod a) napisati po stepenima od x + 2.
 Rezultat:
 a) P (x) = x5 + 3x4 − 2x3 − 6x2 + x + 3;b) P (x) = (x+2)5−7(x+2)4+14(x−2)3−2(x+2)2−15(x+2)+9(x+2).
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5
 Matrice i determinante
 Definicija matrice i operacije sa matricama
 • Neka su aij elementi polja F i neka i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n},m,n ∈ N. Pravougaona sema oblika
 a11 a12 . . . a1n
 a21 a22 . . . a2n
 ......
 . . ....
 am1 am2 . . . amn
 ,
 je matrica formata (tipa) m × n .
 Vrednosti aij , i ∈ {1, 2, . . . ,m}, j ∈ {1, 2, . . . , n} su elementi matrice.Takvu matricu oznacavamo sa A =
 [
 aij
 ]
 m×n.
 Posmatracemo matrice ciji su elementi kompleksni brojevi (drugim recima,posmatramo slucaj kada je F = C). Elementi ai1, ai2, . . . , ain cine i-tuvrstu matrice A, a elementi a1j , a2j , . . . , amj cine njenu j-tu kolonu.
 Matrice A =[
 aij
 ]
 m×ni B =
 [
 bij
 ]
 p×qsu jednake ako je m = p
 i n = q i aij = bij , odnosno ako su istog tipa i ako su im odgovarajucielementi jednaki.
 • Neke specijalne matrice
 1. Matrica ciji su svi elementi jednaki nuli zove se nula-matrica.
 2. Matrica u kojoj je broj vrsta jednak broju kolona naziva se kvadrat-na matrica. Red kvadratne matrice jednak je broju njenih vrsta,odnosno kolona. Elementi a11, a22, . . . , ann cine glavnu dijagonalumatrice A = [aij ]n×n.
 3. Kvadratna matrica I (ili E) ciji su svi elementi van glavne dijagonalejednaki nuli, a svi elementi na glavnoj dijagonali jednaki jedinici,zove se jedinicna matrica.
 107
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 4. Matrica AT (ili A′) tipa n × m dobijena od matrice A tipa m × ntako sto se i-ta vrsta (i ∈ {1, 2, . . . ,m}) matrice A stavlja na mestoi-te kolone matrice AT , naziva se transponovana matrica matriceA.
 • Operacije sa matricamaNeka je A =
 [
 aij
 ]
 m×ni B =
 [
 bij
 ]
 p×q.
 1. Ako je m = p i n = q, tada je A + B =[
 aij + bij
 ]
 m×n.
 2. Ako je α proizvoljan realan broj, onda je α A =[
 α aij
 ]
 m×n.
 3. Ako je n = p, onda postoji AB = C; tada je C =[
 cij
 ]
 m×qi
 cij=
 n∑
 k=1
 aikbkj .
 Napomena: Mnozenje matrica je asocijativno, ali nije komutativno.
 Determinante
 • Permutacija p skupa S = {1, . . . , n} je bijektivno preslikavanje skupaS na samog sebe. Skup svih permutacija skupa {1, . . . , n} oznacicemo saSn. Ako je i < j i p(i) > p(j) kaze se da su elementi p(i) i p(j) u inverziji.Broj inverzija u permutaciji p oznacicemo sa Inv(p).
 Determinanta reda n je preslikavanje D : M → F definisano sa
 D(A) =∑
 p∈Sn
 (−1)Inv(p)a1p(1)a2p(2) . . . anp(n), (5.1)
 gde je M skup svih kvadratnih matrica reda n, F je polje nad kojim sudefinisane te matrice (npr. polje realnih ili polje kompleksnih brojeva), aaij za 1 ≤ i ≤ n i 1 ≤ j ≤ n su elementi matrice A.
 Cesto se za determinantu matrice A reda n koristi oznaka∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 a11 a12 . . . a1n
 a21 a22 . . . a2n
 an1 an2 . . . ann
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 .
 • Neke osobine determinanti:
 1. Ako se u matrici zamene uloge vrsta i kolona, ne menjajuci njihovporedak, vrednost determinante dobijene matrice jednaka je vred-nosti determinante polazne matrice.
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 2. Ako u matrici dve vrste (kolone) zamene mesta, vrednost determi-nante dobijene matrice jednaka je negativnoj vrednosti determinantepolazne matrice.
 3. Ako se u matrici svi elementi jedne vrste (kolone) pomnoze nekimbrojem, vrednost determinante dobijene matrice jednaka je vrednostideterminante polazne matrice pomnozenoj tim brojem.
 4. Ako su u matrici svi elementi jedne vrste (kolone) proporcionalniodgovarajucim elementima druge vrste (kolone), vrednost njene de-terminante je jednaka nuli.
 5. Ako se u matrici elementima jedne vrste (kolone) dodaju odgovaraju-ci elementi druge vrste (kolone), pomnozeni nekim brojem, vrednostdeterminante dobijene matrice jednaka je vrednosti determinante po-lazne matrice.
 6. Vrednost determinante matrice u kojoj su svi elementi jedne vrste(kolone) jednaki nuli je jednaka nuli.
 7. Ako su svi elementi ispod (iznad) glavne dijagonale matrice jed-naki nuli, vrednost determinante je jednaka proizvodu elemenata naglavnoj dijagonali.
 8. Ako su svi elementi ispod (iznad) sporedne dijagonale matrice jed-naki nuli, vrednost determinante je jednaka proizvodu elemenata na
 sporednoj dijagonali pomnozenom sa (−1)n(n−1)
 2 .
 • Za proizvoljan element aij , 1 ≤ i, j ≤ n, (kvadratne) matrice reda n,minor Mij tog elementa je determinanta matrice reda n − 1 dobijeneizostavljanjem i-te vrste i j-te kolone polazne matrice. Kofaktor Aij togelementa je
 Aij = (−1)i+jMij .
 Razvoj determinante po elementima j-te kolone je
 D(A) = a1jA1j + a2jA2j + . . . + anjAnj =
 n∑
 i=1
 aijAij .
 Razvoj determinante po elementima i-te vrsteje
 D(A) = ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . . + ainAin =
 n∑
 j=1
 aijAij .
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 Inverzna matrica, rang matrice
 • Neka je A kvadratna matrica reda n i I jedinicna matrica reda n.
 Matrica A−1 za koju vazi A ·A−1 = A−1 ·A = I je inverzna matricamatrice A.
 Kofaktor-matrica matrice A dobija se kada se u matrici A svakielement zameni odgovarajucim kofaktorom.
 Adjungovana matrica adj(A) (ili A∗) matrice A je transponovanakofaktor-matrica matrice A.
 Ako je D(A) = 0, kazemo da je A singularna matrica. Matrica A zakoju je D(A) 6= 0 zove se regularna matrica. Matrica A ima inverznumatricu ako je regularna. Tada je
 A−1 =1
 D(A)· adj(A).
 • Neka je A kvadratna matrica reda n, I jedinicna matrica reda n, a λ nekikompleksan broj.
 Matrica λI − A je karakteristicna matrica matrice A.Polinom D(λI − A) (po λ) je karakteristicni polinom matrice A.Jednacina D(λI − A) = 0 je karakteristicna jednacina matrice A.Karakteristicna vrednost (koren) matrice A je kompleksan broj λ0
 koji zadovoljava karakteristicnu jednacinu matrice A.Karakteristicni vektor matrice A je svaki ne-nula vektor x ∈ Cn koji
 zadovoljava uslov Ax = λx (λ je karakteristicna vrednost matrice A).
 Kejli - Hamiltonova teorema (Cayley-Hamilton): Ako je anλn +an−1λ
 n−1 + . . . + a1λ + a0 = 0 karakteristicna jednacina matrice A, vazi:
 anAn + an−1An−1 + . . . + a1A + a0I = 0.
 (Za kvadratnu matricu A i za n ≥ 2 je An = An−1 · A = A · An−1).
 • Rang matrice
 Podmatrica tipa k × k matrice A tipa m× n dobija se od matrice Aizostavljanjem m − k vrsta i n − k kolona.
 Determinanta podmatrice tipa k × k matrice A tipa m × n naziva seminor reda k matrice A. (Ovo je uopstenje pojma minora reda n − 1koji je definisan kao minor elementa determinante)
 Rang matrice A tipa m × n oznacava se sa rang(A) i definise nasledeci nacin:
 rang(A) = 0 ako je A nula-matrica.
 rang(A) = r ako postoji minor reda r matrice A koji je razlicit odnule, a svi minori reda r + 1, ukoliko ih ima, su jednaki nuli.
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 • Elementarne transformacije matrice A su:a) medusobna zamena mesta dve vrste (kolone);b) mnozenje elemenata vrste (kolone) skalarom razlicitim od nule;c) dodavanje elemenata jedne vrste (kolone), prethodno pomnozenih
 nekim skalarom razlicitim od nule, odgovarajucim elementima neke drugevrste (kolone).
 Ako je matrica B dobijena primenom konacnog broja elementarnih trans-formacija na matricu A, kazemo da su matrice A i B ekvivalentne i tozapisujemo A ∼ B. Ekvivalentne matrice imaju isti rang.
 Matrica B ima stepenastu formu ako je oblika
 B =
 b11 b12 . . . b1r . . . b1n
 0 b22 . . . b2r . . . b2n
 ......
 . . ....
 . . ....
 0 0 . . . brr . . . brn
 0 0 . . . 0 . . . 0...
 .... . .
 .... . .
 ...0 0 . . . 0 . . . 0
 ,
 pri cemu je b11 ·b22 ·. . .·brr 6= 0. Za ovakvu matricu vazi da je rang(B) = r.
 Za svaku matricu A postoji matrica B koja ima stepenastu formu, a zakoju vazi da je A ∼ B. (Uocimo da je tada i rang(A) = rang(B), kao ida se matrica B dobija primenom konacnog broja elementarnih transfor-macija na matricu A).
 Ako je A =[
 aij
 ]
 n×nregularna (kvadratna) matrica reda n, onda je
 rang(A) = n.
 Zadaci
 Determinante
 1. Izracunati vrednost determinante
 a) D1 = |a11| . b) D2 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 a11 a12
 a21 a22
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 . c) D3 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 a11 a12 a13
 a21 a22 a23
 a31 a32 a33
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 .
 Resenje:
 Prema (5.1) je
 a) D1 = a11.
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 b) D2 = a11a22 − a12a21.
 c) D3 = a11a22a33 − a11a23a32 − a12a21a33
 +a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31.
 2. Izracunati vrednost determinante
 a) D1 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 34 5
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 . b) D2 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 cos α sin αsin β cos β
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 .
 Resenje:
 a) D1 = 2 · 5 − 4 · 3 = −2.
 b) D2 = cos α · cos β − sinβ · sin α = cos(α + β).
 3. Razvijajuci po elementima jedne vrste, izracunati vrednost de-terminante
 a) D1 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 2 43 1 68 4 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 . b) D2 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 cos π3 sin π
 6ctgπ
 6 0 sin π3
 tgπ3 cos π
 6 −√
 3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 .
 Resenje:
 a) Ako se determinanta razvije po elementima prve vrste, onda je
 D1 = (−1)1+1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 64 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 + 2(−1)1+2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 3 68 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 + 4(−1)1+3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 3 18 4
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 = (1 − 24) − 2(3 − 48) + 4(12 − 8) = 83.
 b) Koristeci razvoj po elementima druge vrste, dobija se
 D2 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 12
 12√
 3 0√
 32√
 3√
 32 −
 √3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 =√
 3(−1)3∣
 ∣
 ∣
 ∣
 12
 12√
 32 −
 √3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 + 0 +√
 32 (−1)5
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 12√
 3√
 32
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 = −√
 3(−√
 32 −
 √3
 4 ) −√
 32 (
 √3
 2 −√
 32 ) = 9
 4 .
 4. Koristeci razvoj po elementima jedne kolone, izracunati vrednostdeterminante
 a) D1 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 9 8 76 5 43 2 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 . b) D2 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 a 0 1 1b 1 1 0c 1 0 1d 1 1 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 .
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 Resenje:
 a) Ako se determinanta razvije po elementima prve kolone, onda je
 D1 = 9(−1)2∣
 ∣
 ∣
 ∣
 5 42 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 + 6(−1)3∣
 ∣
 ∣
 ∣
 8 72 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 + 3(−1)4∣
 ∣
 ∣
 ∣
 8 75 4
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 9(5 − 8) − 6(8 − 14) + 3(32 − 35) = 0.
 b) Razvijanjem po elementima prve kolone dobijamo da je polazna deter-minanta jednaka
 D2 = a
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 1 01 0 11 1 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 − b
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 0 1 11 0 11 1 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 + c
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 0 1 11 1 01 1 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 − d
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 0 1 11 1 01 0 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −a − b − c + 2d.
 5. Koristeci osobine determinanti, izracunati vrednost determinan-te
 a) D1 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 5 14 0 −2
 −3 4 2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 . b) D2 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 2 32 3 43 4 6
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 . c) D3 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 a b cb c ac a b
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 .
 Resenje:
 a) Ako se elementi trece kolone pomnoze sa 2 i dodaju elementima prvekolone, onda je
 D1 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 3 5 10 0 −21 4 2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 .
 Razvijanjem po elementima druge vrste dobija se
 D1 = (−2) · (−1)2+3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 3 51 4
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 2 · (12 − 5) = 14.
 b) Ako se elementi prve vrste pomoze sa (−2), odnosno (−3), i dodajuelementima druge, odnosno trece, vrste, onda je
 D2 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 2 30 −1 −20 −2 −3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 .
 Mnozenjem elemenata druge vrste sa (−2) i dodavanjem elementima trecevrste dobija se
 D2 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 2 30 −1 −20 0 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 .
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 Kako su svi elementi ispod glavne dijagonale jednaki nuli, to je vrednostdeterminante jednaka proizvodu elemenata na glavnoj dijagonali, tj.
 D2 = −1.
 c) Dodavanjem elemenata druge i trece kolone elementima prve kolone,dobija se
 D3 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 a + b + c b ca + b + c c aa + b + c a b
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 .
 Kako je a + b + c zajednicki cinilac za sve elemente u prvoj koloni, to je
 D3 = (a + b + c)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 b c1 c a1 a b
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 .
 Ako se prva vrsta pomnozi sa (−1) i doda drugoj i trecoj vrsti, onda je
 D3 = (a + b + c)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 b c0 c − b a − c0 a − b b − c
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 .
 Razvijanjem po elementima prve kolone i izracunavanjem vrednosti deter-minante reda 2, dobija se
 D3 = (a + b + c)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 c − b a − ca − b b − c
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 = (a + b + c)(
 (c − b)(b − c) − (a − b)(a − c))
 =
 = (a + b + c)(ab + ac + bc − a2 − b2 − c2) =
 = − (a + b + c)
 2
 (
 (a − b)2 + (a − c)2 + (b − c)2)
 .
 6. Izracunati vrednost determinante
 a)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 1 1 a1 1 a 11 a 1 1a 1 1 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 . b)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 a a2 a3
 1 b b2 b3
 1 c c2 c3
 1 d d2 d3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 . c)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 a a2 a3
 a a2 a3 1a2 a3 1 aa3 1 a a2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 .
 Resenje:
 a) Kako je zbir elemenata u svakoj vrsti jednak a + 3, dodavanjem ele-menata druge, trece i cetvrte kolone elementima prve kolone, dobija sedeterminanta ciji je svaki element u prvoj koloni jednak a + 3.
 D1 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 1 1 a1 1 a 11 a 1 1a 1 1 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 a + 3 1 1 aa + 3 1 a 1a + 3 a 1 1a + 3 1 1 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (a + 3)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 1 1 a1 1 a 11 a 1 11 1 1 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 .
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 Ako se elementi prve kolone pomnoze sa (−1) i dodaju elementima druge,trece i cetvrte kolone, dobija se
 D1 = (a + 3)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 0 0 a − 11 0 a − 1 01 a − 1 0 01 0 0 0
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 = −(a + 3)(a − 1)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 0 a − 11 a − 1 01 0 0
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 = −(a + 3)(a − 1)2∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 a − 11 0
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (a + 3)(a − 1)3.
 b)
 D2 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 a a2 a3
 1 b b2 b3
 1 c c2 c3
 1 d d2 d3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 a a2 a3
 0 b − a b2 − a2 b3 − a3
 0 c − a c2 − a2 c3 − a3
 0 d − a d2 − a2 d3 − a3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 b − a (b − a)(b + a) (b − a)(b2 + ab + a2)c − a (c − a)(c + a) (c − a)(c2 + ac + a2)d − a (d − a)(d + a) (d − a)(d2 + ad + a2)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 = (b − a)(c − a)(d − a)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 b + a b2 + ab + a2
 1 c + a c2 + ac + a2
 1 d + a d2 + ad + a2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 = (b − a)(c − a)(d − a)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 b + a b2 + ab + a2
 0 c − b c2 − b2 + ac − ab0 d − b d2 − b2 + ad − ab
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 = (b − a)(c − a)(d − a)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 b + a b2 + ab + a2
 0 c − b (c − b)(c + b) + a(c − b)0 d − b (d − b)(d + b) + a(d − b)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 = (b − a)(c − a)(d − a)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 c − b (c − b)(c + b + a)d − b (d − b)(d + b + a)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 = (b − a)(c − a)(d − a)(c − b)(d − b)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 c + b + a1 d + b + a
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 = (b − a)(c − a)(d − a)(c − b)(d − b)(d − c).
 c)
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 D3 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 a a2 a3
 a a2 a3 1a2 a3 1 aa3 1 a a2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (1 + a + a2 + a3)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 a a2 a3
 1 a2 a3 11 a3 1 a1 1 a a2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 = (1 + a + a2 + a3)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 a a2 a3
 0 a2 − a a3 − a2 1 − a3
 0 a3 − a 1 − a2 a − a3
 0 1 − a a − a2 a2 − a3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 = (1 + a)(1 + a2)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 a(a − 1) a2(a − 1) −(a − 1)(1 + a + a2)a(a2 − 1) −(a2 − 1) −a(a2 − 1)−(a − 1) −a(a − 1) −a2(a − 1)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 = (1 + a)(1 + a2)(a − 1)3(a + 1)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 a a2 −1 − a − a2
 a −1 −a−1 −a −a2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 = (a + 1)2(a − 1)3(a2 + 1)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 0 0 −1 − a − a2 − a3
 0 −1 − a2 −a − a3
 −1 −a −a2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 = (a + 1)3(a − 1)3(a2 + 1)3 = (a2 − 1)3(a2 + 1)3 =
 = (a4 − 1)3 = a12 − 3a8 + 3a4 − 1.
 Matrice
 1. Ako je f(x) = −2 − 5x + 3x2 i A =
 [
 1 23 1
 ]
 , izracunati f(A).
 Resenje:
 Ako je I jedinicna matrica reda 2, onda je
 f(A) = −2I − 5A + 3A2
 = −2
 [
 1 00 1
 ]
 − 5
 [
 1 23 1
 ]
 + 3
 [
 1 23 1
 ]
 ·[
 1 23 1
 ]
 = −2
 [
 1 00 1
 ]
 − 5
 [
 1 23 1
 ]
 + 3
 [
 1 · 1 + 2 · 3 1 · 2 + 2 · 13 · 1 + 1 · 3 3 · 2 + 1 · 1
 ]
 = −2
 [
 1 00 1
 ]
 − 5
 [
 1 23 1
 ]
 + 3
 [
 7 46 7
 ]
 =
 [
 −2 · 1 −2 · 0−2 · 0 −2 · 1
 ]
 −[
 5 · 1 5 · 25 · 3 5 · 1
 ]
 +
 [
 3 · 7 3 · 43 · 6 3 · 7
 ]
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 =
 [
 −2 − 5 + 21 0 − 10 + 120 − 15 + 18 −2 − 5 + 21
 ]
 =
 [
 14 23 14
 ]
 .
 2. Date su matrice
 A =
 [
 3 41 2
 ]
 , B =
 [
 1 23 4
 ]
 , C =
 −101
 ,
 D =[
 1 2 3]
 , E =[
 2]
 , F =[
 3]
 .
 Izracunati A · B, B · A, C · D, D · C, E · F i F · E.
 Resenje:
 A · B =
 [
 3 41 2
 ]
 ·[
 1 23 4
 ]
 =
 [
 3 · 1 + 4 · 3 3 · 2 + 4 · 41 · 1 + 2 · 3 1 · 2 + 2 · 4
 ]
 =
 =
 [
 15 227 10
 ]
 .
 B · A =
 [
 1 23 4
 ]
 ·[
 3 41 2
 ]
 =
 [
 1 · 3 + 2 · 1 1 · 4 + 2 · 23 · 3 + 4 · 1 3 · 4 + 4 · 2
 ]
 =
 =
 [
 5 813 20
 ]
 .
 C · D =
 −101
 ·[
 1 2 3]
 =
 −1 · 1 −1 · 2 −1 · 30 · 1 0 · 2 0 · 31 · 1 1 · 2 1 · 3
 =
 =
 −1 −2 −30 0 01 2 3
 .
 D · C =[
 1 2 3]
 ·
 −101
 =[
 1 · (−1) + 2 · 0 + 3 · 1]
 =[
 2]
 .
 E · F =[
 2]
 ·[
 3]
 =[
 2 · 3]
 =[
 6]
 .
 F · E =[
 3]
 ·[
 2]
 =[
 3 · 2]
 =[
 6]
 .
 Prethodnim je ilustrovana cinjenica da mnozenje matrica u opstem slucajunije komutativno. Iako je E · F = F · E, komutativnost ne vazi u slucajumnozenja matrica A i B, odnosno C i D.
 Takode treba uociti da u nekim slucajevima matrice ne mogu da se pom-noze u oba poretka. Tako, na primer, mozemo izracunati proizvod C · E,ali proizvod E · C nije definisan (matrice nisu odgovarajuceg formata).
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 3. Da li postoje takvi brojevi x, y, z, t za koje je proizvod
 [
 1 2−1 t
 ]
 ·[
 x 01 2
 ]
 ·[
 0 y1 0
 ]
 ·[
 0 1z 0
 ]
 jednak jedinicnoj matrici?
 Resenje:
 Izracunavajuci dati proizvod, dobijamo da je
 [
 1 2−1 t
 ]
 ·[
 x 01 2
 ]
 ·[
 0 y1 0
 ]
 ·[
 0 1z 0
 ]
 =
 =
 [
 x + 2 4−x + t 2t
 ]
 ·[
 0 y1 0
 ]
 ·[
 0 1z 0
 ]
 =
 =
 [
 4 y(x + 2)2t y(t − x)
 ]
 ·[
 0 1z 0
 ]
 =
 [
 yz(x + 2) 4yz(t − x) 2t
 ]
 .
 Jednakost[
 yz(x + 2) 4yz(t − x) 2t
 ]
 =
 [
 1 00 1
 ]
 se svodi na sistem jednacina
 yz(x + 2) = 1
 4 = 0
 yz(t − x) = 0
 2t = 1,
 koji, ocigledno, nema resenje, pa zakljucujemo da trazene vrednosti zax, y, z, t ne postoje.
 4. Odrediti sve kvadratne matrice drugog reda ciji je kvadrat nula-matrica.
 Resenje:
 Ako su a, b, c, d proizvoljni (kompleksni) brojevi, trazena matrica trebada zadovoljava uslov
 [
 a bc d
 ]
 ·[
 a bc d
 ]
 =
 [
 0 00 0
 ]
 ,
 odnosno[
 a2 + bc b(a + d)c(a + d) d2 + bc
 ]
 =
 [
 0 00 0
 ]
 ,
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 odakle sledi da a, b, c, d treba da zadovoljavaju sistem
 a2 + bc = 0
 b(a + d) = 0
 c(a + d) = 0
 d2 + bc = 0.
 Iz prve i cetvrte jednacine sledi da je a2 = d2. U slucaju kada je a = d,iz druge i trece jednacine sledi da je b = c = 0, a tada je i a = d = 0.Ako je a = −d, onda b i c uzimaju proizvoljne vrednosti, uz uslov da jea2 + bc = 0.
 Zakljucujemo da svaka matrica oblika[
 a bc −a
 ]
 ,
 pri cemu je a2 + bc = 0, zadovoljava uslov da joj je kvadrat jednaknula-matrici.
 Uocimo da je ovim obuhvacena i nula-matrica, koja takode ispunjavatrazeni uslov, ali da to nije jedina matrica sa takvom osobinom.
 5. Izracunati A3 ako je
 A =
 1 1 35 2 6
 −2 −1 −3
 .
 Resenje:
 A3 =
 1 1 35 2 6
 −2 −1 −3
 3
 =
 =
 1 1 35 2 6
 −2 −1 −3
 2
 ·
 1 1 35 2 6
 −2 −1 −3
 =
 =
 0 0 03 3 9
 −1 −1 −3
 ·
 1 1 35 2 6
 −2 −1 −3
 =
 0 0 00 0 00 0 0
 .
 Uocavamo da matrica A ima osobinu da je A2 6= 0, a da je A3 = 0.
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 6. Izracunati
 [
 1 10 1
 ]n
 , n ∈ N.
 Resenje:
 Za n = 2 je
 [
 1 10 1
 ]2
 =
 [
 1 10 1
 ]
 ·[
 1 10 1
 ]
 =
 [
 1 20 1
 ]
 .
 Za n = 3 je
 [
 1 10 1
 ]3
 =
 [
 1 10 1
 ]2
 ·[
 1 10 1
 ]
 =
 [
 1 20 1
 ]
 ·[
 1 10 1
 ]
 =
 [
 1 30 1
 ]
 .
 Koristeci matematicku indukciju, pokazacemo da je[
 1 10 1
 ]n
 =
 [
 1 n0 1
 ]
 .
 Pretpostavimo da je
 [
 1 10 1
 ]k
 =
 [
 1 k0 1
 ]
 , k ∈ N.
 Tada je
 [
 1 10 1
 ]k+1
 =
 [
 1 10 1
 ]k
 ·[
 1 10 1
 ]
 =
 [
 1 k0 1
 ]
 ·[
 1 10 1
 ]
 =
 =
 [
 1 k + 10 1
 ]
 .
 Dakle, tvrdenje ocigledno vazi za n = 1 a, na osnovu indukcijske pret-postavke da vazi za neki prirodan broj k, dobijamo da vazi i za sledbenikak + 1 tog prirodnog broja. Konacno zakljucujemo da je tvrdenje zadovo-ljeno za svaki prirodan broj n.
 7. Odrediti inverznu matricu za
 a) A =
 [
 1 22 5
 ]
 . b) B =
 [
 cos α − sin αsin α cos α
 ]
 .
 c) C =
 1 −1 1−1 4 0
 1 1 −1
 . d) D =
 1 2 3 42 3 1 21 1 1 −11 0 −2 −6
 .
 Resenje:
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 a) Kako je D(A) = 5 − 4 = 1 6= 0, inverzna matrica matrice A postoji.Da bismo je odredili, izracunacemo prvo adjungovanu matricu adj(A)matrice A kao transponovanu kofaktor-matricu matrice A. KofaktoriAij , i, j ∈ {1, 2} elemenata aij matrice A su
 A11 = (−1)1+1 · 5 = 5, A12 = (−1)1+2 · 2 = −2,
 A21 = (−1)2+1 · 2 = −2, A22 = (−1)2+2 · 1 = 1,
 tako da je
 A−1 =1
 D(A)· adj(A) =
 1
 1·[
 5 −2−2 1
 ]T
 =
 [
 5 −2−2 1
 ]
 .
 b) Determinanta matrice B je D(B) = cos2 α+sin2 α = 1 6= 0. Prematome, inverzna matrica matrice B postoji i vazi:
 B−1 =
 [
 (−1)2 cos α (−1)3 sin α(−1)3(− sin α) (−1)4 cos α
 ]T
 =
 [
 cos α sinα− sin α cos α
 ]
 .
 c) Determinanta matrice C je
 D(C) =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 −1 1−1 4 0
 1 1 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −8,
 sto znaci da inverzna matrica postoji i
 C−1 = −1
 8
 (−1)1+1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 4 01 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 (−1)1+2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −1 01 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 (−1)1+3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −1 41 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 (−1)2+1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −1 11 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 (−1)2+2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 11 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 (−1)2+3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 −11 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 (−1)3+1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −1 14 0
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 (−1)3+2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 1−1 0
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 (−1)3+3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 −1−1 4
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 T
 .
 Dakle
 C−1 = −1
 8
 −4 −1 −50 −2 −2
 −4 −1 3
 T
 = −1
 8
 −4 0 −4−1 −2 −1−5 −2 3
 .
 d) Kako je
 D(D) =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 2 3 42 3 1 21 1 1 −11 0 −2 −6
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 1 2 52 1 −1 41 0 0 01 −1 −3 −5
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 = (−1)3+1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 2 51 −1 4
 −1 −3 −5
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −1,
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 inverzna matrica matrice D postoji i
 D−1
 = −
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 3 1 21 1 −10 −2 −6
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 3 41 1 −10 −2 −6
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 3 43 1 20 −2 −6
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 3 43 1 21 1 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 1 21 1 −11 −2 −6
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 3 41 1 −11 −2 −6
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 3 42 1 21 −2 −6
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 3 42 1 21 1 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 3 21 1 −11 0 −6
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 2 41 1 −11 0 −6
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 2 42 3 21 0 −6
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 2 42 3 21 1 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 3 11 1 11 0 −2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 2 31 1 11 0 −2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 2 32 3 11 0 −2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 2 32 3 11 1 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 odnosno
 D−1 =
 22 −6 −26 17−17 5 20 −13−1 0 2 −1
 4 −1 −5 3
 .
 8. Resiti matricnu jednacinu A · X · B = C, ako je
 A =
 [
 3 −15 −2
 ]
 , B =
 [
 5 67 8
 ]
 , C =
 [
 14 169 10
 ]
 .
 Resenje:
 Nepoznatu matricu X izracunacemo tako sto cemo jednacinu pomnozitisa leve strane matricom A−1, a sa desne strane matricom B−1, ukolikonavedene inverzne matrice postoje. Koristeci da je A−1 · A = I iB · B−1 = I, dobijamo resenje matricne jednacine
 X = A−1 · C · B−1.
 Kako je
 D(A) =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 3 −15 −2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −1( 6= 0) i D(B) =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 5 67 8
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −2( 6= 0),
 sto implicira egzistenciju matrica A−1 i B−1, dobijamo da je
 X =
 [
 3 −15 −2
 ]−1
 ·[
 14 169 10
 ]
 ·[
 5 67 8
 ]−1
 =
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 = −[
 −2 1−5 3
 ]
 ·[
 14 169 10
 ]
 · 1
 (−2)·[
 8 −6−7 5
 ]
 =
 = −1
 2
 [
 19 2243 50
 ]
 ·[
 8 −6−7 5
 ]
 =
 = −1
 2
 [
 −2 −4−6 −8
 ]
 =
 [
 1 23 4
 ]
 .
 (Napomena: S obzirom da mnozenje matrica nije komutativno, rezultatmnozenja matricne jednacine nekom matricom sa leve strane u opstemslucaju nije jednak rezultatu mnozenja te matricne jednacine istom matri-com sa desne strane. Drugim recima, u navedenom primeru se nepoznatamatrica X izracunava kao proizvod tri matrice A−1 ·C ·B−1, pomnozeneu navedenom, a ne proizvoljnom poretku.)
 9. Resiti matricnu jednacinu ABX = 4X − 2C, ako je
 B =
 [
 1 0 31 2 1
 ]
 , A = BT , C =
 101
 .
 Resenje:
 Za datu matricnu jednacinu vazi
 ABX = 4X − 2C ⇔ 4X − ABX = 2C ⇔ (4I − AB) X = 2C.
 (Napomena: S obzirom da mnozenje matrica nije komutativno, poslednjajednacina je dobijena izdvajanjem matrice X kao zajednickog faktora sa
 desne strane, i nije ekvivalentna jednacini X(4I − AB) = 2C.)
 Kako je
 4I − AB =
 4 0 00 4 00 0 4
 −
 1 10 23 1
 ·[
 1 0 31 2 1
 ]
 =
 =
 4 0 00 4 00 0 4
 −
 2 2 42 4 24 2 10
 =
 2 −2 −4−2 0 −2−4 −2 −6
 ,
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 i D(4I −AB) = −16 6= 0, zakljucujemo da postoji (4I −AB)−1, i vazi
 (4I − AB)−1 = − 1
 16
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 0 −2−2 −6
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −2 −4−2 −6
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −2 −40 −2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −2 −2−4 −6
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 −4−4 −6
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 −4−2 −2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −2 0−4 −2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 −2−4 −2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 −2−2 0
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = − 1
 16
 −4 −4 4−4 −28 12
 4 12 −4
 =1
 4
 1 1 −11 7 −3
 −1 −3 1
 .
 Resenje date matricne jednacine je
 X = 2 (4I − AB)−1 · C =1
 2
 1 1 −11 7 −3
 −1 −3 1
 ·
 101
 =
 0−1
 0
 .
 10. a) Resiti matricnu jednacinu AX + B = AC, ako je
 A =
 −1 2 01 3 −20 −4 3
 , B =
 1 −3 910 0 1
 −13 1 −8
 , C =
 2 3 −21 0 4
 −3 −1 1
 .
 b) Za dobijenu matricu X odrediti sve matrice M za koje vaziXM = MX.
 Resenje:
 a) Imamo da je
 AX = AC − B ⇔ X = A−1(AC − B) ⇔ X = C − A−1B,
 ukoliko A−1 postoji. Ovaj uslov je ispunjen, jer je
 D(A) =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −1 2 01 3 −20 −4 3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −7 6= 0.
 Dalje imamo
 A−1 =1
 D(A)· adj(A) = −1
 7
 1 −6 −4−3 −3 −2−4 −4 −5
 ,
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 odakle je
 X =
 2 3 −21 0 4
 −3 −1 1
 +1
 7
 1 −6 −4−3 −3 −2−4 −4 −5
 ·
 1 −3 910 0 1
 −13 1 −8
 =
 =
 2 3 −21 0 4
 −3 −1 1
 +1
 7
 −7 −7 35−7 7 −1421 7 0
 =
 =
 2 3 −21 0 4
 −3 −1 1
 +
 −1 −1 5−1 1 −2
 3 1 0
 =
 =
 1 2 30 1 20 0 1
 .
 b) Format matrice M mora biti 3 × 3, da bi se ona mogla pomnoziti i saleve i sa desne strane matricom X, formata 3 × 3.
 Napisimo M u obliku
 M =
 a b cd e fg h i
 .
 Tada se matricna jednakost XM = MX svodi na
 1 2 30 1 20 0 1
 ·
 a b c
 d e f
 g h i
 =
 a b c
 d e f
 g h i
 ·
 1 2 30 1 20 0 1
 a + 2d + 3g b + 2e + 3h c + 2f + 3i
 d + 2g e + 2h f + 2i
 g h i
 =
 a 2a + b 3a + 2b + c
 d 2d + e 3d + 2e + f
 g 2g + h 3g + 2h + i
 .
 Odavde se dobija sistem devet linearnih jednacina sa devet nepoznatih:
 a + 2d + 3g = a, b + 2e + 3h = 2a + b, c + 2f + 3i = 3a + 2b + c,
 d + 2g = d, e + 2h = 2d + e, f + 2i = 3d + 2e + f,
 g = g, h = 2g + h, i = 3g + 2h + i,
 2d + 3g = 0, 2e + 3h = 2a, 2f + 3i = 3a + 2b,
 g = 0, h = d, 2i = 3d + 2e,
 0 = 3g + 2h.
 Lako se utvrduje da nepoznate a, b, c, d, e, f, g, h, i zadovoljavaju uslove
 a = e = i, b = f, d = g = h = 0,
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 odakle sledi da je opsti oblik trazene matrice
 M =
 a b c0 a b0 0 a
 za a, b, c ∈ R.
 11. Resiti matricnu jednacinu (X + 2I)−1 =1
 8A, ako je
 A =
 4 7 32 3 13 5 −2
 .
 Resenje:
 Nakon mnozenja date jednacine sa desne strane sa X + 2I, dobijamo
 I =1
 8A · (X + 2I) ⇔ I − 1
 4A =
 1
 8A X,
 a odatle, nakon mnozenja sa leve strane sa A−1 (ako postoji), imamo
 A−1 − 1
 4I =
 1
 8X ⇔ X = 8 A−1 − 2 I.
 Kako je D(A) = 8 6= 0, zakljucujemo da matrica A−1 postoji i da sedata matricna jednacina moze resiti na prethodno navedeni nacin.
 S obzirom da je
 A−1 =
 1
 D(A)· adj(A) =
 1
 8
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 3 15 −2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −∣
 ∣
 ∣
 ∣
 7 35 −2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 7 33 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 13 −2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 4 33 −2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −∣
 ∣
 ∣
 ∣
 4 32 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 33 5
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −∣
 ∣
 ∣
 ∣
 4 73 5
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 4 72 3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 =1
 8
 −11 29 −27 −17 21 1 −2
 ,
 dobijamo da je
 X =
 −11 29 −27 −17 21 1 −2
 −
 2 0 00 2 00 0 2
 =
 −13 29 −27 −19 21 1 −4
 .
 12. Date su matrice A =
 1 1 −11 0 01 −1 1
 i B =
 2 10 1p 1
 .
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 Resiti matricnu jednacinu A · X = B za
 a) p = −2. b) p = 2.
 Resenje:
 Odmah mozemo utvrditi da je D(A) = 0, tako da matrica A−1 ne postoji.To znaci da ne mozemo primeniti postupak kojim smo resavali matricnejednacine u prethodnim zadacima (8.-11.).
 Matricu X, koja zadovoljava matricnu jednacinu AX = B, odredicemopolazeci od toga da ona mora biti formata 3×2 da bi se mogla pomnoziti saleve strane matricom A3×3, i da bi rezultujuca matrica mogla biti matricaB3×2. Napomenimo da u ovom slucaju, kada A−1 ne postoji, matricnajednacina AX = B ne moze imati jedinstveno resenje (ima beskonacnomnogo resenja, ili ih uopste nema).
 a) Stavljajuci da je X =
 a bc de f
 , za p = −2 dobijamo da se ma-
 tricna jednacina
 1 1 −11 0 01 −1 1
 ·
 a bc de f
 =
 2 10 1−2 1
 svodi na sistem jednacina
 a + c − e = 2, b + d − f = 1,a = 0, b = 1,a − c + e = −2, b − d + f = 1,
 koji mozemo posmatrati kao dva nezavisna neodredena sistema poa, c, e, odnosno b, d, f , za cija resenja vazi:
 a = 0, c = 2 + e, b = 1, d = f.
 Zakljucujemo da je, za α, β ∈ R, opste resenje date matricne jedna-cine
 X =
 0 1α + 2 β
 α β
 .
 b) U ovom slucaju, matricna jednacina
 1 1 −11 0 01 −1 1
 ·
 a bc de f
 =
 2 10 12 1
 se svodi na sistem jednacina
 a + c − e = 2, b + d − f = 1,a = 0, b = 1,a − c + e = 2, b − d + f = 1,
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 za koji se lako moze uociti da nema resenje (za podsistem jednacinapo a, c, e vazi da je a = 0, a tada su prva i treca jednacina,
 c − e = 2 i c − e = −2
 medusobno protivrecne). U ovom slucaju, dakle, data matricna jed-nacina nema resenje.
 13. Matricnim racunom resiti sistem linearnih jednacina
 2x − 3y + z = −1x + y + z = 6
 3x + y − 2z = −1.
 Resenje:
 Dati sistem treba zameniti odgovarajucom matricnom jednacinom. Ma-tricna jednacina AX = B je ekvivalentna datom sistemu ako je A matricasistema, matrica X sadrzi kolonu promenljivih, a matricu B cini kolonaslobodnih clanova sistema:
 2 −3 11 1 13 1 −2
 ·
 xyz
 =
 −16
 −1
 .
 Ocigledno, sistem linearnih jednacina ima smisla resavati matricnim racu-nom samo kada je matrica sistema regularna, tj. kada postoji A−1. Kakoje
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 −3 11 1 13 1 −2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −23 6= 0,
 postoji A−1 i vazi da je X = A−1B. S obzirom da je
 adj(A) =
 −3 −5 −45 −7 −1
 −2 −11 5
 ,
 sledi da je
 X = − 1
 23
 −3 −5 −45 −7 −1
 −2 −11 5
 ·
 −16
 −1
 = − 1
 23
 −23−46−69
 =
 123
 ,
 odakle zakljucujemo da je resenje datog sistema jednacina
 x = 1, y = 2, z = 3.
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 14. Odrediti karakteristicne korene i vektore matrice
 A =
 2 −1 0−1 0 0
 3 0 0
 .
 Resenje:
 Karakteristicna matrica matrice A je
 λ I − A =
 λ − 2 1 01 λ 0−3 0 λ
 .
 Karakteristicni polinom matrice A je
 p(λ) = D(λI − A) =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 λ − 2 1 01 λ 0−3 0 λ
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = λ
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 λ − 2 11 λ
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 = λ(λ2 − 2λ − 1) = λ(λ − 1 −√
 2)(λ − 1 +√
 2).
 Karakteristicni koreni matrice A su koreni njenog karakteristicnog poli-noma, tj.
 λ1 = 0, λ2 = 1 +√
 2 i λ3 = 1 −√
 2.
 Za svaki karakteristicni koren odreduju se karakteristicni vektori kao re-senja matricne jednacine
 Ax = λx ⇔ (λI − A)x = 0.
 Za λ = 0 odgovarajuca matricna jednacina je
 −2 1 01 0 0
 −3 0 0
 ·
 xyz
 =
 000
 ,
 a ona je ekvivalentna sistemu linearnih jednacina
 −2x +y = 0x = 0
 −3x = 0.
 Skup karakteristicnih vektora (resenje sistema) je u ovom slucaju
 R =
 {
 00α
 ∣
 ∣
 ∣ α ∈ R \ {0}}
 .
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 Za λ = 1 +√
 2 matricna jednacina je data sa
 −1 +√
 2 1 0
 1 1 +√
 2 0
 −3 0 1 +√
 2
 ·
 xyz
 =
 000
 ,
 a odgovarajuci ekvivalentan sistem je
 (−1 +√
 2)x + y = 0
 x + (1 +√
 2)y = 0
 −3x + (1 +√
 2)z = 0,
 odakle sledi da skup karakteristicnih vektora ima oblik
 R =
 {
 α
 (1 −√
 2)α
 3(√
 2 − 1)α
 | α ∈ R \ {0}}
 .
 Za λ = 1 −√
 2 imamo
 −1 −√
 2 1 0
 1 1 −√
 2 0
 −3 0 1 −√
 2
 ·
 xyz
 =
 000
 ,
 odakle je
 (−1 −√
 2)x + y = 0
 x + (1 −√
 2)y = 0
 −3x + (1 −√
 2)z = 0,
 a tada je skup karakteristicnih vektora
 R =
 {
 (√
 2 − 1)αα
 −3α
 | α ∈ R \ {0}}
 .
 15. Data je matrica A =
 a b 00 a 00 0 a
 , a, b ∈ R, a 6= 0.
 a) Odrediti karakteristicne korene matrice A.
 b) Odrediti karakteristicne vektore matrice A u zavisnosti odvrednosti realnog parametra b.
 Resenje:
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 a) Karakteristicni koreni matrice A su koreni njenog karakteristicnogpolinoma. Kako je
 p(λ) = D(A − λI) =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 a − λ −b 00 a − λ 00 0 a − λ
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (a − λ)3,
 i(a − λ)3 = 0 za λ = a,
 zakljucujemo da je λ = a karakteristicni koren date matrice.
 b) Karakteristicni vektori koji odgovaraju karakteristicnom korenu λmatrice A su resenja matricne jednacine Ax = λx. Za λ = anavedena matricna jednacina je
 a b 00 a 00 0 a
 ·
 xyz
 = a ·
 xyz
 i ekvivalentna je sistemu linearnih jednacina
 ax + by = axay = ay
 az = az,
 odnosno
 by = 0
 0 = 0
 0 = 0.
 Odatle zakljucujemo:
 Za b 6= 0 je y = 0, sto znaci da je skup karakteristicnih vektora
 α0β
 ∣
 ∣ α, β ∈ R \ {0}
 .
 Za b = 0 je skup karakteristicnih vektora
 αβγ
 ∣
 ∣ α, β, γ ∈ R \ {0}
 .
 16. Koristeci Kejli-Hamiltonovu teoremu odrediti inverznu matricumatrice
 A =
 2 1 −11 2 −11 −1 2
 .
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 Resenje:
 Pre svega, treba proveriti da li inverzna matrica matrice A postoji. Kakoje
 D(A) =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 1 −11 2 −11 −1 2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 6 6= 0,
 matrica A je regularna. To znaci da se A−1 moze odrediti uz pomoc
 Kejli-Hamiltonove teoreme.
 Karakteristicni polinom p(λ) = D(λI − A) matrice A je
 p(λ) =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 λ − 2 −1 1−1 λ − 2 1−1 1 λ − 2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 λ − 2 −1 1λ − 2 λ − 2 1λ − 2 1 λ − 2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 = (λ − 2)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 −1 11 λ − 2 11 1 λ − 2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (λ − 2)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 −1 10 λ − 1 00 2 λ − 3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 = (λ − 2)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 λ − 1 02 λ − 3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (λ − 2)(λ − 1)(λ − 3) =
 = λ3 − 6λ
 2 + 11λ − 6.
 Na osnovu Kejli-Hamiltonove teoreme je p(A) = 0 (matrica zadovoljavasvoju karakteristicnu jednacinu), odakle je
 A3 − 6A2 + 11A − 6I = 0.
 Nakon mnozenja sa A−1, prethodna jednacina postaje
 A2 − 6A + 11I − 6A−1 = 0,
 odakle dobijamo da je trazena inverzna matrica matrice A data sa
 A−1 =1
 6(A2 − 6A + 11I).
 S obzirom da je
 A2 =
 2 1 −11 2 −11 −1 2
 ·
 2 1 −11 2 −11 −1 2
 =
 4 5 −53 6 −53 −3 4
 ,
 sledi
 A−1 =1
 6(A2 − 6A + 11I) =
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 =1
 6
 (
 4 5 −53 6 −53 −3 4
 − 6
 2 1 −11 2 −11 −1 2
 + 11
 1 0 00 1 00 0 1
 )
 =
 =1
 6
 (
 4 5 −53 6 −53 −3 4
 −
 12 6 −66 12 −66 −6 12
 +
 11 0 00 11 00 0 11
 )
 =
 =1
 6
 4 − 12 + 11 5 − 6 −5 + 63 − 6 6 − 12 + 11 −5 + 63 − 6 −3 + 6 4 − 12 + 11
 =
 =1
 6
 3 −1 1−3 5 1−3 3 3
 .
 17. Primenom Kejli-Hamiltonove teoreme izracunati
 a) f(A) = A4−3A3−3A2+8A+5I, ako je A =
 2 0 −1−1 −1 0
 0 0 3
 .
 b) f(B) = B4 − 2B3 + B2 + 2B + 2I, ako je B =
 1 1 10 2 3
 −1 −1 −2
 .
 Resenje:
 a) Odredicemo prvo karakteristicni polinom p(λ) matrice A.
 p(λ) = D(λI − A) =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 λ − 2 0 11 λ + 1 00 0 λ − 3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 = (λ − 3)(λ − 2)(λ + 1) = λ3 − 4λ2 + λ + 6.
 Na osnovu Kejli-Hamiltonove teoreme vazi da je p(A) = 0, odnosno
 A3 − 4A2 + A + 6I = 0.
 Poslednju jednakost iskoristicemo pri izracunavanju vrednosti f(A):
 f(A) = A4 − 3A3 − 3A2 + 8A + 5I =
 = A(A3 − 4A2 + A + 6I) + A3 − 4A2 + 2A + 5I =
 = A3 − 4A2 + 2A + 5I =
 = (A3 − 4A2 + A + 6I) + A − I =
 = A − I =
 =
 1 0 −1−1 −2 0
 0 0 2
 .
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 b) Karakteristicni polinom p(λ) matrice B je
 p(λ) = D(λI − B) =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 λ − 1 −1 −10 λ − 2 −31 1 λ + 2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = λ3 − λ2 + 2.
 Ako sa q(λ) oznacimo kolicnik pri deljenju polinoma
 f(λ) = λ4 − 2λ3 + λ2 + 2λ + 2
 polinomom
 p(λ) = λ3 − λ2 + 2,
 a sa r(λ) ostatak pri tom deljenju, onda je
 f(λ) = p(λ) · q(λ) + r(λ)
 = (λ3 − λ2 + 2) · (λ − 1) + 4.
 Na osnovu Kejli - Hamiltonove teoreme je p(B) = 0, odakle sledi
 f(B) = p(B) · q(B) + r(B) = r(B) = 4I,
 odnosno
 f(B) =
 4 0 00 4 00 0 4
 .
 18. Odrediti rang matrice
 a) A =
 1 1 1 12 3 −1 13 4 0 2
 . b) B =
 4 3 −5 2 38 6 −7 4 24 3 −8 2 74 3 2 2 −58 6 −1 4 −6
 .
 Resenje:
 a) Rang date matrice odredicemo kao rang njoj slicne matrice koja imastepenastu formu. Primenom elementarnih transformacija na datumatricu dobijamo
 A =
 1 1 1 12 3 −1 13 4 0 2
 ∼
 1 1 1 10 1 −3 −10 1 −3 −1
 ∼
 1 1 1 10 1 −3 −10 0 0 0
 .
 Na prvoj matrici izvrsene su sledece elementarne transformacije:elementi prve vrste pomnozeni su sa (-2), odnosno sa (-3), i sabranisa odgovarajucim elementima druge, odnosno trece, vrste.
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 Na drugoj matrici izvrsena je sledeca elementarna transformacija:elementi druge vrste pomnozeni su sa (-1) i sabrani sa odgovarajucimelementima trece vrste.
 Treca matrica C = [cij ]3×4 ima stepenastu formu. Kako je c11 · c22 =1 6= 0, a c11 · c22 · c33 = 0, rang matrice C jednak je 2, a tada je i
 rang(A) = 2.
 Ilustrujmo i postupak odredivanja ranga matrice uz pomoc minora.Odredicemo minor date matrice koji je razlicit od nule, a da su pritome svi minori veceg reda jednaki nuli. Tada je rang matrice Ajednak redu uocenog ne-nula minora.
 Matrica A je tipa 3 × 4, pa njen maksimalni minor moze biti reda3 (uocimo da je to i maksimalni moguci rang date matrice). Minorreda 3 date matrice je determinanta podmatrice matrice A, dobijeneizostavljanjem jedne kolone. Izracunavajuci ove minore, dobijamo:
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 1 12 3 −13 4 0
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 0 ,
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 1 12 3 13 4 2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 0,
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 1 12 −1 13 0 2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 0 ,
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 1 13 −1 14 0 2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 0,
 odakle zakljucujemo da je rang(A) < 3, s obzirom da su svi njeniminori reda tri jednaki nuli.
 Posmatrajuci, dalje, minore reda dva, koje izracunavamo kao deter-minante podmatrica matrice A dobijenih izostavljanjem jedne vrstei dve kolone, dobijamo da je
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 12 3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 1 6= 0,
 odnosno da postoji minor reda dva razlicit od nule, odakle zakljucu-jemo da je rang(A) = 2.
 b) Elementarnim transformacijama svescemo datu matricu na stepe-nastu formu:
 B =
 4 3 −5 2 38 6 −7 4 24 3 −8 2 74 3 2 2 −58 6 −1 4 −6
 ∼
 4 3 −5 2 30 0 3 0 −40 0 −3 0 40 0 7 0 −80 0 9 0 −12
 ∼
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 ∼
 4 3 −5 2 30 0 3 0 −40 0 0 0 00 0 1 0 00 0 0 0 0
 ∼
 4 3 −5 2 30 0 0 0 −40 0 0 0 00 0 1 0 00 0 0 0 0
 ∼
 ∼
 4 −5 3 2 30 1 0 0 00 0 −4 0 00 0 0 0 00 0 0 0 0
 .
 Kako je rang poslednje matrice jednak 3, sledi da i za rang njojekvivalentne matrice B vazi rang(B) = 3.
 (U postupku odredivanja ranga matrice B primenjene su, redom, sledeceelementarne transformacije: prva vrsta je pomnozena sa (-2), (-1), (-1),(-2) i dodata drugoj, trecoj, cetvrtoj i petoj; druga vrsta je pomnozena sa1, (-2), (-3), i dodata trecoj, cetvrtoj i petoj; cetvrta vrsta je pomnozenasa (-3) i dodata drugoj; cetvrta i druga vrsta su zamenile mesta; cetvrtai treca vrsta su zamenile mesta; druga i treca kolona su zamenile mesta;treca i peta kolona su zamenile mesta. Dobijena je stepenasta forma satri ne-nula elementa na glavnoj dijagonali.)
 19. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati rang matrice
 a) A =
 a + 1 a2 + 1 a3a − 1 3a2 − 1 a2 + 3aa − 1 a2 − 1 a
 .
 b) B =
 3a + 1 a 4a − 1−a2 + 1 a − 1 −a2 + a
 a2 + a + 2 a a2 + 2a
 .
 Resenje:
 a) Matrica A je kvadratna, pa cemo prvo izracunati njenu determi-nantu:
 D(A) =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 a + 1 a2 + 1 a
 3a − 1 3a2 − 1 a2 + 3a
 a − 1 a2 − 1 a
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = a
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 a + 1 a2 + 1 13a − 1 3a2 − 1 a + 3a − 1 a2 − 1 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = a
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 2 02 2 a
 a − 1 a2 − 1 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = a
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 2 00 0 a
 a − 1 a2 − 1 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −2 a3 (a − 1).
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 Zakljucujemo da je za a 6= 0 i a 6= 1 D(A) razlicita od nule, stoznaci da je rang date matrice maksimalan, odnosno rang(A) = 3.
 Za a = 0 je
 A =
 1 1 0−1 −1 0−1 −1 0
 ∼
 1 1 00 0 00 0 0
 ,
 odakle sledi da je u ovom slucaju rang(A) = 1.
 Za a = 1 je
 A =
 2 2 12 2 40 0 1
 ∼
 2 2 10 0 30 0 1
 ∼
 2 1 20 3 00 1 0
 ∼
 2 1 20 3 00 0 0
 ,
 sto znaci da je, u ovom slucaju, rang(A) = 2.
 b) Elementarnim transformacijama svescemo datu matricu na stepe-nastu formu:
 3a + 1 a 4a − 1−a2 + 1 a − 1 −a2 + a
 a2 + a + 2 a a2 + 2a
 ∼
 3a + 1 a a − 2−a2 + 1 a − 1 a − 1
 a2 + a + 2 a a − 2
 ∼
 ∼
 3a + 1 a a − 2−a2 + 1 a − 1 a − 1
 a2 − 2a + 1 0 0
 ∼
 3a + 1 a −2−a2 + 1 a − 1 0
 a2 − 2a + 1 0 0
 ∼
 ∼
 −2 a 3a + 10 a − 1 −a2 + 10 0 (a − 1)2
 .
 Do ovog oblika se dolazi primenom sledecih transformacija: prvakolona je pomnozena sa (-1) i sabrana sa trecom; prva vrsta jepomnozena sa (-1) i sabrana sa trecom; druga kolona je pomnozenasa (-1) i sabrana sa trecom; trecoj i prvoj koloni su razmenjena mesta.
 Zakljucujemo da poslednja matrica za a 6= 1 ima tri ne-nula elementana glavnoj dijagonali, odnosno
 za a 6= 1 je rang(B) = 3.
 za a = 1 je
 B ∼
 −2 1 40 0 00 0 0
 ,
 sto znaci da je tada rang(B) = 1.
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 20. Diskutovati rang matrice
 A =
 3 1 1 4a 4 10 11 7 17 32 2 4 3
 u zavisnosti od realnog parametra a. Da li matrica A ima inverznumatricu?
 Resenje:
 Primenjujuci elementarne transformacije na matricu A, dobijamo njoj ek-vivalentne matrice:
 A ∼
 1 3 1 44 a 10 17 1 17 32 2 4 3
 ∼
 1 3 1 40 a − 12 6 −150 −20 10 −250 −4 2 −5
 ∼
 ∼
 1 5 1 40 a 6 −150 0 10 −250 0 2 −5
 ∼
 1 5 1 40 a 6 −70 0 2 −50 0 0 0
 .
 (Redom su primenjene sledece elementarne transformacije: zamenjena sumesta prvoj i drugoj koloni; elementi prve vrste pomnozeni su, redom, sa(-4), (-7), (-2) i sabrani, redom, sa elementima druge, trece, cetvrte vrste;elementi trece kolone su pomnozeni sa 2 i sabrani sa odgovarajucim ele-mentima druge kolone; zamenjena su mesta trece i cetvrte vrste; elementitrece vrste su pomnozeni sa (-5) i sabrani sa odgovarajucim elementimacetvrte vrste.)
 Poslednja matrica ima stepenastu formu, na osnovu koje zakljucujemo:
 Za a 6= 0, rang(A) = 3
 Za a = 0
 A ∼
 1 5 1 40 0 6 −70 0 2 −50 0 0 0
 ∼
 1 1 4 50 2 −5 00 0 8 00 0 0 0
 ,
 odakle zakljucujemo da je i u ovom slucaju rang(A) = 3.
 S obzirom da je rang(A) < 4 (koliki je red ove kvadratne matrice), sledida je D(A) = 0, sto znaci da matrica A nema inverznu matricu.
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 21. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati rang matrice
 A =
 a a 2 02a a a − 1 1−3a −3a −3 − a 1 − a
 .
 Resenje:
 Kako data matrica nije kvadratna, u postupku odredivanja njenog rangane mozemo koristiti njenu determinantu. Primenjujuci elementarne trans-formacije, svescemo matricu A na stepenastu formu:
 A =
 a a 2 02a a a − 1 1−3a −3a −3 − a 1 − a
 ∼
 a a 2 00 −a a − 5 10 0 3 − a 1 − a
 .
 Uocavamo da je za a 6= 0 rang(A) = 3, jer u tom slucaju za poslednjumatricu vazi:
 a 6= 3, odakle je a · (−a) · (a − 3) 6= 0, ili
 a = 3, sto znaci da je a 6= 1, odakle se nakon zamene mesta trece icetvrte kolone u poslednjoj matrici ponovo dobija da je a·(−a)·(a−3) 6= 0.
 Za a = 0 vazi
 A ∼
 0 0 2 00 0 −5 10 0 3 1
 ∼
 0 0 1 00 0 −5 10 0 8 0
 ∼
 ∼
 0 0 1 00 0 0 10 0 0 0
 ∼
 1 0 0 00 1 0 00 0 0 0
 ,
 odakle sledi da je u ovom slucaju rang(A) = 2.
 Zadaci za samostalni rad
 1. Izracunati vrednost determinante
 a)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 cos α sin αsin α cos α
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 . b)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 i21 i82
 i143 i224
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 .

Page 140
						

140 5. MATRICE I DETERMINANTE
 Rezultat:
 a) cos 2α. b) 0.
 2. Izracunati vrednost determinante
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 a a2
 1 b b2
 1 c c2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 .
 Rezultat:
 (b − a)(c − a)(c − b).
 3. Izracunati z ako je Re{z} > 0 i
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 z 1 i0 −1 z1 2 0
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −8 + 2i.
 Rezultat:
 z = 2 − i.
 4. Izracunati vrednost determinante
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 a b c db a d cc d a bd c b a
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 .
 Rezultat:
 (a + b + c + d)(a + b − c − d)(a − b + c − d)(a − b − c + d).
 5. a) Izracunati vrednost determinante D =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 1 1 11 a a2 a3
 1 a2 a4 a6
 1 a3 a6 a9
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 .
 b) Izracunati vrednost determinante D za a = i.
 Rezultat:
 a) D = a4(a − 1)3(a2 − 1)2(a3 − 1) = a4(a − 1)6(a + 1)2(a2 + a + 1).b) Ako je a = i, vrednost determinante D je −16i.
 6. Ako je f(x) = x2 − 5x + 3 i A =
 [
 2 −13 0
 ]
 , izracunati f(A).
 Rezultat:
 f(A) =
 [
 −6 3−9 0
 ]
 .
 7. Izracunati
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 a)
 [
 2 1 13 0 1
 ]
 ·
 3 12 11 0
 . b)
 213
 ·[
 1 2 3]
 .
 c)
 [
 3 2 10 1 2
 ]
 ·
 123
 . d)
 311
 ·[
 2]
 .
 Rezultat:
 a)
 [
 9 310 3
 ]
 . b)
 2 4 61 2 33 6 9
 . c)
 [
 108
 ]
 . d)
 622
 .
 8. Da li se parametri a i b mogu izabrati tako da matrice
 1 2 −10 1 3a 2 4
 i
 b b 59 a aa 8 a
 budu komutativne?Rezultat:
 Da. (a = 3, b = −6.)
 9. Odrediti inverznu matricu za
 a) A =
 [
 1 23 4
 ]
 . b) B =
 3 −4 52 −3 13 −5 −1
 .
 c) C =
 1 1 1 10 1 1 10 0 1 10 0 0 1
 .
 Rezultat:
 a) A−1 =
 [
 −2 132 − 1
 2
 ]
 . b) B−1 =
 −8 29 −11−5 18 −7
 1 −3 1
 .
 c) C−1 =
 1 −1 0 00 1 −1 00 0 1 −10 0 0 1
 .
 10. Resiti matricnu jednacinu
 2 −3 14 −5 25 −7 3
 · X ·
 9 7 61 1 21 1 1
 =
 2 0 −218 12 923 15 11
 .
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 Rezultat:
 X =
 1 1 11 2 32 3 1
 .
 11. Resiti matricnu jednacinu
 a) (A + I) · X + B = 4C, gde je
 A =
 1 1 11 0 11 2 0
 , B =
 010
 , C =
 111
 .
 b) A · X − B = X, ako je
 A =
 5 2 22 1 14 0 3
 , B =
 10 4 25 2 08 3 0
 .
 Rezultat:
 a) X =
 111
 .
 b) Nema resenja.
 12. Odrediti karakteristicne korene i vektore matrice
 A =
 5 0 10 −1 01 0 5
 .
 Rezultat:
 Karakteristicni koreni su λ1 = −1, λ2 = 4 i λ3 = 6.Za λ1 = −1 skup karakteristicnih vektora je
 R =
 {
 0α0
 | α ∈ R \ {0}}
 ;
 Za λ2 = 4 skup karakteristicnih vektora je
 R =
 {
 −α0α
 | α ∈ R \ {0}}
 ;
 Za λ3 = 6 skup karakteristicnih vektora je
 R =
 {
 α0α
 | α ∈ R \ {0}}
 .
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 13. Data je matrica
 A =
 1 0 0−1 1 2
 1 0 2
 .
 a) Naci karakteristicne korene i vektore matrice A.
 b) Primenom Kejli-Hamiltonove teoreme izracunati
 A4 − 4A3 + 5A2 − A − E.
 Rezultat:
 a) Karakteristicni koreni matrice A su λ1 = λ2 = 1, λ3 = 2.
 Za λ = 1 karakteristicni vektori su oblika
 0α0
 , α ∈ R \ {0};
 Za λ = 2 karakteristicni vektor je
 02αα
 , α ∈ R \ {0}.
 b) A(A3 − 4A2 + 5A − 2E) + A − E = A − E =
 0 0 0−1 0 2
 1 0 1
 .
 14. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati rang matrice
 a) A =
 a 2 3a3a a + 4 10a2a2 6a − 4 7a2 + 3a
 .
 b) B =
 2a2 + 3a + 5 2 a2 + 3a + 2a + 2 1 a + 12a + 3 0 2a + 3
 .
 c) C =
 a2 − 1 a − 1 2 1a2 − 1 2a − 2 2 a + 1a2 − 1 a − 1 a2 + a + 3 2a2 − 1 a − 1 2 2
 .
 Rezultat:
 a) Za a = 0 je rang(A) = 1; za a = −1 ili a = 2 je rang(A) = 2; zaostale vrednosti parametra a je rang(A) = 3.
 b) Za a = − 32 je rang(B) = 2; za ostale vrednosti je rang(B) = 3.
 c) Za a = 1 je rang(C) = 2; za a = −1 je rang(C) = 3; za ostalevrednosti parametra a je rang(C) = 4.
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6
 Sistemi linearnih jednacina
 • Sistem m linearnih jednacina sa n nepoznatih nad poljem realnih(kompleksnih) brojeva je konjukcija jednacina
 a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1
 a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2
 . . .am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm,
 (6.1)
 gde su n,m ∈ N, aij i bi realni (kompleksni) brojevi za 1 ≤ i ≤ m i1 ≤ j ≤ n .
 Elementi aij za 1 ≤ i ≤ m i a ≤ j ≤ n se nazivaju koeficijenti, a elementibi za 1 ≤ i ≤ m slobodni clanovi.
 Ako je b1 = b2 = . . . = bm = 0, onda se kaze da je sistem homogen.U suprotnom, ako postoji i ∈ {1, . . . ,m} za koje je bi 6= 0, sistem jenehomogen.
 • Resenje sistema linearnih jednacina (6.1) za n-torku nepoznatih(x1, . . . , xn) je svaka uredena n-torka (c1, . . . , cn) realnih (kompleksnih)brojeva koja identicki zadovoljava sve jednacine sistema (kada promenljivex1, . . . , xn redom uzmu vrednosti c1, . . . , cn identiteti vaze u polju realnih(kompleksnih) brojeva).
 Skup resenja sistema (6.1) za n-torku nepoznatih (x1, . . . , xn) je skup svihuredenih n-torki (c1, . . . , cn) koje su resenje sistema za tu n-torku.
 Dva sistema linearnih jednacina sa n nepoznatih su ekvivalentna ako sujednaki njihovi skupovi resenja za (x1, . . . , xn).
 Priroda sistema:
 saglasan (moguc) - ima resenje
 ∗ odreden - ima tacno jedno resenje
 ∗ neodreden - ima vise od jednog resenja (beskonacno mnogo re-senja)
 145
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 nemoguc (kontradiktoran ili protivrecan) - nema resenja
 Homogen sistem je uvek saglasan (uvek ima bar trivijalno resenje:(0, . . . , 0)).
 • Elementarne transformacije sistema linearnih jednacina su:
 1. Zamena mesta jednacinama.
 2. Mnozenje neke jednacine brojem razlicitim od nule.
 3. Dodavanje neke jednacine pomnozene brojem razlicitim od nule nekojdrugoj jednacini.
 Ove transformacije ne menjaju skup resenja sistema linearnih jednacina,tj. njihovom primenom se dobijaju sistemi linearnih jednacina koji suekvivalentni polaznom sistemu.
 • Gausov algoritam:Sistem linearnih jednacina (6.1) se moze elementarnim transformacijamasvesti na ”trapezni” (”trougaoni”) oblik
 c11y1 + c12y2 + . . . + c1kyk + e11z1 + . . . + e1lzl = d1
 c22y2 + . . . + a2kyk + e21z1 + . . . + e2lzl = d2
 . . .
 ckkyk + ek1z1 + . . . + eklzl = dk,
 0 = f
 0 = 0
 . . .
 0 = 0
 gde je k+ l = n, k, l ∈ N∪{0}, c11c22 . . . ckk 6= 0 i (y1, . . . , yk, z1, . . . , zl) =(xp(1), . . . , xp(n)), gde je p neka permutacija skupa {1, . . . , n}. (Ako je k =n, postoji samo prvih k jednacina.)
 - Ako je k = 0 i f = 0, sistem je neodreden.
 - Ako je k ≥ 0 i f 6= 0, sistem je nemoguc.
 - Ako je k > 0 i f = 0, sistem je saglasan. U tom slucaju za l = 0 sistemje odreden, a za l 6= 0 sistem je neodreden i stepen neodredenosti muje l.
 • Matrica sistema linearnih jednacina (6.1) je matrica
 A =
 a11 a12 . . . a1n
 a21 a22 . . . a2n
 ...am1 am2 . . . amn
 .
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 Prosirena matrica sistema A dobija se dopisivanjem kolone koja sadrzi,redom, slobodne clanove b1, b2, . . . , bm sistema na mesto (n + 1)-ve koloneu matrici A.
 Kroneker-Kapelijeva teorema: Da bi sistem linearnih jednacina biosaglasan, potrebno je i dovoljno da je rang matrice sistema jednak ranguprosirene matrice sistema.
 • Za n = m sistem (6.1) se naziva kvadratni sistem. Tom kvadratnomsistemu pridruzujemo determinantu matrice sistema
 D =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 a11 . . . a1(i−1) a1i a1(i+1) . . . a1n
 a21 . . . a2(i−1) a2i a2(i+1) . . . a2n
 an1 . . . an(i−1) ani an(i+1) . . . ann
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 .
 Kramerovo pravilo: Ako je determinanta D kvadratnog sistema razli-cita od nule onda je sistem odreden i ima jedinstveno resenje
 (x1, x2, . . . , xn) =
 (
 Dx1
 D,Dx2
 D, . . . ,
 Dxn
 D
 )
 ,
 gde je
 Dxi=
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 a11 . . . a1(i−1) b1 a1(i+1) . . . a1n
 a21 . . . a2(i−1) b2 a2(i+1) . . . a2n
 an1 . . . an(i−1) bn an(i+1) . . . ann
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 , i = 1, 2, . . . , n.
 U tom slucaju, homogen sistem ima samo trivijalno resenje (0, . . . , 0).
 (U suprotnom, ako je D = 0 i Dx1= Dx2
 = . . . = Dxn= 0 onda je sistem
 ili nemoguc ili neodreden, a ako je D = 0 i postoji i ∈ {1, . . . , n} takoda je Dxi
 6= 0 onda je nemoguc. Homogen kvadratni sistem je za D = 0neodreden.)
 Zadaci
 1. Gausovim algoritmom resiti sistem
 a) x − y = 72x + 3y = 4
 b) 3x + 8y − z = 2x − y + z = 2
 2x + 3y − 2z = 0
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 Resenje:
 a) Ako se prva jednacina pomnozi sa (−2) i doda drugoj jednacini, ondaje
 x − y = 72x + 3y = 4
 ⇔ x − y = 75y = −10
 .
 Iz druge jednacine sledi da je y = − 105 = −2, i uvrstavanjem te vrednosti
 za y u prvu jednacinu dobija se x − (−2) = 7, tj. x = 5.
 Resenje sistema je(x, y) = (5,−2).
 b) Ako prva i druga jednacina medusobno zamene mesta, bice
 3x + 8y − z = 2x − y + z = 2
 2x + 3y − 2z = 0⇔
 x − y + z = 23x + 8y − z = 22x + 3y − 2z = 0
 .
 Ako se prva jednacina pomnozi sa (−3) i doda drugoj, i pomnozi sa (−2)i doda trecoj, onda je prethodni sistem ekvivalentan sa
 x − y + z = 211y − 4z = −45y − 4z = −4
 .
 Promenom mesta sabiraka u jednacinama dobija se ekvivalentan sistem
 x + z − y = 2− 4z + 11y = −4− 4z + 5y = −4
 .
 Mnozenjem druge jednacine sa (−1) i dodavanjem trecoj dobija se sistem
 x + z − y = 2− 4z + 11y = −4
 − 6y = 0.
 Iz trece jednacine je y = 0. Uvrstavanjem u drugu jednacinu, dobija sez = −4−11y
 −4 = 1. Ako se dobijene vrednosti za y i z uvrste u prvu jednacinu,onda je x = 2 + y − z = 1.
 Dakle, resenje sistema je
 (x, y, z) = (1, 0, 1).
 2. Primenom Kramerovog pravila resiti sistem
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 a) 3x − 4y = −62x + 5y = 19
 b) 2x + y − z = 2x + 3y − 2z = −3
 3x − 2y + z = 9
 Resenje:
 a) Determinanta sistema je
 D =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 3 −42 5
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 3 · 5 − 2 · (−4) = 23.
 Kako je D 6= 0, to je sistem odreden. Iz
 Dx =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −6 −419 5
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −30 + 76 = 46, Dy =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 3 −62 19
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 57 + 12 = 69,
 prema Kramerovom pravilu, sledi
 x =Dx
 D=
 46
 23= 2 i y =
 Dy
 D=
 69
 23= 3.
 Sistem ima jedinstveno resenje
 (x, y) = (2, 3).
 b) Sistem je odreden jer je
 D =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 1 −11 3 −23 −2 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 2 6= 0.
 Dx =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 1 −1−3 3 −2
 9 −2 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 4,
 Dy =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 2 −11 −3 −23 9 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −2 i
 Dz =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 1 21 3 −33 −2 9
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 2.
 Dakle, x = Dx
 D = 42 = 2, y =
 Dy
 D = −22 = −1, z = Dz
 D = 22 = 1 i resenje
 sistema je(x, y, z) = (2,−1, 1).
 3. Ispitati prirodu sistema i, ako je sistem saglasan, resiti ga
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 a) x + y + z = 12x + y + 2z = 1
 b) −x + y − z = −22x + y + z = 13x + 2y − 2z = 36x + 2y = 20
 c) x − y − 2z = −3−2x + 2y + 4z = 6
 3x − 3y − 6z = −9
 d) x + 2y + z = 42x − y − z = 0
 −2x + y − 3z = −45x + 5y + 6z = 16
 Resenje:
 a) Ne mozemo da primenimo Kramerovo pravilo, jer ovo nije kvadratnisistem. Primenjujemo Gausov algoritam. Ako se prva jednacina pomnozisa (−2) i doda drugoj jednacini, onda je
 x + y + z = 12x + y + 2z = 1
 ⇔ x + y + z = 1− y = −1
 Iz druge jednacine je y = 1, a uvrstavanje u prvu daje x = −z. Znaci,sistem je jednostruko neodreden i skup resenja sitema za(x, y, z) je
 R = {(−α, 1, α)| α ∈ R}.
 b) Koristeci Gausov algoritam imamo
 −x + y − z = −22x + y + z = 13x + 2y − 2z = 36x + 2y = 20
 ⇔−x + y − z = −2
 3y − z = −35y − 5z = −38y − 6z = 8
 ⇔
 −x − z + y = −2− z + 3y = −3− 5z + 5y = −3− 6z + 8y = 8
 ⇔−x − z + y = −2
 − z + 3y = −3− 10y = 12− 10y = 26
 ⇔
 −x − z + y = −2− z + 3y = −3
 − 5y = 60 = 7
 Sistem je nemoguc.
 c) Ako se prva jednacina pomnozi sa 2 i doda drugoj jednacini, a zatimsa (−3) i doda trecoj jednacini, onda je dati sistem ekvivalentan sistemu
 x − y − 2z = −30 = 00 = 0.
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 Sistem je dvostruko neodreden i skup resenja sistema za uredenu trojku(x, y, z) je
 R = {(−3 + β + 2α, β, α)| α, β ∈ R}.d) Primenom Gausovog algoritma dobija se
 x + 2y + z = 42x − y − z = 0
 −2x + y − 3z = −45x + 5y + 6z = 16
 ⇔x + 2y + z = 4
 − 5y − 3z = −85y − z = 4
 − 5y + z = −4
 ⇔
 x + 2y + z = 4− 5y − 3z = −8
 − 4z = −44z = 4
 ⇔x + 2y + z = 4
 − 5y − 3z = −8z = 10 = 0
 ⇔
 z = 1, y = −8+3z−5 , x = 4 − 2y − z
 Sistem je odreden i resenje sistema je
 (x, y, z) = (1, 1, 1).
 4. Resiti homogen sistem
 a) 2x − y + z = 03x + y − z = 0
 −4x − 3y + 2z = 0.
 b) −x + y − z = 02x + y + z = 0−x + 4y − 2z = 0.
 c) 2x − y + z = 03x + y − z = 0.
 d) −x + y − z = 02x + y + z = 0−x − 2y − 5z = 0
 x + 2y = 0.
 Resenje:
 a) Determinanta sistema je D =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 −1 13 1 −1
 −4 −3 2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −5.
 Kako je determinanta datog homogenog sistema razlicita od nule, sistemje odreden i ima samo trivijalno resenje
 (x, y, z) = (0, 0, 0).
 b) D =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −1 1 −12 1 1
 −1 4 −2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 0
 Sistem je neodreden i moze se resiti primenom Gausovog algoritma.
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 −x + y − z = 02x + y + z = 0−x + 4y − 2z = 0
 ⇔−x + y − z = 0
 3y − z = 03y − z = 0
 ⇔
 −x + y − z = 03y − z = 0
 0 = 0
 Skup resenja sistema za (x, y, z) je
 R = {(−2α, α, 3α)| α ∈ R}.
 c) Kako je broj jednacina manji od broja nepoznatih u datom homogenomsistemu, sistem je neodreden i resava se primenom Gausovog algoritma:
 2x − y + z = 03x + y − z = 0
 ⇔ 2x − y + z = 05x = 0
 ⇔
 x = 0, y = 2x + z.
 Skup resenja sistema za (x, y, z) je
 R = {(0, α, α)| α ∈ R}.
 d) Primenom Gausovog algoritma, dobija se
 −x + y − z = 02x + y + z = 0−x − 2y − 5z = 0
 x + 2y = 0
 ⇔−x + y − z = 0
 3y − z = 0− 3y − 4z = 0
 3y − z = 0
 −x + y − z = 03y − z = 0
 − 5z = 00 = 0
 ⇔ z = 0, y = z3 , x = y − z.
 Sistem je odreden i ima samo trivijalno resenje
 (x, y, z) = (0, 0, 0).
 5. U zavisnosti od realnog parametra λ diskutovati sistem jednacina
 (1 + λ)x + y + z = 1x + (1 + λ)y + z = λx + y + (1 + λ)z = λ2.
 Resenje:
 Determinanta sistema je
 D =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 + λ 1 11 1 + λ 11 1 1 + λ
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 3 + λ 3 + λ 3 + λ1 1 + λ 11 1 1 + λ
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
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 = (3 + λ)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 1 11 1 + λ 11 1 1 + λ
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (3 + λ)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 1 10 λ 00 0 λ
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (3 + λ)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 λ 00 λ
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = λ2(3 + λ)
 (Napomena: Najpre smo dodali sve vrste prvoj da bismo mogli da izdvo-jimo (λ+3) ispred determinante. Zatim smo prvu vrstu pomnozili sa −1 idodali drugoj i trecoj vrsti i na kraju razvili determinantu po elementimaprve kolone.)
 i) Za λ 6= 0 i λ 6= −3 sistem je odreden.
 ii) Za λ = 0 sistem je
 x + y + z = 1x + y + z = 0x + y + z = 0
 .
 Oduzimanjem druge jednacine od prve dobija se jednacina 0 = 1, teje sistem nemoguc.
 ( U ovom slucaju je D = Dx = Dy = Dz = 0.)
 iii) Za λ = −3 sistem je
 −2x + y + z = 1x − 2y + z = −3x + y − 2z = 9
 ⇔− 3y + 3z = −5
 x− 2y + z = −33y − 3z = 12.
 Ekvivalentan sistem smo dobili mnozenjem druge jednacine sa 2 idodavanjem prvoj i mnozenjem druge jednacine sa −1 i dodavanjemtrecoj jednacini.
 Ako saberemo prvu i trecu jednacinu dobijamo
 0 = 7,
 sto znaci da je i u ovom slucaju sistem nemoguc.
 6. a) U zavisnosti od realnog parametra q diskutovati sistem jed-nacina
 qx + qy + (q + 1)z = qqx + qy + (q − 1)z = q
 (q + 1)x + qy + (2q + 3)z = 1.
 b) Resiti sistem za svaku vrednost parametra q.
 Resenje:
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 a) Determinanta sistema je
 D =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 q q q + 1q q q − 1
 q + 1 q 2q + 3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 q q q + 10 0 −21 0 q + 2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (−1)2+3(−2)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 q q1 0
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −2q
 i) Ako je q 6= 0 onda je sistem odreden.
 ii) Ako je q = 0 sistem je
 z = 0
 −z = 0
 x + 3z = 1.
 Iz prve dve jednacine je z = 0. Kada ovu vrednost zamenimo utrecu jednacinu dobija se x = 1, a y se moze izabrati proizvoljno.Dakle, sistem je jednostruko neodredjen i skup resenja sistemaza (x, y, z) je
 R = {(1, α, 0)| α ∈ R}.b) Resenje sistema u slucaju kada je q 6= 0 cemo odrediti Kramerovim
 pravilom. Vec smo izracunali da je determinanta sistema D = −2q ipotrebno je jos izracunati vrednosti determinanti Dx, Dy i Dz.
 Dx =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 q q q + 1q q q − 11 q 2q + 3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 q q q + 10 0 −21 q 2q + 3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (−1)2+3(−2)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 q q1 q
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 2(q2 − q),
 Dy =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 q q q + 1q q q − 1
 q + 1 1 2q + 3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 q q q + 10 0 −21 1 − q q + 2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (−1)2+3(−2)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 q q1 1 − q
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −2q2,
 Dz =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 q q qq q q
 q + 1 q 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 0.
 Dakle,
 x =Dx
 D=
 2q(q − 1)
 −2q= 1 − q,
 y =Dy
 D=
 −2q2
 −2q= q,
 z =Dz
 D=
 0
 −2q= 0
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 i resenje sistema je
 (x, y, z) = (1 − q, q, 0).
 7. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati sistem
 x + (a + 2)y + 2z = 2(a2 + 1)x + 2(a + 2)y + 4z = 4a
 x + 3y + (a + 1)z = 2a.
 Resenje:
 Determinanta datog sistema jednacina je
 D =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 a + 2 2a2 + 1 2(a + 2) 4
 1 3 a + 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 a + 2 2a2 + 1 2(a + 2) 4
 0 1 − a a − 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 a + 4 2a2 + 1 2a + 8 4
 0 0 a − 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (a − 1)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 a + 4a2 + 1 2a + 8
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (a − 1)(a + 4)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 1a2 + 1 2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (a − 1)(a + 4)(2 − a2 − 1)
 = (a − 1)(a + 4)(1 − a2) = −(a − 1)2(a + 4)(a + 1)
 i) Ako je a 6= 1 i a 6= −1 i a 6= −4, sistem je odreden.
 ii) Ako je a = 1, onda je
 x + 3y + 2z = 22x + 6y + 4z = 4x + 3y + 2z = 2
 ⇔x + 3y + 2z = 2
 0 = 00 = 0.
 Dakle, sistem je dvostruko neodreden i njegov skup resenja za ure-denu trojku (x, y, z) je
 R = {(2 − 3α − 2β, α, β)| α, β ∈ R}.
 iii) Ako je a = −1, onda je sistem
 x + y + 2z = 22x + 2y + 4z = −4x + 3y = −2
 (ako se prva jednacina pomnozi sa −2 i doda drugoj) ekvivalentan sa
 x + y + 2z = 20 = −8
 x + 3y = −2.
 Sistem jednacina je nemoguc.
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 iv) Ako je a = −4, sledeci sistemi su ekvivalentni:
 x − 2y + 2z = 217x − 4y + 4z = −16
 x + 3y − 3z = −8⇔
 x − 2y + 2z = 230y − 30z = −505y − 5z = −10
 ⇔
 x − 2y + 2z = 2y − z = −2
 3y − 3z = −5⇔
 x − 2y + 2z = 2y − z = −2
 0 = 1.
 Sistem jednacina je nemoguc.
 8. U zavisnosti od realnih parametara p i q diskutovati sistem
 x + py = 2−x + (p − 1)y + 2z = q2x − py + z = p.
 U slucaju kada je sistem neodreden naci resenje za koje je y = 0.
 Resenje:
 Determinanta sistema je
 D =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 p 0−1 p − 1 2
 2 −p 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 8p − 1.
 i) Za p 6= 18 sistem je odreden.
 ii) Za p = 18 sistem se svodi na:
 x + 18y = 2
 −x − 78y + 2z = q
 2x − 18y + z = 1
 8
 ⇔x + 1
 8y = 2− 6
 8y + 2z = q + 2− 3
 8y + z = 18 − 4
 ⇔x + 1
 8y = 2− 3
 8y + z = − 318
 0 = q + 394 .
 Ako je p = 18 i q 6= − 39
 4 , sistem je nemoguc.
 Ako je p = 18 i q = − 39
 4 , sistem je jednostruko neodreden i skupresenja za (x, y, z) je
 R ={(
 2 − 1
 8α, α,
 3
 8α − 31
 8
 )
 | α ∈ R}
 .
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 Trazeno resenje, kod koga je y = 0, je
 (x, 0, z) = (2, 0,−31
 8).
 9. U zavisnosti od realnih parametara a i b diskutovati sistem
 2x + y + az = 13x + 3y + (a + 1)z = bx + 2ay + z = 1
 .
 Resiti sistem u slucaju kada je neodreden.
 Resenje:
 Determinanta datog sistema jednacina je
 D =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 1 a3 3 a + 11 2a 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 2a2 − 6a + 4 = 2(a − 1)(a − 2).
 i) Ako je a 6= 1 i a 6= 2, sistem je odreden.
 ii) Koristeci Gausovog algoritam za a = 1 sledi
 2x + y + z = 13x + 3y + 2z = b
 x + 2y + z = 1⇔
 x + 2y + z = 13x + 3y + 2z = b
 2x + y + z = 1⇔
 x + 2y + z = 1− 3y − z = b − 3− 3y − z = −1
 ⇔x + 2y + z = 1
 − 3y − z = b − 30 = 2 − b.
 – Ako je a = 1 i b 6= 2 onda je sistem nemoguc.
 – Ako je a = 1 i b = 2 sistem je jednostruko neodreden i skupresenja sistema za (x, y, z) je
 R ={(1
 3(1 − α),
 1
 3(1 − α), α
 )
 | α ∈ R}
 .
 iii) Za a = 2 sledi
 2x + y + 2z = 13x + 3y + 3z = b
 x + 4y + z = 1⇔
 x + 4y + z = 12x + y + 2z = 13x + 3y + 3z = b
 x + 4y + z = 1− 7y = −1− 9y = b − 3
 ⇔x + 4y + z = 1
 y = 1
 7
 0 = b − 12
 7
 .
 – Ako je a = 2 i b 6= 127 onda je sistem nemoguc.
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 – Ako je a = 2 i b = 127 sistem je jednostruko neodreden i skup
 resenja sistema za (x, y, z) je
 R ={(3
 7− α,
 1
 7, α
 )
 | α ∈ R}
 .
 10. U zavisnosti od realnih parametara p i q diskutovati sistem
 3x + py − z = 2−x + (1 − 2p)y + 2z = q
 x − py = p,.
 U slucaju kada je sistem neodreden naci resenje za koje je y = z.
 Resenje:
 3x + py − z = 2−x + (1 − 2p)y + 2z = q
 x − py = p⇔
 −z + 3x + py = 2x − py = p
 2z − x + (1 − 2p)y = q⇔
 −z + 3x + py = 2x − py = p
 5x + y = q + 4⇔
 −z + 3x + py = 2x − py = p
 (5p + 1)y = q + 4 − 5p.
 i) Za 5p+1 6= 0 odnosno za p 6= − 15 , determinanta sistema je razlicita
 od nule i u tom slucaju sistem je odreden.
 ii) Ako je p = − 15 , moguca su dva podslucaja:
 - za −5p + q + 4 6= 0 odnosno q 6= −5, sistem je nemoguc, - zaq = −5, sistem je jednostruko neodreden.
 U slucaju neodredenosti, tj. za p = − 15 i q = −5, zamenom y = z, dobija
 se sistem3x − 6
 5z = 2x + 1
 5z = − 15
 cijim se resavanjem dobija
 (x, y, z) =( 4
 45,−13
 9,−13
 9
 )
 .
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 11. U zavisnosti od realnih parametara p i q diskutovati sistem
 px − y − z = 22px − py + z = q3px − (p + 2)y + pz = q2.
 Resenje:
 Determinanta sistema je
 D =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 p −1 −12p −p 13p −(p + 2) p
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = p
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 −1 −12 −p 13 −(p + 2) p
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = p
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 0 02 2 − p 33 1 − p 3 + p
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = p
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 − p 31 − p 3 + p
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = p(
 (2 − p)(3 + p) − 3(1 − p))
 = −p(p2 − 2p − 3)
 = −p(p − 3)(p + 1).
 i) Za p 6= 0 i p 6= 3 i p 6= −1 sistem je odreden.
 ii) Za p = 0, sistem glasi
 −y −z = 2z = q
 −2y = q2⇔
 −y −z = 2z = q
 y = − q2
 2
 ⇔z = q
 y = − q2
 2
 0 = 2 + q − q2
 2
 ,
 gde je q2 − 2q − 4 = 0 ⇔ (q − (1 +√
 5))(q − (1 −√
 5)) = 0.
 – Za q 6= 1 +√
 5 i q 6= 1 −√
 5 sistem je nemoguc.
 – Za q = 1 +√
 5 sistem je jednostruko neodreden, a skup resenjaza (x, y, z) je
 R ={(
 α,− (1 +√
 5)2
 2, 1 +
 √5)
 | α ∈ R}
 .
 – Za q = 1 −√
 5 sistem je jednostruko neodreden, sa skupomresenja za (x, y, z)
 R ={(
 α,− (1 −√
 5)2
 2, 1 −
 √5)
 | α ∈ R}
 .
 iii) Za p = 3, sistem glasi:
 3x − y − z = 26x − 3y + z = q9x − 5y + 3z = q2
 ⇔3x − y − z = 2
 − y + 3z = q − 4− 2y + 6z = q2 − 6
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 ⇔3x − y − z = 2
 − y + 3z = q − 40 = q2 − 6 − 2q + 8
 .
 Kako jednacina q2−2q+2 = 0 nema resenja u skupu realnih brojeva,sistem je u ovom slucaju nemoguc.
 iv) Za p = −1, sistem glasi
 −x − y −z = 2−2x + y +z = q−3x − y −z = q2
 ⇔−x − y − z = 2
 3y + 3z = q − 42y + 2z = q2 − 6
 ⇔−x − y − z = 2
 3y + 3z = q − 40 = q2 − 6 − 2
 3 (q − 4).
 Poslednja jednacina sistema je ekvivalentna jednacini
 3q2 − 2q − 10 = 0.
 – Ako je q 6= 1+√
 313 i q 6= 1−
 √31
 3 , sistem je nemoguc.
 – Ako je q = 1+√
 313 , sistem je jednostruko neodreden i skup resenja
 za (x, y, z) je
 R = {(−2 −√
 31 − 11
 9,−α +
 √31 − 11
 9, α)| α ∈ R}.
 – Ako je q = 1−√
 313 , sistem je jednostruko neodreden i skup resenja
 za (x, y, z) je
 R = {(−2 +
 √31 + 11
 9,−α −
 √31 + 11
 9, α)| α ∈ R}.
 12. U zavisnosti od realnih parametara a i b diskutovati sistem jed-nacina
 x − 2y + u = −32x + ay − bz − u = 2bx + (2a + 1)y − bz − 2u = 3b + 1
 .
 Resiti sistem u slucaju kada je neodreden.
 Resenje:
 Elementarnim transformacijama se dobija sledeci niz ekvivalentnih sis-tema:
 x − 2y + u = −32x + ay − bz − u = 2bx + (2a + 1)y − bz − 2u = 3b + 1
 ⇔
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 −u + 2x + ay − bz = 2b−2u + x + (2a + 1)y − bz = 3b + 1
 u + x − 2y = −3⇔
 −u + 2x + ay − bz = 2b− 3x + y + bz = −b + 1
 3x + (a − 2)y − bz = 2b − 3⇔
 −u + 2x + ay − bz = 2b− 3x + y + bz = −b + 1
 (a − 1)y = b − 2.
 i) Ako je a 6= 1, sistem je jednostruko neodreden i skup resenja za(x, y, z)je
 R =
 (
 − 1
 3(1− b− b − 2
 a − 1− bα),
 b − 2
 a − 1, α,
 −8a − ab + 6b − 2
 3(a − 1)− b
 3α
 )
 | α ∈ R
 .
 ii) Za a = 1 dati sistem je ekvivalentan sa
 −u + 2x + y − bz = 2b− 3x + y + bz = −b + 1
 0 = b − 2.
 Ako je a = 1 i b 6= 2 , sistem je nemoguc.
 Ako je a = 1 i b = 2 sistem je dvostruko neodreden i skup resenjaza(x, y, z) je
 R = {(α,−1 + 3α − 2β, β, 5α − 4β − 5)| α, β ∈ R}.
 13. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati i resiti sistem
 x + ay + a2z + a3u = 0x + y + z + u = 0x + 2y + 4z + 8u = 0x + 3y + 9z + 27u = 0.
 Resenje:
 Determinanta sistema je
 D =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 a a2 a3
 1 1 1 11 2 4 81 3 9 27
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 a − 1 a2 − 1 a3 − 11 0 0 01 1 3 71 2 8 26
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣

Page 162
						

162 6. SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA
 = −
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 a − 1 a2 − 1 a3 − 11 3 72 8 26
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 a − 1 (a − 1)(a + 1) (a − 1)(a2 + a + 1)1 3 72 8 26
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −(a − 1)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 a + 1 a2 + a + 11 3 72 8 26
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −(a − 1)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 a − 2 a2 + a − 61 0 02 2 12
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (a − 1)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 a − 2 a2 + a − 62 12
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = (a − 1)(
 12(a − 2) − 2(a2 + a − 6))
 = 2(a − 1)(−a2 + 5a − 6)
 = 2(a − 1)(a − 2)(3 − a).
 i) Za a 6= 1 i a 6= 2 i a 6= 3, dati homogeni sistem je odreden i ima samotrivijalno resenje
 (x, y, z, u) = (0, 0, 0, 0).
 ii) Za a = 1 sistem glasi
 x + y + z + u = 0x + y + z + u = 0x + 2y + 4z + 8u = 0x + 3y + 9z + 27u = 0
 ⇔
 x + y + z + u = 0y + 3z + 7u = 0
 2y + 8z + 26u = 0⇔
 x + y + z + u = 0y + 3z + 7u = 0
 2z + 12u = 0.
 U ovom slucaju, sistem je jednostruko neodreden i skup resenja za(x, y, z, u) je
 R = {(−6α, 11α,−6α, α)| α ∈ R}. (6.2)
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 iii) Za a = 2, sistem glasi
 x + 2y + 4z + 8u = 0x + y + z + u = 0x + 2y + 4z + 8u = 0x + 3y + 9z + 27u = 0
 .
 Sistem je jednostruko neodreden i ima skup resenja (6.2).
 iv) Ako je a = 3, sistem je
 x + 3y + 9z + u = 0x + y + z + u = 0x + 2y + 4z + 8u = 0x + 3y + 9z + 27u = 0
 .
 Sistem je jednostruko neodreden i ima skup resenja (6.2).
 14. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati i resiti sistem
 x + y + az = 1x + ay + z = a
 ax + y + z = a2
 ax + ay + az = a3
 .
 Resenje:
 Elementarnim transformacijama dobija se
 x + y + az = 1x + ay + z = a
 ax + y + z = a2
 ax + ay + az = a3
 ⇔
 x + y + az = 1(a − 1)y + (1 − a)z = a − 1(1 − a)y + (1 − a2)z = a2 − a
 (a − a2)z = a3 − a
 ⇔
 x + y + az = 1(a − 1)y + (1 − a)z = a − 1
 (−a2 − a + 2)z = a2 − 1(a − a2)z = a3 − a
 ⇔
 x + y + az = 1(a − 1)y + (1 − a)z = a − 1
 −(a − 1)(a + 2)z = (a − 1)(a + 1)a(1 − a)z = a(a − 1)(a + 1).
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 i) Za a 6= 0 i a 6= 1 posmatrani sistem je ekvivalentan sa
 x + y + az = 1(a − 1)y + (1 − a)z = a − 1
 −(a + 2)z = (a + 1)z = −(a + 1),
 odakle sledi da je za a = −2 sistem nemoguc.
 Ako je a 6= 0 i a 6= 1 i a 6= −2 polazni sistem je ekvivalentan sasistemom
 x + y + az = 1(a − 1)y + (1 − a)z = a − 1
 z = −a − 10 = −(a + 1)2
 ,
 koji je za a 6= −1 nemoguc.
 ii) Ako je a = −1, sistem
 x + y − z = 1−2y + 2z = −2
 2z = 0−2z = 0
 je odreden i resenje sistema je (0, 1, 0).
 iii) Ako je a = 0, sistem
 x + y = 1−y + z = −1
 2z = −10 = 0
 je odreden i resenje sistema je ( 12 , 1
 2 ,− 12 ).
 iv) Ako je a = 1, sistem
 x + y + z = 10 = 00 = 00 = 0
 je dvostruko neodreden i skup resenja sistema za uredenu trojku(x, y, z) je
 R = {(1 − α − β, α, β)| α, β ∈ R}.15. Koristeci Kroneker-Kapelijevu teoremu, u zavisnosti od realnog
 parametra a, diskutovati sistem
 ax + y − z = 1x + ay − z = 1x − y − az = 1.
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 Resenje:
 Matrica datog sistema je
 A =
 a 1 −11 a −11 −1 −a
 ,
 a njegova prosirena matrica
 A =
 a 1 −11 a −11 −1 −a
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 111
 .
 Rang matrica A i A odredicemo koristeci determinantu matrice A. Kakoje
 D(A) =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 a 1 −11 a −11 −1 −a
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = a(1 − a)(1 + a),
 zakljucujemo:
 za a 6= 0 ∧ a 6= 1 ∧ a 6= −1, rang(A) = rang(A) = 3,
 sto znaci da je za te vrednosti parametra a sistem odreden.
 U ostalim slucajevima dobijamo:
 a = 0
 A ∼
 0 1 −11 0 −11 −1 0
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 111
 ∼
 1 −1 01 0 −10 1 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 111
 ∼
 ∼
 1 −1 00 1 −10 1 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 101
 ∼
 1 −1 00 1 −10 1 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 110
 ∼
 ∼
 1 −1 00 1 −10 0 0
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 11
 −1
 .
 Kako je 2 = rang(A) 6= rang(A) = 3, zakljucujemo da je za a = 0sistem nemoguc.
 a = 1
 A ∼
 1 1 −11 1 −11 −1 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 111
 ∼
 1 1 −10 0 00 −2 0
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 100
 ,
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 odakle sledi rang(A) = 2 = rang(A) < 3. Dakle, rang obe matrice jeisti, sto znaci da je sistem saglasan. Posto je taj rang za jedan manji odmaksimalnog, sistem je jednostruko neodreden.
 a = −1
 A ∼
 −1 1 −11 −1 −11 −1 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 111
 ∼
 −1 1 −10 0 −20 0 0
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 122
 ,
 odakle sledi da je 2 = rang(A) 6= rang(A) = 3, sto znaci da je sistemnemoguc.
 Zadaci za samostalni rad
 1. Resiti sistem2x − y + z = −23x − y + 5z = −5x + y + 4z = 0
 Kramerovim pravilom.
 Rezultat:
 (x, y, z) = (1, 3,−1).
 2. Dat je sistem
 x1 + x2 +2x3 + 2x4 + x5 = 12x1 − x2 +x3 − 2x4 + 5x5 = 113x1 + x2 +x3 − 6x4 + 2x5 = 11x1 + x2 −x3 + 3x4 − 3x5 = −7
 .
 a) Gausovom eliminacijom dovesti sistem na trapezni oblik i odreditiprirodu resenja tog sistema.
 b) Naci resenje sistema za koje vazi da je x5 = 1.
 Rezultat:
 a)
 x1 + x2 +2x3 + 2x4 + x5 = 1x2 +x3 + 2x4 − x5 = −3
 −3x3 − 8x4 − 3x5 = 29x4 − x5 = −10
 .
 b) (x1, x2, x3, x4, 1) = (1,−1, 1,−1, 1).
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 3. Resiti sistema) 2x + y − z = 4
 3x − 2y + 2z = 15x + y − 3z = 7
 .
 b) 2x − y − 3z = −2−2x + y + z = 1
 x − 2y − 2z = 13x + 2y + 2z = 19
 .
 c) 2x − 3y + 2z + u + t = −1−x + y + z − u − t = 6
 .
 Rezultat:
 a) (x, y, z) = (−1, 1,−1).b) Sistem je nemoguc.c) Sistem je trostruko neodreden i skup resenja sistema za (x, y, z, u, t) je
 R = {(5α − 2β − 2γ − 11, 4α − β − γ − 11, α, β, γ)| α, β, γ ∈ R}.
 4. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati sistem
 a)2x + y + z = −axx + 2y + z = −ayx + y + 2z = −az.
 b)(3a − 1)x + 2ay + (3a + 1)z = 1
 2ax + 2ay + (3a + 1)z = a(a + 1)x + (a + 1)y + 2(a + 1)z = a2.
 Resiti sistem u slucajevima kada je saglasan.
 Rezultat:
 a)
 • Ako je a 6= −4 i a 6= −1, sistem je odreden i ima trivijalno resenje(x, y, z) = (0, 0, 0).
 • Ako je a = −4, sistem je jednostruko neodreden i skup resenja sistemaje R = {(α, α, α)|α ∈ R}.
 • Ako je a = −1, sistem je dvostruko neodreden i skup resenja sistemaza (x, y, z)je R = {(1 − α − β, α, β)| α, β ∈ R}.
 b)
 • Ako je a 6= 1 i a 6= −1, sistem je odreden i resenje sistema je
 (x, y, z) = (−1,−3a2 − 1 + 1
 a + 1,(2a + 1)a
 a + 1).
 • Ako je a = 1, sistem je dvostruko neodreden i skup resenja sistemaza (x, y, z) je
 R = {(1
 2(1 − 2α − 4β), α, β)| α, β ∈ R}.
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 • Ako je a = −1, sistem je nemoguc.
 5. U zavisnosti od realnih parametara a i b diskutovati sistem
 a)x + ay + 2z = 2
 2x + y + az = 4ax + 2y + z = b + 6.
 b)x + ay + z = 1
 2bx + 2ay + 2z = 23bx − y + 3z = 6.
 Rezultat:
 a)
 • Ako je a 6= −3 sistem je odreden.
 • Ako je a = −3 i b 6= −12, sistem je nemoguc.
 • Ako je a = −3 i b = −12, sistem je jednostruko neodreden.
 b)
 • Ako je a 6= − 13 i b 6= 1 sistem je odreden.
 • Ako je a = − 13 i b = 1, sistem je nemoguc.
 • Ako je a 6= − 13 i b = 1, sistem je jednostruko neodreden.
 • Ako je a = − 13 i b 6= 1, sistem je nemoguc.
 6. U zavisnosti od realnih parametara a, b i c diskutovati sistemx + ay + a2z = a3
 x + by + b2z = b3
 x + cy + c2z = c3.
 Rezultat:
 • Ako je a 6= b i a 6= c i b 6= c sistem je odreden.
 • Ako je a = b = c, sistem je dvostruko neodreden.
 • Ako je (a 6= c i a = b) ili (a 6= b i a = c) ili (a 6= b i b = c) sistem jejednostruko neodreden.
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7
 Vektorski prostori
 • Neka je V neprazan skup cije elemente zovemo vektorima i oznacavamomalim slovima latinice: x, y, z, . . . i neka je (F,+, ·, 0, 1) polje cije elementezovemo skalarima i oznacavamo malim grckim slovima: α, β, γ, . . ..
 Uredenu cetvorku (V,+, ·, F ), gde je + operacija sabiranja vektora, a ·operacija mnozenja skalara vektorom, nazivamo vektorski prostor nadpoljem F , ako je ispunjeno:
 (V,+) je Abelova grupa;
 α(x + y) = αx + αy;
 (α + β)x = αx + βx;
 α(βx) = (αβ)x;
 1 · x = x
 za sve x, y ∈ V , sve α, β ∈ F i 1 ∈ F .
 • Struktura (U,+, ·, F ) je potprostor vektorskog prostora (V,+, ·, F ) ako isamo ako je U ⊆ V i pri tom je skup U zatvoren u odnosu na definisaneoperacije sabiranja vektora i mnozenja vektora skalarom.
 • Linearna kombinacija vektora a1, a2, . . . , an prostora V je vektor oblikaα1a1 + α2a2 + . . . + αnan, gde su α1, α2, . . . , αn elementi polja F .
 Skup svih linearnih kombinacija vektora a1, a2, . . . , an cini vektorski pot-prostor prostora V . Kazemo da skup {a1, a2, . . . , an} generise taj vektorskipotprostor.
 • Skup vektora {a1, a2, . . . , an} vektorskog prostora V je linearno zavisanako postoje skalari (elementi polja F ) α1, α2, . . . , αn od kojih je bar jedanrazlicit od nule, takvi da je α1a1 + α2a2 + . . . + αnan = 0. Ukolikoprethodna jednakost vazi samo ako su svi skalari u linearnoj kombinacijijednaki nuli, skup vektora je linearno nezavisan.
 Skup vektora je linearno zavisan ako i samo ako se bar jedan od njih mozeizraziti kao linearna kombinacija ostalih.
 169
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170 7. VEKTORSKI PROSTORI
 • Skup B vektora vektorskog prostora V je baza tog vektorskog prostoraako i samo ako je linearno nezavisan i ako se svaki vektor iz V moze izrazitikao linearna kombinacija vektora iz B.
 Broj vektora baze prostora V naziva se dimenzija prostora V .
 • Primeri vektorskih prostora
 1. Struktura (Rn,+, ·,R) je vektorski prostor nad poljem R ako suelementi skupa Rn uredene n-torke realnih brojeva za koje vazi
 (a1, a2, . . . , an) = (b1, b2, . . . , bn) akko
 a1 = b1 i a2 = b2 i . . . i an = bn
 (a1, a2, . . . , an) + (b1, b2, . . . , bn) = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn)
 α(a1, a2, . . . , an) = (α · a1, α · a2, . . . , α · an), za α ∈ R.
 Skup vektora {e1, e2, . . . , en}, gde je
 e1 = (1, 0, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, 0, . . . , 1)je standardna baza vektorskog prostora Rn.Dimenzija prostora Rn jednaka je n.
 2. Neka je
 A =
 a11 a12 · · · a1n
 a21 a22 · · · a2n
 ......
 . . ....
 am1 am2 · · · amn
 realna matrica.
 Vektori-kolone matrice A
 k1 = (a11, a21, . . . , am1)T ,
 k2 = (a12, a22, . . . , am2)T ,
 ...
 kn = (a1n, a2n, . . . , amn)T
 generisu vektorski prostor (potprostor prostora Rm) koji se nazivaprostor kolona matrice A.
 Vektori-vrste matrice A
 v1 = (a11, a12, . . . , a1n),
 v2 = (a21, a22, . . . , a2n),
 ...
 vn = (am1, am2, . . . , amn)
 generisu vektorski prostor (potprostor prostora Rn) koji se nazivaprostor vrsta matrice A.
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Zbirka resenih zadataka iz Matematike I 171
 Dimenzija prostora kolona (maksimalan broj linearno nezavisnih ko-lona matrice A) jednaka je dimenziji prostora vrsta (maksimalan brojlinearno nezavisnih vrsta matrice A). Ova vrednost jednaka je rangumatrice A.
 Zadaci
 1. Dati su vektori
 a) ~a1 = (4, 4, 3), ~a2 = (7, 2, 1), ~a3 = (4, 1, 6) i ~b = (5, 9, λ).
 b) ~a1 = (2, 1, 0), ~a2 = (−3, 2, 1), ~a3 = (5,−1,−1) i ~b = (8, λ,−2).
 c) ~a1 = (−1, 3, 4), ~a2 = (1,−3, 4), ~a3 = (2,−6, 8) i ~b = (0, λ,−1).
 Odrediti λ ∈ R tako da se vektor ~b moze izraziti kao linearnakombinacija vektora ~a1, ~a2 i ~a3.
 Resenje:
 Uocimo, odmah, da skup slobodnih vektora (orijentisanih duzi), u komsu definisane operacije sabiranja vektora (pomocu pravila paralelograma)i mnozenja vektora realnim brojem (na uobicajeni nacin), ima strukturuvektorskog prostora nad poljem ralnih brojeva. Ovaj skup je model pokom je apstraktna struktura koja ispunjava uvedene aksiome vektorskogprostora i dobila ime. U tom vektorskom prostoru linearno zavisan skupvektora je onaj koji sadrzi bar tri koplanarna, odnosno bar dva kolinearnavektora.
 Identifikovanjem slobodnog vektora trodimenzionalnog euklidskog pros-tora sa uredenom trojkom realnih brojeva koja predstavlja njegove koor-dinate, dolazimo do jos jednog primera vektorskog prostora: to je skup R3
 svih uredenih trojki realnih brojeva, nad poljem R, pri cemu su operacijedefinisane na uobicajeni nacin (dva vektora (uredene trojke) se sabirajutako sto im se saberu odgovarajuce koordinate, a vektor (uredena trojka)se mnozi skalarom (realnim brojem) tako sto se sve koordinate vektorapomnoze skalarom). U tom vektorskom prostoru se ispitivanje linearnezavisnosti vektora moze svesti na izracunavanje determinante koja odgo-vara njihovom mesovitom proizvodu (ispitivanje koplanarnosti tri vektora)ili izracunavanje intenziteta njihovog vektorskog proizvoda (ispitivanje ko-linearnosti dva vektora). (Videti poglavlje Slobodni vektori).
 Daljim uopstavanjem dolazimo do novog primera vektorskog prostora -skupa Rn svih n-torki realnih brojeva, nad poljem R. Operacije su i uovom slucaju definisane analogno kao u R3.
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 U ovom i narednom zadatku naglasena je interpretacija (apstraktnog) vek-tora - elementa (apstraktnog) nosaca V vektorskog prostora. Vektor je
 posmatran kao slobodan vektor i oznacavan kao orijentisana duz: ~a, ~b, . . ., iistovremeno kao uredena trojka realnih brojeva-koordinata slobodnog vek-tora, odnosno koeficijenata njegovog razlaganja u pravcima koordinatnihosa. U daljim zadacima, gde je uglavnom posmatran vektorski prostor Rn,vektori (uredene n-torke) oznacavani su malim slovima latinice: a, b, . . .,kao sto je navedeno u definiciji vektorskog prostora.
 a) Kako je
 ~a1 · ( ~a2 × ~a3) =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 4 4 37 2 14 1 6
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 6= 0,
 vektori ~a1, ~a2, ~a3 su nekoplanarni, odnosno linearno nezavisni. Skup{ ~a1, ~a2, ~a3} prema tome predstavlja bazu prostora R3, a tada se svakivektor iz R3 moze izraziti kao njihova linearna kombinacija. To znacida u ovom slucaju λ moze biti bilo koji realan broj.
 b) U ovom slucaju je
 ~a1 · ( ~a2 × ~a3) =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 1 0−3 2 1
 5 −1 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 0,
 sto znaci da je dati skup vektora linearno zavisan, odnosno da suvektori ~a1, ~a2, ~a3 koplanarni. Lako je uociti da je svaki dvoclani pod-skup ovog skupa linearno nezavisan, posto ni jedan par vektora nemaproporcionalne koordinate, odnosno nije kolinearan. To znaci da separametar λ vektora ~b odreduje iz uslova da je ~b linearno zavisan sabilo kojim dvoclanim podskupom datog skupa vektora { ~a1, ~a2, ~a3}.Dakle, imamo
 rang
 2 1 0−3 2 1
 5 −1 −18 λ −2
 = 2,
 odnosno svi minori reda tri ove matrice su jednaki nuli. Ako sadaizjednacimo sa nulom minor
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 1 0−3 2 1
 8 λ −2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −2(3 + λ) = 0,
 dobijamo da za λ = −3 vektor ~b pripada ravni odredenoj vektorima~a1, ~a2, ~a3 i moze se izraziti kao njihova linearna kombinacija. Tako je
 ~b = ~a1 − 2 ~a2 = − ~a1 + 2 ~a3 = − ~a2 + ~a3 = 2 ~a1 − 3 ~a2 − ~a3.
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Zbirka resenih zadataka iz Matematike I 173
 c) Ocigledno, skup vektora { ~a1, ~a2, ~a3} je linearno zavisan, i to takoda su sva tri vektora kolinearna (koordinate su im proporcionalne i
 ~a1 = − ~a2, ~a3 = −2 ~a1 = 2 ~a2). Vektor ~b se moze predstaviti kaonjihova linearna kombinacija ukoliko i on pripada istoj pravoj, tj.ako su i koordinate vektora ~b proporcionalne koordinatama vektora~a1, ~a2, ~a3. To bi znacilo da postoji konstanta α takva da je, npr.~b = α ~a1, odnosno
 0 = −α , λ = 3α , −1 = 4α
 sto nije moguce. U ovom slucaju, dakle, zakljucujemo da ne pos-toji vrednost parametra λ za koju se ~b moze prikazati kao linearnakombinacija vektora ~a1, ~a2, ~a3.
 2. Dati su vektori ~a1 = (3, 1, 1) = 3~i + ~j + ~k, ~a2 = (2,−1, 0) = 2~i −~j i ~a3 = (0, 1, 2) = ~j + 2~k.
 a) Dokazati da skup { ~a1, ~a2, ~a3} predstavlja bazu prostora R3.
 b) Pomocu ove baze predstaviti vektor ~b = (4, 6, 8) = 4~i+6~j+8~k.
 Resenje:
 a) Dati skup vektora predstavlja bazu vektorskog prostora R3 ukolikoje linearno nezavisan. Izjednacavajuci linearnu kombinaciju datihvektora sa nulom, dobijamo
 α ~a1 + β ~a2 + γ ~a3 = ~0,
 odnosno α (3, 1, 1) + β (2,−1, 0) + γ (0, 1, 2) = (0, 0, 0).
 Ovoj vektorskoj jednacini ekvivalentan je sistem linearnih jednacina
 3 α + 2 β = 0α − β + γ = 0α + 2γ = 0,
 cija je determinanta
 D =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 3 2 01 −1 11 0 2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −8.
 Kako je D 6= 0, posmatrani (homogeni) sistem je jednoznacno resiv,sto znaci da je α = β = γ = 0. Tada je dati skup vektora linearnonezavisan i cini bazu prostora R3.
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 Treba uociti da je posmatrana determinanta jednaka mesovitom pro-izvodu datih vektora (izmena uloga vrsta i kolona ne menja vrednostdeterminante). Kako je taj mesoviti proizvod razlicit od nule, za-kljucujemo da su dati vektori nekoplanarni, a to znaci da cine bazuprostora R3.
 b) Svaki vektor prostora R3 moze se predstaviti kao linearna kombi-nacija vektora (bilo koje) baze tog prostora. Treba, dakle, odreditikoeficijente α, β, γ ∈ R tako da vazi
 ~b = α ~a1 + β ~a2 + γ ~a3 =
 = α (3, 1, 1) + β (2,−1, 0) + γ (0, 1, 2) =
 = (3α + 2β)~i + (α − β + γ) ~j + (α + 2γ) ~k,
 sto je ekvivalentno sistemu jednacina
 3α + 2β = 4, α − β + γ = 6, α + 2γ = 8,
 cije je resenje α = 2, β = −1, γ = 3. Prema tome,
 ~b = 2 ~a1 − ~a2 + 3 ~a3.
 3. Ispitati linearnu zavisnost skupa vektora
 {(1, 1, 2, 1), (1,−1, 1, 2), (−3, 1,−4,−5), (0, 2, 1,−1)}.
 Resenje:
 Linearna kombinacija datih vektora jeα (1, 1, 2, 1) + β (1,−1, 1, 2) + γ (−3, 1,−4,−5) + δ (0, 2, 1,−1).
 Ispitacemo za koje je vrednosti skalara α, β, γ, δ ova linearna kombi-nacija jednaka nuli. Iz vektorske jednacine
 α(1, 1, 2, 1) + β(1,−1, 1, 2) + γ(−3, 1,−4,−5) + δ(0, 2, 1,−1) = (0, 0, 0, 0)
 dobijamo homogeni sistem linearnih jednacina
 α + β − 3γ = 0α − β + γ + 2δ = 0
 2α + β − 4γ + δ = 0α + 2β − 5γ − δ = 0
 . (7.1)
 Determinanta ovog sistema je
 D =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 1 −3 01 −1 1 22 1 −4 11 2 −5 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 1 −3 00 −2 4 20 −1 2 10 1 −2 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 0.
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 Homogeni sistem cija je determinanta jednaka nuli je neodreden, tako daosim trivijalnog ima i druga resenja. To znaci da postoje vrednosti α, β,γ, δ, od kojih je bar jedna razlicita od nule, a koje zadovoljavaju sistem(7.1), odnosno za koje je linearna kombinacija datih vektora jednaka nuli.Dati vektori su, dakle, linearno zavisni.
 Gausovim algoritmom sistem (7.1) se svodi na
 α + β − 3γ = 0β − 2γ − δ = 0,
 a njegovo opste resenje je
 {(3t2 − t1, t1, t2, t1 − 2t2) | t1, t2 ∈ R}.
 Tako za, npr. t1 = 0, t2 = 1 vazi
 (α, β, γ, δ) = (3, 0, 1,−2),
 sto znaci da je jedna od zavisnosti datih vektora
 3 (1, 1, 2, 1) + (−3, 1,−4,−5) − 2 (0, 2, 1,−1) = (0, 0, 0, 0).
 4. Odrediti vrednost realnog parametra a tako da skup vektora
 {(a, a, a, a), (a, 2, 2, 2), (a, 2, a, a), (a, 2, a, 3)}bude linearno nezavisan.
 Resenje:
 Izjednacavanjem linearne kombinacije datih vektora sa nulom, formiramohomogeni sistem jednacina cija je determinanta
 D =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 a a a aa 2 2 2a 2 a aa 2 a 3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 a a a a0 2 − a 2 − a 2 − a0 2 − a 0 00 2 − a 0 3 − a
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = a
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 1 1 10 2 − a 2 − a 2 − a0 0 a − 2 a − 20 0 a − 2 1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = a(2 − a)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 1 1 10 1 1 10 0 a − 2 a − 20 0 0 3 − a
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = a(a − 2)2(a − 3).
 Za a 6= 0 i a 6= 2 i a 6= 3 (homogeni) sistem jednacina ima determinanturazlicitu od nule, sto znaci da je jednoznacno resiv, odnosno ima samotrivijalno resenje. Tada je dati skup vektora linearno nezavisan.
 Zadatak mozemo resiti i tako sto cemo odrediti parametar a iz uslova da
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 je rang matrice cije su vrste dati vektori maksimalan, sto u ovom slucajuznaci da je jednak cetiri. Kako je rec o kvadratnoj matrici, njen rangje jednak njenom redu ukoliko je determinanta matrice razlicita od nule.Prethodno izracunata determinanta je upravo determinanta te matrice,tako da sledi vec navedeni zakljucak.
 5. Koje uslove treba da zadovoljavaju x1, x2, x3, x4, da bi vektor(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 pripadao vektorskom prostoru generisanomskupom vektora {(1,−1, 1, 0) , (1, 1, 0, 1) , (2, 0, 1, 1)} ?
 Resenje:
 Odredicemo, prvo, jednu bazu vektorskog prostora generisanog datim vek-torima. Ispitujuci rang matrice cije su vrste dati vektori, dobijamo
 1 −1 1 01 1 0 12 0 1 1
 ∼
 1 −1 1 00 2 −1 10 2 −1 1
 ∼
 1 −1 1 00 2 −1 10 0 0 0
 ,
 (prva vrsta je pomnozena sa (-1), odnosno (-2), i dodata drugoj, odnosnotrecoj; druga vrsta je pomnozena sa (-1) i dodata trecoj)
 odakle zakljucujemo da je dimenzija posmatranog potprostora jednaka 2.Tada bilo koja dva od tri data vektora cine njegovu bazu. (Ociglednoje da su svaka dva vektora linearno nezavisna, posto im koordinate nisuproporcionalne.)
 Ako za bazu odaberemo vektore (1,−1, 1, 0) i (1, 1, 0, 1), svaki vektor(x1, x2, x3, x4) koji pripada potprostoru moze se prikazati kao njihovalinearna kombinacija. Dakle, iz vektorske jednacine
 α (1,−1, 1, 0) + β (1, 1, 0, 1) = (x1, x2, x3, x4)
 sledi sistem linearnih jednacina
 α + β = x1
 −α + β = x2
 α = x3
 β = x4
 koji mora biti resiv, a takav je za
 x1 − x3 − x4 = 0 , x2 + x3 − x4 = 0,
 sto su uslovi koje moraju zadovoljavati koordinate proizvoljnog vektora izposmatranog potprostora.
 (Jasno je da ovaj zadatak nema jedinstveno resenje, s obzirom da se dobi-jeni uslovi mogu izraziti i bilo kojim ekvivalentnim sistemom jednacina.)
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 6. Da li skupovi vektora
 A1 = {(1,−1, 2,−3), (1, 1, 2, 0), (3,−1, 6,−6)} i
 A2 = {(1, 0, 1, 0), (0, 2, 0, 3)}generisu isti potprostor vektorskog prostora R4?
 Resenje:
 Ispitacemo, prvo, da li oba skupa vektora generisu potprostore iste dimen-zije.
 Ocigledno je da su vektori iz skupa A2 linearno nezavisni, s obzirom da imkoordinate nisu proporcionalne, pa je dimenzija potprostora generisanogovim skupom vektora jednaka 2.
 S druge strane, lako se proverava da je
 rang
 1 −1 2 −31 1 2 03 −1 6 −6
 = 2,
 sto znaci da je i dimenzija potprostora generisanog skupom A1 jednaka 2,a svaki dvoclani podskup skupa A1 je linearno nezavisan.
 Polazeci od cinjenice da se svaki vektor vektorskog prostora moze izrazitikao linearna kombinacija vektora bilo koje baze tog prostora, zakljucujemoda ce dati skupovi vektora genarisati isti potprostor ako i samo ako se vek-tori (bar jednog) linearno nezavisnog podskupa jednog skupa generatoramogu izraziti kao linearna kombinacija vektora (bar jednog) linearno neza-visnog podskupa drugog skupa generatora. U posmatranom slucaju, toznaci da treba utvrditi da li postoje skalari α, β, γ, δ ∈ R takvi da je
 (1, 0, 1, 0) = α (1,−1, 2,−3) + β (1, 1, 2, 0) (7.2)
 i(0, 2, 0, 3) = γ (1,−1, 2,−3) + δ (1, 1, 2, 0). (7.3)
 Moze se pokazati da samo jednacina (7.3) moze biti zadovoljena, jer je
 (0, 2, 0, 3) = (1, 1, 2, 0) − (1,−1, 2,−3),
 dok sistem linearnih jednacina
 1 = α + β , 0 = −α + β , 1 = 2α + 2β , 0 = −3α,
 na koji se svodi vektorska jednacina (7.2) ocigledno nema resenje, sto znacida vektor (1, 0, 1, 0) ne pripada potprostoru koji je generisan skupomA1. Zakljucujemo da dati skupovi vektora ne generisu isti potprostorvektorskog prostora R4.
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 7. Neka je S vektorski prostor generisan skupom A = {a, b, c, d, e},gde je
 a = (3, 3, 0, 6, 9), b = (0, 2, 1, 0, 4), c = (1, 1, 2, 1, 4),
 d = (2, 2, 0, 4, 6), e = (2, 0, 1, 3, 3).
 a) Odrediti dimenziju vektorskog prostora S i linearnu zavis-nost medu vektorima skupa A.
 b) Odrediti sve podskupove skupa A koji su baze vektorskogprostora S.
 Resenje:
 a) Dimenziju vektorskog prostora S odredicemo kao rang matrice cijesu vrste vektori iz skupa A. Istovremeno, na osnovu postupka odre-divanja ranga, naznacavajuci elementarne transformacije koje se vrsena vrstama matrice i posmatrajuci ih kao operacije nad vektorimaiz skupa A, odredicemo i linearnu zavisnost medu vektorima skupaA. Vazno je uociti da, u slucaju kada odredujemo linearne veze uskupu vektora koristeci rang matrice, ne primenjujemo elementarnetransformacije na kolone matrice A.
 3 3 0 6 90 2 1 0 41 1 2 1 42 2 0 4 62 0 1 3 3
 abcde
 ∼
 1 1 2 1 40 2 1 0 40 0 −4 2 −20 −2 −3 1 −50 0 −6 3 −3
 cbd − 2ce − 2ca − 3c
 ∼
 ∼
 1 1 2 1 40 2 1 0 40 0 2 −1 10 0 −2 1 −10 0 2 −1 1
 cb− 1
 2 (d − 2c)e − 2c + b− 1
 3 (a − 3c)
 ∼
 ∼
 1 1 2 1 40 2 1 0 40 0 2 −1 10 0 0 0 00 0 0 0 0
 cb− 1
 2 (d − 2c)e − 2c + b − 1
 2 (d − 2c)− 1
 3 (a − 3c) + 12 (d − 2c)
 .
 Zakljucujemo da je rang ove matrice 3, odnosno da je dim(S) = 3.
 Posmatrajuci vrste koje su se u prethodnom postupku anulirale, do-bijamo i linearne veze medu vektorima skupa A:
 2 b − 2 c − d + 2 e = 0, 2 a − 3 d = 0.
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 Napominjemo da ovo nije jedini oblik u kojim se mogu izraziti line-arne veze medu vektorima skupa A. Ako te linearne veze shvatimokao sistem dve linearne jednacine sa pet nepoznatih, onda one moguizraziti i bilo kojim ekvivalentnim sistemom jednacina.
 Dimenziju vektorskog prostora koji je generisan datim skupom vek-tora, kao i linearne veze medu vektorima, mozemo odrediti i na druginacin. Izjednacimo linearnu kombinaciju datih vektora sa nulom:
 αa + βb + γc + δd + εe = 0.
 Tako dobijamo sistem linearnih jednacina
 3α + γ + 2δ + 2ε = 03α + 2β + γ + 2δ = 0
 β + 2γ + ε = 06α + γ + 4δ + 3ε = 09α + 4β + 4γ + 6δ + 3ε = 0
 (7.4)
 koji je ekvivalentan sa sistemom
 3α + γ + 2δ + 2ε = 0β + 2γ + ε = 0
 γ + ε = 0.(7.5)
 Sistem (7.5) je dvostruko neodreden odakle sledi da je dimenzija vek-torskog prostora S, koja se moze izracunati kao razlika broja vektora-generatora i stepena neodredenosti sistema (7.5),
 dim(S) = 5 − 2 = 3.
 Resenje sistema (7.5) je
 {(−1
 3t1 −
 2
 3t2, t1,−t1, t2, t1) | t1, t2 ∈ R},
 odakle, uvrstavanjem u linearnu kombinaciju datih vektora, dobijamo
 (−1
 3t1 −
 2
 3t2) a + t1 b − t1 c + t2 d + t1 e = 0,
 odnosno
 (−1
 3a + b − c + e) t1 + (−2
 3a + d) t2 = 0.
 Kako prethodna jednakost vazi za svako t1, t2 ∈ R, sledi da je
 −1
 3a + b − c + e = 0 i − 2
 3a + d = 0,
 odnosno da su linearne veze u skupu A
 a − 3b + 3c − 3e = 0 i 2a − 3d = 0.
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 b) Podskup skupa A je baza vektorskog prostora S ako je troclan i li-nearno nezavisan.
 Kako je skup {a, d} linearno zavisan, zakljucujemo da medu(
 53
 )
 =10 troclanih podskupova skupa A ona tri koji sadrze istovremenovektore a i d ne mogu biti baze prostora V . Tako dolazimo doskupova
 {a, b, c}, {a, b, e}, {a, c, e}, {b, c, d}, {b, c, e}, {b, d, e}, {c, d, e}ciju linearnu zavisnost jos treba proveriti. Ovo se moze uciniti nepo-sredno, odredivanjem ranga odgovarajucih matrica (matrica cije suvrste, redom, vektori a, b, c, zatim a, b, e itd.).
 Drugi nacin da utvrdimo koji podskupovi skupa A predstavljaju bazeprostora V je da posmatramo dobijene linearne veze medu vektorimaskupa A kao sistem linearnih jednacina:
 2a − 3d = 02b − 2c − d + 2e = 0
 .
 Ovaj sistem je trostruko neodreden (sto odgovara zakljucku da jedim(V ) = 3), a lako je uociti da svih sedam gore navedenih troclanihpodskupova skupa A predstavljaju skupove slobodnih promenljivihsistema (to su minimalni skupovi promenljivih sistema preko kojihse mogu izraziti sve ostale promenljive sistema). Dakle, polazeci odtri vektora bilo kog od sedam navedenih skupova, mozemo odreditii preostala dva elementa skupa A, a to znaci da mozemo izraziti iproizvoljan vektor prostora V . Dakle, baze prostora V su skupovi
 {a, b, c}, {a, b, e}, {a, c, e}, {b, c, d}, {b, c, e}, {b, d, e}, {c, d, e}.
 8. Odrediti dimenziju vektorskog prostora V generisanog skupomvektora A = {a, b, c, d, e} i naci sve podskupove skupa A koji subaze prostora V , ako su sve zavisnosti medu vektorima skupa Adate jednacinama
 a − 2b + c − d + 4e = 0, a − 3b + 3c + d + 8e = 0,
 −a + 2b + 2d − 2e = 0, 2a − 4b + 2c − d + 8e = 0.
 Resenje:
 Posmatrajmo date veze kao sistem linearnih jednacina:
 a − 2b + c − d + 4e = 0a − 3b + 3c + d + 8e = 0
 −a + 2b + 2d − 2e = 02a − 4b + 2c − d + 8e = 0.
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 Gausovim postupkom mozemo ga svesti na ekvivalentan sistem oblika
 a − 2b + c − d + 4e = 0− b + 2c + 2d + 4e = 0
 c + d + 2e = 0d = 0,
 odnosnoa − 2b + c − d + 4e = 0
 − b = 0c + d + 2e = 0
 d = 0,
 cije je resenje svaka uredena petorka oblika
 α (−2, 0,−2, 0, 1), za α ∈ R.
 Dakle, ovaj homogeni sistem je jednostruko neodreden. To znaci da jedim(V ) = 1, odnosno da su sve baze ovog vektorskog prostora jednoclane.Kako vektori b = 0 i d = 0 ne mogu pripadati bazi, zakljucujemo da su
 {a}, {c}, {e}
 podskupovi skupa A koji su baze vektorskog prostora V .
 (Uporediti ovo resenje sa resenjem prethodnog zadatka pod b). S obziromda u ovom zadatku vektori skupa A nisu eksplicitno dati, neposrednaprovera njihove linearne zavisnosti nije moguca, pa preostaje samo druginacin resavanja koji se zasniva na analizi sistema jednacina proisteklog izlinearnih veza vektora skupa A.)
 9. U vektorskom prostoru R4 skup vektora A = {a, b, c}, gde je
 a = (1, 2, 1, 3), b = (−1, 1, 2, 0), c = (2, 1, p, q),
 generise potprostor V .
 a) U zavisnosti od realnih parametara p i q diskutovati dimen-ziju prostora V .
 b) Za p = −1, q = 3 naci jednu bazu prostora V i proveriti dali vektor d = (1, 1, 1, 1) pripada prostoru V .
 Resenje:
 a) Dimenzija vektorskog prostora V jednaka je broju linearno nezavisnihvektora-generatora. Taj broj mozemo odrediti i kao rang matricecije su vrste upravo vektori a, b i c. (Rang matrice jednak je broju
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 linearno nezavisnih vektora-vrsta matrice.)
 [
 1 2 1 3−1 1 2 0
 2 1 p q
 ]
 ∼[
 1 2 1 30 3 3 30 −3 p − 2 q − 6
 ]
 ∼[
 1 2 1 30 1 1 10 0 p + 1 q − 3
 ]
 .
 Zakljucujemo:
 za p = −1 i q = 3 je r(A) = 2, odnosno dim(V ) = 2;
 za p 6= −1 ili q 6= 3 je r(A) = 3, odnosno dim(V ) = 3.
 b) U slucaju kada je p = −1 i q = 3, dimenzija prostora V je jednakadva, sto znaci da bazu cine bilo koja dva linearno nezavisna vektoraiz V . Kako dati vektori a i b ispunjavaju te uslove (jer je a 6= αb, zaα ∈ R), skup {a, b} je jedna baza vektorskog prostora V.
 Vektor d pripada vektorskom prostoru V ukoliko se moze izraziti kaolinearna kombinacija vektora njegove baze. U tom slucaju su vektoria, b i d linearno zavisni, sto znaci da je rang matrice cije su oni vrstemora biti jednak dva. Medutim, kako je
 [
 1 2 1 3−1 1 2 0
 1 1 1 1
 ]
 ∼[
 1 2 1 30 3 3 30 −1 0 −2
 ]
 ∼[
 1 1 2 30 3 3 30 0 −1 −2
 ]
 ,
 rang ove matrice jednak je 3, sto znaci da je skup {a, b, d} linearnonezavisan. Odatle zakljucujemo da vektor d ne pripada vektorskomprostoru V .
 Drugi nacin da se utvrdi da li vektor d pripada prostoru V je da seproveri da li se d moze izraziti kao linearna kombinacija vektora baze{a, b} prostora V . To znaci da treba utvrditi da li postoje α, β ∈ Rza koje je
 d = α a + β b,
 odnosno da li sistem jednacina
 α − β = 12α + β = 1α + 2β = 1
 3α = 1
 ima resenje.
 Kako sabiranjem prve i druge jednacine dobijamo da je 3α = 2, stoje u kontradikciji sa cetvrtom jednacinom (3α = 1), zakljucujemo dasistem nema resenje, tj. da d ne pripada vektorskom prostoru V .
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 10. Skup vektora {a, b, c}, gde je
 a = (1,−2, 0, 1, 1), b = (2, 0,−1, 0, 3), c = (4, 4, 1, 0,−3),
 generise potprostor W vektorskog prostora R5. Odrediti jednubazu potprostora W koja sadrzi vektor
 d = (a − 2, a2 − 6a − 1, 2, a2 + 2a, a2 − a − 3).
 Resenje:
 Prvo treba odrediti dimenziju potprostora W . Ona je jednaka broju li-nearno nezavisnih vektora medu datim vektorima-generatorima. Taj brojcemo odrediti posmatrajuci matricu
 1 −2 0 1 12 0 −1 0 34 4 1 0 −3
 ∼
 1 −2 0 1 10 4 −1 −2 10 12 1 −4 −7
 ∼
 ∼
 1 −2 0 1 10 4 −1 −2 10 0 4 2 −10
 .
 Njen rang je jednak 3, sto znaci da je i dim(W ) = 3. Dakle, dati vektoricine bazu potprostora W .
 Vektor d pripada potprostoru W ako se moze izraziti kao linearna kombi-nacija vektora baze. Prema tome, za neko α, β, γ ∈ R je
 d = α a + β b + γ c,
 odnosno sistem linearnih jednacina
 α + 2β + 4γ = a − 2−2α + 4γ = a2 − 6a − 1
 − β + γ = 2α = a2 + 2aα + 3β − 3γ = a2 − a − 3
 mora biti resiv.
 Ako cetvrtu jednacinu pomnozimo sa (−1) i saberemo je sa petom, a zatimdobijenoj jednacini dodamo trecu, prethodno pomnozenu sa 3, dobijamoda je a = 1, odnosno
 d = (−1,−6, 2, 3,−3).
 Ovako odreden vektor d pripada potprostoru W . Da bismo formirali jednubazu potprostora koja sadrzi d, treba da odredimo jos dva vektora iz Wtako da troclani skup bude linearno nezavisan. Iskoristicemo date vektore
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 a, b, c, s obzirom da oni pripadaju vektorskom prostoru W . Ispitacemolinearnu zavisnost skupa {a, b, d}:
 1 −2 0 1 12 0 −1 0 3
 −1 −6 2 3 −3
 ∼
 1 −2 0 1 10 4 −1 −2 10 −8 2 4 −2
 ∼
 ∼
 1 −2 0 1 10 4 −1 −2 10 0 0 0 0
 .
 Kako je posmatrani skup linearno zavisan (jer je rang prethodne ma-trice jednak 2), on nije baza potprostora W . Ispitacemo, dalje, linearnuzavisnost skupa {a, c, d}:
 1 −2 0 1 14 4 1 0 −3
 −1 −6 2 3 −3
 ∼
 1 −2 0 1 10 12 1 −4 −70 −8 2 4 −2
 ∼
 ∼
 1 −2 0 1 10 −4 1 2 −10 12 1 −4 −7
 ∼
 1 −2 0 1 10 −4 1 2 −10 0 4 2 −10
 .
 Kako je rang prethodne matrice jednak tri, zakljucujemo da skup {a, c, d}predstavlja bazu potprostora W .
 11. a) Odrediti a ∈ R tako da se skup vektora {p, q, r}, gde je
 p = (1, 0, a, −3), q = (3, a, 4a− 2, −7), r = (−2, 2a, −4, a + 7),
 moze dopuniti do baze prostora R4 samo jednim vektorom.
 b) Za a = 0 dopuniti dati skup do baze prostora R4.
 Resenje:
 a) S obzirom da je dim(R4) = 4, dati skup se moze dopuniti do bazeprostora R4 jednim vektorom ukoliko je linearno nezavisan. Odredi-cemo parametar a tako da rang matrice
 A =
 1 0 a −33 a 4a − 2 −7
 −2 2a −4 a + 7
 bude jednak tri. Dakle,
 A ∼
 1 0 a −30 a a − 2 20 2a 2a − 4 a + 1
 ∼
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 ∼
 1 0 a −30 a a − 2 20 0 0 a − 3
 ∼
 1 0 −3 a0 a 2 a − 20 0 a − 3 0
 .
 Ocigledno, za a 6= 0 i a 6= 3 je rang(A) = 3.
 Ispitajmo slucajeve kada je a = 0 ili a = 3.
 a = 0
 A ∼
 1 0 −3 00 0 2 −20 0 −3 0
 ∼
 1 0 −3 00 −2 2 00 0 −3 0
 pa je i u ovom slucaju rang(A) = 3.
 a = 3
 A ∼
 1 0 −3 30 3 2 10 0 0 0
 .
 U ovom slucaju je rang(A) = 2.
 Zakljucujemo da je za a 6= 3 dati skup vektora linearno nezavisan,odnosno da se moze dopuniti do baze prostora R4 samo jednim vek-torom.
 b) Za a = 0 potrebno je datom skupu dodati jedan vektor iz R4, line-arno nezavisan sa ostalima, da bi se dobila jedna baza prostora R4.Uobicajeno je da se skup dopunjava vektorima standardne baze, stou ovom slucaju znaci da treba odabrati jedan od vektora
 e1 = (1, 0, 0, 0), e2 = (0, 1, 0, 0), e3 = (0, 0, 1, 0), e4 = (0, 0, 0, 1)
 koji je linearno nezavisan sa vektorima
 p = (1, 0, 0,−3), q = (3, 0,−2,−7), r = (−2, 0,−4, 7).
 Linearnu zavisnost svakog od tako dobijenih cetvoroclanih skupovamozemo ispitati na bilo koji od uobicajenih nacina (ispitujuci rangmatrice, odnosno determinantu sistema jednacina), ali se ovde i bezdodatnih ispitivanja lako uocava da je vektor e2 jedini linearno neza-visan sa p, q, r. Naime, vektori p, q, r svi imaju drugu koordinatujednaku nuli, sto znaci da se dodavanjem jos jednog vektora sa tomosobinom svakako dobija linearno zavisan skup - odgovarajuca ma-trica ima jednu nula-kolonu.
 Dakle, skup {p, q, r, e2} predstavlja jednu bazu prostora R4.
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 12. Ako je skup vektora {p, q, r, s} linearno nezavisan, ispitati linear-nu zavisnost skupa vektora
 {p + q + 2r + s, p − q + r + as, −3p + q − 4r − 5s, aq + r − s}u zavisnosti od realnog parametra a.
 Resenje:
 Da bismo ispitali linearnu zavisnost datog skupa vektora, njihovu linearnukombinaciju izjednacicemo sa nulom. Ako su α, β, γ, δ ∈ R, dobijamo
 α(p+q+2r+s)+β(p−q+r+as)+γ(−3p+q−4r−5s)+δ(aq+r−s) = 0,(7.6)
 a odatle, grupisanjem,
 (α+β−3γ) p+(α−β+γ+aδ) q+(2α+β−4γ+δ) r+(α+aβ−5γ−δ) s = 0.
 Poslednja relacija predstavlja linearnu kombinaciju vektora p, q, r, s, iz-jednacenu sa nulom. Kako je skup vektora {p, q, r, s} linearno nezavisan,svi koeficijenti u navedenoj linearnoj kombinaciji moraju biti jednaki nuli,odakle dobijamo homogeni sistem linearnih jednacina
 α + β − 3γ = 0α − β + γ + aδ = 0
 2α + β − 4γ + δ = 0α + aβ − 5γ − δ = 0.
 (7.7)
 Ukoliko sistem (7.7) ima samo trivijalno resenje, α = β = γ = δ = 0, iz(7.6) sledi linearna nezavisnost datog skupa vektora.
 Ukoliko je sistem (7.7) neodreden, bar neka od vrednosti α, β, γ, δ u (7.6)je razlicita od nule, sto znaci da je u tom slucaju dati skup vektora linearnozavisan.
 Da bismo ispitali prirodu sistema (7.7), izracunacemo njegovu determi-nantu:
 D =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 1 −3 01 −1 1 a2 1 −4 11 a −5 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 1 1 −3 00 −2 4 a0 −1 2 10 a − 1 −2 −1
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = −2(a − 2)2.
 Zakljucujemo da vaziza a = 2 je D = 0 i dati skup vektora je linearno zavisan;
 za a 6= 2 je D 6= 0 i dati skup vektora je linearno nezavisan.
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 13. Ako je skup vektora {a, b, c} iz R3 linearno nezavisan, odred-iti parametar λ tako da dimenzija potprostora koji je generisanvektorima
 {2a − 3b, (λ − 1)b − 2c, 3c − a, λc − b}bude jednaka dva.
 Resenje:
 Izjednacimo linearnu kombinaciju posmatranih vektora sa nulom. Dobi-jamo
 α(2a − 3b) + β((λ − 1)b − 2c) + γ(3c − a) + δ(λc − b) = 0,
 odnosno
 (2α − γ) a + (−3α + (λ − 1)β − δ) b + (−2β + 3γ + λδ) c = 0.
 Zbog linearne nezavisnosti vektora a, b, c koeficijenti u prethodnoj linear-noj kombinaciji moraju biti jednaki nuli. Tako dobijamo sistem linearnihjednacina
 2α − γ = 0−3α + (λ − 1)β − δ = 0
 −2β + 3γ + λδ = 0,
 koji se Gausovim algoritmom svodi na
 −γ + 2α = 0− 3α + (λ − 1)β − δ = 0
 6α − 2β + λδ = 0,
 odnosno
 −γ + 2α = 0− 3α + (λ − 1)β − δ = 0
 2(λ − 2)β + (λ − 2)δ = 0.(7.8)
 Dimenzija prostora generisanog datim skupom vektora dobija se kao ra-zlika broja vektora u skupu i stepena neodredenosti sistema (7.8). Onaje, po uslovu zadatka, jednaka 2. To znaci da sistem (7.8) treba da bude(4−2 = 2) dvostruko neodreden. Za λ = 2, poslednja jednacina se svodina 0 = 0. Sistem je tada oblika
 −γ + 2α = 0+ β − δ − 3α = 0
 i dvostruko je neodreden. Njegovo resenje je
 {(t1, 3t1 + t2, 2t1, t2) | t1, t2 ∈ R},
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 a linearna kombinacija datih vektora se svodi na
 t1(2a − 3b) + (3t1 + t2)(b − 2c) + 2t1(3c − a) + t2(2c − b) = 0,
 odnosno
 (
 (2a − 3b) + 3(b − 2c) + 2(3c − a))
 t1 +(
 (b − 2c) + (2c − b))
 t2 = 0.
 Odatle dobijamo linearnu zavisnost vektora datog skupa:
 (2a − 3b) + 3(b − 2c) + 2(3c − a) = 0, (b − 2c) + (2c − b) = 0,
 i zakljucujemo su skupovi
 {2a − 3b, b − 2c}, {2a − 3b, 2c − b}, {2a − 3b, 3c − a},
 {b − 2c, 3c − a}, {2c − b, 3c − a}baze posmatranog dvodimenzionalnog potprostora.
 Zadaci za samostalni rad
 1. Ispitati linearnu zavisnost skupa vektora
 a) {(1, 0, 2), (−1, 1, 2), (5, 2, 1)}.b) {(3, 1, 1), (−1, 2,−1), (2, 3, 0)}.c) {(1, 0, 0,−1), (2, 1, 1, 0), (1, 1, 1, 1), (1, 2, 3, 4)}.c) {(1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1), (2, 0, 0, 1), (0, 0, 0, 3)}.
 Rezultat:
 a) Nezavisan. b) Zavisan. c) Zavisan. d) Nezavisan.
 2. Za koje vrednosti realnog parametra a skup vektora
 {(a, 1 − a, a), (2a, 2a − 1, a + 2), (−2a, a,−a)}cini bazu vektorskog prostora R3?
 Rezultat:
 a 6= 0 ∧ a 6= 1 ∧ a 6= − 43 .
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 3. Skup vektora
 {(m, 0,m) , (2m − 1,m − 1, 3m − 2) , (m + 2,m − 3, 3m + 1)}generise dvodimenzionalni potprostor S vektorskog prostora R3. Odreditivrednost realnog parametra m za koju vektor (1, 1 + m, 2 − m) pripadavektorskom prostoru S.
 Rezultat:
 m = 0.
 4. Koje uslove treba da zadovoljavaju x1, x2, x3 da bi vektor (x1, x2, x3) ∈R3 pripadao prostoru generisanom skupom vektora
 {(2, 1, 0), (1,−1, 2), (0, 3,−4)}?
 Rezultat:
 2x1 − 4x2 − 3x3 = 0.
 5. Da li skupovi vektora {(1, 2,−1), (2,−3, 2)} i {(4, 1, 3), (−3, 1, 2)}generisu isti potprostor vektorskog prostora R3?
 Rezultat:
 Ne.
 6. Dat je skup vektora A = {a, b, c, d}, gde je
 a = (p, 4, 10, 1), b = (1, 7, 17, 3), c = (2, 2, 4, 3), d = (3, 1, 1, 4).
 a) Diskutovati dimenziju vektorskog prostora V , generisanog datim vek-torima, u zavisnosti od realnog parametra p.
 b) U slucaju kada je dimenzija minimalna, odrediti linearnu zavisnostmedu datim vektorima i navesti sve linearno nezavisne podskupove.
 c) Za p = 1 ispitati da li vektor (2,−7,−19, 2) pripada prostoru V .
 Rezultat:
 a) Za p = 0 je dim(V ) = 2, a za p 6= 0 je dim(V ) = 3.
 b) c − 2b + 3a = 0, d − 3b + 5a = 0.Linearno su nezavisni svi jednoclani i svi dvoclani podskupovi datog skupavektora.
 c) Da, e = −a − b + 2c.
 7. U vektorskom prostoru R4 potprostor V je generisan skupom vektoraA = {a, b, c, d}, gde je
 a = (4, 5,−1, 3), b = (2, 1, 1,−1), c = (0,−3, 3, 1), d = (2,−2, 4, 0).
 a) Odrediti dimenziju prostora V i naci bar jednu njegovu bazu.
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 b) Nadenu bazu dopuniti do baze prostora R4.
 Rezultat:
 a) dim(V ) = 3, jedna baza je {a, b, d}.b) Baza za R4 je {a, b, d, e1}, gde je e1 = (1, 0, 0, 0).
 8. U vektorskom prostoru R4 potprostor S je generisan skupom vektora
 {(1,−1, 2, 3), (1, 0, 1, 0), (3,−5, 2, 7)}.Odrediti jednu bazu tog potprostora koja sadrzi vektor (1, 1, 0,−1).
 Rezultat:
 {(1,−1, 2, 3), (1, 0, 1, 0), (1, 1, 0,−1)}.
 9. Skup vektora A = {a, b, c, d} cini bazu vektorskog prostora R4. Da liskup vektora
 B = {a + d, a + b + c, a + c, b + d}cini bazu tog prostora?
 Rezultat:
 Da.
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 Nizovi, granicna vrednost i
 neprekidnost funkcije
 Nizovi
 • Brojni niz, u oznaci {an}n∈N, je preslikavanje a : N → R skupa prirod-nih brojeva u skup realnih brojeva. an := a(n) se naziva opsti clan niza{an}n∈N.
 • Brojni niz {an}n∈N se naziva aritmeticki niz ako postoji realan broj dsa osobinom da za svako n ∈ N vazi an+1 = an + d. Njegov opsti clan jeoblika
 an = a1 + (n − 1)d.
 Suma prvih n clanova aritmetickog niza izracunava se po formuli
 Sn =n
 2(a1 + an) = na1 +
 n(n − 1)
 2d, (8.1)
 gde je a1 prvi clan, a d razlika dva uzastopna clana.
 • Brojni niz {bn}n∈N se naziva geometrijski niz ako postoji realan brojq sa osobinom da za svako n ∈ N vazi bn+1 = bnq. Njegov opsti clan jeoblika
 bn = b1qn−1.
 Suma prvih n clanova geometrijskog niza je data sa
 Sn =
 b11 − qn
 1 − q, q 6= 1,
 nb1, q = 1(8.2)
 gde je b1 prvi clan niza, a q kolicnik dva uzastopna clana.
 191
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 • Brojni niz {an}n∈N je ogranicen ako postoji realan broj M > 0 takavda za svako n ∈ N vazi |an| ≤ M.
 • Brojni niz {an}n∈N je monotono rastuci (monotono neopadajuci),ako za svako n ∈ N vazi an < an+1(an ≤ an+1).
 Brojni niz {an}n∈N je monotono opadajuci (monotono nerastuci),ako za svako n ∈ N vazi an > an+1(an ≥ an+1).
 • Za realan broj a interval (a−ε, a+ε), ε > 0 predstavlja ε-okolinu tackea. Za a ∈ R kazemo da je tacka nagomilavanja niza {an}n∈N ako se usvakoj ε-okolini tacke a nalazi beskonacno mnogo clanova niza {an}n∈N.
 • Za realan broj a kazemo da je granicna vrednost niza {an}n∈N ako seizvan svake ε-okoline tacke a nalazi najvise konacno mnogo clanova niza{an}n∈N, tj. ako za svako ε > 0 postoji prirodan broj n0 (koji zavisi odε) tako da za svaki prirodan broj n ≥ n0, vazi |an −a| < ε. Tada pisemo
 limn→∞
 an = a
 i kazemo da niz {an}n∈N konvergira ka broju a, ili da je broj a granicnavrednost (granica) tog niza.Za svaki niz koji ima granicnu vrednost kazemo da je konvergentan, usuprotnom kazemo da je divergentan.
 • Za niz {an}n∈N kazemo da divergira u plus beskonacno, i pisemolim
 n→∞an = +∞, ako za svaki realan broj M > 0 postoji n0 ∈ N sa osobi-
 nom da za svako n ≥ n0 vazi an > M.
 Za niz {an}n∈N kazemo da divergira u minus beskonacno, i pisemolim
 n→∞an = −∞, ako za svaki realan broj M < 0 postoji n0 ∈ N sa osobi-
 nom da za svako n ≥ n0 vazi an < M.
 • Svaki monoton i ogranicen niz je konvergentan.
 Konvergentan niz ima jedinstvenu granicnu vrednost i ta granicna vred-nost je jedina tacka nagomilavanja tog niza.
 Konvergentan niz je ogranicen.
 • Ako je limn→∞
 an = a i limn→∞
 bn = b, tada vazi:
 1. limn→∞
 (an ± bn) = a ± b;
 2. limn→∞
 (an · bn) = a · b;
 3. limn→∞
 an
 bn=
 a
 b, ako je b 6= 0 i ako za svako n ∈ N vazi bn 6= 0;
 4. limn→∞
 k√
 an = k
 √
 limn→∞
 an, gde je k neparan broj,
 ili je k paran broj i za svako n ∈ N vazi an ≥ 0;
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 5. limn→∞
 (an)k = ( limn→∞
 an)k, gde je k ∈ N.
 • Ako je limn→∞
 an = a, limn→∞
 bn = b i postoji n0 ∈ N sa osobinom da za
 svako n ≥ n0 vazi an ≤ bn, onda sledi a ≤ b.
 • Ako je limn→∞
 an = limn→∞
 bn = c i postoji n0 ∈ N sa osobinom da za svako
 n ≥ n0 vazi an ≤ cn ≤ bn, onda sledi limn→∞
 cn = c.
 • U zadacima se cesto koriste sledece granicne vrednosti:
 1. limn→∞
 1
 na=
 0, a > 01, a = 0
 +∞, a < 0;
 2. limn→∞
 qn =
 0, |q| < 11, q = 1∞, q > 1
 ne postoji, q ≤ −1
 ;
 3. limn→∞
 nbqn = 0, |q| < 1, b ∈ R;
 4. Ako je limn→∞
 an = ±∞,
 onda vazi limn→∞
 (
 1 +1
 an
 )an
 = e.
 5. limn→∞
 na
 n!= 0, a ∈ R;
 6. limn→∞
 n√
 a = 1, a > 0;
 7. limn→∞
 n√
 n = 1;
 8. limn→∞
 (
 1 +1
 n
 )n
 = e;
 9. limn→∞
 an
 n!= 0, a ∈ R.
 Granicna vrednost i neprekidnost funkcije
 • Tacka x0 je tacka nagomilavanja skupa D ⊆ R, ako za svako ε > 0interval (x0 − ε, x0 + ε) sadrzi bar jedan elemenat iz skupa D, koji jerazlicit od x0.Drugim recima, x0 je tacka nagomilavanja skupa D, ako za svako ε > 0skup (x0 − ε, x0 + ε) ∩ D ima beskonacno mnogo elemenata.
 • Neka je x0 tacka nagomilavanja domena D funkcije f : D −→ R. Kazemoda je broj A granicna vrednost funkcije f u tacki x0 ako za svako ε > 0postoji δ > 0 (δ zavisi od ε), tako da za svako x ∈ D koje zadovoljavauslov 0 < |x − x0| < δ, vazi |f(x) − A| < ε. U tom slucaju pisemo
 limx→x0
 f(x) = A.
 • Kazemo da je broj A desna granicna vrednost funkcije f : D −→ Ru tacki x0 ako je x0 tacka nagomilavanja skupa D ∩ (x0,+∞) i ako zasvako ε > 0 postoji δ > 0 (δ zavisi od ε), tako da za svako x ∈ D kojezadovoljava uslov x ∈ (x0 − δ, x0), vazi |f(x) − A| < ε. U tom slucajupisemo
 limx→x+
 0
 f(x) = A.
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 • Kazemo da je broj A leva granicna vrednost funkcije f : D −→ Ru tacki x0 ako je x0 tacka nagomilavanja skupa D ∩ (−∞, x0) i ako zasvako ε > 0 postoji δ > 0 (δ zavisi od ε), tako da za svako x ∈ D kojezadovoljava uslov x ∈ (x0, x0 + δ), vazi |f(x) − A| < ε. U tom slucajupisemo
 limx→x−
 0
 f(x) = A.
 • Neka postoji realan broj a takav da domen funkcije f : D −→ R sadrziinterval (a,+∞). Broj A je granicna vrednost funkcije f u plusbeskonacnosti ako za svako ε > 0 postoji M > a (M zavisi od ε),tako da za x > M vazi |f(x) − A| < ε.U tom slucaju pisemo: lim
 x→+∞f(x) = A.
 Analogno se definise: limx→−∞
 f(x) = A.
 • Neka je x0 tacka nagomilavanja domena funkcije f : D −→ R. Ako zasvako K > 0, postoji δ > 0 (δ zavisi od K), tako da za svako x ∈ D saosobinom 0 < |x − x0| < δ, vazi f(x) > K, onda kazemo da f tezi kaplus beskonacnosti kada x → x0.U tom slucaju pisemo: lim
 x→x0
 f(x) = +∞.
 Analogno se definise: limx→x0
 f(x) = −∞.
 Cesto u zadacima umesto +∞ pisemo ∞.
 • Neka postoji realan broj a takav da domen funkcije f : D −→ R sadrziinterval (a,+∞). Ako za svako K > 0, postoji δ > 0 (δ zavisi od K),tako da za svako x > a vazi f(x) > K, onda kazemo da f tezi ka plusbeskonacnosti u plus beskonacnosti.U tom slucaju pisemo: lim
 x→+∞f(x) = +∞.
 (Analogno se definisu: limx→+∞
 f(x) = ∞, limx→−∞
 f(x) = +∞ i
 limx→−∞
 f(x) = −∞.
 • Neka je x0 tacka nagomilavanja zajednickog domena D ⊆ R funkcijaf : D −→ R i g : D −→ R. Pretpostavimo da postoje lim
 x→x0
 f(x) =
 A i limx→x0
 f(x) = B. Tada vaze jednakosti:
 1. limx→x0
 (f(x) ± g(x)) = A ± B,
 2. limx→x0
 (f(x) · g(x)) = A · B,
 3. limx→x0
 f(x)g(x) = A
 B , ako je B 6= 0 i za svako x ∈ D je g(x) 6= 0.
 Jednakosti vaze i ako se x0 zameni sa ∞ ili −∞.
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 • Navodimo neke granicne vrednosti koje se cesto koriste:
 1. limx→±∞
 (
 1 +1
 x
 )x
 = e, 2. limx→0
 (1 + x)1x = e,
 3. limx→+∞
 1
 xα=
 0, α > 01, α = 0
 +∞, α < 0, 4. lim
 x→0
 sin x
 x= 1,
 5. limx→0
 ex − 1
 x= 1, 6. lim
 x→0
 ln(1 + x)
 x= 1,
 7. limx→0
 (1 + x)α − 1
 x= α, α ∈ R.
 • Za funkciju f : D −→ R, D ⊆ R, kazemo da je neprekidna u tackix0 ∈ D, ako za svako ε > 0 postoji δ > 0 (δ zavisi od ε) tako da za svakox ∈ D koje zadovoljava uslov |x − x0| < δ vazi |f(x) − f(x0)| < ε.
 • Ako je x0 ∈ D tacka nagomilavanja skupa D, onda je f : D −→ Rneprekidna u x0 ako i samo ako je lim
 x→x0
 f(x) = f(x0).
 • Ako u tacki x0 ∈ D funkcija f : D → R nije neprekidna, onda kazemo daona u toj tacki ima prekid. Razlikujemo tri vrste prekida:
 Ako limx→x0
 f(x) postoji (kao konacan broj) i ako je
 limx→x0
 f(x) 6= f(x0),
 onda je to otklonjiv (prividan) prekid. (Neki autori pod prividnimprekidom podrazumevaju i tacke nagomilavanja domena funkcije f u ko-jima funkcija nije definisana ali ima granicnu vrednost.)
 Ako postoje leva i desna granicna vrednost funkcije f u tacki x0 i nisujednake, onda se kaze da funkcija f ima skok ili prekid prve vrste utacki x0.
 Ako bar jedna od granicnih vrednosti
 limx→x+
 0
 f(x) ili limx→x−
 0
 f(x)
 ne postoji (kao konacan broj), onda je to prekid druge vrste.
 • Kazemo da je funkcija f : D → R neprekidna na skupu D1 ⊆ D, ako jeneprekidna u svakoj tacki skupa D1.
 • Ako su funkcije f i g neprekidne u tacki x0, onda su u toj tacki neprekidnei sledece funkcije:
 f + g, f − g, f · g,f
 g(ako je g(x0) 6= 0).
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 Ako je funkcija g neprekidna u tacki x0 i funkcija f neprekidna u tackig(x0), onda je funkcija f ◦ g neprekidna u tacki x0.
 • Osnovne elementarne funkcije su neprekidne na celom definicionom skupu.
 • Ako funkcija g : D → D1, D1 ⊆ R ima granicnu vrednost A u tacki x0 ifunkcija f : D1 → R je neprekidna u tacki A, onda je
 limx→x0
 f(g(x)) = f( limx→x0
 g(x)) = f(A).
 Ako je limx→x0
 g(x) = ∞ ( limx→x0
 g(x) = −∞) i limx→∞
 f(x) = B( limx→−∞
 f(x) =
 B), onda je
 limx→x0
 f(g(x)) = B.
 Zadaci
 Nizovi
 1. Odrediti sumu prvih n clanova nizaa) an = n. b) parnih brojeva.
 c) neparnih brojeva. d) bn =1
 2n.
 Resenje:
 a) Suma prvih n clanova aritmetickog niza izracunava se po formuli (8.1).U posmatranom slucaju je a1 = 1 i d = 1, tako da imamo
 Sn = n +n(n − 1)
 2=
 n(n + 1)
 2,
 sto je poznata formula za izracunavanje zbira prvih n prirodnih brojeva.
 b) Suma prvih n parnih brojeva moze se izracunati kao suma aritmetickogniza ciji je prvi clan a1 = 2, a razlika d = 2. Koristeci (8.1), imamo
 Sn = 2n +n(n − 1)
 2· 2 = n2 + n = n(n + 1).
 c) Za izracunavanje sume prvih n clanova niza neparnih brojeva ko-risticemo ponovo (8.1) sa a1 = 1 i d = 2. Tada sledi
 Sn = n +n(n − 1)
 2· 2 = n2.
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 d) Suma prvih n clanova geometrijskog niza izracunava se po formuli(8.2). U posmatranom slucaju je a1 = 1
 2 i q = 12 , tako da sledi
 Sn =1
 2· 1 − 1
 2n
 1 − 12
 =2n − 1
 2n.
 2. Ispitati konvergenciju niza ciji je opsti clan
 a) an = 1n . b) an = (−1)n. c) an = n.
 Resenje:
 a) Posmatrani niz je ogranicen, jer postoji M = 1 sa osobinom da zasvako n ∈ N vazi
 ∣
 ∣
 1n
 ∣
 ∣ ≤ M. Dati niz je monotono opadajuci,jer za svakon ∈ N vazi n < n + 1, tj. 1
 n > 1n+1 . Znaci, niz ciji je opsti clan an = 1
 n jekonvergentan.b) Niz {(−1)n}n∈N je divergentan jer ima dve tacke nagomilavanja. Tosu a2k = 1 i a2k+1 = −1.c) Za svaki pozitivan realan broj M postoji prirodan broj n (npr. n =[M ] + 1) koji je veci od njega, sto znaci da niz {n}n∈N nije ogranicen, asamim tim nije ni konvergentan. Prema definiciji je
 limn→∞
 n = ∞.
 3. Koristeci definiciju granicne vrednosti niza, pokazati da je
 limn→∞
 n
 3n + 1=
 1
 3.
 Resenje:
 Neka je ε proizvoljan pozitivan realan broj. Treba pokazati da postoji
 prirodan broj n0 sa osobinom da za svako n ≥ n0 vazi∣
 ∣
 ∣
 n3n+1 − 1
 3
 ∣
 ∣
 ∣ < ε.
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 n
 3n + 1− 1
 3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 < ε ⇔∣
 ∣
 ∣
 ∣
 3n − 3n − 1
 3(3n + 1)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 < ε ⇔ 1
 9n + 3< ε.
 Za svako n ∈ N je 9n + 3 > 9n, tj. 19n+3 < 1
 9n . Nejednakost 19n < ε ce
 vaziti za svako n ∈ N koje zadovoljava uslov 9n > 1ε , tj. n > 1
 9ε .
 Znaci ako za n0 uzmemo npr. najmanji prirodan broj koji je veci od 19ε ,
 odnosno n0 = [ 19ε ] + 1, onda za svako n ≥ n0 vazi
 ∣
 ∣
 ∣
 n3n−1 − 1
 3
 ∣
 ∣
 ∣< ε.
 (Napomena: Za n0 se moze uzeti bilo koji prirodan broj koji je veci od 19ε .
 Sa [x] se oznacava ceo deo od x.)
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 4. Odrediti a) limn→∞
 2n2 − 3n + 4
 3n3 + 5n2 + 1. b) lim
 n→∞4n3 + 3n + 5
 3n3 + 5n2 + 1.
 c) limn→∞
 n7 − 3n4 + 8n2 − 10
 6n6 − 1.
 Resenje:
 Granicnu vrednost niza, ciji opsti clan ima oblik kolicnika polinoma ste-pena k i polinoma stepena m, racunacemo tako sto cemo brojilac i imenilacpodeliti sa nl, gde je l = max{k,m}, a zatim primeniti osobine konver-gentnih nizova i nizova koji divergiraju u plus ili minus beskonacno. Nadrugi nacin zadatak se moze resiti izdvajanjem ispred zagrade, u brojiocunk, a u imeniocu nm.
 a)
 limn→∞
 2n2−3n+4n3
 3n3+5n2+1n3
 = limn→∞
 2n − 3
 n2 + 4n3
 3 + 5n + 1
 n3
 =lim
 n→∞
 (
 2n − 3
 n2 + 4n3
 )
 limn→∞
 (
 3 + 5n + 1
 n3
 ) = 0.
 b)
 limn→∞
 4n3+3n+5n3
 3n3+5n2+1n3
 = limn→∞
 4 + 3n2 + 5
 n3
 3 + 5n + 1
 n3
 =lim
 n→∞
 (
 4 + 3n2 + 5
 n3
 )
 limn→∞
 (
 3 + 5n + 1
 n3
 ) =4
 3.
 c)
 limn→∞
 n7 − 3n4 + 8n2 − 10
 6n6 − 1= lim
 n→∞
 n7(1 − 3n3 − 8
 n5 − 10n7 )
 n6(6 − 1n6 )
 =
 = limn→∞
 (
 n · 1 − 3n3 − 8
 n5 − 10n7
 6 − 1n6
 )
 = ∞.
 5. Odrediti a) limn→∞
 √n − 6n
 3n + 1. b) lim
 n→∞(√
 n2 + n + n)2
 3√
 n6 + 1.
 Resenje:
 Ideja primenjena u prethodnom zadatku moze se primeniti i u opstijimslucajevima:
 a)
 limn→∞
 (√
 n − 6n) / : n
 (3n + 1) / : n= lim
 n→∞
 1√n− 6
 3 + 1n
 = −2.
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 b)
 limn→∞
 (√
 n2 + n + n)2
 3√
 n6 + 1= lim
 n→∞
 (√
 n2(1 + 1n ) + n)2
 3
 √
 n6(1 + 1n6 )
 =
 = limn→∞
 (
 n√
 1 + 1n + n
 )2
 n2 3
 √
 1 + 1n6
 = limn→∞
 n2(√
 1 + 1n + 1
 )2
 n2 3
 √
 1 + 1n6
 =
 = limn→∞
 (√
 1 + 1n + 1
 )2
 3
 √
 1 + 1n6
 = 4.
 6. Odrediti a) limn→∞
 (
 √
 n2 − 5n + 4 − n)
 .
 b) limn→∞
 (
 3√
 n3 + 2n2 − 3√
 n3 − 2)
 .
 c) limn→∞
 n(√
 n2 + 1 − 3√
 n3 + n).
 Resenje:
 Zadaci ovog tipa mogu se resiti racionalisanjem:
 a)
 limn→∞
 (
 √
 n2 − 5n + 4 − n)
 = limn→∞
 (
 √
 n2 − 5n + 4 − n)
 · (√
 n2 − 5n + 4 + n)√n2 − 5n + 4 + n
 =
 = limn→∞
 n2 − 5n + 4 − n2
 √n2 − 5n + 4 + n
 = limn→∞
 n(−5 + 4n )
 n(√
 1 − 5n + 4
 n2 + 1) =
 = limn→∞
 −5 + 4n
 √
 1 − 5n + 4
 n2 + 1= −5
 2,
 b)
 limn→∞
 (
 3√
 n3 + 2n2 − 3√
 n3 − 2)
 ·
 · (3√
 n3 + 2n2)2 + 3√
 (n3 + 2n2)(n3 − 2) + ( 3√
 n3 − 2)2
 ( 3√
 n3 + 2n2)2 + 3√
 (n3 + 2n2)(n3 − 2) + ( 3√
 n3 − 2)2=
 = limn→∞
 n3 + 2n2 − (n3 − 2)3√
 (n3 + 2n2)2 + 3√
 n3 + 2n2 3√
 n3 − 2 + 3√
 (n3 − 2)2=
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 = limn→∞
 2n2 + 23√
 n6 + 4n5 + 4n4 + 3√
 n6 + 2n5 − 2n3 − 4n2 + 3√
 n6 − 4n3 + 4=
 = limn→∞
 n2(2 + 2n2 )
 n2( 3
 √
 1 + 4
 n+ 4
 n2 + 3
 √
 1 + 2
 n− 2
 n3 − 4
 n4 + 3
 √
 1 − 4
 n3 + 4
 n6 )
 =2
 3.
 c)
 limn→∞
 n(
 √
 n2 + 1 − 3√
 n3 + n)
 =
 = limn→∞
 n(
 √
 n2 + 1 − n + n − 3√
 n3 + n)
 =
 = limn→∞
 n(√
 n2 + 1 − n) + limn→∞
 n(n − 3√
 n3 + n) =
 = limn→∞
 n(√
 n2 + 1 − n)(√
 n2 + 1 + n)√n2 + 1 + n
 +
 + limn→∞
 n(n − 3√
 n3 + n)(n2 + n 3√
 n3 + n + 3√
 (n3 + n)2)
 n2 + n 3√
 n3 + n + 3√
 (n3 + n)2=
 = limn→∞
 n(n2 + 1 − n2)√n2 + 1 + n
 + limn→∞
 n(n3 − (n3 + n))
 n2 + n 3√
 n3 + n + 3√
 (n3 + n)2=
 = limn→∞
 n√n2 + 1 + n
 + limn→∞
 −n2
 n2 + n 3√
 n3 + n + 3√
 (n3 + n)2=
 = limn→∞
 n
 n(√
 1 + 1n2 + 1
 ) + limn→∞
 −n2
 n2(
 1 + 3
 √
 1 + 1n2 + 3
 √
 (1 + 1n2 )2
 ) =1
 6.
 7. Odrediti limn→∞
 3n+1 + 5n+1
 3n − 5n.
 Resenje:
 Kako za q = 35 < 1 geometrijski niz {( 3
 5 )n}n∈N ima granicnu vrednost 0,dobijamo
 limn→∞
 3n+1 + 5n+1
 3n − 5n= lim
 n→∞
 5n+1(
 (
 35
 )n+1+ 1
 )
 5n((
 35
 )n − 1) =
 = 5 · limn→∞
 (
 35
 )n+1+ 1
 (
 35
 )n − 1= −5.
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 8. Odrediti limn→∞
 n√
 13 − 13
 4 − n√
 4.
 Resenje:
 Koristeci limn→∞
 n√
 a = 1, a > 0, dobijamo:
 limn→∞
 n√
 13 − 13
 4 − n√
 4=
 1 − 13
 4 − 1= −4.
 9. Odrediti limn→∞
 8n + n!
 n3 + (n + 2)!.
 Resenje:
 Koristeci limn→∞
 an
 n!= 0, a ∈ R i lim
 n→∞na
 n!= 0, a ∈ R dobijamo:
 limn→∞
 8n + n!
 n3 + (n + 2)!· (n + 2)!
 (n + 2)!= lim
 n→∞
 8n
 (n+2)! + n!(n+2)!
 n3
 (n+2)! + 1=
 limn→∞
 8n
 (n+2)! + 1(n+1)(n+2)
 n3
 (n+2)! + 1=
 0
 1= 0.
 10. Odrediti a) limn→∞
 1 + 2 + 3 + . . . + n
 n2.
 b) limn→∞
 (
 1
 1 · 2 +1
 2 · 3 +1
 3 · 4 . . . +1
 n(n + 1)
 )
 .
 c) limn→∞
 (
 1 + 3 + . . . + (2n − 1)
 n + 1− 2n + 3
 2
 )
 .
 Resenje:
 Za izracunavanje ove granicne vrednosti ne moze se iskoristiti pravilo daje granicna vrednost zbira konacno mnogo konvergentnih nizova jednakazbiru njihovih granicnih vrednosti, jer broj sabiraka zavisi od n, tj. trazise granicna vrednost sume beskonacno mnogo sabiraka.
 a)
 limn→∞
 1 + 2 + 3 + . . . + n
 n2= lim
 n→∞
 n(n+1)2
 n2= lim
 n→∞n2 + n
 2n2=
 1
 2.
 b) Da bismo odredili vrednost zbira
 (
 1
 1 · 2 +1
 2 · 3 + . . . +1
 n(n + 1)
 )
 ,
 uocimo da vazi1
 n(n + 1)=
 1
 n− 1
 n + 1
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 (postupak rastavljanja racionalne funkcije na parcijalne razlomke).
 Tada je
 limn→∞
 (
 1
 1 · 2 +1
 2 · 3 +1
 3 · 4 . . . +1
 n(n + 1)
 )
 =
 = limn→∞
 (
 1
 1− 1
 2+
 1
 2− 1
 3+
 1
 3− 1
 4+ . . . +
 1
 n− 1
 n + 1
 )
 =
 = limn→∞
 (
 1 − 1
 n + 1
 )
 = 1.
 c) U brojiocu prvog razlomka se nalazi zbir prvih n neparnih brojeva.Koristeci zadatak 1 pod c), tj. 1 + 3 + . . . + (2n − 1) = n2, i sabirajucirazlomke dobijamo:
 limn→∞
 (
 1 + 3 + . . . + (2n − 1)
 n + 1− 2n + 3
 2
 )
 =
 = limn→∞
 2n2 − (2n + 3)(n + 1)
 2(n + 1)= lim
 n→∞−5n − 3
 2(n + 1)= −5
 2.
 11. Odrediti limn→∞
 1 + 12 + 1
 22 + . . . + 12n−1
 1 + 13 + 1
 32 + . . . + 13n−1
 .
 Resenje:
 Sabracemo clanove geometrijskog niza u brojiocu, odnosno imeniocu, azatim postupiti slicno kao u 5. zadatku:
 limn→∞
 1 + 12 + 1
 22 + . . . + 12n−1
 1 + 13 + 1
 32 + . . . + 13n−1
 = limn→∞
 1− 12n
 12
 1− 13n
 23
 =
 = limn→∞
 3n−1 (2n − 1)
 2n−2 (3n − 1)= lim
 n→∞
 3n−1 2n (1 − 12n )
 2n−2 3n (1 − 13n )
 =
 = limn→∞
 22 (1 − 12n )
 3 (1 − 13n )
 =4
 3.
 12. Odrediti a) limn→∞
 (
 1 − 1
 n
 )n
 . b) limn→∞
 (
 1 − 1
 3n
 )n
 .
 c) limn→∞
 (
 5n3 + 2
 5n3
 )n3
 .
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 Resenje:
 Sve navedene granicne vrednosti mogu se odrediti koriscenjem cinjeniceda za svaki niz {an}n∈N koji divergira ka plus ili minus beskonacnosti,vazi
 limn→∞
 (
 1 +1
 an
 )an
 = e.
 a)
 limn→∞
 (
 1 − 1
 n
 )n
 = limn→∞
 (
 1 +1
 (−n)
 )(−n)·(−1)
 = e−1.
 b)
 limn→∞
 (
 1 − 1
 3n
 )n
 = limn→∞
 (
 1 +1
 (−3n)
 )(−3n)·(− 13 )
 = e−13 .
 c)
 limn→∞
 (
 5n3 + 2
 5n3
 )n3
 = limn→∞
 (
 1 +2
 5n3
 )n3
 =
 = limn→∞
 (
 1 +1
 5n3
 2
 )5n3
 2 · 25= e
 25 =
 5√
 e2.
 Granicna vrednost i neprekidnost funkcije
 1. Pokazati po definiciji da je
 a) limx→2
 x2 + x − 6
 x − 2= 5. b) lim
 x→2
 4 − x2
 x2 − 2x= −2.
 Resenje:
 a) Primetimo da je x0 = 2 tacka nagomilavanja domena funkcije x2+x−6x−2 .
 Po definiciji granicne vrednosti potrebno je, za unapred zadato ε > 0,pronaci δ > 0 tako da za svako x ∈ R\{2} koje zadovoljava uslov 0 <
 |x − 2| < δ, vazi∣
 ∣
 ∣5 − x2+x−6
 x−2
 ∣
 ∣
 ∣< ε.
 Kako je∣
 ∣
 ∣
 ∣
 5 − x2 + x − 6
 x − 2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 5x − 10 − x2 − x + 6
 x − 2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 − (x − 2)2
 x − 2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 = |x − 2| ,za dato ε, biramo δ = ε, pa iz |x − 2| < δ sledi
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 5 − x2 + x − 6
 x − 2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 < ε.
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 b) Primetimo da, bez ogranicenja opstosti, uvek mozemo smatrati da jeε < 1. Neka je, dakle, dato 0 < ε < 1. Tada, birajuci δ = ε
 2 , dobijamo
 0 < |x − 2| < δ ⇒∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −2 − 4 − x2
 x2 − 2x
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 − (x − 2)(x + 2)
 x(x − 2)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 x − 2
 x
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =|x − 2|
 x<
 |x − 2|1
 < δ < ε,
 jer, za ε < 1 i δ = ε2 iz 0 < |x − 2| < δ sledi x > 3
 2 > 1.
 2. Odrediti granicnu vrednost
 a) limx→0
 3x2 + 2x − 1
 2x2 − x + 1. b) lim
 x→π2
 sinx
 x. c) lim
 x→02x.
 d) limx→0
 arccos x.
 Resenje:
 Ako je funkcija f definisana u okolini tacke x0 i neprekidna u x0, ondavazi lim
 x→x0
 f(x) = f(x0). Kako su sve elementarne funkcije neprekidne, ovu
 cinjenicu cemo koristiti u narednim zadacima.
 a) limx→0
 3x2 + 2x − 1
 2x2 − x + 1=
 3 · 0 + 2 · 0 − 1
 2 · 0 − 0 + 1= −1.
 b) limx→π
 2
 sinx
 x=
 sin π2
 π2
 =2
 π.
 c) limx→0
 2x = 20 = 1.
 d) limx→0
 arccos x = arccos 0 =π
 2.
 3. Odrediti granicnu vrednost
 a) limx→∞
 5x3 + 3x2 + 2x + 3
 5x4 + 2x2 + x + 3. b) lim
 x→−∞5x4 + 2x2 + x + 5
 5x3 + x2 + x + 3.
 c) limx→∞
 √x
 √
 x +√
 x. d) lim
 x→∞
 √
 x +√
 x +√
 x√
 x + 1.
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 Resenje:
 Ovo su neodredeni izrazi oblika ,,∞∞” i potrebno ih je na neki nacin trans-formisati.
 a) limx→∞
 5x3 + 3x2 + 2x + 3
 5x4 + 2x2 + x + 3= lim
 x→∞
 x3(5 + 3x + 2
 x2 + 3x3 )
 x4(5 + 2x2 + 1
 x3 + 3x4 )
 =
 = limx→∞
 5 + 3x + 2
 x2 + 3x3
 x(5 + 2x2 + 1
 x3 + 3x4 )
 = 0.
 b) limx→−∞
 x4(5 + 2x2 + 1
 x3 + 5x4 )
 x3(5 + 1x + 1
 x2 + 3x3 )
 = limx→−∞
 x(5 + 2x2 + 1
 x3 + 5x4 )
 5 + 1x + 1
 x2 + 3x3
 = −∞.
 c) limx→∞
 √x
 √
 x +√
 x= lim
 x→∞
 √x
 √x ·
 √
 1 + 1√x
 = limx→∞
 1√
 1 + 1√x
 = 1.
 d) limx→∞
 √
 x +√
 x +√
 x√
 x + 1= lim
 x→∞
 √x ·
 √
 1 +√
 xx
 √
 1 + 1√x
 √x ·
 √
 1 + 1x
 =
 = limx→∞
 √
 1 + 1√x
 √
 1 + 1√x
 √
 1 + 1x
 = 1.
 4. Izracunati granicnu vrednost
 a) limx→4
 x2 − 4x
 x2 − x − 12. b) lim
 x→5
 3x2 − 13x − 10
 4x2 − 14x − 30.
 c) limx→−3
 x2 + x − 6
 2x2 + 9x + 9. d) lim
 x→1
 x3 + x2 − 2
 x3 + 2x2 − 2x − 1.
 e) limx→2
 x3 − 2x2 − 4x + 8
 x4 − 2x3 − 8x + 16. f) lim
 x→−2
 x4 + 2x3 + 8x + 16
 x3 + 7x2 + 16x + 12.
 Resenje:
 Ovo su neodredeni izrazi oblika ,, 00” kod kojih je potrebno faktorisati izrazeu brojiocu i imeniocu.
 a)
 limx→4
 x2 − 4x
 x2 − x − 12= lim
 x→4
 x(x − 4)
 (x − 4)(x + 3)= lim
 x→4
 x
 x + 3=
 4
 7.

Page 206
						

206 8. NIZOVI, GRANICNA VREDNOST I NEPREKIDNOST FUNKCIJE
 b)
 limx→5
 3x2 − 13x − 10
 4x2 − 14x − 30= lim
 x→5
 (x − 5)(3x + 2)
 2(x − 5)(2x + 3)= lim
 x→5
 3x + 2
 2(2x + 3)=
 =17
 26.
 c)
 limx→−3
 x2 + x − 6
 2x2 + 9x + 9= lim
 x→−3
 (x + 3)(x − 2)
 2(x + 3)(x + 32 )
 = limx→−3
 x − 2
 2x + 3=
 5
 3.
 d) Kako je x = 1 koren polinoma u brojiocu i imeniocu, faktorisacemo tepolinome (npr. koristeci Hornerovu semu).
 limx→1
 x3 + x2 − 2
 x3 + 2x2 − 2x − 1= lim
 x→1
 (x − 1)(x2 + 2x + 2)
 (x − 1)(x2 + 3x + 1)=
 = limx→1
 x2 + 2x + 2
 x2 + 3x + 1= 1.
 e) Postupamo slicno kao i u prethodnim zadacima.
 limx→2
 x3 − 2x2 − 4x + 8
 x4 − 2x3 − 8x + 16= lim
 x→2
 (x − 2)(x2 − 4)
 (x − 2)(x3 − 8)= lim
 x→2
 x2 − 4
 x3 − 8=
 = limx→2
 (x − 2)(x + 2)
 (x − 2)(x2 + 2x + 4)= lim
 x→2
 x + 2
 x2 + 2x + 4=
 1
 3.
 f)
 limx→−2
 x4 + 2x3 + 8x + 16
 x3 + 7x2 + 16x + 12= lim
 x→−2
 (x + 2)(x3 + 8)
 (x + 2)2(x + 3)=
 = limx→−2
 x3 + 8
 (x + 2)(x + 3)= lim
 x→−2
 (x + 2)(x2 − 2x + 4)
 (x + 2)(x + 3)=
 = limx→−2
 x2 − 2x + 4
 x + 3= 12.
 5. Izracunati granicnu vrednost
 a) limx→4
 √x − 2
 x − 4. b) lim
 x→3
 √x + 6 − x
 x − 3.
 c) limx→0
 √1 + x − 1
 3√
 1 + x − 1. d) lim
 x→2
 √x2 + 5 − 3
 √x3 + x2 + 15
 x2 − 5x + 6.
 e) limx→a
 √x −√
 a +√
 x − a√x2 − a2
 , a ∈ R.
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 Resenje:
 Ove granicne vrednosti sadrze izraze koje treba racionalisati.a)
 limx→4
 √x − 2
 x − 4= lim
 x→4
 √x − 2
 x − 4·√
 x + 2√x + 2
 = limx→4
 x − 4
 (x − 4)(√
 x + 2)=
 1
 4.
 b)
 limx→3
 √x + 6 − x
 x − 3= lim
 x→3
 √x + 6 − x
 x − 3·√
 x + 6 + x√x + 6 + x
 =
 = limx→3
 x + 6 − x2
 (x − 3)(√
 x + 6 + x)= lim
 x→3
 −(x − 3)(x + 2)
 (x − 3)(√
 x + 6 + x)=
 = limx→3
 −(x + 2)√x + 6 + x
 =−5√
 3 + 6 + 3= −5
 6.
 c)
 limx→0
 √1 + x − 1
 3√
 1 + x − 1=
 = limx→0
 √1 + x − 1
 3√
 1 + x − 1·
 3√
 (1 + x)2 + 3√
 1 + x + 13√
 (1 + x)2 + 3√
 1 + x + 1·√
 1 + x + 1√1 + x + 1
 =
 = limx→0
 (1 + x − 1)( 3√
 (1 + x)2 + 3√
 1 + x + 1)
 (1 + x − 1)(√
 1 + x + 1)=
 = limx→0
 3√
 (1 + x)2 + 3√
 1 + x + 1√1 + x + 1
 =1 + 1 + 1
 2=
 3
 2.
 Na drugi nacin, koristeci limx→0
 (1+x)α−1x = α, je
 limx→0
 √1 + x − 1
 3√
 1 + x − 1= lim
 x→0
 (1 + x)12 − 1
 (1 + x)13 − 1
 = limx→0
 (1+x)12 −1
 x
 (1+x)13 −1
 x
 =1213
 =3
 2.
 d)
 limx→2
 √x2 + 5 − 3
 √x3 + x2 + 15
 x2 − 5x + 6= lim
 x→2
 √x2 + 5 − 3
 x2 − 5x + 6−
 − limx→2
 3√
 x3 + x2 + 15 − 3
 x2 − 5x + 6= lim
 x→2
 x2 + 5 − 9
 (x − 2)(x − 3)(√
 x2 + 5 + 3)−
 − limx→2
 x3 + x2 + 15 − 27
 (x − 2)(x − 3)( 3√
 (x3 + x2 + 15)2 + 3 3√
 x3 + x2 + 15 + 9)=
 = limx→2
 (x + 2)(x − 2)
 (x − 2)(x − 3)(√
 x2 + 5 + 3)−
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 − limx→2
 (x − 2)(x2 + 3x + 6)
 (x − 2)(x − 3)( 3√
 (x3 + x2 + 15)2 + 3 3√
 x3 + x2 + 15 + 9)= − 2
 27.
 e)
 limx→a
 √x −√
 a +√
 x − a√x2 − a2
 = limx→a
 √x −√
 a√x2 − a2
 + limx→a
 √x − a
 √
 (x − a)(x + a)=
 = limx→a
 x − a√x2 − a2 · (√x +
 √a)
 + limx→a
 1√x + a
 =
 = limx→a
 √x − a√x + a
 · 1√x +
 √a
 + limx→a
 1√x + a
 =1√2a
 .
 6. Izracunati granicnu vrednost
 a) limx→0
 sin 3x
 x. b) lim
 x→0
 bx
 sin ax, a 6= 0, a ∈ R, b ∈ R.
 c) limx→0
 1 − cos x
 x2. d) lim
 x→a
 sinx − sin a
 x − a, a ∈ R.
 e) limx→0
 sin 4x√x + 1 − 1
 . g) limx→−a
 tg x + tg a
 x + a, a ∈ R.
 f) limx→0
 1 − cos 2x + tg 2x
 x · sinx.
 Resenje:
 U ovim zadacima cemo koristiti granicnu vrednost (4).a)
 limx→0
 3 · sin 3x
 3x= 3 · lim
 x→0
 sin 3x
 3x= 3 · 1 = 3.
 b)
 limx→0
 bx
 sin ax= lim
 x→0
 1sin ax
 bx
 = limx→0
 1ab · sin ax
 ax
 =b
 a· 1
 limx→0
 sin axax
 =b
 a.
 c) Koristicemo poznatu vezu 1 − cos x = 2 · sin2 x2 :
 limx→0
 1 − cos x
 x2= lim
 x→0
 2 · sin2 x2
 (x2 )2 · 4 =
 1
 2· lim
 x→0
 (
 sin x2
 x2
 )2
 =1
 2· 1 =
 1
 2.
 d)
 limx→a
 sin x − sin a
 x − a= lim
 x→a
 2 · cos(x+a2 ) · sin(x−a
 2 )
 x − a=
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 = limx→a
 cos(x+a2 ) · sin(x−a
 2 )(x−a)
 2
 = cos(2a
 2) · lim
 x→a
 sin(x−a2 )
 x−a2
 = cos a.
 e)
 limx→0
 sin 4x√x + 1 − 1
 = limx→0
 4 · sin 4x4x
 (x+1)12 −1
 x
 =4 · 1
 12
 = 8.
 f)
 limx→0
 1 − cos 2x + tg 2x
 x · sin x= lim
 x→0
 1 − cos2 x + sin2 x + sin2 xcos2 x
 x · sinx=
 = limx→0
 2 sin2 x · cos2 x + sin2 x
 x · sinx · cos2 x= lim
 x→0
 sin2 x · (2 cos2 x + 1)
 x · sinx cos2 x=
 = limx→0
 sin x
 x· 2 cos2 x + 1
 cos2 x= 1 · 2 + 1
 1= 3.
 g)
 limx→−a
 tg x + tg a
 x + a= lim
 x→−a
 sin xcos x + sin a
 cos a
 x + a=
 = limx→−a
 sinx · cos a + sin a · cos x
 (x + a) · cos x · cos a= lim
 x→−a
 sin(x + a)
 (x + a) · cos x · cos a=
 = limx→−a
 sin(x + a)
 x + a· 1
 cos x · cos a=
 1
 cos2 a.
 7. Izracunati granicnu vrednost
 a) limx→0
 (1 + 4x)3x . b) lim
 x→0
 (
 3x2 + x − 1
 x − 1
 )
 2x+1
 3x2
 .
 c) limx→±∞
 (
 x2 + 5
 x2 − 2
 )2x2
 x+1
 . d) limx→2
 (
 2x2 − 3
 x + 3
 )x
 x2−4
 .
 e) limx→3
 (x − 2)1
 (x−3)2 . f) limx→e
 ln x − 1
 x − e.
 Resenje:
 Ove granicne vrednosti a) - e) su oblika ,,1∞”. Izracunacemo ih primenompoznatih granicnih vrednosti (1) i (2).
 a) limx→0
 (1 + 4x)3x = lim
 x→0(1 + 4x)
 14x · 3
 x ·4x = elimx→0
 12xx = e12.
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 b) limx→0
 (
 3x2 + x − 1
 x − 1
 )
 2x+1
 3x2
 = limx→0
 (
 1 +3x2
 x − 1
 )
 x−1
 3x2 · 2x+1x−1
 =
 = elimx→0
 2x+1x−1 = e
 limx→0
 2x+1x−1 = e−1 =
 1
 e.
 c) limx→±∞
 (
 x2 + 5
 x2 − 2
 )2x2
 x+1
 = limx→±∞
 (
 x2 − 2 + 7
 x2 − 2
 )2x2
 x+1
 =
 = limx→±∞
 (
 1 +7
 x2 − 2
 )x2−2
 7 · 2x2
 x+1 · 7x2−2
 = elim
 x→±∞
 14x2
 (x+1)(x2−2) =
 = 1.
 d) limx→2
 (
 2x2 − 3
 x + 3
 )x
 x2−4
 = limx→2
 (
 x + 3 + 2x2 − 6 − x
 x + 3
 )x
 x2−4
 =
 = limx→2
 (
 1 +2x2 − x − 6
 x + 3
 )
 x+3
 2x2−x−6· x
 x2−4· 2x2−x−6
 x+3
 =
 = elimx→2
 xx+3 ·
 (x−2)(2x+3)(x−2)(x+2) = e
 25 · 74 = e
 710 .
 e) limx→e
 ln x − 1
 x − e= lim
 x→e
 ln x − ln e
 x − e= lim
 x→e
 ln(xe )
 x − e= lim
 x→eln(
 x
 e)
 1x−e =
 = ln limx→e
 (
 1 +x
 e− 1
 )1
 x−e
 = ln limx→e
 (
 1 +x − e
 e
 )e
 x−e · 1x−e ·
 x−ee
 =
 = ln e1e =
 1
 e.
 f) limx→3
 (x − 2)1
 (x−3)2 = limx→3
 (1 + x − 3)1
 x−3 · 1(x−3)2
 ·(x−3)= e
 limx→3
 1x−3 .
 Ova granicna vrednost ne postoji. Zaista, jer desna granicna vred-nost ne postoji (kao konacna)
 limx→3+
 (x − 2)1
 (x−3)2 = elim
 x→3+
 1x−3
 = +∞,
 a leva granicna vrednost je jednaka nuli
 limx→3−
 (x − 2)1
 (x−3)2 = elim
 x→3−
 1x−3
 = 0.
 8. Izracunati granicnu vrednost
 a) limx→0+
 (1 +√
 x). b) limx→4+
 1
 x − 4. c) lim
 x→0+3
 1x .
 d) limx→4−
 1
 x − 4. e) lim
 x→0−3
 1x . f) lim
 x→1−
 √1 − x
 1 − x2.
 g) limx→0−
 2x + |x|3x
 . h) limx→0+
 2x + |x|3x
 .
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 Resenje:
 a) limx→0+
 (1 +√
 x) = 1.
 Primetimo da ovde nije moguce traziti levu granicnu vrednost limx→0−
 f(x),
 jer funkcija 1 +√
 x nije definisana za x < 0.
 b) Ovo je granicna vrednost oblika ,, 10+ ”, dakle lim
 x→4+
 1
 x − 4= +∞.
 c) Ovo je granicna vrednost oblika ,,3+∞”, dakle limx→0+
 31x = +∞.
 d) Ovo je granicna vrednost oblika ,, 10− ”, dakle lim
 x→4−
 1
 x − 4= −∞.
 e) Ovo je granicna vrednost oblika ,,3−∞”, dakle limx→0−
 31x = 0.
 f) limx→1−
 √1 − x
 1 − x2= lim
 x→1−
 √1 − x
 (√
 (1 − x)(1 + x))2= lim
 x→1−
 1
 (1 + x)√
 1 − x=
 = +∞.
 g) limx→0−
 2x + |x|3x
 = limx→0−
 2x − x
 3x=
 1
 3.
 h) limx→0+
 2x + |x|3x
 = limx→0+
 2x + x
 3x= 1.
 9. Izracunati granicnu vrednost
 a) limx→0
 ax − 1
 x. b) lim
 x→0
 eax − 1
 x.
 c) limx→π
 2
 (sin x)tg2x. d) lim
 x→0(tg x)
 1
 1+3√
 1+ln2 x .
 e) limx→2
 x
 x − 2. f) lim
 x→1
 x − 1
 |x − 1| .
 g) limx→0
 | sin x|x
 . h) limx→0
 arcsin(x + 1).
 Resenje:
 a) Koristimo smenu ax − 1 = t, x = ln(t+1)ln a .
 limx→0
 ax − 1
 x= lim
 t→0
 tln(t+1)
 ln a
 = ln a · limt→0
 t
 ln(t + 1)= ln a · lim
 t→0
 1ln(t+1)
 t
 =
 = ln a · limt→0
 1
 ln(1 + t)1t
 = ln a · 1
 ln e= ln a.
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 b) Koristimo limx→0
 ex−1x = 1.
 limx→0
 eax − 1
 x= lim
 x→0
 eax − 1
 ax· a = lim
 t→0
 et − 1
 t· a = a
 c)
 limx→π
 2
 (sin x)tg2x = lim
 x→π2
 (1 + sin x − 1)1
 sin x−1 · sin2 xcos2 x
 ·(sin x−1) =
 = elim
 x→ π2
 sin2 x· sin x−1
 cos2 x
 = elim
 x→ π2
 −11+sin x
 = e−12 =
 1√e.
 d) Logaritmovanjem leve i desne strane izraza
 y = (tg x)1
 1+3√
 1+ln2 x
 dobijamo
 ln y =1
 1 +3√
 1 + ln2 x· ln tg x.
 Tada je
 limx→0
 ln y = limx→0
 1
 1 +3√
 1 + ln2 x· ln sinx
 cos x= lim
 x→0
 ln sin x − ln cos x
 1 +3√
 1 + ln2 x=
 = limx→0
 ln sin x
 1 +3√
 1 + ln2 x− lim
 x→0
 ln cos x
 1 +3√
 1 + ln2 x=
 = limx→0
 ln sin x
 1 +3√
 1 + ln2 x− 0 = lim
 x→0
 ln(
 sin xx · x
 )
 1 +3√
 1 + ln2 x=
 = limx→0
 ln(
 sin xx
 )
 1 +3√
 1 + ln2 x+ lim
 x→0
 ln x
 1 +3√
 1 + ln2 x=
 = 0 + limx→0
 1
 1ln x + 3
 √
 1ln3 x
 + 1ln x
 = −∞.
 Dakle, limx→0
 ln y = ln limx→0
 y = −∞, tj. limx→0
 y = 0.
 e) Posmatrajmo levi i desni limes u tacki x = 2 :
 limx→2−
 x
 x − 2= −∞, lim
 x→2+
 x
 x − 2= +∞.
 Kako leva i desna granicna vrednost u tacki x = 2 imaju razlicitu vred-nost, sledi da lim
 x→2
 xx−2 ne postoji.
 f) Posmatrajmo levu i desnu granicnu vrednost u tacki x = 1 :
 limx→1+
 x − 1
 |x − 1| = limx→1+
 x − 1
 x − 1= 1,
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 limx→1−
 x − 1
 |x − 1| = limx→1−
 x − 1
 −(x − 1)= −1.
 Dakle, ova granicna vrednost ne postoji.
 g) Slicno kao u prethodnom primeru, posmatramo levu i desnu granicnuvrednost u tacki x = 0 :
 limx→0+
 | sin x|x
 = limx→0+
 sinx
 x= 1,
 limx→0−
 | sin x|x
 = limx→0−
 − sin x
 x= −1.
 Dakle, granicna vrednost u nuli ne postoji.
 h) Kako je domen funkcije f(x) = arcsin(x + 1), D = {x ∈ R | − 1 ≤x + 1 ≤ 1} = [−2, 0], to se granicna vrednost u tacki x = 0 svodi najednostranu granicnu vrednost, tj. lim
 x→0f(x) = lim
 x→0−f(x) (ova jednakost
 vazi pod uslovom da limx→0−
 f(x) postoji). Kako je
 limx→0−
 arcsin(x + 1) =π
 2,
 sledi da granicna vrednost limx→0
 arcsin(x + 1) postoji i jednaka jeπ
 2.
 10. Ispitati neprekidnost funkcije
 a) f(x) =1
 x − 1u tacki x = 1.
 b) f(x) =
 {
 x2−4x−2 , x 6= 2
 4 , x = 2u tacki x = 2.
 c) f(x) =
 {
 x2−4x−2 , x 6= 2
 3 , x = 2u tacki x = 2.
 d) f(x) =
 {
 (1 + x)1x , x 6= 0
 e , x = 0u tacki x = 0.
 e) f(x) =
 1 , x > 00 , x = 0
 −1 , x < 0u tacki x = 0.
 f) f(x) =
 {
 2x + 1 , x ≤ 3
 (x − 2)1
 (x−3)2 , x > 3u tacki x = 3.
 Resenje:
 a) Funkcija f nije definisana za x = 1 , pa na osnovu nase definicije
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 neprekidnosti funkcije ne moze govoriti o neprekidnosti u tacki x = 1.Bilo bi pogresno reci da je funkcija f prekidna u tacki x = 1.
 b) Funkcija je definisana u x = 2 i kako je
 limx→2
 f(x) = limx→2
 x2 − 4
 x − 2= lim
 x→2
 (x − 2)(x + 2)
 (x − 2)= lim
 x→2(x + 2) = 4 = f(2),
 sledi da je ona neprekidna u tacki 2.
 c) Kako vazi
 limx→2
 f(x) = limx→2
 x2 − 4
 x − 2= 4 6= f(2) = 3,
 funkcija ima prekid u tacki x = 2. Primetimo jos da se radi o otklonjivomprekidu.
 d) Kako je
 limx→0
 f(x) = limx→0
 (1 + x)1x = e = f(0),
 sledi da je funkcija neprekidna u x = 0.
 e) Odredicemo prvo levu i desnu granicnu vrednost u x = 0:
 limx→0−
 f(x) = limx→0−
 (−1) = −1,
 limx→0+
 f(x) = limx→0+
 1 = 1.
 Vidimo da se radi o prekidu prve vrste, jer leva i desna granicna vrednostu x = 0 postoje, ali su razliciti brojevi
 limx→0−
 f(x) 6= limx→0+
 f(x).
 f) Iz
 limx→3+
 f(x) = elim
 x→3+
 1x−3
 = +∞,
 sledi da desna granicna vrednost funkcije u tacki x = 3 ne postoji kaokonacna, tako da u tacki x = 3 funkcija f ima prekid druge vrste.
 11. Odrediti skup A ⊆ R na kome je funkcija f neprekidna, ako je
 a) f(x) = x5 + 3x. b) f(x) =x
 1 − x. c) f(x) =
 1√2 − x
 .
 d) f(x) =2x
 x2 + 1. e) f(x) = |x|.
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 Resenje:
 a) Posto je funkcija f polinom, ona je definisana i neprekidna nad R,dakle A = R.
 b) Funkcija f nije definisana u x = 1. Posto je f racionalna funkcija, onaje neprekidna nad definicionim skupom, dakle A = R \ {1}.c) Ova funkcija je neprekidna za svako x za koje vazi 2−x > 0, tj. x < 2.Dakle A = (−∞, 2).
 d) f je racionalna funkcija definisana nad R, dakle A = R.
 e) Kako je
 |x| =
 {
 x, x ≥ 0−x, x < 0,
 jedina tacka u kojoj je moguc prekid je x = 0. Ispitajmo neprekidnost ux = 0. Posto je
 limx→0+
 |x| = limx→0+
 x = 0 i limx→0−
 |x| = limx→0−
 (−x) = 0,
 kao i |0| = 0, sledi da je funkcija |x| neprekidna u x = 0, odnosno za svakox ∈ R. Tako je A = R.
 12. Odrediti parametre A i B tako da funkcija f bude neprekidna usvim tackama definisanosti, ako je
 a) f(x) =
 {
 sin xx , x 6= 0A, x = 0.
 b) f(x) =
 {
 Ax − 1, x ≤ 13x2 + 1, x > 1.
 c) f(x) =
 (x + 2)e1x , x < 0A, x = 0
 −11+ln x , x > 0.
 d) f(x) =
 − sin x, x ≤ −π/2A sin x + B, −π/2 < x < π/2
 cos x, x ≥ π/2.
 e) f(x) =
 { √1−x−32+ 3
 √x
 , x 6= −8 ∧ x ≤ 1
 A, x = −8.
 Resenje:
 a) Funkcija f je definisana na celom skupu R. Za x 6= 0 f ima oblik
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 kolicnika neprekidnih funkcija (sinus je neprekidna funkcija nad R), znacida nam preostaje da ispitamo neprekidnost u nuli. Da bi funkcija f bilaneprekidna u nuli, treba da vazi
 limx→0
 f(x) = f(0).
 Znamo da je
 limx→0
 f(x) = limx→0
 sin x
 x= 1 i f(0) = A.
 Dakle, za A = 1 funkcija f je neprekidna nad celim definicionim skupom,tj. na R.
 b) Funkcija f je definisana na celom skupu R. Za x 6= 1, f je polinomprvog, odnosno drugog stepena, dakle sledi da je neprekidna funkcija.Treba jos da ispitamo neprekidnost u x = 1. Treba da vazi
 limx→1+
 f(x) = limx→1−
 f(x) = f(1).
 Imamolim
 x→1+f(x) = lim
 x→1+(3x2 + 1) = 4,
 limx→1−
 f(x) = limx→1−
 (Ax − 1) = A − 1.
 Sada mozemo da odredimo A :
 f(1) = A − 1, A − 1 = 4 ⇒ A = 5.
 Dakle, za A = 5, funkcija f je neprekidna na celom skupu R.
 c) Slicno kao i u prethodnom razmatranju vidimo da je f definisana naR i da je neprekidna za svako x 6= 0 (kao kompozicija, kolicnik i proizvodneprekidnih funkcija). Ispitacemo neprekidnost u x = 0. Imamo:
 limx→0+
 f(x) = limx→0+
 −1
 1 + ln x= 0,
 limx→0−
 f(x) = limx→0−
 (x + 2)e1x = 2 · 0 = 0.
 Da bi f bila neprekidna u x = 0, mora da vazi
 limx→0+
 f(x) = limx→0−
 f(x) = f(0), odnosno A = 0.
 d) Funkcija f je neprekidna za svako x 6= π2 i x 6= −π
 2 . Odredicemo A iB tako da f(x) bude neprekidna u x = π
 2 i x = −π2 .
 U tacki x = π2 imamo
 limx→π
 2+
 f(x) = limx→π
 2+
 cos x = 0,
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 limx→π
 2−
 f(x) = limx→π
 2−(A sin x + B) = A + B,
 tako da dobijamo jednacinu A + B = 0.
 U tacki x = −π2 imamo
 limx→−π
 2+
 f(x) = limx→−π
 2+(A sin x + B) = −A + B,
 limx→−π
 2−
 f(x) = limx→−π
 2−(− sin x) = 1,
 iz cega sledi jednacina −A + B = 1.
 Resavanjem sistemaA + B = 0
 −A + B = 1,
 dobijamo: B = 12 i A = − 1
 2 .
 e) Funkcija f je definisana za svako x ≤ 1. Takode se lako vidi da jeona neprekidna za svako x ≤ 1 i x 6= −8. Ispitajmo neprekidnost u tackix = −8 :
 limx→−8
 f(x) = limx→−8
 √1 − x − 3
 2 + 3√
 x· (4 − 2 3
 √x +
 3√
 x2)
 (4 − 2 3√
 x +3√
 x2)·√
 1 − x + 3√1 − x + 3
 =
 = limx→−8
 1 − x − 9
 8 + x· (4 − 2 3
 √x +
 3√
 x2)√1 − x + 3
 =
 = limx→−8
 −(x + 8)(4 − 2 3√
 x +3√
 x2)
 (x + 8)(√
 1 − x + 3)= −12
 6= −2.
 Dakle, za A = −2, funkcija f je neprekidna za svako x ≤ 1.
 Zadaci za samostalni rad
 Pokazati
 1. limn→∞
 n2 + n − 1
 (n + 1)2= 1.
 2. limn→∞
 n2 + n
 3n3 + 2n − 1= 0.
 3. limn→∞
 n4 + n2
 n2 + 1= ∞.
 4. limn→∞
 (
 2n2 + 1
 2n − 3− n2 + 1
 2
 n − 2
 )
 = − 12 .
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 5. limn→∞
 (√
 n + 1 −√n) = 0.
 6. limn→∞
 √n(√
 n + 1 −√n) =
 1
 2.
 7. limn→∞
 (√
 n2 − 3n + 2 − n + 1) = −1
 2.
 8. limn→∞
 ( 3√
 n2 + 3n − 7 − 3√
 n2 − n + 4) = 0.
 9. limn→∞
 (
 1 + 3 + . . . + (2n − 1)
 n + 1− 2n + 3
 2
 )
 = −5
 2.
 10. limn→∞
 (
 n
 n + 1
 )n
 =1
 e.
 11. limn→∞
 (
 3n − 2
 3n
 )n−1
 =3√
 e2.
 12. Izracunati granicnu vrednost
 a) limx→∞
 5x4 + 3x2 + 2x + 5
 5x3 + x2 + x + 3. b) lim
 x→−∞x4 − x3
 3√
 x2 + 2x.
 c) limx→0
 x2 + x3 − 2x4
 2x2 + 3x5. d) lim
 x→−3
 x2 − x − 12
 2x2 + 11x + 15.
 e) limx→2
 x5 − 3x4 + 5x3 − 7x2 + 4
 x5 − 5x4 + 8x3 + x2 − 12x + 4.
 Rezultat: a)∞. b) −∞. c) 12 . d) 7. e) 2.
 13. Izracunati granicnu vrednost
 a) limx→6
 3√
 4x + 3 − 3
 2x − 12. b) lim
 x→0
 √x2 + x + 1 − x − 1
 x.
 c) limx→8
 √9 + 2x − 5
 3√
 x − 2.
 Rezultat: a) 227 . b) − 1
 2 . c) 125 .
 14. Izracunati granicnu vrednost
 a) limx→0
 4x
 sin 2x. b) lim
 x→0
 tg x
 x.
 c) limx→0
 (
 2
 sin 2x · sin x− 1
 sin2 x
 )
 . d) limx→0
 x2
 √1 + x + sinx −√
 cos x.
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 Rezultat: a) 2. b) 1. c) 12 . d) 0.
 15. Izracunati granicnu vrednost
 a) limx→∞
 (
 x2 − 1
 x2 + 1
 )
 x−1x+1
 . b) limx→∞
 (
 x2 + 2x − 1
 2x2 − 3x − 2
 )1x
 .
 c) limx→∞
 (
 ln√
 x + 1 − ln√
 x)
 x. d) limx→0
 (
 1 + tg x
 1 + sin x
 )1
 sin3 x
 .
 Rezultat: a) 1. b) 1. c) 12 . d)
 √e.
 16. Izracunati granicnu vrednost
 a) limx→0−
 1
 1 + e1x
 . b) limx→0+
 1
 1 + e1x
 .
 c) limx→2−
 1
 x2 + e1
 2−x
 . d) limx→2+
 1
 x2 + e1
 2−x
 .
 e) limx→0+
 ln(
 1 + 2−1x
 )
 .
 Rezultat: a) 1. b) 0. c) 0. d) 14 . e) 0.
 17. Odrediti skup A ⊆ R na kome je funkcija f neprekidna, ako je
 a) f(x) =10x
 x2 + 6. b) f(x) =
 √x
 sin 3x.
 c) f(x) =
 π3 x + e
 1x−1 , x < 1
 π3 , x = 1
 arctg 1x−1 , x > 1.
 Rezultat: a) A = R. b) A = {x ∈ R |x ≥ 0 i x 6= k3π, k ∈ Z}.
 c) A = R \ {1}.
 18. Odrediti parametre A i B tako da funkcija f bude neprekidna u svimtackama domena, ako je
 a) f(x) =
 {
 (x + ex)1x , x 6= 0
 A, x = 0.
 b) f(x) =
 (sin x)tg2x, x < π
 2A, x = π
 2
 Ae + Bx , x > π
 2 .
 Rezultat: a) A = e2. b) A = 1√e, B = π
 2(1−e)
 √e
 e .
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9
 Izvod funkcije
 • Neka je funkcija f definisana na intervalu (a, b) i neka je x tacka iz intervala(a, b). Ako postoji granicna vrednost
 lim4x→0
 f(x + 4x) − f(x)
 4x,
 tada se ova granicna vrednost naziva prvi izvod funkcije f u tacki x iobelezava se sa f ′(x) ili f ′
 x(x).
 Desni i levi izvod funkcije f u tacki x su definisani sa
 lim4x→0+
 f(x + 4x) − f(x)
 4xi lim
 4x→0−
 f(x + 4x) − f(x)
 4x,
 ako date granicne vrednosti postoje i obelezavaju se sa f ′+(x) i f ′
 −(x) re-spektivno.
 Ako u tacki x postoje levi i desni izvod funkcije f i ako su jednaki, tadapostoji izvod funkcije f u tacki x, tj. vazi
 f ′+(x) = f ′
 −(x) = f ′(x).
 • Tablica prvih izvoda elementarnih funkcija
 (c)′ = 0
 (xα)′ = αxα−1, 1. x > 0, α ∈ R \ {0}2. x < 0, α =
 p
 q, p ∈ Z, q ∈ N, q neparno
 3. x = 0, α =p
 q≥ 1, p ∈ Z, q ∈ N, q neparno
 (loga x)′ =1
 x ln a, a > 0, a 6= 1, x > 0
 (ln x)′ =1
 x, x > 0
 221
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 (ax)′ = ax ln a, a > 0
 (ex)′ = ex, x ∈ R
 (sin x)′ = cos x, x ∈ R
 (cos x)′ = − sin x, x ∈ R
 (tg x)′ =1
 cos2 x, x ∈ R \ {(2k + 1)
 π
 2|k ∈ Z}
 (ctg x)′ = − 1
 sin2 x, x ∈ R \ {kπ|k ∈ Z}
 (arcsin x)′ =1√
 1 − x2, |x| < 1
 (arccos x)′ = − 1√1 − x2
 , |x| < 1
 (arctg x)′ =1
 1 + x2, x ∈ R
 (arcctg x)′ = − 1
 1 + x2, x ∈ R
 • Osnovna pravila diferenciranjaNeka funkcije f i g imaju prve izvode u tacki x iz intervala (a, b). Tada je:
 (
 c · f(x))′
 = c · f ′(x), c ∈ R(
 f(x) ± g(x))′
 = f ′(x) ± g′(x)(
 f(x) · g(x))′
 = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x)
 (
 f(x)
 g(x)
 )′=
 f ′(x) · g(x) − f(x) · g′(x)
 g2(x), g(x) 6= 0.
 • Izvod slozene funkcijeNeka funkcija g : (a, b) → (c, d) ima izvod u tacki x ∈ (a, b), i neka funkcijaf : (c, d) → R ima izvod u tacki g(x) ∈ (c, d).
 Tada slozena funkcija h : (a, b) → R, h(x) = f(g(x)) ima izvod u tacki xi vazi
 h′(x) = f ′g(g(x)) · g′(x).
 • Izvod implicitne funkcijeAko je funkcija y = f(x) data implicitno jednacinom F (x, y) = 0, onda seodreduje izvod funkcije F po x, gde je y funkcija koja zavisi od x. Takose dobija izvod funkcije f u implicitnom obliku.
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 • Izvod inverzne funkcijeNeka je f : (a, b) → (c, d) bijektivna funkcija, a f−1 inverzna funkcija zadatu funkciju. Ako funkcija f−1 ima izvod u tacki x i ako je f ′(f−1(x)) 6=0, onda je
 (f−1)′(x) =1
 f ′(f−1(x)).
 • Izvod parametarski zadate funkcijeAko funkcije x = x(t) i y = y(t) imaju izvode po t i ako je x′(t) 6= 0, onda
 je izvod parametarski zadate funkcije
 {
 x = x(t)y = y(t)
 parametarski zadata
 funkcija
 x = x(t)
 y′x(t) =
 y′t(t)
 x′t(t)
 .
 • Geometrijsko znacenje prvog izvodaVrednost prvog izvoda funkcije f u tacki x jednaka je koeficijentu pravcatangente na grafik funkcije f u tacki x.
 Jednacina tangente t na grafik funkcije f u tacki A(x0, y0) krive y =f(x) je
 t : y − y0 = f ′(x0)(x − x0),
 ukoliko je prvi izvod f ′(x0) konacan. Ako f ′(x0) nije konacan (f ′(x0) =±∞), onda je tangenta prava x = x0.
 Jednacina normale n na grafik funkcije f u tacki A(x0, y0) krive y =f(x) je
 n : y − y0 = − 1
 f ′(x0)(x − x0)
 ako je prvi izvod f ′(x0) konacan i f ′(x0) 6= 0.Ako je f ′(x0) = 0, tada je normala prava x = x0, a ako prvi izvod nijekonacan (f ′(x0) = ±∞), tada je normala prava y = y0.
 • Izvodi viseg reda(n+1)-vi izvod funkcije f je prvi izvod (ako postoji) n-tog izvoda funkcijef, tj.
 f (n+1)(x) =(
 f (n)(x))′
 , n ∈ N.
 • Diferencijal funkcijeAko funkcija y = f(x) ima konacan prvi izvod u nekoj tacki x, za prirastajfunkcije 4y vazi
 4y = f ′(x) · 4x + α(4x) · 4x
 gde je lim4x→0
 α(4x) = 0. Diferencijal nezavisne promenljive x je
 dx = 4x,
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 a diferencijal zavisne promenljive y je
 dy = f ′(x)dx.
 Ako funkcija f ima konacan prvi izvod u tacki x, kazemo da je funkcijaf diferencijabilna u tacki x. Ako je funkcija f diferencijabilna u svakojtacki intervala (a, b), kaze se da je ona diferencijabilna na intervalu(a, b).
 Zadaci
 1. Odrediti, po definiciji, vrednost f ′(0) ako jea) y = sin x. b) y =
 √x.
 Resenje:
 Po definiciji, vrednost prvog izvoda u tacki x0 = 0 je
 f ′(0) = lim4x→0
 f(0 + 4x) − f(0)
 4x,
 ako ova vrednost postoji.
 a) f ′(0) = lim4x→0
 sin4x − sin 0
 4x= lim
 4x→0
 sin4x
 4x= 1.
 b) f ′(0) = lim4x→0
 √4x −
 √0
 4x= lim
 4x→0
 1√4x
 ,
 f ′+(0) = lim
 4x→0+
 1√4x
 = +∞ ,
 f ′−(0) = lim
 4x→0−
 1√4x
 = −∞ .
 Dakle, za funkciju f(x) =√
 x desni i levi izvod u nuli nisu jednakipa prvi izvod u nuli ne postoji.
 2. Koristeci definiciju prvog izvoda, odrediti izvod funkcijey = ln x za x ∈ (0,+∞).
 Resenje:
 f ′(x) = lim4x→0
 f(x + 4x) − f(x)
 4x= lim
 4x→0
 ln(x + 4x) − ln x
 4x=
 = lim4x→0
 lnx + 4x
 x4x
 = lim4x→0
 1
 4xln
 x + 4x
 x=
 = lim4x→0
 ln(x + 4x
 x
 )1
 4x
 = ln lim4x→0
 (
 1 +1x
 4x
 )x
 4x · 1x
 = ln e1x =
 1
 x.
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 3. Odrediti konstantu A tako da za funkciju f(x) =
 {
 x2 + Ax, x ≥ 0sin x, x < 0
 postoji prvi izvod u nuli.
 Resenje:
 Da bi za funkciju f postojao prvi izvod u nuli, moraju postojati levi idesni izvod u toj tacki i moraju biti jednaki. Dakle koristimo da je
 f ′(0) = f ′−(0) = f ′
 +(0)
 ako postoje vrednosti f ′−(0) i f ′
 +(0).
 f ′−(0) = lim
 4x→0−
 sin(0 + 4x) − sin 0
 4x= lim
 4x→0−
 sin4x
 4x= 1.
 f ′+(0) = lim
 4x→0+
 (0 + 4x)2 + A(0 + 4x)
 4x= lim
 4x→0+
 (4x)2 + A4x
 4x=
 = lim4x→0+
 (4x + A) = A.
 Dakle, da bi bio ispunjen uslov f ′−(0) = f ′
 +(0), mora biti A = 1 i tada jef ′(0) = 1.
 4. Naci prvi izvod funkcije
 a) y =1
 xb) y =
 √x
 c) y =x
 x + 1d) y =
 1 +√
 x
 1 −√x
 e) y = ex sin x f) y =ln x
 x2
 g) y =cos x
 1 − sin x, x 6= π
 2+ kπ, k ∈ Z
 za sve vrednosti x iz domena funkcije y.
 Resenje:
 Trazene izvode odredicemo koristeci tablicu izvoda elementarnihfunkcija i pravila za izvod zbira, proizvoda i kolicnika.
 a) y′ = (x−1)′ = (−1)x−1−1 = −x−2 = − 1
 x2.
 b) y′ = (x12 )′ =
 1
 2x
 12−1 =
 1
 2x− 1
 2 =1
 2√
 x, x 6= 0.
 Za x = 0 prvi izvod ne postoji (vidi Zadatak 1 b)).
 c) y′ =x′(x + 1) − x(x + 1)′
 (x + 1)2=
 x + 1 − x
 (x + 1)2=
 1
 (x + 1)2.
 d) y′ =(1 +
 √x)′(1 −√
 x) − (1 +√
 x)(1 −√x)′
 (1 −√x)2
 =
 =
 12√
 x(1 −√
 x) − (1 +√
 x) −12√
 x
 (1 −√x)2
 =
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 =
 12√
 x− 1
 2 + 12√
 x+ 1
 2
 (1 −√x)2
 =1√
 x(1 −√x)2
 , x 6= 0.
 U tacki x = 0 desni prvi izvod je f ′+(0) = 2.
 e) y′ = (ex)′ sin x + ex(sin x)′ = ex sin x + ex cos x == ex(sin x + cos x).
 f) y′ =(ln x)′x2 − ln x(x2)′
 x4=
 1xx2 − 2x ln x
 x4=
 =x − 2x ln x
 x4=
 1 − 2 ln x
 x3.
 g) y′ =(cos x)′(1 − sin x) − cos x(1 − sin x)′
 (1 − sinx)2=
 =(− sin x)(1 − sin x) − cos x(− cos x)
 (1 − sinx)2=
 =− sin x + sin2 x + cos2 x
 (1 − sinx)2=
 1
 1 − sin x.
 5. Naci prvi izvod funkcije
 a) y = e−x. b) y =√
 1 − x2.
 c) y =(x + 1)3
 (x − 1)2. d) y = cos3 x − 1
 cos3 x.
 e) y =√
 sin 3x + sin x2. f) y = ln(sin x).
 g) y = arctg1
 x2. h) y = arccos ex.
 i) y = sin 2x · esin x. j) y = ln2 x − ln(ln x).
 k) y = 3 lnx − 1
 x + 1. l) y = 3
 xln x .
 Resenje:
 U svim navedenim primerima potrebno je naci izvod slozene funkcije.Napomena: U tackama u kojima prvi izvod nije definisan, a koje pripadajuunutrasnjosti domena funkcije y, izvod se trazi po definiciji.
 a) y′ = e−x · (−x)′ = −e−x.
 b) y′ =1
 2√
 1 − x2· (1 − x2)′ =
 1
 2√
 1 − x2· (−2x) = − x√
 1 − x2.
 c) y′ =((x + 1)3)′(x − 1)2 − (x + 1)3((x − 1)2)′
 (x − 1)4=
 =3(x + 1)2(x + 1)′(x − 1)2 − (x + 1)3 · 2(x − 1)(x − 1)′
 (x − 1)4=
 =(x + 1)2(x − 1)(3(x − 1) − 2(x + 1))
 (x − 1)4=
 (x + 1)2(x − 5)
 (x − 1)3.
 d) y′ = 3 cos2 x · (cos x)′ − (−3 cos−4 x) · (cos x)′ =
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 = 3 cos2 x(− sin x) +3
 cos4 x(− sin x) =
 = −3 sin x(
 cos2 x +1
 cos4 x
 )
 .
 e) y′ =1
 2√
 sin 3x· (sin 3x)′ + cos x2 · (x2)′ =
 =3 cos 3x
 2√
 sin 3x+ 2x cos x2.
 f) y′ =1
 sinx· (sin x)′ =
 1
 sinx· cos x = ctg x.
 g) y′ =1
 1 +(
 1x2
 )2 ·( 1
 x2
 )′=
 1x4+1
 x4
 · −2
 x3=
 −2x
 x4 + 1.
 h) y′ = − 1√
 1 − (ex)2(ex)′ = − ex
 √1 − e2x
 .
 i) y′ = (sin 2x)′ · esin x + sin 2x · (esin x)′ =
 = cos 2x · (2x)′ · esin x + sin 2x · esin x(sin x)′ =
 = 2 cos 2x · esin x + sin 2x · cos x · esin x.
 j) y′ = 2 ln x · (ln x)′ − 1
 ln x· (ln x)′ =
 2 ln x
 x− 1
 x ln x.
 k) y′ = 3x + 1
 x − 1·(x − 1
 x + 1
 )′= 3
 x + 1
 x − 1· x + 1 − x + 1
 (x + 1)2=
 = 31
 x − 1· 2
 x + 1=
 6
 x2 − 1.
 l) y′ = 3x
 ln x · ln 3 ·( x
 ln x
 )′= 3
 xln x · ln 3 · ln x − 1
 ln2 x.
 6. Naci drugi izvod funkcije
 a) y = ln(x +√
 1 + x2). b) y = (x − 2)e2x.
 Resenje:
 Drugi izvod funkcije odredujemo kao prvi izvod prvog izvoda.
 a) y′ =1
 x +√
 1 + x2
 (
 1 +2x
 2√
 1 + x2
 )
 =
 =1
 x +√
 1 + x2·√
 1 + x2 + x√1 + x2
 =1√
 1 + x2;
 y′′ = −1
 2(1 + x2)−
 32 · 2x = − x
 √
 (1 + x2)3.
 b) y′ = e2x + (x − 2)e2x · 2 = (2x − 3)e2x;
 y′′ = 2e2x + (2x − 3)e2x · 2 = 4(x − 1)e2x.
 7. Odrediti y′′x parametarski zadate funkcije
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 a) x = sin t, y = cos t.
 b) x = ln t, y = t + 1t .
 c) x = e−t, y = e2t.
 Resenje:
 Prvi izvod odredujemo koristeci pravilo za diferenciranje parametarski za-date funkcije. Kako je y′
 x ponovo funkcija koja zavisi od t, i drugi izvododredujemo na isti nacin, kao izvod prvog izvoda, zadatog parametarski.
 a) y′x =
 y′t
 x′t
 =(cos t)′
 (sin t)′=
 − sin t
 cos t= − tg t;
 y′′x =
 (y′x)′tx′
 t
 =(− tg t)′
 (sin t)′=
 − 1cos2 t
 cos t= − 1
 cos3 t.
 b) y′x =
 (
 t + 1t
 )′
 (ln t)′=
 1 − 1t2
 1t
 =t2 − 1
 t;
 y′′x =
 (
 t2−1t
 )′
 (ln t)′=
 2t2−t2+1t2
 1t
 =t2 + 1
 t= t +
 1
 t.
 c) y′x =
 (e2t)′
 (e−t)′=
 2e2t
 −e−t= −2e3t;
 y′′x =
 (−2e3t)′
 (e−t)′=
 −6e3t
 −e−t= 6e4t.
 8. Izracunati x′y funkcije y = x+lnx koristeci izvod inverzne funkcije.
 Resenje:
 y′x = 1 +
 1
 x=
 x + 1
 x⇒ x′
 y =1
 y′x
 =x
 x + 1.
 9. Naci prvi i drugi izvod implicitno zadate funkcije y = y(x)a) x3 + y3 = a3. b) ey = x + y.
 c) ln y + xy = c. d) arctg y
 x = 12 ln(x2 + y2).
 Resenje:
 Ako je funkcija y = y(x) data implicitno jednacinom F (x, y) = 0, prvo seodredi izvod leve i izvod desne strane po x, pri cemu se vodi racuna daje y funkcija koja zavisi od x. Dakle i izvod y′ funkcije y se dobija takodeu implicitnom obliku. Drugi izvod funkcije y se takode trazi kao izvodimplicitno zadate funkcije y′ = y′(x, y(x)).
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 a)
 x3 + y3 = a3
 3x2 + 3y2y′ = 0
 y′ = −x2
 y2, y 6= 0;
 y′′ = −2xy2 − 2x2yy′
 y4=
 = −2xy + 2x2 · x2
 y2
 y3=
 = −2x(x3 + y3)
 y5.
 b)
 ey = x + y
 eyy′ = 1 + y′
 y′(ey − 1) = 1
 y′ =1
 ey − 1, y 6= 0;
 y′′ = − 1
 (ey − 1)2· ey · y′ =
 = − 1
 (ey − 1)2· ey · 1
 ey − 1=
 =−ey
 (ey − 1)3.
 c)
 ln y +x
 y= c
 1
 yy′ +
 y − xy′
 y2= 0
 yy′ + y − xy′ = 0
 y′(y − x) = −y
 y′ =y
 x − y, y 6= x;
 y′′ =y′(x − y) − y(1 − y′)
 (x − y)2=
 =
 yx−y (x − y) − y(1 − y
 x−y )
 (x − y)2=
 =y2
 (x − y)3.
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 d)
 arctgy
 x=
 1
 2ln(x2 + y2)
 1
 1 +(
 yx
 )2
 (y
 x
 )′=
 1
 2· 1
 x2 + y2(x2 + y2)′
 x2
 x2 + y2· y′x − y
 x2=
 1
 2· 1
 x2 + y2(2x + 2yy′)
 y′x − y
 x2 + y2=
 x + yy′
 x2 + y2
 y′x − y = x + yy′
 y′(x − y) = x + y
 y′ =x + y
 x − y, y 6= x;
 y′′ =(1 + y′)(x − y) − (x + y)(1 − y′)
 (x − y)2=
 =x − y + xy′ − yy′ − x − y + xy′ + yy′
 (x − y)2=
 =2xx+y
 x−y − 2y
 (x − y)2=
 2(x2 + y2)
 (x − y)3.
 10. Odrediti prvi izvod funkcije
 a) y = xx. b) y = (cos x)sin x. c) y =(ln x)x
 xln x.
 Resenje:
 Potrebno je diferencirati funkciju oblika y = f(x)g(x), sto nije moguceuraditi primenom nijednog od navedenih pravila. Zato prvo logaritmujemodatu funkciju, a zatim trazimo izvod dobijene implicitne funkcije.
 a) y = xx
 ln y = ln xx = x ln x
 y′
 y= ln x + x · 1
 x
 y′
 y= ln x + 1
 y′ = xx(ln x + 1).
 b) y = (cos x)sin x
 ln y = sinx · ln(cos x)
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 y′
 y= cos x · ln(cos x) + sin x · − sin x
 cos x
 y′
 y=
 1
 cos x(cos2 x · ln(cos x) − sin2 x)
 y′ = (cos x)sin x−1(cos2 x · ln(cos x) − sin2 x).
 c) y =(ln x)x
 xln x
 ln y = ln(ln x)x − ln xln x
 ln y = x ln(ln x) − ln x · ln x
 y′
 y= ln(ln x) + x · 1
 ln x· 1
 x− 2 · 1
 xln x
 y′ =(ln x)x
 xln x
 (
 ln(ln x) +1
 ln x− 2 ln x
 x
 )
 .
 11. Napisati jednacinu tangente i normale krive
 a) y = x2 + 2x u tacki cija je apscisa x = 1.
 b) x = 2 tg t, y = 2 sin2 t + sin 2t u tacki A(2, 2).
 Resenje:
 a) Ordinata date tacke je y(1) = 3. Funkcija je data eksplicitno sto znacida je y′ = 2x + 2, a u datoj tacki je y′(1) = 4. Tada je jednacina tangenteu tacki (1, 3)
 t : y − 3 = 4(x − 1), odnosno t : 4x − y − 1 = 0,
 a jednacina normale
 n : y − 3 = −1
 4(x − 1), odnosno n : x + 4y − 13 = 0.
 b) Treba prvo odrediti vrednost parametra t u datoj tacki A koristecijednacine x = x(t) ili y = y(t). Znaci, 2 = 2 tg t, tj. tg t = 1, odakle jet = π
 4 . (Vrednost t = 5π4 ne uzimamo u obzir jer tada nije y = 2.)
 Na osnovu pravila za izvod funkcije zadate parametarski dobijamo
 y′ =4 sin t cos t + 2 cos 2t
 2cos2 t
 = cos2 t(sin 2t + cos 2t)
 U datoj tacki A je y′(π4 ) = 1
 2 . Tada jednacina tangente u tacki A ima oblik
 t : y − 2 =1
 2(x − 2); tj. t : x − 2y + 2 = 0,
 a jednacina normale
 n : y − 2 = −2(x − 2) tj. n : 2x + y − 6 = 0.
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 Zadaci za samostalni rad
 1. Naci prvi izvod funkcije
 a) y = 33√
 x2 − 2x√
 x. b) y = x5
 ex . c) y = x2+1x2+4 .
 Rezultat:
 a) y′ = 23√
 x− 3
 √x. b) y′ = x4(5−x)
 ex . c) y′ = 6x(x2+4)2 .
 2. Naci prvi izvod funkcije
 a) y = (2x−3)2
 (x+5)2 . b) y = ln(ctg x + 1sin x ). c) y =
 √1 − x2 arcsin x.
 Rezultat:
 a) y′ = 26(2x−3)(x+5)3 . b) y′ = − 1
 sin x . c) y′ = 1 − x arcsin x√1−x2
 .
 3. Naci drugi izvod funkcijea) y = sin4 x + cos4 x. b) y = arctg 1+x
 1−x .
 Rezultat:
 a) y′ = −2 sin 2x cos 2x ; y′′ = −4 cos 4x.b) y′ = 1
 1+x2 ; y′′ = −2x(1+x2)2 .
 4. Odrediti y′′x parametarski zadate funkcije
 a) y =(
 tt+1
 )2
 , x = 1t+1 . b) y = b sin3 t, x = a cos3 t.
 Rezultat:
 a) y′x =
 −2t
 t + 1, y′′
 x = 2.
 b) y′x = − b
 atg t, y′′
 x =b
 3a2 cos4 t sin t.
 5. Naci prvi izvod implicitno zadate funkcijea)
 3√
 x2 + 3√
 y2 =3√
 a2. b) ln x + e−yx = c.
 Rezultat:
 a) y′ = − 3√
 yx . b) y′ = y
 x + eyx .
 6. Odrediti prvi izvod funkcijea) y = (x2)x. b) y = ( 1
 x )ln x.
 Rezultat:
 a) y′ = (x2)x(ln x2 + 2). b) y′ = ( 1x )ln x+1(ln 1
 x − ln x).
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 7. Napisati jednacinu tangente i normale krive y = −8a4a2+x2 u tacki cija je
 apscisa x = 2a.
 Rezultat:
 t : y +1
 a=
 1
 2a2(x − 2a); n : y +
 1
 a= −2a2(x − 2a).
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10
 Primena izvoda
 Lopitalovo pravilo
 • Granicne vrednosti mogu biti razlicitog neodredenog tipa
 ,, 00”, ,,∞∞”, ,,0 · ∞”, ,,∞−∞”, ,,1∞”, ,,00”, ,,∞0”.
 U ovim slucajevima pogodno je primeniti Lopitalovo pravilo.
 • Lopitalovo pravilo (teorema). Neka su funkcije f i g neprekidne unekoj okolini U tacke a i imaju izvod za sve x iz te okoline sem eventualnou tacki a i vazi g′(x) 6= 0 za sve x ∈ U \ {a}, gde je a broj ili simbolbeskonacnosti1 (a = ±∞).Ako lim
 x→af(x) = lim
 x→ag(x) = 0 (ili lim
 x→af(x) = lim
 x→ag(x) = ∞) i pos-
 toji (konacna ili beskonacna) granicna vrednost limx→a
 f ′(x)g′(x) , tada postoji i
 limx→a
 f(x)g(x) i vazi
 limx→a
 f(x)
 g(x)= lim
 x→a
 f ′(x)
 g′(x).
 • Pokazimo da se i ostali neodredeni izrazi mogu transformisati na oblike,, 00” ili ,,∞∞”, koji su pogodni za primenu Lopitalovog pravila.
 1◦ ,,0 ·∞”. Pri izracunavanju granicne vrednosti limx→a
 (f1(x) · f2(x)), gde
 je limx→a
 f1(x) = 0 i limx→a
 f2(x) = ∞, mozemo izraz f1(x) ·f2(x) zapisati
 na sledeci nacin
 f1(x) · f2(x) =f1(x)
 1f2(x)
 i tako ga svesti na oblik ,, 00”.
 1Ako je a = ∞(−∞) onda se pod okolinom U podrazumeva skup svih brojeva x tako daje x > 1
 ε(−x > 1
 ε), za neko ε > 0.
 235
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 2◦ ,,∞−∞”. Pri izracunavanju limx→a
 (f1(x)− f2(x)), gde je limx→a
 f1(x) =
 = limx→0
 f2(x) = ∞, mozemo postupiti na sledeci nacin:
 Kako je
 f1(x) − f2(x) = f1(x)
 (
 1 − f2(x)
 f1(x)
 )
 ,
 ako f2(x)f1(x) → 1 kada x → a, dobijamo slucaj 1◦. Ako f2(x)
 f1(x) ne tezi ka
 1 (x → a), odnosno f2(x)f1(x) → ∞ ili f2(x)
 f1(x) → c , c 6= 1 (x → a), onda
 dobijamo odredene izraze ,,∞ ·∞” = ∞ ili ,,∞ · (1 − c)” = ∞.
 3◦ ,,1∞”, ,,00”, ,,∞0”. Ti oblici se pomocu jednakosti
 [f1(x)]f2(x) = ef2(x)·ln f1(x)
 svode na slucaj 1◦. Dakle, pri racunanju izraza limx→a
 f1(x)f2(x) prvo
 racunamo limx→a
 f2(x) ln f1(x).
 • U zadacima cemo iznad znaka jednakosti uvek naznaciti o kom tipu granicnevrednosti se radi. Primena Lopitalovog pravila, odnosno koriscenje jed-
 nakosti limx→a
 f(x)g(x) = lim
 x→a
 f ′(x)g′(x) , obelezavacemo sa
 (
 L, 00
 )
 ili(
 L, ∞∞
 )
 u zavis-
 nosti od tipa granicne vrednosti limx→a
 f(x)g(x) . Citaocu se ostavlja da proveri
 da li su uslovi za primenu ovog pravila zadovoljeni.
 Tejlorova i Maklorenova formula
 • Neka je f neprekidna funkcija koja ima neprekidne sve izvode do izvodareda n na intervalu [a, b] i ima izvod reda n + 1 na intervalu (a, b). Tadaza x, x0 ∈ [a, b] vazi Tejlorova formula
 f(x) = Tn(x) + Rn(x), (10.1)
 gde je
 Tn(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + f ′′(x0)2! (x− x0)
 2 + ... + f(n)(x0)n! (x− x0)
 n,
 Rn(x) = fn+1(ε)(n+1)! (x − x0)
 n+1,
 ε = x0 + θ · (x − x0) i 0 < θ < 1(drugim recima, ε je neka tacka izmedu x0 i x).
 Polinom Tn se naziva Tejlorov polinom stepena n za funkciju f u okolinitacke x0, i kaze se da on aproksimira funkciju f u okolini tacke x0 sagreskom (ostatkom) Rn.
 Kazemo da je, za svaku tacku x iz okoline tacke x0, vrednost f(x) funkcijef u tacki x aproksimirana sa Tn(x), i pisemo f(x) ≈ Tn(x).
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 • Za x0 = 0 dobija se Maklorenova
 f(x) = Mn(x) + Rn(x), (10.2)
 Mn(x) = f(0) + f ′(0)x + f ′′(0)2! x2 + ... + f(n)(0)
 n! xn,
 Rn(x) = f(n+1)(ε)(n+1)! xn+1,
 gde je ε = θ · x i 0 < θ < 1 (ε je izmedu 0 i x).
 • Prema Maklorenovoj formuli dobija se:
 ex = 1 + x +x2
 2!+
 x3
 3!+ ... +
 xn
 n!+ Rn(x),
 Rn(x) =xn+1
 (n + 1)!· eθx;
 sin x = x − x3
 3!+
 x5
 5!− ... + (−1)k x2k−1
 (2k − 1)!+ R2k(x),
 R2k(x) =(−1)kx2k+1
 (2k + 1)!cos θx;
 cos x = 1 − x2
 2!+
 x4
 4!− ... + (−1)k x2k
 (2k)!+ R2k+1(x),
 R2k+1(x) =(−1)k+1x2k+2
 (2k + 2)!cos θx;
 ln(1 + x) = x − x2
 2+
 x3
 3− . . . + (−1)n−1 xn
 n+ Rn(x),
 Rn(x) =(−1)n · xn+1
 (n + 1)(1 + θx)n+1;
 (1 + x)α = 1 + αx + . . . +
 (
 α
 n
 )
 xn + Rn(x),
 Rn(x) =
 (
 α
 n + 1
 )
 xn+1
 (1 + θx)n+1−α.
 (Napomena:(
 αn
 ) def= α(α−1)...(α−n+1)
 n! ,(
 α0
 ) def= 1, n ∈ N, α ∈ R )
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 Zadaci
 Lopitalovo pravilo
 1. Izracunati granicnu vrednost
 a) limx→0
 ex − e−x
 ln(e − x) + x − 1. b) lim
 x→0
 tg x − x
 x − sin x.
 c) limx→0
 arctg 2x
 arcsin 5x. d) lim
 x→1
 sin(x − 1)
 ln x.
 Resenje.
 Ove granicne vrednosti su oblika ,, 00” i mozemo direktno primeniti Lopi-talovo pravilo.
 a) limx→0
 ex − e−x
 ln(e − x) + x − 1
 (L, 00 )
 = limx→0
 ex + 1ex
 −1e−x + 1
 =
 = limx→0
 (e2x + 1)(e − x)
 ex(e − x − 1)=
 2e
 e − 1.
 b) limx→0
 tg x − x
 x − sin x
 (L, 00 )
 = limx→0
 1cos2 x − 1
 1 − cos x=
 = limx→0
 (1 − cos x)(1 + cos x)
 (1 − cos x) cos2 x= lim
 x→0
 1 + cos x
 cos2 x= 2.
 c) limx→0
 arctg 2x
 arcsin 5x
 (L, 00 )
 = limx→0
 11+4x2 · 2
 1√1−25x2
 · 5 =2
 5.
 d) limx→1
 sin(x − 1)
 ln x
 (L, 00 )
 = limx→1
 cos(x − 1)1x
 = 1.
 2. Izracunati granicnu vrednost
 a) limx→a
 cos x · ln(x − a)
 ln(ex − ea). b) lim
 x→∞ln x
 xn.
 c) limx→0
 (x2 · e 1x2 ). d) lim
 x→−∞(x − x · e 1
 x−2 ).
 e) limx→0
 (
 1
 sinx− 1
 x
 )
 .
 Resenje.
 U zadacima pod a) i b) imamo granicne vrednosti oblika ,,∞∞”. Mozese direktno primeniti Lopitalovo pravilo.
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 a) limx→a
 cos x · ln(x − a)
 ln(ex − ea)= lim
 x→acos x · lim
 x→a
 ln(x − a)
 ln(ex − ea)
 (L, ∞∞
 )=
 = cos a · limx→a
 1x−a
 1ex−ea · ex
 = cos a · limx→a
 1
 ex· lim
 x→a
 ex − ea
 x − a
 (L, ∞∞
 )=
 = cos a · 1
 ea· lim
 x→a
 ex
 1= cos a.
 b) limx→∞
 ln x
 xn
 (L, ∞∞
 )= lim
 x→∞
 1x
 nxn−1=
 1
 n· lim
 x→∞1
 xn= 0.
 c) Pre primene Lopitalovog pravila, neodredeni izraz oblika ,,0 · ∞”svodimo na oblik ,,∞∞”.
 limx→0
 x2 · e 1x2
 (0·∞)= lim
 x→0
 e1
 x2
 1x2
 (L, ∞∞
 )= lim
 x→0
 − 2x3 e
 1x2
 − 2x3
 = ∞.
 Granicne vrednosti u zadacima pod d) i e) su oblika ,,∞−∞”. Fak-torizacijom taj oblik svodimo na ,,0 ·∞” a zatim na oblik ,,∞∞”, nakoncega primenjujemo Lopitalovo pravilo.
 d) limx→−∞
 (x−x·e 1x−2 )
 (∞−∞)= lim
 x→−∞x·(1−e
 1x−2 )
 (∞·0)= lim
 x→−∞1 − e
 1x−2
 1x
 (L, 00 )
 =
 = limx→−∞
 e1
 x−2 · limx→−∞
 −x2
 (x − 2)2= 1 · (−1) = −1.
 e) limx→0
 (
 1
 sin x− 1
 x
 )
 (∞−∞)= lim
 x→0
 1
 x·( x
 sinx− 1
 )
 (∞·0)=
 = limx→0
 xsin x − 1
 x
 (L, 00 )
 = limx→0
 sinx − x cos x
 sin2 x
 (L, 00 )
 =
 = limx→0
 cos x − cos x + x sin x
 2 sin x cos x= 0.
 3. Izracunati granicnu vrednost
 a) limx→0+
 xx. b) limx→0+
 xsin x. c) limx→0+
 (ctg x)x.
 d) limx→0+
 (ctg x)1
 ln x . e) limx→1
 x1
 x−1 . f) limx→0
 (3x + 1)ctg x.
 Resenje.
 a) Granicna vrednost je oblika ,,00”.
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 Neka je limx→0+
 xx = A. Tada je
 ln A = ln limx→0+
 xx = limx→0+
 x ln x(0·∞)= lim
 x→0+
 ln x1x
 (L, ∞∞
 )=
 = limx→0+
 1x
 − 1x2
 = limx→0+
 (−x) = 0.
 Na osnovu toga je
 ln A = 0 ⇒ A = e0 = 1.
 b) Granicna vrednost je oblika ,,00”.
 Neka je limx→0+
 xsin x = A. Tada je
 ln A = ln limx→0+
 xsin x = limx→0+
 ln xsin x = limx→0+
 sin x · ln x(0·∞)=
 = limx→0+
 ln x1
 sin x
 (L, ∞∞
 )= lim
 x→0+
 1x
 −1sin2 x
 · cos x= − lim
 x→0+
 sin2 x
 x · cos x=
 = − limx→0+
 tg x · limx→0+
 sin x
 x= 0 · 1 = 0.
 Na osnovu toga je A,
 ln A = 0 ⇒ A = e0 = 1.
 c) Granicna vrednost je oblika ,,∞0”.
 Neka je limx→0+
 (ctg x)x = A. Tada imamo
 ln A = ln limx→0+
 (ctg x)x = limx→0+
 x ln ctg x(0·∞)= lim
 x→0+
 ln ctg x1x
 (L, ∞∞
 )=
 = limx→0+
 1ctg x
 · −1sin2 x
 − 1x2
 = limx→0+
 x2
 sin x · cos x=
 = limx→0+
 x
 sinx· lim
 x→0+
 x
 cos x= 0.
 Prema tome jeln A = 0 ⇒ A = e0 = 1.
 d) Granicna vrednost je oblika ,,∞0”.
 Neka je limx→0+
 (ctg x)1
 ln x = A. Tada imamo
 ln A = ln limx→0+
 (ctg x)1
 ln x = limx→0+
 ln ctg x
 ln x
 (L, ∞∞
 )=
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 = limx→0+
 1ctg x
 · −1sin2 x
 1x
 = − limx→0+
 x
 sinx · cos x= −1.
 Na osnovu toga je
 ln A = −1 ⇒ A = e−1 =1
 e.
 e) Granicna vrednost je oblika ,,1∞”.
 Neka je limx→1
 x1
 x−1 = A. Tada je
 ln A = ln limx→1
 x1
 x−1 = limx→1
 ln x
 x − 1
 (L, 00 )
 = limx→1
 1x
 1= 1.
 Prema tome jeln A = 1 ⇒ A = e.
 f) Granicna vrednost je oblika ,,1∞”.
 Neka je limx→0
 (3x + 1)ctg x = A. Tada je
 ln A = ln limx→0
 (3x + 1)ctg x = limx→0
 (ctg x ln(3x + 1))(∞·0)=
 = limx→0
 ln(3x + 1)
 tg x
 (L, 00 )
 = limx→0
 33x+1
 1cos2 x
 = 3.
 Prema tome jeln A = 3 ⇒ A = e3.
 Tejlorova i Maklorenova formula
 1. Za funkciju f(x) = ax napisati Maklorenov polinom stepena n.
 Resenje:
 Dokazacemo, koristeci matematicku indukciju, da je
 f (n)(x) = lnn a · ax.
 Prva tri izvoda date funkcije su
 f ′(x) = ln a · ax;
 f ′′(x) = ln2 a · ax;
 f ′′′(x) = ln3 a · ax.
 Ako pretpostavimo da vazi f (n)(x) = lnn a · ax, onda je
 f (n+1)(x) = (f (n)(x))′ = lnn a · (ax)′ = lnn a · ax ln a = lnn+1 a · ax.
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 Kako je za svako n ∈ N, f (n)(0) = lnn a, to je
 Mn(x) = 1 + ln a · x +ln2 a
 2· x2 +
 ln3 a
 3!· x3 + . . . +
 lnn a
 n!· xn.
 2. Napisati polinom P (x) = x5 + x3 + 2x2 − 12x + 8 po stepenima odx + 1.
 Resenje:
 Napisacemo Tejlorov polinom petog stepena za funkciju P u okolini tackex0 = −1.
 P (x) = x5 + x3 + 2x2 − 12x + 8 P (−1) = 20
 P ′(x) = 5x4 + 3x2 + 4x − 12, P ′(−1) = −8
 P ′′(x) = 20x3 + 6x + 4, P ′′(−1) = −22
 P ′′′(x) = 60x2 + 6, P ′′′(−1) = 66
 P iv(x) = 120x, P iv(−1) = −120
 P v(x) = 120, P v(−1) = 120
 P vi(x) = 0.
 Kako za svako n > 5 vazi P (n)(x) = 0, dobija se da je
 P (x) = 20 − 8(x + 1) − 22 (x+1)2
 2 + 66 (x+1)3
 3! − 120 (x+1)4
 4! + 120 (x+1)5
 5!
 P (x) = (x + 1)5 − 5(x + 1)4 + 11(x + 1)3 − 11(x + 1)2 − 8(x + 1) + 20,
 sa greskom R5(x) = 0.
 3. Aproksimirati broj e koristeci Maklorenov polinom sestog ste-pena.
 Resenje:
 Ako u Maklorenovu formulu za funkciju f(x) = ex stavimo n = 6, onda je
 M6(x) = 1 + x +x2
 2!+
 x3
 3!+
 x4
 4!+
 x5
 5!+
 x6
 6!,
 odakle je
 e = e1 ≈ M6(1) = 1 + 1 +1
 2!+
 1
 3!+
 1
 4!+
 1
 5!+
 1
 6!≈ 2.71806 .
 4. Aproksimirati√
 4.1 koristeci Tejlorov polinom treceg stepena.
 Resenje:
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 Vrednost funkcije f(x) =√
 x u tacki x = 4.1 je√
 4.1. Odredicemo Tejlorovpolinom treceg stepena za funkciju f(x) =
 √x u okolini tacke x0 = 4 .
 f(x) =√
 x, f(4) = 2
 f ′(x) =1
 2√
 x, f ′(4) =
 1
 4
 f ′′(x) = − 1
 4√
 x3, f ′′(4) = − 1
 32
 f ′′′(x) =3
 8√
 x5, f ′′′(4) =
 3
 256
 T3(x) = 2 +1
 4(x − 4) − 1
 64(x − 4)2 +
 1
 512(x − 4)3
 √4.1 ≈ T3(4.1) = 2 +
 1
 4· 0.1 − 1
 64· (0.1)2 +
 1
 512· (0.1)3 = 2.02485 .
 5. Data je funkcija f(x) = e−x(2 − x) . Aproksimirati je Tejlorovimpolinomom treceg stepena u okolini tacke x0 = 1 i ocenitiapsolutnu vrednost greske na intervalu
 (
 1, 54
 )
 .
 Resenje:
 Nadimo, prvo, sve izvode do petog reda date funkcije.
 f(x) = e−x(2 − x), f(1) = e−1;
 f ′(x) = −e−x(2 − x) − e−x = −e−x(3 − x), f ′(1) = −2e−1;
 f ′′(x) = e−x(3 − x) + e−x = e−x(4 − x), f ′′(1) = 3e−1;
 f ′′′(x) = −e−x(4 − x) − e−x = −e−x(5 − x), f ′′′(1) = −4e−1;
 f iv(x) = e−x(5 − x) + e−x = e−x(6 − x).
 Prema Tejlorovoj formuli, za funkciju f(x) = e−x(2 − x) u okolini tackex0 = 1, vazi
 f(x) = f(1) + f ′(1)(x − 1) +f ′′(1)
 2!(x − 1)2 +
 f ′′′(1)
 3!(x − 1)3 + R3(x) .
 Dakle, Tejlorov polinom date funkcije u okolini tacke x0 = 1 je
 T3(x) = e−1
 (
 1 − 2(x − 1) +3
 2(x − 1)2 − 2
 3(x − 1)3
 )
 .
 |R3(x)| =∣
 ∣
 ∣
 fiv(ε)4! (x − 1)4
 ∣
 ∣
 ∣ =∣
 ∣
 ∣
 e−ε(6−ε)4! (x − 1)4
 ∣
 ∣
 ∣ , 1 < ε < x < 54 .
 Kako je 1 < ε, to je e−ε < e−1 (jer je g(x) = e−x monotono opadajucafunkcija) i −ε < −1, odakle je 6−ε < 6−1 = 5. Za 1 < x < 5
 4 je x−1 < 14
 i (x − 1)4 < 144 . Tako dobijamo
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 |R3(x)| =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 f iv(ε)
 4!(x − 1)4
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 <5
 4! e· 1
 44<
 5
 16700< 3 · 10−4 , x ∈
 (
 1,5
 4
 )
 .
 6. U kom intervalu polinom T3(x) = x − x3
 6 aproksimira funkcijuf(x) = sin x sa greskom po apsolutnoj vrednosti manjom od 10−5?
 Resenje:
 Data aproksimativna formula je Maklorenov polinom drugog stepena zafunkciju f(x) = sin x .
 Greska aproksimacije je
 |R4(x)| =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 (−1)2x5
 5!cos ε
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 , ε = θ · x, 0 < θ < 1.
 Iz (−1)2 = 1 i | cos ε| ≤ 1, sledi
 |R4(x)| ≤ |x|55!
 .
 Da bi ta vrednost bila manja od 10−5, mora biti
 |x|5 ≤ 10−5 · 5!, tj. |x| ≤5√
 5!
 10,
 sto znaci da je trazeni interval (−0.26, 0.26) .
 7. Koliko clanova Maklorenovog polinoma treba sabrati da bi sevrednost 3
 √e2 izracunala sa greskom manjom od 1
 2 · 10−2 ?
 Resenje:
 Vrednost3√
 e2 = e23 je vrednost funkcije f(x) = ex za x = 2
 3 . Za njenopriblizno odredivanje koristicemo razvoj funkcije f(x) = ex u okolini tackex0 = 0. Maklorenova formula za funkciju f(x) = ex je
 ex =
 n∑
 k=0
 xk
 k!+ Rn(x),
 gde je Rn(x) = xn+1
 (n+1)!eθx .Treba da odredimo koliko clanova treba sabrati
 da bi se 3√
 e2 izracunao sa greskom manjom od 1210−2 , tj. treba da
 odredimo n iz uslova da je∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Rn
 (2
 3
 )
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ( 23 )n+1
 (n + 1)!e
 23 θ
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 <1
 210−2 =
 1
 200, 0 < θ < 1.
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 Za θ < 1 je e23 θ < e
 23 , jer je g(x) = e
 23 x monotono rastuca funkcija. Tada
 je∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Rn
 (2
 3
 )
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 <
 (
 23
 )n+1
 (n + 1)!e
 23 .
 Kako je e2 < 8, to je3√
 e2 < 3√
 8 = 2 i
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Rn
 (2
 3
 )
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 <2n+2
 3n+1· 1
 (n + 1)!,
 odakle sledi
 za n = 1 : 12!
 23
 32 = 49 > 1
 200 ;
 za n = 2 : 13!
 24
 33 = 881 > 1
 200 ;
 za n = 3 : 14!
 25
 34 = 4143 > 1
 200 ;
 za n = 4 : 15!
 26
 35 = 83654 < 1
 200 .
 Dakle, n = 4 , tj. treba sabrati pet clanova, tako da je
 3√
 e2 ≈ 1 +2
 3+
 2
 9+
 4
 81+
 2
 243=
 473
 243≈ 1.946 .
 Zadaci za samostalni rad
 1. Izracunati granicnu vrednost
 a) limx→0
 ex − 1
 ln(x + 1). b) lim
 x→0
 ln(sin ax)
 ln(sin bx)(a, b > 0).
 c) limx→∞
 x(e1x − 1). d) lim
 x→a(arcsin(x − a) · ctg (x − a)).
 Rezultat: a) 1. b) 1. c) 1. d) 1.
 2. Izracunati granicnu vrednost
 a) limx→0
 (1 + 2x)1x . b) lim
 x→∞
 (
 1 +1
 x
 )2x
 .
 c) limx→+∞
 (π
 2− arctg x
 )1
 ln x
 .
 Rezultat: a) e2. b) e2. c) 1e .
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 3. Napisati polinom f(x) = x4 + 2x3 − x + 10 po stepenima od x + 2.
 Rezultat:
 f(x) = (x + 2)4 − 6(x + 2)3 + 12(x + 2)2 − 9(x + 2) + 12.
 4. Koristeci Maklorenovu formulu izracunati√
 e na tri decimale.
 Rezultat:√e ≈ 1.648.
 5. Izracunati priblizno 3√
 70 tako da napravljena greska ne bude veca od 0.001.
 Rezultat:3√
 70 ≈ 4 · 31256 .
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 Ispitivanje funkcija
 Kod ispitivanja funkcije, potrebno je uraditi sledece:
 • Odrediti oblast definisanosti funkcije.
 • Ispitati specijalna svojstva (parnost, neparnost, periodicnost).
 • Odrediti nule i znak.
 • Odrediti intervale monotonosti1 i ekstremne tacke.
 – Uslovi monotonosti.
 Neka je D ⊆ R i f : D −→ R neprekidna funkcija na intervalu [a, b].Ako za svako x ∈ (a, b) ⊆ D, f ′(x) postoji i
 f ′(x) > 0, onda je funkcija f rastucaf ′(x) ≥ 0, onda je funkcija f neopadajucaf ′(x) = 0, onda je funkcija f konstantnaf ′(x) ≤ 0, onda je funkcija f nerastucaf ′(x) < 0, onda je funkcija f opadajuca
 na (a, b).
 – Neka je f definisana u nekoj okolini x0 u kojoj dostize ekstremnuvrednost. Tada ili f ′(x0) ne postoji ili je f ′(x0) = 0.Tacke domena funkcije u kojima f ′(x) ne postoji ili f ′(x) = 0, nazi-vamo kriticnim tackama i one predstavljaju moguce tacke u kojimafunkcija dostize ekstremnu vrednost.
 – Neka je f neprekidna u x0. Neka je f diferencijabilna funkcija unekoj okolini U tacke x0, osim eventualno u tacki x0.Ako je f ′(x) > 0 za x ∈ U ∩ (−∞, x0) i f ′(x) < 0 zax ∈ U ∩(x0,+∞), onda funkcija u tacki x0 ima lokalni maksimum.Ako je f ′(x) > 0 za x ∈ U ∩ (x0,+∞) i f ′(x) < 0 zax ∈ U ∩ (−∞, x0), onda funkcija u tacki x0 ima lokalni minimum.
 1Definicija monotonosti i ekstremne vrednosti funkcije moze se videti u [3].
 247
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 Drugim recima i ne tako precizno, ako f ′(x) menja znak kada xprolazi kroz x0, onda je to tacka u kojoj funkcija dostize ekstremnuvrednost.
 • Odrediti konveksnost i prevojne tacke.
 – Neka funkcija f : (a, b) −→ R ima drugi izvod na (a, b). f(x) jekonkavna (konveksna) na (a, b) ako i samo ako je f ′′(x) > 0(f ′′(x) < 0) za x ∈ (a, b).
 – Neka je f definisana u nekoj okolini U tacke x0 i u toj tacki imakonacan ili beskonacan prvi izvod i neprekidna je. Tacka (x0, f(x0))naziva se prevojnom tackom grafika funkcije f , ako je f konveksna(konkavna) na skupu {x ∈ U | x > x0} i konkavna (konveksna) naskupu {x ∈ U | x < x0}.Neka funkcija f ima prvi izvod u nekoj okolini U tacke x0 i ima drugiizvod u U \ {x0}. Ako f ′′(x) menja znak pri prolazu argumenta kroztacku x0, onda je (x0, f(x0)) prevojna tacka grafika funkcije f .
 – Neka funkcija f u x0 ima sve izvode zakljucno sa n-tim(n ≥ 2) pricemu je
 f (k)(x0) = 0, za k = 1, 2, . . . , n − 1 i
 f (n)(x0) 6= 0
 Ako je n = 2k (k ∈ N), onda funkcija ima ekstrem u tacki x0 i to za
 f (n)(x0) > 0, lokalni minimum;
 f (n)(x0) < 0, lokalni maksimum.
 Ako je n = 2k + 1 (k ∈ N) onda je x0 prevojna tacka.
 • Naci asimptote.
 – Prava x = x0 je vertikalna asimptota grafika funkcije ako je
 limx→x0
 +f(x) = ±∞ ili lim
 x→x0−
 f(x) = ±∞.
 – Prava y = kx + n je kosa asimptota grafika funkcije ako postojek ∈ R i n ∈ R tako da je
 limx→+∞
 f(x)
 x= k i lim
 x→+∞(f(x) − kx) = n,
 ili
 limx→−∞
 f(x)
 x= k i lim
 x→−∞(f(x) − kx) = n.
 Specijalno za k = 0 dobija se prava y = n, koja je paralelna sa x-osomi naziva se horizontalna asimptota.
 • Odrediti ostale specificnosti grafika.
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 • Nacrtati grafik.
 Zadaci
 1. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije
 f(x) =x
 x2 − 1.
 Resenje.
 • Domen funkcije f je D = R \ {1,−1}, jer deljenje sa nulom nijedefinisano, pa mora da vazi
 x2 − 1 6= 0 ⇔ x 6= 1 ∧ x 6= −1.
 • Funkcija je neparna, jer vazi
 f(−x) =−x
 (−x)2 − 1= − x
 x2 − 1= −f(x).
 Dakle, grafik funkcije f je simetrican u odnosu na koordinatni pocetak.
 • Nula funkcije f je x = 0. Znak funkcije je prikazan u tablici.
 (−∞,−1) (−1, 0) (0, 1) (1,+∞)f(x) − + − +
 • Prvi izvod funkcije je
 f ′(x) = − x2 + 1
 (x2 − 1)2, x ∈ R \ {1,−1}.
 Vidimo da je f ′(x) < 0 za svako x ∈ R \ {1,−1}, a to znaci da je fopadajuca na citavom domenu D.
 • Drugi izvod funkcije je
 f ′′(x) =2x(x2 + 3)
 (x2 − 1)3, x ∈ R \ {1,−1}
 f ′′(x) = 0 za x = 0. Tacka A(0, 0) je moguca prevojna tacka. Odred-imo znak drugog izvoda:
 f ′′(x) > 0 ⇔ (x > 0 ∧ x2 − 1 > 0) ∨ (x < 0 ∧ x2 − 1 < 0) ⇔
 ⇔ x ∈ (1,+∞) ∨ x ∈ (−1, 0).
 Dakle, funkcija je konkavna (^) na skupu (−1, 0)∪ (1,∞), a konvek-sna (_) na skupu (−∞,−1)∪ (0, 1) i tacka A(0, 0) je prevojna tackagrafika funkcije f .
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 • Asimptote.
 Kako je limx→1+
 xx2−1 = +∞ i lim
 x→1−
 xx2−1 = −∞,
 i kako je limx→−1+
 xx2−1 = +∞ i lim
 x→−1−
 xx2−1 = −∞,
 to su prave x = 1 i x = −1 vertikalne asimptote funkcije f .
 Kako je
 limx→±∞
 x
 x2 − 1= 0,
 to je prava y = 0, tj. x-osa horizontalna asimptota funkcije.
 0-1 1
 10
 -10
 Slika 11.1: Grafik funkcije f(x) = xx2−1 .
 2. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije
 f(x) =(x − 1)3
 (x + 2)2.
 Resenje.
 • Domen funkcije f je D = R \ {−2}.• Funkcija f nije ni parna ni neparna.
 • Lako se vidi da je tacka x = 1 jedina nula funkcije f .
 Odredimo znak funkcije.
 (−∞,−2) (−2, 1) (1,+∞)f(x) − − +
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 • Prvi izvod funkcije f je
 f ′(x) =(x − 1)2(x + 8)
 (x + 2)3, x ∈ D.
 Nule prvog izvoda su x = 1 i x = −8 a to su ujedno i kriticne tacke.
 Odredimo znak prvog izvoda, odnosno monotonost funkcije.
 (−∞,−8) (−8,−2) (−2, 1) (1,+∞)f ′(x) + − + +f(x) ↗ ↘ ↗ ↗
 Iz tablice se moze zakljuciti da u tacki x = −8 funkcija ima lokalnimaksimum, A(−8,− 81
 4 ). Tacka x = 1 nije ekstremna tacka.
 • Drugi izvod funkcije f je
 f ′′(x) =54(x − 1)
 (x + 2)4, x ∈ D.
 f ′′(x) = 0 za x = 1, to je tacka P (1, 0) moguca prevojna tackagrafika funkcije f .
 Odredimo znak drugog izvoda, odnosno koveksnost funkcije.
 (−∞,−2) (−2, 1) (1,+∞)f ′′(x) − − +f(x) konveksna (_) konveksna (_) konkavna (^)
 Sada mozemo zakljuciti da je tacka P (1, 0) prevojna tacka grafikafunkcije f .
 • Asimptote.
 Funkcija f nije definisana u tacki x = −2 i kako
 limx→−2
 (x − 1)3
 (x + 2)2= −∞,
 to je prava x = −2 vertikalna asimptota funkcije f .
 Funkcija f nema horizotalnu asimptotu, jer je
 limx→+∞
 (x − 1)3
 (x + 2)2= +∞ i lim
 x→−∞(x − 1)3
 (x + 2)2= −∞.
 Funkcija f ima kosu asimptotu y = x − 7, jer je
 k = limx→±∞
 f(x)
 x= lim
 x→±∞(x − 1)3
 x(x + 2)2= 1 i
 n = limx→±∞
 (f(x) − kx) = limx→±∞
 (
 (x − 1)3
 (x + 2)2− x
 )
 =
 = limx→±∞
 −7x2 − x − 1
 (x + 2)2= −7.
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 0
 A
 -8 P-2 y=x-7
 1
 -81/4
 Slika 11.2: Grafik funkcije f(x) = (x−1)3
 (x+2)2 .
 3. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije:
 f(x) =√
 (x2 − 9)3.
 Resenje.
 • Da bi kvadratni koren bio definisan, mora da vazi
 (x2 − 9)3 ≥ 0 ⇔ x2 − 9 ≥ 0 ⇔ |x| ≥ 3,
 odnosno domen funkcije D = (−∞,−3] ∪ [3,+∞).
 • Funkcija je parna, zaista
 f(−x) =√
 ((−x)2 − 9)3 =√
 (x2 − 9)3 = f(x).
 Dakle, grafik funkcije je simetrican u odnosu na y-osu.
 • Nule funkcije f se odreduju iz f(x) = 0, odnosno
 x2 − 9 = 0 ⇔ x = 3 ili x = −3.
 Nule su dakle u tackama x = 3 i x = −3.
 Posto je kvadratni koren nenegativna funkcija na domenu, nije teskovideti da je funkcija f nenegativna tj. f(x) ≥ 0 za svako x ∈ D.
 • Prvi izvod funkcije f je
 f ′(x) =3
 2(x2 − 9)
 12 · 2x = 3x
 √
 x2 − 9, x ∈ D.
 Odredicemo nule prvog izvoda:
 f ′(x) = 0 ⇔ 3x√
 x2 − 9 = 0 ⇔ (x = 0 ili x = 3 ili x = −3).
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 Sledi da su kriticne tacke x = 3 i x = −3 (nulu smo iskljucili, jer0 6∈ D).
 Sada cemo odrediti znak prvog izvoda, odnosno monotonost:
 (−∞,−3) (3,+∞)f ′(x) − +f(x) ↘ ↗
 Lako je zakljuciti da su tacke A(−3, 0) i B(3, 0) lokalni minimumidate funkcije.
 • Drugi izvod funkcije f je
 f ′′(x) = 3·√
 x2 − 9+3x1
 2(x2−9)−
 12 ·2x = 3
 √
 x2 − 9+3x2 · 1√x2 − 9
 ,
 f ′′(x) = 3 · 2x2 − 9√x2 − 9
 , x ∈ D \ {−3, 3}.
 Odredicemo nule drugog izvoda
 f ′′(x) = 0 ⇔ 2x2 − 9 = 0 ⇔ x = ± 3√26∈ D.
 Dakle, funkcija nema prevojnih tacaka, f ′′(x) > 0 za svako x ∈D \ {−3, 3}, odnosno f(x) je konkavna (^) na skupu (−∞,−3) ∪(3,+∞).
 0-3 3
 A B
 100
 Slika 11.3: Grafik funkcije f(x) =√
 (x2 − 9)3 .
 • Asimptote.
 Funkcija nema vertikalnu asimptotu, jer je neprekidna u svim tackamadomena.
 Funkcija nema kosu asimptotu, jer je
 k = limx→±∞
 √
 (x2 − 9)3
 x= ±∞.
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 Funkcija nema ni kosu ni horizontalnu asimptotu, jer je
 limx→±∞
 √
 (x2 − 9)3 = +∞.
 • Odredicemo jos ugao α koji tangenta grafika funkcije f zaklapa sapozitivnim delom x-ose u tacki x = 3 (x = −3).
 tg α = f ′(3) = 0 ⇒ α = 0.
 4. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije
 f(x) = x 3√
 (x + 1)2.
 Resenje.
 • Domen funkcije f je D = R.
 • Funkcija f nije ni parna ni neparna.
 • Nule funkcije.
 f(x) = 0 ⇔ (x = 0 ∨ x + 1 = 0)
 dakle, x = 0 i x = −1 su nule funkcije.
 Znajuci da je (x + 1)2 ≥ 0 za svako x ∈ D, jasno je da je f(x) ≤ 0za x ∈ (−∞, 0) i f(x) > 0 za x ∈ (0,+∞).
 • Prvi izvod funkcije f je
 f ′(x) =5x + 3
 3 3√
 x + 1, x ∈ D \ {−1}.
 Nule prvog izvoda:
 f ′(x) = 0 ⇔ 5x + 3 = 0 ⇔ x = −3
 5.
 Kako f ′(−1) ne postoji, sledi da su x = −1 i x = − 35 kriticne tacke
 funkcije.
 Odredimo znak prvog izvoda.
 (−∞,−1) (−1,− 35 ) (− 3
 5 ,+∞)f ′(x) + − +f(x) ↗ ↘ ↗
 Funkcija ima lokalni maksimum u tacki x = −1, A(−1, 0) i lokalniminimum u tacki x = − 3
 5 , B(− 35 , f(− 3
 5 )), f(− 35 ) ≈ −0.33.
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 • Drugi izvod funkcije f je
 f ′′(x) =10x + 12
 9 3√
 (x + 1)4, x ∈ D \ {−1}.
 Odredicemo nule drugog izvoda:
 f ′′(x) = 0 ⇔ 10x + 12 = 0 ⇔ x = −6
 5.
 Moguce prevojne tacke su x = − 65 i x = −1.
 Znak drugog izvoda:
 (−∞,− 65 ) (− 6
 5 ,−1) (−1,+∞)f ′′(x) − + +f(x) konveksna (_) konkavna (^) konkavna (^)
 Sada mozemo zakljuciti da je tacaka P (− 65 , f(− 6
 5 )) prevojna tackagrafika funkcije f , f(− 6
 5 ) ≈ −0.41.
 0
 A
 BP
 -3/5
 _-0.5
 _0.5
 -1 1
 Slika 11.4: Grafik funkcije f(x) = x 3√
 (x + 1)2 .
 • Asimptote.
 Funkcija je definisana i neprekidna nad skupom R, te zbog toga nemavertikalnu asimptotu.
 Funkcija f nema horizotalnu asimptotu jer je
 limx→±∞
 f(x) = limx→±∞
 x 3√
 (x + 1)2 = ±∞.
 Funkcija f nema kosu asimptotu, zato sto je
 k = limx→±∞
 f(x)
 x= lim
 x→±∞x 3√
 (x + 1)2
 x= lim
 x→±∞3√
 (x + 1)2 = +∞.
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 5. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije
 f(x) = x e1
 x−2 .
 Resenje.
 • Domen funkcije f je D = R \ {2}.• Funkcija f nije ni parna ni neparna.
 • Nula funkcije f je x = 0. Odredicemo znak funkcije.
 (−∞, 0) (0, 2) (2,+∞)f(x) − + +
 • Prvi izvod fukcije f je
 f ′(x) = e1
 x−2 · x2 − 5x + 4
 (x − 2)2, x ∈ R \ {2}.
 Odredimo nule prvog izvoda:
 f ′(x) = 0 ⇔ x2 − 5x + 4 = 0 ⇔ x = 1 ∨ x = 4.
 Kriticne tacke funkcije f su x = 1 i x = 4. Znak prvog izvoda imonotonost funkcije je prikazana u tablici.
 (−∞, 1) (1, 2) (2, 4) (4,+∞)f ′(x) + − − +f(x) ↗ ↘ ↘ ↗
 Dakle, f monotono raste na skupu (−∞, 1) ∪ (4,+∞), a monotonoopada na skupu (1, 2) ∪ (2, 4).
 • Drugi izvod funkcije je
 f ′′(x) = e1
 x−2 · 5x − 8
 (x − 2)4, x ∈ R \ {2}.
 f ′′(x) = 0 za x = 85 . Analizirajmo znak drugog izvoda.
 (−∞, 85 ) ( 8
 5 , 2) (2,+∞)f ′′(x) − + +f(x) konveksna (_) konkavna (^) konkavna (^)
 Sada mozemo zakljuciti da je prevojna tacka grafika funkcije f je
 P ( 85 , 8
 5e−52 ).
 Moze se ekstremna vrednost odrediti i preko drugog izvoda pa cemou ovom zadatku to uraditi.
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 0
 A
 1 2
 P
 B
 4
 4y=x+1
 Slika 11.5: Grafik funkcije f(x) = x · e 1x−2 .
 f ′′(1) = − 3e < 0, tako da u tacki A(1, 1
 e ) funkcija ima lokalni maksi-mum.
 f ′′(4) = 34
 √e > 0, tako da u tacki B(4, 4
 √e) funkcija ima lokalni
 minimum.
 • Asimptote.
 Kako je
 limx→2+
 x e1
 x−2 = +∞,
 prava x = 2 je vertikalna asimptota funkcije f . Sa druge strane vazi
 limx→2−
 x e1
 x−2 = 0
 sto znaci da kad x → 2− grafik funkcije se ,,priblizava” tacki (2, 0).
 Kako je
 limx→+∞
 x e1
 x−2 = +∞ i limx→−∞
 x e1
 x−2 = −∞,
 to funkcija nema horizontalnih asimptota.
 Kako je
 k = limx→±∞
 f(x)
 x= lim
 x→±∞x e
 1x−2
 x= lim
 x→±∞e
 1x−2 = 1 i
 n = limx→±∞
 (f(x) − x) = limx→±∞
 x · (e 1x−2 − 1) =
 = limx→±∞
 e1
 x−2 − 11x
 = limx→±∞
 e1
 x−2 − 11
 x−2
 · x − 2
 x= 1,
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 to je pravay = x + 1
 kosa asimptota funkcije f kada x → ±∞.
 6. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije
 f(x) = |x + 1| e− 1x .
 Resenje.
 • Domen funkcije f je D = R \ {0}.• Funkcija f nije ni parna ni neparna.
 • Nule funkcije:
 f(x) = 0 ⇔ x + 1 = 0 ⇔ x = 1.
 Jasno je da f(x) > 0 za svako x ∈ D.
 • Posto je
 f(x) =
 (x + 1)e−1x , x > −1, x 6= 0
 −(x + 1)e−1x , x < −1
 0, x = −1
 lako se dobija prvi izvod,
 f ′(x) =
 {
 e−1x
 (
 1 + x+1x2
 )
 , x > −1, x 6= 0
 −e−1x
 (
 1 + x+1x2
 )
 , x < −1.
 Ispitajmo postojanje prvog izvoda u tacki x = −1. Odredimo leviizvod
 limx→−1−
 f ′(x) = limx→−1−
 −e−1x
 (
 1 +x + 1
 x2
 )
 = e
 a zatim, desni izvod
 limx→−1+
 f ′(x) = limx→−1+
 e−1x
 (
 1 +x + 1
 x2
 )
 = −e
 Kao sto vidimo levi i desni izvodi u tacki x = −1 nisu jednaki, a toznaci da ne postoji prvi izvod u x = −1.
 Odredimo nule prvog izvoda.
 f ′(x) = 0 ⇔(
 1 +x + 1
 x2= 0 ∧ x 6= −1 ∧ x 6= 0
 )
 ⇔
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 ⇔ x2 + x + 1
 x2= 0, x 6= −1, x 6= 0.
 Kako je x2 + x + 1 6= 0 za svako x ∈ R, sledi da prvi izvod nemanula. Jedina kriticna tacka je x = −1.
 Odredimo znak prvog izvoda:
 (−∞,−1) (−1, 0) (0,+∞)f ′(x) − + +f(x) ↘ ↗ ↗
 Sada mozemo zakljuciti da je tacka x = −1 lokalni minimum funkcijef , na grafiku to je tacka A(−1, 0).
 • Drugi izvod funkcije f je
 f ′′(x) =
 {
 e−1x
 (−x+1x4
 )
 , x > −1, x 6= 0
 −e−1x
 (−x+1x4
 )
 , x < −1
 f ′′(x) = 0 ⇔ x = 1, tako da je to, moguca prevojna tacka.
 Odredimo znak drugog izvoda:
 (−∞,−1) (−1, 0) (0, 1) (1,+∞)f ′′(x) − + + −
 konveksna konkavna konkavna konveksnaf(x) (_) (^) (^) (_)
 Drugi izvod menja znak prolazeci kroz tacke x = −1 i x = 1. Samoje tacka x = 1 prevojna tacka funkcije, P (1, 2
 e ), zato sto prvi izvodne postoji u tacki x = −1.
 A
 -1 1
 P
 0
 2/e
 y=-x
 y=x
 Slika 11.6: Grafik funkcije f(x) = |x + 1| e− 1x .
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 • Asimptote.
 Funkcija f nije definisana u tacki x = 0 i kako je
 limx→0−
 |x + 1| e− 1x = +∞
 to je prava x = 0 vertikalna asimptota funkcije f . A sa druge straneje
 limx→0+
 |x + 1| e− 1x = 1 · 0 = 0. (11.1)
 Funkcija f nema horizontalnu asimptotu, jer je
 limx→+∞
 |x + 1| e−1x = lim
 x→+∞x + 1
 e1x
 = +∞
 ilim
 x→−∞|x + 1| e−1
 x = +∞.
 Kose asimptote.
 k1 = limx→+∞
 (x + 1)e−1x
 x= lim
 x→+∞
 (
 1 +e−
 1x
 x
 )
 = 1,
 k2 = limx→−∞
 (−x − 1)e−1x
 x= −1,
 n1 = limx→+∞
 [
 (x + 1)e−1x − x
 ]
 = 1 + limx→+∞
 x(e−1x − 1) =
 = 1 + limx→+∞
 e−1x − 11x
 = 1 + limx→+∞
 e−1x x−2
 −x−2= 1 − 1 = 0,
 n2 = limx→−∞
 [
 (−x − 1)e−1x + x
 ]
 = −1 + limx→−∞
 e−1x − 1
 − 1x
 =
 = −1 + 1 = 0.
 Dakle, imamo dve kose asimptote
 y1 = x (kada x → +∞) i y2 = −x (kada x → −∞).
 • Kako vazi (11.1), odredicemo jos ugao α izmedu tangente funkcije fkada x → 0+ i pozitivnog dela x-ose
 tg α = limx→0+
 f ′(x) = limx→0+
 e−1x
 (
 1 +x + 1
 x2
 )
 = 0 ⇒ α = 0.
 7. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije
 f(x) = lnx + 3
 1 − x.
 Resenje.
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 • Funkcija f je definisana za x+31−x > 0. Domen date funkcije je
 D = (−3, 1).
 • Funkcija f nije ni parna ni neparna.
 • Nule funkcije f se odreduju resavanjem jednacine x+31−x = 1, odakle
 sledi da je nula funkcije x = −1. Odredimo znak funkcije.
 (−3,−1) (−1, 1)f(x) − +
 • Prvi izvod funkcije f je
 f ′(x) =4
 (x + 3)(1 − x), x ∈ (−3, 1).
 Prvi izvod nema nula.
 Lako se moze videti da je f ′(x) > 0 za svako x ∈ D, a to znaci da jefunkcija monotono rastuca na citavom domenu D.
 Ekstremnih tacaka ne moze biti.
 • Drugi izvod funkcije f je
 f ′′(x) =8x + 8
 (x + 3)2(1 − x)2, x ∈ D
 Odredimo znak drugog izvoda:
 f ′′(x) > 0 ⇔ 8x + 8 > 0 ∧ x ∈ D ⇔ x ∈ (−1, 1),
 odnosno,
 f ′′(x) < 0 ⇔ x ∈ (−3,−1).
 Dakle, funkcija f je konkavna (^) na intervalu (−1, 1),a konveksna(_) na intervalu (−3,−1).
 Tacka P (−1, 0) je prevojna tacka grafika funkcije f .
 • Asimptote.
 Funkcija f ima dve vertikalne asimptote x = −3 i x = 1, jer je
 limx→−3+
 lnx + 3
 1 − x= −∞ i lim
 x→1−ln
 x + 3
 1 − x= +∞.
 Funkcija nema kosu asimptotu, posto je domen funkcije interval (−3, 1),tako da argument x ne moze da tezi ka +∞ ili −∞, sto je potrebnoza postojanje kose asimptote.
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 0-3 1
 P
 -1
 5
 -5
 Slika 11.7: Grafik funkcije f(x) = ln x+31−x .
 8. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije
 f(x) = sin4x − 2sin2x +3
 4.
 Resenje.
 • Domen funkcije f je D = R.
 • Funkcija f je periodicna sa osnovnim periodom π (vazi f(x + π) == f(x), x ∈ D). Zato je dovoljno da je posmatramo na intervalu[0, π].
 • Nule funkcije f se odrede iz f(x) = 0, odnosno
 sin4x − 2sin2x +3
 4= 0,
 uvedemo smenu t = sin2x. Dakle, imamo jednacinu
 t2 − 2t +3
 4= 0
 cija su resenja t1 = 32 i t2 = 1
 2 . Posto sin2x 6= 32 , resenja dobijamo iz
 sin2x = 12 , odnosno sin x =
 √2
 2 . Nule fukcije f na x ∈ [0, π] su x = π4
 i x = 3π4 .
 Odredimo znak funkcije.
 (0, π4 ) (π
 4 , 3π4 ) ( 3π
 4 , π)f(x) + − +
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 0
 B C
 A
 P1 P2
 5/16
 Slika 11.8: Grafik funkcije f(x) = sin4 x − 2 sin2 x + 34 .
 • Prvi izvod funkcije f je
 f ′(x) = −4 sin x · cos3x, x ∈ D.
 Nule prvog izvoda se dobijaju iz
 −4 sin x · cos3x = 0 ⇔ sinx = 0 ∨ cos x = 0.
 Iz ovoga sledi da su tacke x = 0, x = π i x = π2 nule prvog izvoda na
 posmatranom intervalu, ujedno i sve kriticne tacke.
 Odredimo znak prvog izvoda.
 (0, π2 ) (π
 2 , π)f ′(x) − +f(x) ↘ ↗
 Funkcija ima lokalni minimum u tacki A(π2 ,− 1
 4 ) i lokalne maksimumeu tackama B(0, 3
 4 ) i C(π, 34 ).
 • Drugi izvod funkcije f je
 f ′′(x) = −4cos4x
 (
 1 − 3sin2x
 cos2x
 )
 , x ∈ D \ {π
 2}.
 Funkcija je konkavna ako je f ′′(x) > 0, odnosno ako je
 1 − 3tg 2x < 0 ⇔ −1√3
 > tg x >1√3
 ⇔
 ⇔ x ∈(
 π
 6,5π
 6
 )
 .
 Funkcija je konveksna ako je f ′′(x) < 0, odnosno zax ∈ (0, π
 6 ) ∪ ( 5π6 , π). Iz prethodna dva razmatranja da se zakljuciti
 da su P1(π6 , 5
 16 ) i P2(5π6 , 5
 16 ) prevojne tacke funkcije f .
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 • Asimptote.
 Funkcija je definisana i neprekidna nad R, te nema vertikalnih asimp-tota.
 Funkcija f nema kosu asimptotu, jer n ne postoji:
 n = limx→+∞
 f(x) = limx→+∞
 (sin4x − 2sin2x +3
 4).
 9. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije
 f(x) = x + arcsin2x
 1 + x2.
 Resenje.
 • Domen funkcije f odredujemo iz uslova
 −1 ≤ 2x
 1 + x2≤ 1.
 Iz toga sledi
 −1 − x2 ≤ 2x ∧ 1 + x2 ≥ 2x ⇔ (x + 1)2 ≥ 0 ∧ (1 − x)2 ≥ 0,
 sto je zadovoljeno za svako x ∈ R. Dakle, domen funkcije f je D = R.
 • Funkcija je neparna. Zaista,
 f(−x) = −x + arcsin−2x
 1 + x2= −x − arcsin
 2x
 1 + x2= −f(x),
 Tako da je dovoljno ispitati tu funkciju samo za x ≥ 0.
 • Iz
 f(x) = 0 ⇔ x + arcsin2x
 1 + x2= 0 ⇔ x = 0,
 sledi da je x = 0 jedina nula funkcije f .
 • Prvi izvod funkcije je
 f ′(x) = 1+1
 √
 1 − 4x2
 (1+x2)2
 · 2(1 + x2) − 2x · 2x(1 + x2)2
 = 1+2(1 − x2)
 (1 + x2)|1 − x2| .
 Vidimo da f ′ nije definisana u x = 1. Oslobodimo se znaka apsolutnevrednosti,
 f ′(x) =
 {
 1 + 21+x2 , 0 ≤ x < 1
 x2−11+x2 , x > 1.
 f ′(x) > 0 za svako x ∈ R+ \ {1}. Sto znaci da funkcija f raste zasvako x ∈ R+, a zbog neparnosti i nad celim R. Ekstremnih tacaka
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 nema. Ispitajmo jos levu i desnu granicnu vrednost od f ′ u tackix = 1,
 limx→1+
 f ′(x) = limx→1+
 (
 1 − 2
 1 + x2
 )
 = 0, α1 = arctg 0 = 0,
 limx→1−
 f ′(x) = limx→1−
 (
 1 +2
 1 + x2
 )
 = 2, α2 = arctg 2 ≈ 63.43◦.
 α1 i α2 su odgovarajuci uglovi koje tangente grafika u tacki x = 1zaklapaju sa pozitivnim delom x-ose. Ovi podaci omogucavaju pre-ciznije crtanje grafika funkcije. Primetimo da u tacki x = 1 funkcijaf je neprekidna ali nije diferencijabilna.
 0 1P
 1+ /2 y=x
 -1- /2
 -1
 Slika 11.9: Grafik funkcije f(x) = x + arcsin 2x1+x2 .
 • Drugi izvod funkcije je
 f ′′(x) =
 {
 − 4x(1+x2)2 , 0 ≤ x < 14x
 (1+x2)2 , x > 1.
 Analizirajmo znak drugog izvoda:
 (0, 1) (1,+∞)f ′′(x) − +f(x) konveksna (_) konkavna (^)
 Tacka P (0, 0) je jedina prevojna tacka grafika funkcije. U tackamax = 1 i x = −1 prvi izvod ne postoji te ne mogu biti prevojne tacke,iako drugi izvod menja znak prolazeci kroz te tacke.
 • Asimptote.
 Kako je f neprekidna nad D = R, vertikalnih asimptota nema.
 Ispitajmo postojanje kose asimptote,
 k = limx→±∞
 f(x)
 x= lim
 x→±∞
 (
 1 +arcsin 2x
 1+x2
 x
 )
 = 1 + 0 = 1,
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 n = limx→±∞
 (f(x) − kx) = limx→±∞
 (x + arcsin2x
 1 + x2− x) =
 = limx→±∞
 arcsin2x
 1 + x2= 0.
 Dakle, prava y = x je kosa asimptota.
 10. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije
 f(x) = arctg
 (
 1 +1
 x
 )
 .
 Resenje.
 • Domen funkcije f je D = R \ {0}.• Funkcija f nije ni parna ni neparna.
 • Nule funkcije f se odreduju iz f(x) = 0, odnosno
 arctg
 (
 1 +1
 x
 )
 = 0 ⇔ 1 +1
 x= 0 ⇔ x + 1 = 0.
 Dakle, x = −1 je nula funkcije.
 f(x) > 0 ⇔ 1 +1
 x> 0 ⇔ x + 1
 x> 0 ⇔
 ⇔ (x > 0 ∨ x < −1) ⇔ x ∈ (−∞,−1) ∪ (0,+∞).
 Prikazimo to u tablici:
 (−∞,−1) (−1, 0) (0,+∞)f(x) + − +
 • Prvi izvod funkcije f je
 f ′(x) =1
 1 + (1 + 1x )2
 · −1
 x2=
 −1
 2x2 + 2x + 1.
 Diskriminanta od 2x2 + 2x + 1 = 0 je a2 − 4ac = 4 − 8 = −4 < 0 ia = 2, te sledi da je trinom 2x2 + 2x + 1 > 0 za savko x ∈ D. Toznaci da je f ′(x) < 0 za svako x ∈ D, tj. f(x) monotono opada nadcitavim domenom D. Ekstremnih vrednosti nema.
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 • Drugi izvod funkcije f je
 f ′′(x) =4x + 2
 (2x2 + 2x + 1)2, x ∈ D.
 Nule drugog izvoda:
 f ′′(x) = 0 ⇔ 4x + 2 = 0 ⇔ x = −1
 2.
 Dakle, x = − 12 je jedina nula drugog izvoda i moguca prevojna tacka.
 Odredicemo znak drugog izvoda:
 (−∞,− 12 ) (− 1
 2 , 0) (0,+∞)f ′′(x) − + +f(x) konveksna (_) konkavna (^) konkavna (^)
 P (− 12 ,−π
 4 ) je prevojna tacka grafika funkcije.
 0-1
 -1/2
 P
 4
 4
 2
 2
 Slika 11.10: Grafik funkcije f(x) = arctg(
 1 + 1x
 )
 .
 • Asimptote.
 Funkcija nema vertikalnu asimptotu, jer je
 limx→0+
 arctg
 (
 1 +1
 x
 )
 = +π
 2(11.2)
 i
 limx→0−
 arctg
 (
 1 +1
 x
 )
 = −π
 2. (11.3)
 Ispitacemo da li funkcija ima horizontalnu asimptotu. Iz
 limx→±∞
 arctg
 (
 1 +1
 x
 )
 =π
 4
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 sledi da je prava y = π4 horizontalna asimptota funkcije f .
 • Kako vazi (11.2) i (11.3), odredicemo jos ugao α koji tangenta grafikafunkcije f kada x → 0± zaklapa sa pozitivnim delom x-ose.
 tg α = limx→0±
 f ′(x) = limx→0±
 −1
 2x2 + 2x + 1= −1 ⇒ α = −π
 4.
 Zadaci za samostalni rad
 1. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f , ako je
 a) f(x) =x + 2
 2x + 1. b) f(x) =
 x(x − 1)
 x2 + 1.
 c) f(x) =
 √
 x3
 x − 2. d) f(x) =
 3
 √
 x2
 x + 1.
 e) f(x) = x23 · e−x . f) f(x) = e
 1x2−3x−4 .
 g) f(x) = ln(
 x +√
 x2 + 1)
 . h) f(x) =sin x
 2 + cos x.
 i) f(x) = arccos
 (
 1 − x2
 1 + x2
 )
 . j) f(x) = arctg (ex) − ln
 (
 √
 e2x
 e2x + 1
 )
 .
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 Grafici funkcija:
 -4 -2 2 4
 -4
 -3
 -2
 -1
 1
 2
 3
 -4 -2 2 4
 -1
 -0.5
 0.5
 1
 a) . b) .
 -4 -2 2 4 6
 -4
 -2
 2
 4
 6
 8
 -6 -4 -2 2 4
 -6
 -4
 -2
 2
 4
 6
 c) . d) .
 -1 1 2 3
 -0.5
 0.5
 1
 1.5
 2
 -4 -2 2 4 6
 -1
 1
 2
 3
 e) . f) .
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 -4 -2 2 4
 -3
 -2
 -1
 1
 2
 -3 -2 -1 1 2 3
 -1
 -0.75
 -0.5
 -0.25
 0.25
 0.5
 0.75
 g) . h) .
 -10 -5 5 10
 1
 2
 3
 -3 -2 -1 1 2 3 4
 0.5
 1
 1.5
 2
 i) . j) .
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12
 Numericko resavanje
 jednacina
 Neka je data jednacina
 f(x) = 0 (12.1)
 i neka je funkcija f = f(x) definisana i neprekidna u konacnom ili beskonacnomintervalu (α, β). Neka je tacno resenje ove jednacine x = η. Numericki metodpribliznog resavanja daje iterativni niz x0, x1, , ... takav da je lim
 n→∞= η. Za
 priblizno resenje jednacine (12.1) uzima se onaj clan iterativnog niza xn kojiprvi zadovolji postavljeni izlazni kriterijum.Izlazni kriterijumi su:
 1) greska aproksimacije |xn − η|2) tolerancija funckije |f(xn)|3) tolerancija postupka |xn − xn−1|4) prisilan kraj (zadaje se broj koraka n).
 Resavanje jednacine (12.1) sastoji se iz dve etape:1) Lokalizacija korena jednacine (12.1), tj. odredivanje svih intervala u ko-
 jima se nalaze jedinstveni koreni jednacine (12.1).2) Primena nekog od poznatih numerickih metoda koji suzava pocetni in-
 terval, tj. omogucava nalazenje priblizne vrednosti resenja jednacine (12.1) saproizvoljnom tacnoscu.
 Lokalizacija korena
 Za lokalizaciju korena jednacine (12.1), koriste se sledeci kriterijumi:
 • Ako je f = f(x) nad intervalom [a, b] monotona funkcija i ako na
 271
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 x0x0 ab
 xa
 b x
 f (a)
 f (b)
 f (a)
 f ’ (x) 0 f ’ (x) 0
 f (b)
 krajevima intervala ima vrednosti razlicitog znaka, tada u [a, b] postojijedno i samo jedno resenje jednacine (12.1).
 • Graficki metod je cesto pogodan za odredivanje intervala u kome se nalazenule jednacine (12.1). Ovaj metod se zasniva na cinjenici da je korenjednacine (12.1) zapravo presek grafika funkcije f sa x-osom. U slucajukada je tesko nacrtati grafik funkcije f, koristi se zapis funkcije f u obliku
 f(x) = g(x) − h(x).
 Tada je jednacina (12.1) ekvivalentna sa jednacinom
 g(x) = h(x).
 Sada se odredivanje realnih korena jednacine (12.1) svodi na odredivanjeapscisa tacaka preseka krivih g = g(x) i h = h(x).
 Numericki metodi za nalazenje pribliznihvrednosti korena jednacina
 • Metod polovljenjaMetodom polovljenja delimo interval [an, bn], n = 0, 1, ... ([a, b] = [a0, b0])
 u kome jednacina f(x) = 0 ima resenje, tackom xn =an + bn
 2i provera-
 vamo da li je f(xn) = 0. Ako je to ispunjeno, onda je tacka xn trazenikoren jednacine. Ako tacka xn nije koren, onda se od intervala [an, xn] i[xn, bn] bira onaj na cijim krajevima funkcija f ima razlicit znak, tj.
 an+1 = xn, bn+1 = bn ako je f(xn) · f(bn) < 0
 ili
 an+1 = an, bn+1 = xn ako je f(an) · f(xn) < 0.
 metod nastavljamo do zeljene tacnosti. Ocena greske sa kojom je odredeno
 priblizno resenje posle n koraka je |xn − η| ≤ b − a
 2n.
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 • Metod seciceNeka je za jednacinu f(x) = 0 lokalizovan koren η u intervalu [a, b] i nekavazi
 (1) f(a) · f(b) < 0
 (2) f ′ i f ′′ su neprekidne funkcije stalnog znaka nad intervalom[a, b].
 Razlikujemo dva slucaja:
 a) f(a) · f ′′(a) > 0 i f(b) · f ′′(b) < 0
 ab xo
 y
 ab
 xo
 y
 ξY=f (x) f (b)
 f (a)
 f (a)
 ξ
 f (b)Y=f (x)
 tada je x0 = a i x1 = b.
 b) f(b) · f ′′(b) > 0 i f(a) · f ′′(a) < 0
 ab x
 f (a)
 f (b)
 o
 y
 ab
 xo
 y
 ξ
 f (a)
 ξ
 f (b)
 Y=f (x)
 Y=f (x)
 tada je x0 = b i x1 = a.
 Iterativni niz u oba slucaja ima oblik:
 xn+1 = xn − f(xn) · xn − xn−1
 f(xn) − f(xn−1), n = 1, 2, ... (12.2)
 Ocena greske ovog postupka u n-tom koraku je data sa
 |xn − η| ≤ |f(xn)|m
 ,
 gde je m = minx∈[a,b]
 |f ′(x)|.
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 • Metod tangenteNeka funkcija f iz jednacine f(x) = 0 zadovoljava uslove (1) i (2). Raz-likujemo dva slucaja:
 a) ako vazi f(a) · f ′′(a) > 0,
 monotono rastuci niz aproksimacija se izracunava po formuli:
 x0 = a, xn+1 = xn − f(xn)
 f ′(xn), n = 0, 1, ... (12.3)
 b) ako vazi f(b) · f ′′(b) > 0,
 monotono opadajuci niz aproksimacija ima oblik:
 x0 = b, xn+1 = xn − f(xn)
 f ′(xn), n = 0, 1, ... (12.4)
 Ocena greske ovog postupka u n-tom koraku izracunava se na isti nacinkao i kod postupka secice.
 Zadaci
 Lokalizacija korena
 1. Lokalizovati korene jednacine x3 − 3x − 4 = 0.
 Resenje:
 Funkcije f(x) = x3 − 3x − 4 i f ′(x) = 3x2 − 3 su neprekidne nad celimskupom realnih brojeva. Iz jednacine
 3x2 − 3 = 0
 dobijamo intervale monotonosti funkcije f :
 (−∞,−1), (−1, 1), (1,+∞).
 Kako jelim
 x→−∞f(x) = −∞ i f(−1) < 0, f(1) < 0,
 sledi da u intervalima (−∞,−1) i (−1, 1) ne postoji ni jedan realan korenzadate jednacine.
 Posto je f(1) < 0, a limx→∞
 f(x) = +∞, jedini realan koren se nalazi u
 intervalu (1,+∞). Polazeci od toga, odredicemo konacan interval (a, b) ukom se nalazi koren jednacine. Kako vazi
 f(2) = −2 < 0 i f(3) = 14 > 0,
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 sledi da se jedini realan koren jednacine x3 − 3x− 4 = 0 nalazi u intervalu[2, 3].
 Na istom primeru cemo pokazati kako se za lokalizaciju korena moze ko-ristiti i graficki metod.
 Pocetnu jednacinu x3 − 3x− 4 = 0 cemo zapisati u obliku g(x) = h(x) :
 x3 = 3x + 4.
 Grafici krivih g(x) = x3 i h(x) = 3x + 4 su dati na slici.
 -4 -2 2 4
 -10
 10
 20
 Sa slike se vidi da se apscisa presecne tacke krivih g(x) = x3 i h(x) =3x + 4, tj. realan koren zadate jednacine, nalazi u intervalu [2, 3].
 2. Lokalizovati koren jednacine sin 2x − 2x cos 2x = 0.
 Resenje:
 Funkcija f(x) = sin 2x − 2x cos 2x i njen prvi izvod f ′(x) = 4x sin 2x suneprekidne nad skupom realnih brojeva. Granice intervala monotonostifunkcije f(x) se dobijaju resavanjem jednacine f ′(x) = 0.
 Kako je 4x sin 2x = 0 za x = kπ2 , k = 0,±1,±2, ... i kako f ′(x) pri
 prolasku kroz x = kπ2 za k = ±1,±2, ... menja znak, to su intervali
 monotonosti funkcije f :
 (
 −π
 2,π
 2
 )
 i
 (
 kπ
 2,(k + 1)π
 2
 )
 k = 1,±2, ...
 Potrebno je jos proveriti da li f ima vrednosti razlicitog znaka na kraje-vima intervala monotonosti:
 f
 (
 kπ
 2
 )
 · f(
 (k + 1)π
 2
 )
 =
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 = (sin(kπ) − kπ cos(kπ)) · (sin(k + 1)π − (k + 1)π cos(k + 1)π) =
 = kπ(−1)k+1(k + 1)π(−1)k+2 = −k(k + 1)π2 < 0, k = 1,±2, ...
 Dakle, f(
 −π2
 )
 · f(
 π2
 )
 < 0.
 Kako funkcija f ima ralicit znak na svakom od krajeva intervala monoto-nosti, mozemo zakljuciti da u svakom od intervala monotonosti postoji pojedan koren jednacine sin 2x − 2x cos 2x = 0.
 3. Grafickim metodom naci pribliznu vrednost najmanjeg pozitivnogi najveceg negativnog realnog korena jednacine
 tg x − 2x = 0.
 Resenje:
 Neka je g(x) = tg x a h(x) = 2x. Tada se polazni problem svodi nanalazenje preseka ove dve krive. Primetimo da je f(x) = tg x−2x neparnafunkcija (f(−x) = −f(x)), pa su njeni koreni rasporedeni simetricno uodnosu na koordinatni pocetak. To znaci da je dovoljno pronaci najmanjipozitivan koren x0, jer ce najveci negativan koren onda biti −x0.
 -4 -2 2 4
 -30
 -20
 -10
 10
 20
 30
 Posmatrajuci sliku, vidimo da se najmanji pozitivan koren jednacine f(x) =0 nalazi u intervalu (π
 4 , π2 ). Onda je njen najveci negativan koren u inter-
 valu (−π2 ,−π
 4 ).
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 4. Lokalizovati koren jednacine ln(x + 3) − sin x = 0.
 Resenje:
 Napisacemo zadatu jednacinu u obliku ln(x+3) = sin x i graficki odreditiapscisu presecne tacke grafika funkcija g(x) = ln(x + 3) i h(x) = sin x.
 -4 -2 2 4
 -4
 -3
 -2
 -1
 1
 2
 Sa slike se vidi da se jedini realan koren nalazi u intervalu (−3,−2).
 Numericki metodi za nalazenje pribliznih vred-nosti korena jednacina
 1. Metodom polovljenja naci najveci realan koren jednacine
 x3 − 6x + 2 = 0
 sa greskom koja je manja od 10−2.
 Resenje:
 Prvo cemo grafickim metodom lokalizovati korene date jednacine da bismoodredili interval u kome se nalazi njen najveci koren. Jednacinu f(x) = 0,gde je f(x) = x3 − 6x + 2, zapisacemo u obliku
 x3 = 6x − 2
 i nacrtati grafike funkcija g(x) = x3 i h(x) = 6x − 2.
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 -4 -2 2 4
 -30
 -20
 -10
 10
 20
 Sa slike se vidi da se najveci koren jednacine f(x) = 0 nalazi u intervalu[a, b] = [2, 3]. Kako je f(a) · f(b) < 0 i f ′(x) = 3x2 − 6 > 0 zasvako x ∈ [2, 3], (tj. funkcija f je monotona na [2, 3]), data jednacina naintervalu [2, 3] ima tacno jedno resenje.
 Broj koraka n nalazimo iz uslova
 b − a
 2n< 10−2 ⇔ 1
 2n< 10−2 ⇔ 2n > 100 ⇔ n > 7.
 Primenjujuci metod polovljenja dobijamo niz aproksimacija tako sto na-lazimo sredinu intervala
 x1 =a + b
 2=
 2 + 3
 2= 2.5,
 a zatim, pomocu znaka funkcije (f(x1) > 0) proveravamo u kojoj poloviniintervala se nalazi koren jednacine. Isti metod se ponavlja na toj poloviniintervala, sa novim a i b.
 Kako je f(2) < 0 i f(2.5) > 0, uzimamo a = 2 i b = x1 = 2.5. Ponovotrazimo sredinu intervala i metod ponavljamo n = 7 puta. Sve vrednostisu date u tabeli.
 n a b xn f(xn)1 2 3 2.5 2.6252 2 2.5 2.25 -0.1093753 2.25 2.5 2.375 1.146484 2.25 2.375 2.3125 0.4914555 2.25 2.3125 2.28125 0.1843576 2.25 2.28125 2.25782 -0.03711557 2.25782 2.28125 2.26954 0.0727334
 Vrednost x7 = 2.26954 je trazeno priblizno resenje polazne jednacine .
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 2. Metodom secice naci koren jednacine x + ex = 0 sa tacnoscu10−4.
 Resenje:
 Grafickim metodom cemo lokalizovati korene jednacine f(x) = 0, gde jef(x) = x + ex. Zapisacemo datu jednacinu u obliku
 ex = −x
 i traziti apscise tacaka preseka funkcija g(x) = ex i h(x) = −x.
 -3 -2 -1 1 2 3
 -2
 2
 4
 6
 8
 Sa slike se vidi da se jedini koren jednacine f(x) = 0 nalazi u intervalu[a, b] = [−1, 0].
 Da bismo mogli primeniti metod secice, proveravamo da li su ispunjeniuslovi:(1) f(−1) · f(0) < 0(2) funkcije f ′(x) = 1 + ex i f ′′(x) = ex su neprekidne i vazi f ′(x) > 0i f ′′(x) > 0 za svako x ∈ [−1, 0].
 Posto je f(−1) · f ′′(−1) < 0, posmatramo f(0) · f ′′(0) > 0 i zapocetne vrednosti uzimamo x0 = 0 i x1 = −1. Gornju granicu greske
 cemo, u svakom koraku, ocenjivati sa δ(xn) = |f(xn)|m , gde je m =
 minx∈[−1,0]
 |f ′(x)| = 1.36788.
 Rezultati dobijeni primenom ovog postupka dati su u tabeli.
 n xn f(xn) δ(xn)0 0 11 -1 -0.632121 0.4621172 -0.6127 -0.070814 0.05176913 -0.563838 0.0051824 0.00378864 -0.56717 -0.000040 0.000031
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 Priblizno resenje je x5 = −0.56717, a greska aproksimacije je
 |x5 − η| < 3.1 · 10−5.
 3. Metodom tangente naci koren jednacine x ln x−2 = 0 sa tacnoscu10−3.
 Resenje:
 Grafickim metodom cemo lokalizovati korene jednacine f(x) = 0, gde je
 f(x) = x ln x − 2. Jednacinu cemo zapisati u obliku ln x =2
 xi nacrtati
 grafike funkcija g(x) = ln x i h(x) =2
 x.
 0.5 1 1.5 2 2.5 3
 2
 4
 6
 8
 10
 Sa slike se vidi da se jedini koren jednacine f(x) = 0 nalazi u intervalu[2, 3]. Da bismo mogli da primenimo metod tangente, provericemo da livaze uslovi:
 (1) f(2) · f(3) < 0,
 (2) Kako je f ′(x) = ln x + 1 i f ′′(x) =1
 xna intervalu x ∈ [2, 3], su
 funkcije f ′(x) i f ′′(x) su pozitivne i neprekidne.
 Kako je f(3) · f ′′(3) > 0, monotono opadajuci niz aproksimacija seizracunava po formuli:
 x0 = 3, xn+1 = xn − f(xn)
 f ′(xn), n = 1, 2, ...
 Gornju granicu greske se ocenjuje sa δ(xn) = |f(xn)|m , gde je m =
 minx∈[2,3]
 |f ′(x)| = 1.69315. Izracunate vrednosti se nalaze u tabeli.
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 n xn f(xn) f ′(xn) δ(xn)0 3 1.29584 2.09861 0.7653421 2.38253 0.068478 1.86816 0.0404122 2.3459 0.000283 1.85267 0.000163
 Priblizno resenje je x2 = 2.3459, a greska aproksimacije
 |x2 − η| < 1.63 · 10−4.
 Zadaci za samostalni rad
 1. Lokalizovati najmanji koren jednacine x3 − 4x + 2 = 0.
 Rezultat: [−3,−1].
 2. Metodom polovljenja naci priblizno resenje jednacine cos x − x = 0 sagreskom manjom od 0.05.
 Rezultat: [0, 1], x5 = 0.71875.
 3. Metodom polovljenja naci koren jednacine e−x − x = 0, sa greskommanjom od 5 · 10−2.
 Rezultat: [0, 1], x5 = 0.59375.
 4. Metodom secice izracunati realan koren jednacine x3 − 2x2 − 1 = 0 satolerancijom funkcije manjom od 5 · 10−2.
 Rezultat: [2, 3], x4 = 2.20899.
 5. Metodom secice resiti jednacinu x2−ex +2 = 0 sa tolerancijom postpukamanjom od 5 · 10−3. Rezultat: [1, 2], x6 = 1.31895.
 6. Metodom tangente naci priblizno resenje jednacine sin(x + π2 ) − x = 0
 sa greskom manjom od 10−4.
 Rezultat: [0, π4 ], x2 = 0.739085.
 7. Metodom tangente izracunati manji pozitivan koren jednacinex3 − 5x + 1 = 0 sa tolerancijom funkcije manjom od 10−5.
 Rezultat: [0, 1], (x0 = 0), x2 = 0.201639.
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