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Uvod: potrebna predznanja
 Uvod u numeri �cku matematikuM. Klari�cic Bakula
 O�ujak, 2009.
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Uvod u numeri�cku matematiku 2
 1 UvodNumeri�cka analiza je disciplina koja prou�cava i numeri�cki rje�ava matemati�cke prob-leme koji se javljaju u znanosti, tehnici, gospodarstvu, itd. Iako se sama disciplinanaj�ce�ce povezuje s numeri�ckim metodama, treba naglasiti da bez dubljeg poznavanjasamog problema kojeg rje�avamo nije moguce procijeniti je li neka metoda dobra usmislu da daje zadovoljavajuce to�cna rje�enja u dovoljno kratkom vremenskom inter-valu.
 O problemu kojeg �elimo rije�iti treba znati barem sljedece:� postoji li njegovo rje�enje i, ako postoji, da li je jedinstveno ili ako nije koliko rje�enjaima;
 � kako se rje�enja (ili rje�enje) pona�aju kada se polazni podaci malo promijene (teorijaperturbacije).
 Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 3
 Kada se konstruira neka metoda za rje�avanje danog problema, otvara se nekolikopitanja:
 � problem konvergencije (konvergira li niz dobivenih aproksimacija prema rje�enju);� brzina konvergencije (ako niz konvergira kako to radi: linearno, kvadratno, kubno,...);� slo�enost metode (broj ra�cunskih operacija, zauzece memorije, prijenos podataka,dohvat operanada,...);
 � to�cnost metode (koliko zna�cajnih znamenaka izra�cunatog rje�enja je to�cno);� stabilnost metode (o �cemu ovisi to�cnost dobivenog rje�enja, analiza gre�aka zaokru�i-vanja);
 � adaptibilnost metode za posebna (paralelna, vektorska) ra�cunala.
 Uvod: potrebna predznanja

Page 4
						

Uvod u numeri�cku matematiku 4
 2 Pomocni rezultati iz analizeTEOREM. (Teorem o meduvrijednosti) Neka je funkcija f : [a; b] ! R neprekidna nakona�cnom intervalu [a; b] � R: Neka su
 m = infa�x�b
 f (x) i M = supa�x�b
 f (x)
 in�mum i supremum funkcije f: Tada za svaki realni broj � 2 [m;M ] postoji realni broj� 2 [a; b] takav da je
 f (�) = �:
 Posebno, postoje realni brojevi x i x takvi da vrijedi
 m = f (x) i M = f (x) :
 TEOREM. (Rolleov teorem) Neka je funkcija f neprekidna na nekom intervalu [a; b] �R: Ako je f (a) = f (b) = 0 i ako f 0 postoji na (a; b) ; onda je za neki � 2 (a; b) ispunjeno
 f 0 (�) = 0:
 Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 5
 TEOREM. (Teorem o srednjoj vrijednosti) Neka je funkcija f : [a; b]! R neprekidna nakona�cnom intervalu [a; b] � R i derivabilna na otvorenom intervalu (a; b) : Tada postojibarem jedna to�cka � 2 (a; b) takva da je
 f (b)� f (a) = f 0 (�) (b� a) :
 TEOREM. (Teorem o integralnoj srednjoj vrijednosti) Neka je funkcija w : [a; b] ! Rnenegativna i integrabilna na kona�cnom intervalu [a; b] � R; te neka je funkcija f :[a; b]! R neprekidna na [a; b] : Tada postoji to�cka � 2 [a; b] takva da vrijediZ b
 a
 f (x)w (x) dx = f (�)
 Z b
 a
 w (x) dx:
 Jedan od najva�nijih alata u numeri�ckoj matematici je Taylorov teorem. On nam,naime, daje jednostavnu metodu aproksimacije funkcije pomocu polinoma. No dabismo koristili takav pristup u aproksimaciji promatrana funkcija mora biti dovoljnoglatka.
 Uvod: potrebna predznanja

Page 6
						

Uvod u numeri�cku matematiku 6
 TEOREM. (Taylorov teorem) Neka funkcija f ima neprekidne derivacije do uklju�civoreda n + 1; n 2 N0; na intervalu [a; b] � R: Ako su x; x0 2 [a; b] ; onda vrijedi
 f (x) = pn (x) +Rn+1 (x) ;
 gdje je
 pn (x) = f (x0) +nXk=1
 f (k) (x0)
 k!(x� x0)k ;
 Rn+1 (x) =1
 n!
 Z x
 x0
 (x� t)n f (n+1) (t) dt = (x� x0)n+1
 (n + 1)!f (n+1) (�) ;
 za neki � koji le�i izmedu to�caka x i x0:
 Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 7
 Polinom pn nazivamo razvojem u Taylorov red funkcije f u to�cki x0: Ako je funkcija fbeskona�cno derivabilna polinom pn prelazi u red potencija s opcim �clanom (x� x0)n ;a zove se Taylorov red. Tako vrijede sljedeci razvoji u Taylorov red:
 ex = 1 + x +x2
 2!+ � � � + x
 n
 n!+
 xn+1
 (n + 1)!e�;
 cos x = 1� x2
 2!+x4
 4!+ � � � + (�1)n x
 2n
 (2n)!+ (�1)n+1 x2n+2
 (2n + 2)!cos �;
 sinx = x� x3
 3!+x5
 5!� � � � + (�1)n�1 x2n�1
 (2n� 1)! + (�1)n x2n+1
 (2n + 1)!sin �;
 (1 + x)� = 1 +
 ��
 1
 �x +
 ��
 2
 �x2 + � � � +
 ��
 n
 �xn +
 ��
 n + 1
 �xn+1
 (1 + �)n+1��;
 pri �cemu to�cka � le�i izmedu 0 i x:
 Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 8
 Ponekad je problem izra�cunati n-tu derivaciju promatrane funkcije, i u nekim se odtakvih slu�cajevima mo�emo koristiti vec poznatim razvojima u Taylorov red nekih funkcija.Npr. da bismo razvili u Taylorov red oko nule funkciju zadanu sa
 f (x) = e�x2
 ;
 iskoristimo vec poznati razvoj eksponencijalne funkcije u Taylorov red oko nule stavlja-juci �x2 umjesto x. Dobijemo
 e�x2
 = 1� x2 + x4
 2!� � � � + (�1)n x
 2n
 n!+ (�1)n+1 x2n+2
 (n + 1)!e�;
 pri �cemu je � 2��x2; 0
 �
 Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 9
 Da bismo dobili razvoj funkcije arctg oko nule mo�emo u red
 (1 + x)� = 1 +
 ��
 1
 �x +
 ��
 2
 �x2 + � � � +
 ��
 n
 �xn +
 ��
 n + 1
 �xn+1
 (1 + �)n+1��
 uvrstiti � = �1 i x = t2; nakon �cega dobijemo1
 1 + t2= 1� t2 + t4 � � � � + (�1)n t2n + (�1)n+1 t
 2n+2
 1 + t2:
 Integriranjem ove jednakosti po t na [0; x] dobijemo
 arctg (x) = x� x3
 3+x5
 5� � � � + (�1)n x
 2n+1
 2n + 1+ (�1)n+1
 Z x
 0
 t2n+2
 1 + t2dt;
 dok primjena Teorema o srednjoj vrijednosti dajeZ x
 0
 t2n+2
 1 + t2dt =
 x2n+3
 2n + 3� 1
 1 + �2;
 za � izmedu 0 i x:
 Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 10
 Kada funkcija koju promatramo nije derivabilna �cesto nam umjesto derivacija te funkcijemogu poslu�iti njene podijeljene razlike.
 DEFINICIJA. Neka su x0; : : : ; xn; n 2 N0; razli�citi realni brojevi i f realna funkcija de�ni-rana na nekom intervalu koji ih sadr�i. Podijeljenu razliku n-tog reda funkcije f uto�ckama x0; : : : ; xn de�niramo rekurzivno s
 f [xi] = f (xi) ; i 2 f0; 1; : : : ; ng ;
 f [x0; x1; : : : ; xk] =f [x1; x2; : : : ; xk]� f [x0; x1; : : : ; xk�1]
 xk � x0; i 2 f1; : : : ; ng :
 Ako je funkcija f k puta derivabilna na odgovarajucem intervalu, mo�e se pokazati davrijedi:
 f [x0; x1; : : : ; xk] =f (k) (�)
 k!;
 pri �cemu to�cka � le�i izmedu minimuma i maksimuma skupa fx0; x1; : : : ; xkg :
 Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 11
 3 Pomocni rezultati iz algebreUvedimo najprije osnovne oznake.S Rn; n 2 N; ozna�cit cemo skup svih jednostup�canih realnih matrica (koje jo� nazivamoi realnim vektorima)
 Rn =
 8<:24x1...xn
 35 j (8i 2 f1; : : : ; ng) xi 2 R9=; :
 Elemente skupaRn ozna�cavat cemomalim podebljanim latini�cnim slovima (a; b; x; y; : : :) :Posebno isticemo vektor komu su sve komponente jednake nuli: zovemo ga nul-vektori ozna�cavamo s 0.
 Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 12
 Realne vektore cemo zbrajati i mno�iti skalarima (realnim brojevima) na standardanna�cin: ako su x;y 2 Rn i � 2 R; onda se de�nira
 x + y =
 24x1...xn
 35 +24y1...yn
 35 =24x1 + y1...xn + yn
 35 ;�x = �
 24x1...xn
 35 =24�x1...�xn
 35 :
 Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 13
 Na isti na�cin se de�nira i Cn kao skup kompleksnih vektora.Uz ovako de�nirane operacije zbrajanja vektora i mno�enja vektora skalarom skupoviRn i Cn imaju �citav niz lijepih svojstava.Prisjetimo se da smo za realne brojeve uveli pojam apsolutne vrijednosti. To�cnije,funkcija j�j : R! R+0 de�nirana s
 jxj =��x; x < 0x; x � 0
 naziva se apsolutna vrijednost i ima svojstva:
 1. jaj = 0 ako i samo ako je a = 0;2. jabj = jaj jbj ;3. ja + bj � jaj + jbj ;pri �cemu su a; b proizvoljni realni brojevi.
 Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 14
 Sli�cna svojstva ima i funkcija norma koja nenegativne realne brojeve pridru�uje vek-torima. Funkcija k�k : Rn ( ili Cn)! R biti ce norma ako ima sljedeca svojstva :
 1. kak � 0 za sve vektore a;2. kak = 0 ako i samo ako je a = 0;3. k�ak = j�j kak za sve vektore a i sve skalare �;4. ka + bk � kak + kbk :U uporabi su naj�ce�ce tri standardne norme:
 1. kak2 =qja1j2 + � � � + janj2; 2-norma ili euklidska norma,
 2. kak1 = max fja1j ; : : : ; janjg ; norma beskona�cno,3. kak1 = ja1j + � � � + janj ; norma jedan,dok je ne�to opcenitija tzv. p-norma (1 � p � 1) de�nirana izrazom
 kakp =p
 qja1jp + � � � + janjp:
 Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 15
 Norme postoje i za matrice. Npr. ako je dana matrica
 A =
 2664a11 a21 � � � a1na21 a22 � � � a2n... ...an1 an2 � � � ann
 3775 ;onda je
 kAk1 = max1�i�n
 nXj=1
 jaijj :
 No norme matrica obi�cno zadovoljavaju i jedno dodatno svojstvo koje se ti�ce umno�kamatrica. Za ovakvu normu beskona�cno to svojstvo glasi
 kABk1 � kAk1 kBk1 ;
 gdje su A i B proizvoljne matrice reda n:
 Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 16
 4 Tipovi gre�akaDa bismo mogli procijeniti da li neki algoritam implementiran na ra�cunalu izra�cunavarje�enje promatranog problema s dovoljnom to�cno�cu najprije se moramo upoznati svrstama gre�aka koje se pri tom javljaju.
 4.1 Gre�ke zbog polaznih aproksimacijaOvaj tip gre�aka se �cesto javlja kod rje�avanja prakti�cnih problema. Ovako nastalegre�ke se mogu podijeliti u tri klase: gre�kemodela, gre�kemetode i gre�ke u polaznimpodacima.
 Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 17
 � Gre�ke modelaOve gre�ke nastaju zamjenom slo�enih sustava jednostavnijima koje se mogu opisatimatemati�ckim modelima odnosno zapisima (primjer bi bio zanemarivanje utjecaja ot-pora zraka na gibanje u zemaljskim uvjetima). �Cesto se vec postojeci dobri modelizamjenjuju jednostavnijima da bi se mogle primijeniti numeri�cke metode (npr. lin-eariziranje nelinearnih sustava parcijalnih diferencijalnih jednad�bi). Gre�ke modelase mogu javiti prilikom rje�avanja problema koji su grani�cni slu�cajevi (npr. aproksimi-ranje vrijednosti sinx s x i kada vrijednost x nije bliska nuli). Ove gre�ke su neuklon-jive, a na karisniku je ocijeniti da li primjena daje dovoljno dobre rezultate.
 Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 18
 � Gre�ke metodeTe gre�ke nastaju kada se beskona�cni procesi zamjenjuju kona�cnima. Takodernastaju kod ra�cunanja veli�cina koje su de�nirane pomocu limesa (derivacije, inte-grali, grani�cne vrijednosti nizova,...). Velik broj numeri�ckih metoda za aproksimi-ranje funkcija i rje�avanje jednad�bi je upravo ovog oblika. Gre�ke koje nastaju zbogzamjene beskona�cnog ne�cim kona�cnim obi�cno dijelimo u dvije kategorije: gre�kediskretizacije i gre�ke odbacivanja.
 Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 19
 (i) Gre�ke diskretizacijeOve gre�ke nastaju zamjenom continuuma kona�cnim diskretnim skupom to�caka ilikada se beskona�cno mala veli�cina zamijeni nekim konkretnim malim brojem. Onenastaju i kada se derivacija zamijeni podijeljenom razlikom, integral kvadraturnomformulom ili diferencijalna jednad�ba diferencijskom jednad�bom. Mo�da je naj-jednostavniji primjer aproksimacija funkcije de�nirane na intervalu [a; b] funkcijomde�niranom na diskretnom skupu fx1; : : : ; xng � [a; b] :
 (ii) Gre�ke odbacivanjaGre�ke odbacivanja nastaju kada se beskona�cni niz, red, umno�ak, suma i sl.zamijene kona�cnima (tj. kada odbacimo ostatak).
 Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 20
 � Gre�ke u polaznim podacimaOne imaju izvor u mjerenjima �zi�ckih veli�cina, smje�tanju podataka u ra�cunalo iprethodnim ra�cunanjima. No gre�ke mjerenja i smje�tanja je puno jednostavnijeocijeniti od gre�aka koje nastaju usljed brojnih zaokru�ivanja tijekom ra�cunanja.
 Grubo re�ceno: diskretizacija je vezana za continuum (R;C) ; a odbacivanje za diskretnu(prebrojivu) beskona�cnost (N;Z) : Objekti koji nedostaju zbog tih zamjena tvore tipgre�aka koji se zovu gre�ke metode.
 Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 21
 4.2 Gre�ke zaokru�ivanjaGre�ke zaokru�ivanja nastaju zbog toga �to ra�cunala koriste kona�cnu aritmetiku, to�cnijebinarnu aritmetiku s pomi�cnom to�ckom, kod koje je unaprijed rezerviran odredenibroj binarnih mjesta za eksponent i mantisu. Usljed toga se svaka ra�cunska operacijau kojoj sudjeluju dva broja izra�cunava s nekom malom gre�kom (koja mo�e biti i nula).Tu gre�ku, ako nije jednaka nula, mo�e se precizno ocijeniti, a nazivamo je gre�komzaokru�ivanja. O�cito, �to je neki algoritam slo�eniji to ima vi�e ra�cunskih operacija, akod gotovo svake ce se javiti gre�ka zaokru�ivanja. Stoga se postavlja pitanje s kojomcemo gre�kom dobiti tra�eno rje�enje?
 Ovim problemom se bavi teorija gre�aka zaokru�ivanja, a osjetljivo�cu rje�enja prob-lema kojeg rje�avamo na pomake u polaznim podacima bavi se teorija perturbacije.Njihovom uskladenom uporabom �cesto je moguce procijeniti to�cnost promatranog al-goritma, a ako to�cnost izra�cunatih podataka ne odstupa znatno od to�cnosti ulaznih,onda govorimo o stabilnom algoritmu.
 Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 22
 Ne samo iracionalni, vec i mnogi racionalni brojevi umjerene veli�cine nemaju to�cnureprezentaciju u ra�cunalu. Ako je x neki realni broj, onda njegovu ra�cunalnu reprezentacijuozna�cavamo s
 fl (x) :
 Prou�cavanje pokazuje da se kod svake ra�cunske operacije u ra�cunalu javlja gre�ka. Tose zapisuje u obliku
 fl (x � y) = (x � y) (1 + ") ; j"j � u; � 2 f+;�; �; =g ;
 pri�cemu je u tzv. preciznost ra�cunanja ili strojni u. Gre�ka ovisi o operandima x; yi operaciji �; dok u ovisi o ra�cunalu (IEEE standardu). Opcenito, ako ra�cunalo koristip binarnih znamenaka u mantisi, onda vrijedi u = 2�p+1 ili u = 2�p ovisno o na�cinuzaokru�ivanja u ra�cunalu.Glavna zadaca osobe koja se bavi numeri�ckom matematikom jest odredivanje �to boljeaproksimacije rje�enja u �to kracem vremenu.
 Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 23
 4.3 Apsolutna i relativna gre�kaNeka je bx neka aproksimacija realnog broja x: Najkorisnije mjere za to�cnost broja bxkao aproksimacije broja x su:� apsolutna gre�ka
 Gaps (x) = jx� bxj� relativna gre�ka
 Grel (x) =jx� bxjjxj
 koja nije de�nirana za x = 0:Ako je x poznat ili mu se zna red veli�cine, onda je apsolutna gre�ka dobra mjera udal-jenosti aproksimacije od to�cne vrijednosti. No u praksi x �cesto varira od vrlo velikih dovrlo malih vrijednosti, pa je primjerenija mjera relativna gre�ka. Ona ima dodatno lijeposvojstvo da je naovisna o skaliranju,
 jx� bxjjxj =
 j�x� �bxjj�xj ; � 2 R:
 Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 24
 Relativna gre�ka povezana je s brojem to�cnih zna�cajnih znamenaka neke aproksi-macije. Zna�cajne znamenke su prva netrivijalna znamenka i one koje slijede iza nje uzapisu. Npr. u broju 6:9990 imamo pet zna�cajnih znamenaka, a u broju 0:0832 samo tri.�to zna�ci broj to�cnih zna�cajnih znamenaka vidjet cemo kroz primjer:
 x = 1:00000; bx = 1:00499; Grel (x) = 4:99 � 10�3;x = 9:00000; bx = 8:99899; Grel (x) = 1:12 � 10�4:
 Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 25
 Evo jedne moguce de�nicije.bx kao aproksimacija od x ima p to�cnih zna�cajnih znamenaka ako se bx i x zaokru�ujuna isti broj od p zna�cajnih znamenaka. Zaokru�iti broj na p zna�cajnih znamenakazna�ci zamijeniti ga s najbli�im brojem koji ima p zna�cajnih znamenaka. No prema ovojde�niciji brojevi x = 0:9949 i bx = 0:9951 se ne sla�u u dvije zna�cajne znamenke, a sla�use u jednoj i u tri. Prema tome, de�nicija nije dobra.
 Evo druge de�nicije.bx kao aproksimacija od x ima p to�cnih zna�cajnih znamenaka ako je jx� bxj manje odjedne polovine jedinice u p-toj zna�cajnoj znamenci od x. Ova de�nicija implicira da sebrojevi x = 0:123 i bx = 0:127 sla�u u dvije zna�cajne znamenke, iako ce mnogi misliti dase sla�u u tri.
 Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 26
 Kada se radi o vektorima gre�ke se de�niraju kao
 Gaps (x) = kx� bxki
 Grel (x) =kx� bxkkxk ;
 a relacijakx� bxkkxk � 1
 210�p
 implicira da komponente xi za koje vrijedi jxij � kxk imaju pribli�no p to�cnih zna�cajnihznamenaka.Ako �elimo sve komponente vektora staviti u prvi plan onda koristimo relativne gre�kepo komponentama, a veli�cinu
 maxi
 jxi � bxijjxij
 nazivamo maksimalna relativna gre�ka po komponentama.Uvod: potrebna predznanja
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Uvod u numeri�cku matematiku 27
 Treba razlikovati pojam preciznosti od pojma to�cnosti.
 � To�cnost se odnosi na apsolutnu i relativnu gre�ku kojom se aproksimira tra�enaveli�cina.
 � Preciznost je to�cnost kojom se izvr�avaju osnovne ra�cunske operacije, a u aritmeticipomi�cne to�cke mjerimo je pomocu u. Odredena je brojem bitova u reprezentacijimantise, pa se ista rije�c koristi i za taj broj bitova.
 Ipak, va�no je znati da preciznost ne limitira to�cnost. Naime, uvijek se (uz pove�canjepotro�nje ra�cunalnog vremena) uz neku danu preciznost mo�e simulirati i veca pre-ciznost ra�cunanja.
 Uvod: potrebna predznanja
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