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MATEMATIKA 2

Zbirka zadataka i primeri kolokvijuma

REXEA ODABRANIH ZADATAKA

Dragan ori

Prvi deo (68 zadataka), 20.3.2011.
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REXEA 8


	
Z A D A C I

1 Graniqne vrednosti

1.1. [Zad.3, str.13]

1.2. [Zad.6, str.13]

1.3. [Zad.40, str.16]

1.4. [Zad.41, str.16]

1.5. [Zad.54, str.17]

1.6. [Zad.62, str.18]

1.7. [Zad.52, str.17]

2 Neprekidnost

2.1. [Zad.2, str.19]

2.2. [Zad.4, str.19]

2.3. [Zad.6, str.19]

2.4. [Zad.28, str.21]

2.5. [Zad.34, str.21]

2.6. [Zad.37, str.21]

3 Parcijalni izvodi

3.1. [Zad.24, str.25]


	
3.2. [Zad.25, str.25]

3.3. [Nije iz Zbirke]

Odrediti f x i fy za funkciju f : (x, y) 7 xy2ex2+y4

3.4. [Zad.11, str.24]

3.5. [Zad.18, str.24]

3.6. [Zad.34, str.26]

3.7. [Zad.30, str.25]

4 Diferencijabilnost

4.1. [Zad.43, str.27]

4.2. [Zad.46, str.27]

4.3. [Zad.49, str.28]

4.4. [Zad.55, str.28]

4.5. [Zad.63, str.28]

5 Izvodi implicitne funkcije

5.1. [Zad.66, str.29]

5.2. [Zad.70, str.29]

5.3. [Zad.76, str.29]

5.4. [Zad.2, str.68 (Pr.10 - za SR)]

5.5. [Zad.80, str.30]


	
6 Izvod u smeru datog vektora

6.1. [Zad.86, str.31]

6.2. [Zad.88, str.32]

6.3. [Zad.81, str.31]

7 Tangentna ravan i normala povrxi

7.1. [Zad.96, str.32]

8 Parcijalni izvodi vixeg reda

8.1. [Zad.2, str.34]

8.2. [Zad.6, str.34]

8.3. [Nije iz Zbirke]

Ispitati da li postoji f xy(0, 0) za funkciju

f : (x, y) 7

2xy

x2 + y2, (x, y(6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

8.4. [Zad.21, str.35]

9 Tejlorov polinom

9.1. [Zad.27, str.36]

9.2. [Zad.30, str.36]

9.3. [Zad.31, str.36]

9.4. [Zad.32, str.36]


	
10 Lokalni ekstremumi

10.1. [Zad.28, str.39]

10.2. [Zad.30, str.39]

10.3. [Nije iz Zbirke]

Da li funkcija f : (x, y) 7 x2 y2 ima lokalnih ekstremuma?

10.4. [Nije iz Zbirke]

Da li funkcija f : (x, y) 7 |x|+ y2 ima lokalnih ekstremuma?

10.5. [Zad.4, str.38]

10.6. [Zad.15, str.38]

10.7. [Zad.35, str.39]

10.8. [Zad.39, str.40]

10.9. [Nije iz Zbirke]

Odrediti sve LE funkcije

f : (x, y, z) 7 xyz + 1x+

1

y+

1

z

10.10. [Nije iz Zbirke]

Odrediti sve LE funkcije

f : (x, y, z) 7 xyz(4 x y z)

11 Uslovni ekstremumi

11.1. [Zad.49, str.40]

11.2. [Nije iz Zbirke ( Kolokvijum, 2007) ]

f(x, y) = x2 + y2 2xy, (x, y) = 3x2 + y2 12

11.3. [Zad.61, str.41]


	
11.4. [Nije iz Zbirke]

f(x, y, z) = x+ z, x2 + y2 + z2 = 1

11.5. [Zad.59, str.41]

11.6. [Zad.63, str.41]

11.7. [Zad.62, str.41]

11.8. [Zad.65, str.41]

11.9. [Nije iz Zbirke]

f(x, y, z) = x+ 2y + z, 2x2 + y2 z2 = 2, y2 + z2 = 2

11.10. [Nije iz Zbirke]

Ispitati da li funkcija f(x, y, z) 7 xy + yz ima u taqki A(1, 1,
1) lokalni uslovniekstremum pri uslovima x2 + y2 = 2 i y + z =
2.

12 Apsolutni ekstremumi na oblasti

12.1. [Zad.81, str.42]

12.2. [Nije iz Zbirke]

f : (x, y) 7 ex2y2(2x2 + 3y2), D = {(x, y) | x2 + y2 4}

12.3. [Nije iz Zbirke]

f(x, y) = xy x2y 12xy2, D = {(x, y) : 0 x 1, 0 y 2}

12.4. [Nije iz Zbirke]

f(x, y) = x2 xy + y2, D = {(x, y) ; |x|+ |y| 1}

12.5. [Zad.84, str.42]

12.6. [Nije iz Zbirke]

f(x, y) = sinx+ sin y sin(x+ y), D = {(x, y) : x 0, y 0, x+ y
2}


	
R E X E A

1.1. Prvo rexee.

|f(x, y) 0| = |(x+ y) sin 1xsin

1

y| |x+ y| |x|+ |y| 2 =

Drugo rexee.

Ako (xn, yn) (0, 0) kada n, onda

|f(xn, yn)| =

(xn + yn) sin1

xnsin

1

yn

|xn + yn| |xn + |yn| 0

|f(xn, yn)| 0 = f(xn, yn) 0 kada n

1.2. Za > 0 uzmimo C() =2

.

Ako je d((x, y), (0, 0)) > C, tada je

|f(x, y) 2| = |x+ y|x2 + y2

|x|x2 + y2

+|y|

x2 + y2 2d((x, y), (0, 0))

0

1, x < 0

f(0,y) f(0, 0)y

=

(y)2

y=|y|y

=

{

1, y > 0

1, y < 0

3.3.f x = y

2ex2+y4 + xy2ex

2+y4 2x = y2(1 + 2x2)ex2+y4

f y = 2xyex2+y4 + xy2ex

2+y4 4y3 = 2xy(1 + 2y4)ex2+y4

3.4.

f x =1

1 + y2/x2 y

(

1x2

)

= yx2 + y2

f y =1

1 + y2/x2 1x=

x2

x2 + y2 1x=

x

x2 + y2

3.5.f x = y

z xyz1

f y = xyz lnx zyz1

f z = xyz lnx yz ln y

3.6.

f x = y + g 1y, f y = x+ g

(

xy2

)

xf x + yfy = xy +

x

yg + xy x

yg = 2xy

3.7.f x = yx

y1yx + xyyx ln y =y

xf + f ln y

f y = xy lnx yx + xy xyx1 = f lnx+ x

yf


	
xf x + yfy = yf + xf ln y + yf lnx+ xf

= f(x+ y + x ln y + y lnx)

= f(x+ y + ln yx + lnxy)

= f(x+ y + ln f)

4.1. Za xy > 0 je f(x, y) =xy, pa je

f x(x, y) =1

2xy y = 1

2

y

x.

f x nema graniqnu vrednost u (0, 0), pa nije neprekidna u (0,
0)

Ne moe se zakuqiti da je f diferencijabilna u (0, 0)

f x(0, 0) = limx0

f(x, 0) f(0, 0)x

= limx0

0

x= 0

f y(0, 0) = limy0

f(0,y) f(0, 0)y

= limy0

0

y= 0

Po definiciji, f je diferencijabilna u (0, 0) ako je

f(0, 0) = f x(0, 0)x+ fy(0, 0)y + o(

x2 +y2)

= o(

x2 +y2)

odnosno akof(0, 0)

x2 +y2 0, (x,y) (0, 0)

Meutim,

f(0, 0)

x2 +y2=

xy

x2 +y2=

{

0, x = 0 i y > 0

1/2, x = y > 0

Dakle, f nije diferencijabilna u (0, 0).

4.2.

f x(x, y) =2xy(x2 + y2) x2y 2x

(x2 + y2)2=

2xy3

(x2 + y2)2

f y(x, y) =x2(x2 + y2) x2y 2y

(x2 + y2)2=x4 x2y2

(x2 + y2)2

U taqki (x, y) 6= (0, 0) funkcije f x i f y su neprekidne, pa je
f u toj taqki diferenci-jabilna

Kako je

f x(x, y) =2xy3

(x2 + y2)2=

{

0, x = 0 i y 6= 01/2, x = y 6= 0

funkcija f x u (0, 0) nema graniqnu vrednost, pa se ne moe
zakuqiti da je f diferenci-jabilna u (0, 0)

f x(0, 0) = limx0

f(x, 0) f(0, 0)x

= limx0

0

x= 0


	
f y(0, 0) = limy0

f(0,y) f(0, 0)y

= limy0

0

y= 0

Po definiciji, f je diferencijabilna u (0, 0) ako je

f(0, 0) = f x(0, 0)x+ fy(0, 0)y + o(

x2 +y2)

= o(

x2 +y2)

odnosno akof(0, 0)

x2 +y2 0, (x,y) (0, 0)

Meutim,

f(0, 0)

x2 +y2=

x2y

(x2 +y2)

x2 +y2=

{

0, x = 0 i y > 0

1/22, x = y > 0

Dakle, f nije diferencijabilna u (0, 0).

4.3.f x = 3(x

2 + y2)2 2x, f y = 3(x2 + y2)2 2y

df(x, y) = 6x(x2 + y2)dx+ 6y(x2 + y2)dy

Drugo rexee.

Ako je f(x, y) = g(x, y)3, gde je g funkcija (x, y) 7 x2 + y2,
tada je

df(x, y) = 3g2dg = 3g2d(x2 + y2) = 6g(x, y)(xdx+ ydy)

4.4. Ako je f =g, tada je

df =1

2gdg =

1

2gd(x2 + y2 + z2) =

xdx+ ydy + zdz

x2 + y2 + z2

4.5. Ako je f(x, y) =

(1 + x)3 + (2 + y)3, onda je dati izraz jednak f(x,y) za x =
0.02i y = 0.03

Iz

f x =3(1 + x)2

2

(1 + x)3 + (2 + y)3, f y =

3(2 + y)2

2

(1 + x)3 + (2 + y)3

dobijamo f x(0, 0) = 1/2 i fy(0, 0) = 2, pa je

f(x,y) f(0, 0) + df(0, 0) = 3 + 12x+ 2y = 3 + 0.01 0.06

Dati izraz je priblino jednak 2.95

5.1.

F (x, y) = x2 ln y y2 lnx, F x = 2x ln y y2

x, F y =

x2

y 2y lnx

y = Fx

F y= 2x ln y y

2/x

x2/y 2y lnx=y3 2xy ln yx3 2xy lnx

Drugo rexee.


	
diferenciraem jednakosti x2 ln y y2 lnx = 0 po x dobijamo

2x ln y +x2

y y 2y y lnx y2 1

x= 0

y(

x2

y 2y lnx

)

=y2

x 2x ln y

Tree rexee.

Primenom diferencijala na levu i desnu stranu jednakosti x2 ln
yy2 lnx = 0 dobijamo

2xdx ln y + x2dy

y 2ydy lnx y2 dx

x= 0

dy

(

x2

y 2y lnx

)

=

(

y2

x 2x ln y

)

dx

pa je y =dy

dx

5.2.F x = z

2 2xy + 2, F y = x2 + 2yz 1, F z = 2zx+ y2

Kako je z(0, 1) = 1, to je

zx = F x(0, 1, 1)

F z(0, 1, 1)= 1 0 + 2

1= 3

zy = F y(0, 1, 1)

F z(0, 1, 1)= 0 + 2 1 1 1

1= 1

5.3. Diferenciaem po x dobijamo

1 = zxG+ zGy

zxz2

, z = zzxG yzxG

odakle je

zx =z

zG yG

Diferenciraem po y dobijamo

0 = zyG+ zG z yz

y

z2, (yG zG)zy = Gz

odakle je

zy =zG

yG zGZamenom zx i z

y imamo

xzx + yzy =

xz

zG yG+

yzG

yG zG

=zx yzG

zG yG

=z zG yzG

zG yG= z

Drugo rexee.


	
Iz date jednakosti imamo

dx = Gdz + zdG = Gdz + zGd(y

z

)

= Gdz + zGzdy ydz

z2

= Gdz +Gdy G yzdz

Iz poslede jednakosti sledi

zdx zGdy = (zG yG)dz

odnosnoz

zG yGdx+

zG

zG yGdy = dz

Prema tome,

zx =z

zG yG, zy =

zG

yG zGDae isto kao u prvom rexeu

Trei naqin.

F (x, y, z) = x zG(y

z

)

, zx = F xF z, zy =

F yF z

gde je

F x = 1, Fy = zG

1

z= G, F z = G zGy

1z2

=zG+ yG

z

5.4. Neka jeF (x, y, z) = G(x+ y + z

u

, 2xz + y2

v

) = 0

Tada jeF x = G

u ux +Gv vx = Gu + 2zGv

F y = Gu uy +Gv vy = Gu + 2yGv

F z = Gu uz +Gv vz = Gu + 2xGv

pa je

zx = F xF z

= Gu + 2zG

v

Gu + 2xGv

zy = F yF z

= Gu + 2yG

v

Gu + 2xGv

(y x)zx + (x z)zy =(x y)(Gu + 2zGv) + (z x)(Gu + 2yGv)

Gu + 2xGv

=Gu(z y) + 2xGv(z y)

Gu + 2xGv

= z y

Drugi naqin.

Iz G(u, v) = 0 sledi dG(u, v) = 0, odnosno Gudu+Gvdv = 0. Kako
je

du = dx+ dy + dz, dv = 2xdz + 2zdx+ 2ydy


	
to je(Gu + 2zG

v)dx+ (G

u + 2yG

v)dy = (Gu + 2xGv)dz

pa je

zx = Gu + 2zG

v

Gu + 2xGv

, zy = Gu + 2yG

v

Gu + 2xGv

Dae isto kao u prvom rexeu.

5.5. Diferenciraem datih jednakosti po x dobijamo

y + uxv + uvx = 0, v + v

x yux = 0

Za taqku (1,1) imamo sistem

2ux + vx = 1, u

x + v

x = 2

iz kojeg sledi ux(1,1) = 3 i vx(1,1) = 5.

Diferenciraem datih jednakosti po y dobijamo

x+ uyv + uvy = 0, v

y u yuy = 0

Za taqku (1,1) imamo sistem

2uy + vy = 1, uy + vy = 1

iz kojeg sledi uy = 2 i vy = 3. Dakle,

du(1,1) = uxdx+ uydy = 3dx 2dy

dv(1,1) = vxdx+ vydy = 5dx+ 3dy

6.1.

f(0 + tlx, 0 + tly) f(0, 0)t

=f(tlx, tly) 0

t=

|t2l2x t2l2y|

t

=

t2|l2x l2y|

t=|t|t

|l2x l2y|

f ~l (0, 0) postoji ako je

|l2x l2y| = 0, odnosno l2x = l2y

f ~l (0, 0) postoji u pravcima y = x i y = x

6.2.f(tlx, tly) f(0, 0)

t=

3

t2l2x tly 0t

=3

t3l2xly

t= 3

l2xly

f ~l (0, 0) =3

l2xly

6.3. f je diferencijabilna u R2,AB = (1, 2), |

AB| =

5

f AB

(A) = f(A) l, l = (1/5, 2/5)

f(x, y) = (2x 3y, 2y 3x+ 1)

f(A) = (2 1 3 (1), 2 (1) 3 1 + 1) = (5,4)


	
f AB

(A) = (5,4) (1/5, 2/5) = 5 1

5 4 2

5= 3

5

7.1. xy2 + z3 12

F (x,y,z)

= 0

F x(x, y, z) = y2, F y(x, y, z) = 2xy, F

z(x, y, z) = 3z

2

F x(M) = 4, Fy(M) = 4, F

z(M) = 12, n = (1, 1, 3)

1 (x 1) + 1 (y 2) + 3 (z 2) = 0, x+ y + 3z 9 = 0

x 11

=y 21

=z 23

8.1.

f x =

x2 + y2 x 2x2

x2 + y2

x2 + y2=x2 + y2 x2

(x2 + y2)3/2=

y2

(x2 + y2)3/2

f x2 = y2

(

32

)

2x(x2 + y2)5/2

= 3xy2

(x2 + y2)5/2

f xy =2y(x2 + y2)3/2 y2 3

2(x2 + y2)1/2 2y

(x2 + y2)3=

2yx2 y3

(x2 + y2)5/2

f y = x

(

12

)

2y

(x2 + y2)3/2= xy

(x2 + y2)3/2

f y2 =x(x2 + y2)3/2 xy 3

2(x2 + y2)1/2 2y

(x2 + y2)3=

2xy2 x3

(x2 + y2)5/2

8.2.

f x =1

1 +

(

x+ y

1 xy

)2 1 xy (x+ y)(y)

(1 xy)2

=1 + y2

(1 xy)2 + (x+ y)2=

1 + y2

(1 + x2)(1 + y2)=

1

1 + x2

f x2 = 2x

(1 + x2)2, f y2 =

2y

(1 + y2)2, f xy = 0

8.3.

f x =2y(x2 + y2) 2xy 2x

(x2 + y2)2=

2y3 2x2y(x2 + y2)2

f x(0, 0) = limx0

f(x, 0) f(0, 0)x

= 0, f y(0, 0) = limy0

f(0,y) f(0, 0)y

= 0

f xy(0, 0) = limy0

f x(0,y) f x(0, 0y

= limy0

2y3

y4 0

y= lim

y0

2

y2= +

8.4.f x = 3x

2y3 6xy + 3y2, f y = 3x3y2 3x2 + 6xy


	
f x2 = 6xy3, f x2 = 6xy

3 6y, f xy = 9x2y2 6x+ 6y

f x3 = 6y3, f x2y = 18xy

2 6, f xy2 = 18x2y + 6

f y2 = 6x3y + 6x, f y3 = 6x

3

d2f = (6xy3 6y)dx2 + 2(9x2y2 6x+ 6y)dxdy + (6x3y + 6x)dy2

d3f = 6y3dx3 + 3(18xy2 6)dx2dy + 3(18x2y + 6)dxdy62 + 6x3dy3

9.1.

T2(x, y) = f(A) + df(A) +1

2d2f(A)

f x = yxy1, f x2 = y(y 1)xy2, f xy = xy1 + yxy1 lnx,

f y2 = xy lnx, f y2 = x

y ln2 x

f(A) = f x(A) = fxy(A) = 1, f

x2(A) = f

y(a) = f

y2(A) = 0

T2(x, y) = 1 +x+1

2 2xy = 1 + x 1 + (x 1)(y 1) = 1 y + xy

Dakle, u okolini taqke A je xy 1 y + xy.

9.2.

M2(x, y) = f(0, 0) + df(0, 0) +1

2d2f(0, 0), f(0, 0) = arctan 1 =

4

f x =1

1 +(1 + x+ y)2

(1 x+ y)2

1 x+ y + 1 + x+ y(1 x+ y)2

=2 + 2y

(1 x+ y)2 + (1 + x+ y)2

Za x = 0 i y = 0 imamo f x(0, 0) = 0. Sliqno se dobija

f y(0, 0) = fx2(0, 0) = f

y2(0, 0) = 0, f

xy(0, 0) = 1

T2(x, y) =

4+ 1 dx+ 1

2(0 dx2 + 2(1)dxdy + 0 dy2) =

4+ x xy

9.3. Za t = x2 y2 je f(x, y) = (1 + t)1/2 = g(t). Kako je
Maklorenov polinom drugogreda za g dat sa

M2(t) = 1 +1

2t+

(

1/2

2

)

t2 = 1 +1

2t+

1/2(1/2 1)2

t2 = 1 +1

2t 1

8t2,

to je

M4(x, y) = 11

2(x2 + y2) 1

8(x4 + 2x2y2 + y4) = 1 1

2x2 1

2y2 1

8x4 1

8y4 1

4x2y2

Uzimaem veeg stepena za Maklorenov polinom funkcije g dobijamo
stepene x i y veeod 4.

9.4.

T2(x, y) = T2(1 + x, 0 + y) = f(A) + df(A) +1

2d2f(A), f(A) = 1

Diferenciraem date jednakosti po x (po y) dobijamo

2x 2zzx yz xyzx = 0, 2y 2zzy xz xyzy = 0

Za x = 1, y = 0 i z = 1 sledi zx(A) = 1 i zy(A) = 1/2 .


	
Diferenciraem prve dobijene jednakosti po x imamo

2 2zxzx 2zzx2 yzx yzx xyzx2 = 0

U taqki A je 2 2 2zx2 = 0, pa je zx2(z) = 0 .

Diferenciraem iste jednakosti po y imamo

2zyzx 2zzxy z yzy xzx xyzxy = 0

U taqki A je 1 2zxy 1 1 = 0, pa je zxy(A) = 1/2 .

Diferenciraem druge dobijene jednakosti po y imamo

2 2zyzy 2zzy2 xzy xzy xyzy2 = 0

U taqki A je 2 1/2 2 zy2 + 1/2 + 1/2 = 0, pa je zy2(A) = 5/4

T2(x, y) = z(A) + dz(A) +1

2d2z(A)

= z(A) + zxdx+ zydy +

1

2(zx2(A)dx

2 + 2zxy(A)dxdy + zy2(A)dy

2)

= 1 dx+ 12dy +

1

2

(

0 2 12dxdy +

5

4dy2)

= 1x+ 12y 1

2xy +

5

8(y)2

= 1 (x+ 1) + 12y 1

2(x+ 1)y +

5

8y2

= x 12xy +

5

8y2

10.1.

f(x, 0) = x3

{

> 0, x > 0

< 0, x < 0, f(0, 0) = 0

Kako je f(x, 0) > f(0, 0) za x > 0 i f(x, 0) < f(0, 0)
funkcija f nema lokalno ekstremum utaqki (0, 0).

10.2. f(x, 0) = 2x2 > 0 = f(0, 0) - po x osi je lokalni
minimum

f(0, y) = y4 > f(0, 0) - po y osi je lokalni minimum

A po pravoj y = kx? Ako je f(x, kx) = 2x2 3k2x3 + k4x4 = (x),
tada je (0) = (0) = 0i (0) = 4 > 0, pa f po svakoj pravoj y = kx
ima lokalni minimum u (0, 0).

Ali, zbog

f(2y2/3, y) = 2 49y4 3 2

3y2 y2 + y4 = 1

9y4 < 0 = f(0, 0)

funkcija f nema lokalni ekstremum u (0, 0).

10.3. f diferencijabilna u R2, df(x, y) = (2x,2y)

df(x, y) = 0 samo u taqki (0, 0)

Jedina stacionarna taqka je (0, 0)

Meutim, taqka (0, 0) nije taqka lokalnog ekstremuma, jer je f(x,
0) > 0 i f(0, y) < 0.


	
10.4. f x ne postoji u taqkama (0, y) - to su kritiqne taqke

f y(x, y) = 2y, fy = 0 u taqkama (x, 0). Kako je f

x(x, 0) = 1 za x > 0 i f

x(x, 0) = 1 < 0 za

x < 0, jedina stacionarna taqka je (0, 0).

U kritiqnim taqkama postoji f y, pri qemu je fy 6= 0 za y 6=
0

Dakle, ostaje samo taqka (0, 0) za mogui LE

Iz f(0, 0) = 0 i f(x, y) > 0 za (x, y) 6= (0, 0) sledi da je
u (0, 0) lokalni minimum.

10.5. f x = 3x2 3, f y = 6y2 + 6

Za stacionarne taqke 3x2 3 = 0, 6y2 + 6 = 0; x2 = y2 = 1

Stacionarne taqke su A(1, 1), B(1,1), C(1, 1), D(1,1).

Da li su u ima LE? f x2 = 6x, fxy = 0, f

y2 = 12y

U taqki A: d2f = 6dx2 12dy2 mea znak | nema LE

U taqki B: d2f = 6dx2 + 12dy2 > 0 (za dx2 + dy2 6= 0) |
min

U taqki C: d2f = 6dx2 12dy2 < 0 (za dx2 + dy2 6= 0) | max

U taqki D: d2f = 6dx2 + 12dy2 mea znak | nema LE

Dakle, fmin = f(B) = 6, fmax = f(C) = 6

10.6.f x = 2xe

x2y2(1 x2 2y2), f y = 2yex2y2(2 x2 2y2)

Stacionarne taqke ?x(1 x2 2y2) = 0, y(2 x2 2y2) = 0

1. x = 0, y = 0 { A(0, 0)

2. x = 0, 2 x2 2y2 = 0 { B(0, 1), C(0,1)

3. 1 x2 2y2 = 0, y = 0 { D(1, 0), E(1, 0)

Dovoni uslovi ?

f(A) = 0, f(P ) > 0 za P 6= A { f u A ima lokalni minimum

B,C,D,E ?

f x2 = 2ex2y2(1 5x2 2y2 + 2x4 + 4x2y2)

f xy = 4xyex2y2(3 + x2 + 2y2)

f y2 = 2ex2y2(2 10y2 x2 + 2x2y2 + 4y4)

B,C : a = f x2 = 2e1, b = f x2 = 0, c = f y2 = 8e1

ac b2 = 16e2 > 0, a < 0 | fmax = f(B) = f(C) = 2/e

D,E : a = f x2 = 4e1, b = f x2 = 0, c = f y2 = 2e1

ac b2 = 8e2 < 0 | f nema LE u D i E

10.7. Neka je

F (x, y, z) = 5x2 + 5y2 + 5z2 2xy 2xz 2yz 72

zx = F xF z

= 10x 2y 2z10z 2x 2y

= 5x y z5z x y


	
zy = F yF z

= 10y 2x 2z10z 2x 2y

= 5y x z5z x y

Iz sistema5x y z = 0, 5y x z = 0, F (x, y, z) = 0

dobijamo: y = x (oduzimaem prve dve), z = 4x, x = 1 (iz F =
0)

Stacionarne taqke su: A(1, 1) (sa z(A) = 4) i B(1,1) (sa z(B) =
4)

Da li su u A i B LE?

zx2 = (5 zx)(5z x y)

=0 (A),(B)

(5x y z)(5zx 1)(5z x y)2

zx2(A) = 5(20 1 1)

182= 5

18, zx2(B) =

5(20 + 1 + 1)182

=5

18

zxy = (1 zy)(5z x y)

=0 (A),(B)

(5x y z)(5zy 1)(5z x y)2

zxy(A) = 1 18182

=1

18= zyx(A), z

xy(B) = z

yx(B) =

1

18

zy2 = (5 zy)(5z x y)

=0 (A),(B)

(5y x z)(5zy 1)(5z x y)2

zy2(A) = 5 18182

= 518, zy2(B) =

5 (18)182

=5

18

A : ac b2 = 52/182 1/182 = 24/182 > 0, a = 5/18 < 0 |{
fmax = f(A) = 4

B : ac b2 = 52/182 (1)2/182 = 24/182 > 0, a = 5/18 > 0 |{
fmin = f(B) = 4

10.8.f x = 4x y + 2z, f y = x 1 + 3y2, f z = 2x+ 2z

Za stacionarne taqke:x+ z = 0, 3y2 = x+ 1, y = 4x+ 2z

z = x, y = 4x 2x = 2x, 3 4x2 = x+ 1, 12x2 x 1 = 0, x1 =1

3, x2 =

1

4

Stacionarne taqke su: A(1/3, 2/3,1/3) i B(1/4,1/2, 1/4)

Da li su u ima LE ?

f x2 = 4, fxy = f

yx = 1, f xz = f zx = 2, f y2 = 6y, f yz = f y2 = 0, f z2 =
2

U taqki A :

M =

4 1 21 4 02 0 2

, m1 = 4, m2 = 15, m3 = 14

Dakle, fmin = f(A)

U taqki B :

M =

4 1 21 3 02 0 2

, m1 = 4, m2 = 13

Dakle, funkcija f u taqki B nema LE. Iz

d2f(B) =

{

4dx2, dy = dz = 0, dx 6= 03dy2, dx = dz = 0, dy 6= 0


	
vidimo da d2f(B) zaista mea znak.

10.9.

f x = yz 1

x2, f y = xz

1

y2, f z = xy

1

z2

Za stacionarne taqke

yz =1

x2, xz =

1

y2, xy =

1

z2

x xyz = y xyz = z xyz, x = y = z, x4 = 1, x1 = 1, x2 = 1

Stacionarne taqke: A(1, 1, 1) i B(1,1,1)

f x2 =2

x3, f y2 =

2

y3, f z2 =

2

z3, f xy = z, f

xz = y, f

yz = x

U taqki A :

M =

2 1 11 2 11 1 2

, m1 = 2, m2 = 3, m3 = 4.

Dakle, fmin = f(A)

U taqki B :

M =

2 1 11 2 11 1 2

, m1 = 2, m2 = 3, m3 = 4

Dakle, fmax = f(B)

10.10.

f x = yz(4 x y z) xyz, f y = xz(4 x y z) xyz, f z = xy(4 x y z)
xyz

Stac. t.: A(0, 0, 0) i B(1, 1, 1)

Dovoni uslovi

f x2 = 2yz, f y2 = 2xz, f z = 2xy, f xy = z(4 2x 2y z)

f yz = x(4 x 2y 2z), f xz = y(4 2x y 2z)

U taqki A je d2f(A) = 0. Kako znak priraxtaja f(A) = x y z (4 x
y z)moe da bude i + i , funkcija u taqki A nema LE

U taqki B je

M =

2 1 11 2 11 1 2

Kako je m1 = 2 < 0, m2 = 3 > 0, m3 = 4 < 0, funkcija u
taqki B ima lokalni maksimum.

11.1.F (x, y, ) = xy + (x2 + y2 2)

F x = y + 2x, Fy = x+ 2y

y + 2x = 0

x+ 2y = 0

x2 + y2 = 2

2x = y2y = xx2 + y2 = 2


	
Poxto je xy 6= 0 (u protivnom x = y = 0, xto ne moe zbog x2 + y2
= 2), to je x2 = y2, pa jex2 = 1.

Za y = x je = 1/2, a za y = x je = 1/2.

Stacionarne taqke su: A(1, 1), B(1,1), C(1, 1), D(1,1) za f
,

odnosno A(1, 1,.5), B(1,1, .5), C(1, 1, .5), D(1,1,.5) za F

Provera dovonog uslova za LUE

F x2 = 2, Fxy = 1, F

y2 = 2, d

2F (x, y) = 2dx2 + 2dxdy + 2dy2

U taqkama A i D je

d2F (A) = d2F (D) = dx2 + 2dxdy dy2 = (dx dy)2 0

iz qega se ne moe zakuqiti o LE. Ali iz x2 + y2 = 2 sledi 2xdx+
2ydy = 0, dx+ dy = 0,dy = dx 6= 0, pa je d2F (A) = d2F (D) = 4dx2
< 0 { lokalni maksimum

f pri = 0 u A i D ima lokalni uslovni maksimum

U taqkama B i C je

d2F (B) = d2F (C) = dx2 + 2dxdy + dy2 = (dx+ dy)2 0

iz qega se ne moe zakuqiti o LE. Ali iz x2 + y2 = 2 sledi 2xdx+
2ydy = 0, dx dy = 0,dy = dx 6= 0, pa je d2F (B) = d2F (C) = 4dx2
> 0 { lokalni minimum

f pri = 0 u B i C ima lokalni uslovni minimum

11.2.F = f + = x2 + y2 2xy + (3x2 + y2 12)

F x(x, y) = 2x 2y + 6x, F y(x, y) = 2y 2x+ 2y

Iz F x = 0, Fy = 0, = 0 imamo sistem

x y + 3x = 0, y x+ y = 0, 3x2 + y2 = 12

Sabiraem prve dve jednaqine dobijamo (3x+ y) = 0

Za = 0 je x = y, x2 = 3

ST: A(3,3, 0) i B(

3,3, 0)

Za 3x+ y = 0 je y = 3x, x2 = 1, = 4/3,

ST: C(1,3,4/3) i D(1, 3,4/3)

Dovoni uslovi za LUE

F x2(x, y) = 2 + 6, Fxy(x, y) = 2, F y2(x, y) = 2 + 2

d = 6xdx+ 2ydy, d(A) = 63dx+ 2

3dy, d(C) = 6dx 2 3dy

Za taqke A i B je dy = 3dx, pa je za dx 6= 0

d2F (A) = d2F (B) = 2(dx2 2dxdy + dy2) = 2(dx dy)2 = 32dx2 >
0

f pri = 0 ima u taqkama A(3,3) i B(

3,3) lokalni minimum jednak 0

Za taqke C i D je dy = dx, pa je za dx 6= 0

d2F (C) = d2F (Dast) = 6dx2 4dxdy 23dy2 = 32

3dx2 < 0

f pri = 0 ima u taqkama C(1,3) i D(1, 3) lokalni maksimum jednak
16


	
11.3.F (x, y, z, ) = 3x2 + 3y2 + z2 + (x+ y + z 1)

F x = 6x+ , Fy = 6y + , F

z = 2z +

Iz sistema6x+ = 0, 6y + = 0, 2z + = 0, x+ y + z = 1

sledi 6= 0, y = x, z = 3x, x+ x+ 3x = 1, x = 1/5

ST: A(1/5, 1/5, 3/5), = 6/5 (za f), A(1/5, 1/5, 3/5,6/5) (za F
)

F x2 = Fy2 = 6, F

z2 = 2, F

xy = F

yz = F

xz = 0, d

2F (A) = 6dx2 + 6dy2 + 2dz2 > 0

fmin = f(A) = 3 1

52+ 3 1

52+ 9 1

52=

15

52=

3

5

11.4.F (x, y, z, ) = x+ z + (x2 + y2 + z2 1)

F x = 1 + 2x, Fy = 2y, F

z = 1 + 2z

Iz sistema F x = 0, Fy = 0, F

z = 0, x

2 + y2 + z2 = 1 sledi

6= 0, y = 0, x = z, 2x2 = 1, x = 12

Stac. t.: A

(

12, 0,

12,

2

2

)

i B

(

12, 0, 1

2,2

2

)

Dovoni uslovi za LUE

F x2 = Fy2 = F

z2 = 2, F xy = F yz = F xz = 0

d2F = 2(dx2 + dy2 + dz2)

d2F (A) < 0 pa je u taqki A

(

12, 0,

12

)

uslovni lokalni maksimum

d2F (B) > 0 pa je u taqki B

(

12, 0, 1

2

)

uslovni lokalni minimum

11.5.F (x, y, z, ) = 2x+ y 2z + (x2 + y2 + z2 36)

F x = 2 + 2x, Fy = 1 + 2y, F

z = 2 + 2z

Iz sistema1 + x = 0, 1 + 2y = 0, 1 + z = 0, x2 + y2 + z2 =
36

sledi 6= 0, x = z, x = z, z = 2y, 4y2 + y2 + 4y2 = 36, y2 = 4, y
= 2

ST: A(4, 2,4) ( = 1/4) i B(4,2, 4) ( = 1/4)

Dovoni uslovi za LUE

F x2 = Fy2 = F

z2 = 2, F

xy = F

yz = F

xz = 0

d2F (A) = 12(dx2 + dy2 + dz2) < 0, max


	
d2F (B) =1

2(dx2 + dy2 + dz2) < 0, min

f pri = 0 u taqki A ima lokalni uslovni maksimum

f pri = 0 u taqki B ima lokalni uslovni minimum

11.6.

F (x, y, z, ) = x+ y + z +

(

1

x+

1

y+

1

z 1)

= f +

F x = 1

x2, F y = 1

y2, F z = 1

z2

Iz F x = Fy = F

z = 0 sledi x

2 = y2 = z2.

Za x = y = z iz = 0 dobija se x = 3. Stacionarna taqka je A(3,
3, 3) sa = 9.

Za x = y = z iz = 0 dobija se x = 1. Stacionarna taqka je B(1,
1,1) sa = 1.

Za x = z = y dobija se stacionarna taqka C(1,1, 1), a za x = y =
z dobija sestacionarna taqka D(1, 1, 1).

Provera dovonog uslova za LUE

F x2 =2

x3, F y2 =

2

y3, F z2 =

2

z3, F xy = F

xz = F

yz = 0

U taqki A je d2F (A) =2

3(dx2 + dy2 + dz2) > 0, pa

funkcija f u taqki A ima lokalni uslovni minimum, fmin = F (A) =
9

U taqki B je d2F (B) = 2(dx2+ dy2 dz2). Iz uslova = 0 sledi
dxx2

+dy

y2+dz

z2= 0, xto

za taqku B daje dz = dx dy, odnosno dz2 = dx2 + dy2 + 2dxdy.
Zamenom u d2F dobijamo

d2F (B) = 4dxdy

{

< 0, dx = dy 6= 0> 0, dy = dx 6= 0

Prema tome, u taqki B nije lokalni uslovni ekstremum.

Sliqno se pokazuje da i u taqkama C i D nije LUE.

11.7.F (x, y, z, ) = xy + 2xz + 2yz + (xyz 4)

F x + y + 2z + yz, Fy = x+ 2z + xz, F

z = 2x+ 2y + xy

Sistem za ST

y + 2z + yz = 0

x+ 2z + xz = 0

2x+ 2y + xy = 0

xyz = 4

xy + 2zx+ 4 = 0

xy + 2zy + 4 = 0

2xz + 2yz + 4 = 0

xyz = 4

Iz prve dve jed. je y = x, a iz druge i tree jed. je y = 2z. Iz
qetvrte jed. sledi z = 1.

ST: A(2, 2, 1) sa = 2

Dovoni uslovi za LUE

F x2 = Fy2 = F

z2 = 0, F

xy = 1 + z, F

xz = 2 + y, F

yz = 2 + x

yzdx+ zxdy + xydz = 0, 2dx+ 2dy + 4dz = 0, 2dz = dx dy = (dx+
dy)


	
d2F (A) = 2((1 2)dxdy + (2 4)dxdz + (2 4)dydz)= 2(dxdy 2dxdz
2dydz)= 2(dxdy 2z(dx+ dy))= 2(dxdy + (dx+ dy)2)= dx2 + dy2 + (dx+
dy)2 > 0

za dx2 + dy2 6= 0.

f pri uslovu xyz = 4 ima u taqki A lokalni uslovni minimum

11.8.F (x, y, z, ) = xyz + (x2 + y2 + z2 3)

F x = yz + 2x, Fy = xz + 2y, F

z = xy + 2z

Sistem za ST

yz + 2x = 0

xz + 2y = 0

xy + 2z = 0

x2 + y2 + z2 = 3

xyz + 2x2 = 0

yxz + 2y2 = 0

zxy + 2z2 = 0

x2 + y2 + z2 = 3

Sledi x2 = y2 = z2 = 1 xto daje 8 ST

Za = 1/2 ST: A(1, 1, 1), C(1,1,1), D(1, 1,1), E(1,1, 1)

Za = 1/2 ST: B(1,1,1), F (1, 1, 1), G(1,1, 1), H(1, 1,1)

Dovoni uslovi

F x2 = Fy2 = F

z2 = 2, F

xy = z, F

xz = y, F

yz = x

d2F = 2(dx2 + dy2 + dz2) + 2zdxdy + 2ydxdz + 2xdydz

U taqki A je dx+ dy + dz = 0, pa je

d2F (A) = dx2 dy2 dz2 + 2dxdy + 2dxdz + 2dydz= (dx dy)2 dz2 +
2(dx+ dy)dz= (dx dy)2 dz2 2(dx+ dy)2 < 0

f u taqki A ima lokalni uslovni maksimum, fmax = f(A) = 1

U taqki C je dx = dy + dz = 0, pa je

d2F (C) = dx2 dy2 dz2 2dxdy 2dxdz + 2dydz= (dx dy)2 dz2 2(dy +
dz)2 < 0

f u taqki C ima lokalni uslovni maksimum, fmax = f(A) = 1

Sliqno vai i taqkama D i E

U taqki B je dx+ dy + dz = 0, pa je

d2F (B) = dx2 + dy2 + dz2 2dxdy 2dxdz 2dydz= (dx dy)2 + dz2 +
2(dx+ dy)2 > 0

f u taqki B ima lokalni uslovni minimum, fmin = f(B) = 1

Sliqno vai i taqkama F , G i H


	
11.9.

F = f + + , (x, y, z) = 2x2 + y2 z2 2, (x, y, z) = y2 + z2 2

F (x, y, z, , ) = x+ 2y + z + (2x2 + y2 z2 2) + (y2 + z2 2)

Sistem za ST

1 + 4x = 0, 2 + 2y + 2y = 0, 1 2z + 2z = 0, = 0, = 0

Iz prve tri jednaqine sledi

6= 0, + 6= 0, 6= 0, x = 14, y = 1

+ , z =

1

2( )

Iz = 0 i = 0 sledi x2 = z2, pri qemu x = z ne moe jer bi tada
bilo + = 0 (izprethodnih izraza za x i z).

Dakle, x = z xto povlaqi = 3, odnosno y = x.

ST: A(1, 1, 1) sa = 1/4, = 3/4

i B(1,1,1) sa = 1/4 i = 3/4

Dovoni uslovi za LUE

d2F = 4dx2 + 2(+ )dy2 + 2( )dz2

d2F (1, 1, 1,1/4,3/4) = dx2 2dy2 dz2 < 0, min

d2F (1,1,1, 1/4, 3/4) = dx2 + 2dy2 + dz2 < 0, max

Ove nejednakosti vae i na podprostoru u kojem je

2dx+ dy dz = 0, dy + dz = 0

f pri = 0 i = 0 ima u taqki A lokalni uslovni minimum

f pri = 0 i = 0 ima u taqki B lokalni uslovni maksimum

11.10.F = f + (x2 + y2 2) + (x+ z 2)

Iz sistema za ST za x = y = z dobijamo = 1/2 i = 1.

Dovoni uslovi za LUE

F x2 = Fy2 = 2, F

z2 = F

xz = 0, F

xy = F

yz = 1

d2F (A) = dx2 dy2 + 2dxdy + 2dydz

Kako je dz = dy i dx = dy u taqki A, to je

d2F (A) = (dx dy)2 + 2dydz = 4dy2 2dy2 = 6dy2 < 0, max

12.1. Lokalni ekstremumi u unutraxosti oblasti D

f x = 2x, fy = 2y, stac.t. A(0, 0)

Na granici oblasti

F = f + (x2 + y2 2), F x = 2x+ 2x, F y = 2y + 2y


	
Iz sistemax+ x = 0, y + y = 0, x2 + y2 = 4

odnosnox(1 + ) = 0, y( 1) = 0, x2 + y2 = 4

dobijamo

1. x = 0, = 1, y2 = 4, y = 2, B(0, 2) , C(0,2)

2. 1 + = 0, y = 0, x2 = 4, x = 2, D(2, 0) , E(2, 0)

Vrednosti funkcije u izdvojenim taqkama

X A B C D Ef(X) 0 4 4 4 4

maxD

f = f(D) = f(E) = 4, minD

f = f(B) = f(C) = 4

12.2. Lokalni ekstremumi u unutraxosti oblasti D

f x = ex2y2(2x)(2x2 + 3y2) + ex

2y2(4x)

= 2x(2 2x2 3y2)ex2y2

f y = ex2y2(2y)(2x2 + 3y2) + ex

2y2(6y)

= 2y(3 2x2 3y2)ex2y2

x(2 2x2 3y2) = 0, y(3 2x2 3y2) = 0

ST: A(0, 0), B(0, 1), C(0,1), D(1, 0) i E(1, 0)

Na granici oblasti

L = f + (x2 + y2 4)

Lx = 2x(

ex2y2(2 2x2 3y2) +

)

, Ly = 2y(

ex2y2(3 2x2 3y2) +

)

Lx = 0, Ly = 0, x

2 + y2 = 4

ST na krunici: F (0, 2), G(0,2), H(2, 0), I(2, 0)

Vrednosti funkcije u izdvojenim taqkama

X A B C D E F G H If(X) 0 3e1 3e1 2e1 2e1 12e4 12e4 8e4 8e4

maxxD

f(x) = f(B) = f(C) =3

e, min

xD= f(A) = 0.

12.3. Lokalni ekstremumi u unutraxosti oblasti D

f x = y 2xy 1

2y2, f y = x x2 xy

y(1 2x y/2) = 0, x(1 x y) = 0

ST: (0, 0) 6 Int(D), (0, 2) 6 Int(D), (1, 0) 6 Int(D), A(1/3,
2/3)


	
Na granici oblasti D

Za x = 0 je f(0, y) = 0 Za y = 0 je f(x, 0) = 0

Za x = 1 je f(1, y) = 12y2 (opada na [0, 2])

Za y = 2 je f(x, 2) = 2x2 (opada na [0, 1])

Zajedniqke graniqne taqke

B(0, 0) C(0, 1) D(0, 2) E(1, 2)

X A B C D Ef(X) 2/27 0 0 0 2

maxD

f = f(A) =2

27, min

Df = f(E) = 2

12.4. LE unutar oblasti

f x = 2x y, f y = x+ 2y; 2x = y, 2y = x; Stac.t.: A(0, 0)

Na granici y = x+ 1

f(x,x+ 1) = x2 x(x+ 1) + x2 + 1 2x= 3x2 3x+ 1= g(x)

g(x) = 6x 3, Stac.t: B(1/2, 1/2)

Na granici y = x+ 1

f(x, x+ 1) = x2 x(x+ 1) + x2 + 1 + 2x= x2 + x+ 1

= h(x)

h(x) = 2x+ 1, Stac.t: C(1/2, 1/2)

Na granici y = x 1

f(x,x 1) = x2 + x(x+ 1) + x2 + 1 + 2x= 3x2 + 3x+ 1

= u(x)

u(x) = 6x+ 3, Stac.t: D(1/2,1/2)

Na granici y = x 1

f(x, x 1) = x2 x(x 1) + x2 + 1 2x= x2 x+ 1= v(x)

v(x) = 2x 1, Stac.t: E(1/2,1/2)


	
Zajedniqke graniqne taqke

F (1, 0) G(1, 0) H(0, 1) I(0,1)

Vrednosti funkcije u izdvojenim taqkama

X A B C D E F G H If(X) 0 1/4 3/4 1/4 3/4 1 1 1 1

maxD

f = f(F ) = f(G) = f(H) = f(I) = 1, minD

f = f(A) = 0

12.5. Granica oblasti

|y 1| =

{

y 1, y 11 y, y < 1

Za y 1 imamo x 4 (y 1), y x+ 5Za y < 1 imamo x 4 (1 y), y x
3Granica je odreena pravama p1 : y = x+ 5, p2 : y = x 3 i p3 : x =
0Iz x+ 5 = x 3 sledi x = 4, zajedniqka taqka pravih p1 i P2 je (4,
1)

LE u oblasti

f x = 2x 4, f y = 2y, Stac.t.: A(2, 0)

Na granici p3

f(0, y) = y2, B(0, 0)

Na granici p2

f(x, x 3) = x2 + (x 3)2 4x= 2x2 10x+ 9= g(x)

g(x) = 4x 10, C(5/2,1/2)

Na granici p1

f(x,x+ 5) = x2 + (x+ 5)2 4x= 2x2 14x+ 25= h(x)

h(x) = 4x 14, D(7/2, 3/2)

Zajedniqke taqke na granici

E(0,3) F (0, 5) G(4, 1)

Vrednosti funkcije u izdvojenim taqkama

X A B C D E F Gf(X) 4 0 7/2 1/2 9 25 1

maxD

f = f(F ) = 25, minD

f = f(A) = 4

12.6. LE u oblasti


	
f x = cosx cos(x+ y), f y = cos y cos(x+ y)

Iz f x = 0 i fy = 0 sledi

cosx cos y = 0, y = x+ 2k

Zbog 0 < x < 2 dovono je y = x. Tada je

cosx cos 2x = 0, 2x = x+ 2k

Taqke (2k, 2k) ne pripadaju oblasti, a od taqaka (2k/3, 2k/3)
jedino taqka (2/3, 2/3)(za k = 1) pripada oblasti

Dakle, stac. t. je A(2/3, 2/3)

Na granici

f(0, y) = f(x, 0) = f(x, 2 x) = 0

maxD

f = f(A) =33

2

minD

f = f(X) = 0, gde je X bilo koja taqka granice
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