


	
		×
		

	






    
        
            
                
                    
                        
                    
                

                
                    
                        
                    
                

                
                    
                        
                            
							
                        

                    

                

                
                    	
                            Log in
                        
	
                            Upload File
                        


                

            


            
                
                    	
                            Most Popular
                        
	
                            Art & Photos
                        
	
                            Automotive
                        
	
                            Business
                        
	
                            Career
                        
	
                            Design
                        
	
                            Education
                        
	
                            Hi-Tech
                        


                    + Browse for More
                

            

        

    



    
        
            
                
                

                
                	Home
	Documents

	Sveu cili ste J. J. Strossmayera u Osijeku Odjel za...



                




    
        
            
                
                    
                        

                        
                        
                    

                    
                        
						1

58
                        
                    

                    
                        
                        100%
Actual Size
Fit Width
Fit Height
Fit Page
Automatic


                        
                    

					
                

            

            
                
                    
                    
                    
                

                
                    

                    

                    
                        
                         Match case
                         Limit results 1 per page
                        

                        
                        

                    

                

            

            
									
    
        
        

        

        

        
        
            Sveuˇ ciliˇ ste J. J. Strossmayera u Osijeku Odjel za matematiku Dur dica Mirosavljevi´ c Fibonaccijevi brojevi Diplomski rad Osijek, 2011. 
        

        
    






				            

        

    









                
                    Sveu cili ste J. J. Strossmayera u Osijeku Odjel za matematikumdjumic/uploads/diplomski/MIR04.pdfSveu cili ste J. J. Strossmayera u Osijeku Odjel za matematiku Fibonaccijevi brojevi


                    
                                                Download PDF
                        
                        Report
                    

                    
                        	
								Upload

									others
								

							
	
                                View

                                    3
                                

                            
	
                                Download

                                    0
                                

                            


                    

                    
                    
                        
                        
                            
                                    
Facebook

                        

                        
                        
                            
                                    
Twitter

                        

                        
                        
                            
                                    
E-Mail

                        

                        
                        
                            
                                    
LinkedIn

                        

                        
                        
                            
                            
Pinterest

                        

                    


                    
                

                

                    
                    Embed Size (px)
                        344 x 292
429 x 357
514 x 422
599 x 487


                    

                    

                    
                                        Citation preview

                    Page 1
						

Sveuciliste J. J. Strossmayera u Osijeku
 Odjel za matematiku
 Durdica Mirosavljevic
 Fibonaccijevi brojevi
 Diplomski rad
 Osijek, 2011.

Page 2
						

Sveuciliste J. J. Strossmayera u Osijeku
 Odjel za matematiku
 Fibonaccijevi brojevi
 Diplomski rad
 Mentorica:prof.dr.sc. Antoaneta Klobucar
 Osijek, 2011.
 i

Page 3
						

Sadrzaj
 Uvod 1
 1 Tko je Fibonacci 2
 2 Rekurzivne relacije 4
 3 Fibonaccijevi brojevi 7
 3.1 Fibonaccijev niz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
 3.2 Neka jednostavnija svojstva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
 4 Fibonaccijevi brojevi u teoriji brojeva 19
 4.1 Djeljivost Fibonaccijevih brojeva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
 4.2 Verizni razlomci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
 5 Fibonaccijevi brojevi u geometriji 31
 5.1 Zlatni rez . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
 5.2 Grossmanov fraktal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
 5.3 Brojevi u prirodi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
 6 Prisutnost u arhitekturi i umjetnosti 44
 7 Primjeri 48
 Literatura 50
 ii

Page 4
						

Sazetak 52
 Summary 53
 Zivotopis 54
 iii

Page 5
						

Uvod
 Tema diplomskog rada su Fibonaccijevi brojevi. Zadatak je uvesti opcenito u temu, upoznatise s Fibonaccijevim nizom kao rekurzivnom relacijom, pokazati neka zanimljivija svojstva testvarnu prisutnost oko nas kroz primjere. Rad se sastoji od 7 poglavlja.U 1. poglavlju se upoznajemo s matematicarem po kojem su Fibonaccijevi brojevi dobili ime,u 2. poglavlju definiramo matematicku indukciju koju cemo cesto koristiti kasnije u dokazimai rekurzivnu relaciju opcenito uz primjere, u 3. definiramo Fibonaccijev niz kao rekurzivniniz s uvjetom i pokazujemo neka osnovna svojstva niza. U 4. poglavlju upoznajemo se sasvojstvima Fibonaccijevih brojeva detaljnije u teoriji brojeva, u 5. pokazujemo prisutnost ugeometriji i prirodi, u 6. ukratko spominjemo Fibonaccijeve brojeve u arhitekturi i umjetnostite u zadnjem 7. poglavlju predstavljamo 3 jednostavna kombinatorna problema.
 1
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Poglavlje 1
 Tko je Fibonacci
 Leonardo iz Pise poznatiji pod imenom Leonardo Fibonacci1 roden je u Pisi oko 1175. Odmalena je ucio racunati pripremajuci se da bude trgovac kao sto je bio i njegov otac kojije u to vrijeme radio u Sjevernoj Africi. No njegov talent i ljubav za matematiku su gapotakli da se bavi i znanstvenim radom te je iskoristavao svaku priliku da nauci jos vise.Tako je putujuci kao mladi trgovac po Egiptu, Siriji, Grckoj i Siciliji imao razlicite uciteljekoji su ga uvodili u matematicka dostignuca svojih naroda. Najvise ga se dojmila elegan-cija indijsko-arapskog dekadskog sustava kojeg je kasnije i upotrebljavao u svojim radovima.Nakon sto se vratio u Pisu 1202. napisao je knjigu “Liber Abaci”2 u kojoj je originalnimpristupom primjenjujuci nauceno rjesavao razne probleme iz aritmetike i algebre davajuciprednost arapskoj notaciji. Premda je Gerard3 vec ranije predstavio Europi arapska dos-tignuca, ipak je u “Liber Abaci”superiornost nad tradicionalnom rimskom notacijom doslado pravog izrazaja. 1228. ova izvrsna knjiga je dozivjela jos jedno izdanje sto je zaista vaznojer tada jos nije postojao tiskarski stroj. Nitko prije u europskim krscanskim zemljama nijena tako inovativan i cjelovit nacin pristupio racunanju s cijelim brojevima i razlomcima,rjesavanju drugog i treceg korijena te linearnih i kvadratnih jednadzbi i to sve kroz brojneprobleme kojima knjiga obiluje. Zbog toga je postala izvor iz kojeg su stoljecima poslijeznanstvenici crpili materijale za svoje vlastite radove. Zacudo, jedna tako utjecajna knjigaje prevedena na engleski jezik tek 2002.Nakon sto je “Liber Abaci”objavljena, Fibonacci je bio zamijecen te ga je astronom Domi-nicus predstavio caru Fridriku II4 gdje mu je postavljeno nekoliko matematickih problemavezanih za rjesavanje kvadratnih jednadzbi s obzirom da je car izmedu ostalog bio zaljublje-nik u znanost i cesto je organizirao znanstvena nadmetanja. Uspjesno je rijesio sve zadaneprobleme jer je imao iskustvo tadasnjeg arapskog znanstvenog svijeta pa i siru sliku problemasto ostali na dvoru nisu imali. Tako je, nakon sto je 1220. objavio knjigu “Practica Geome-triae”5 u kojoj je razmatrao razne probleme iz podrucja geometrije i trigonometrije, 1224.
 1Fibonacci=sin Bonaccija2u prijevodu “Knjiga racuna”3Gerard iz Cremone (1114.-1187.), talijanski prevoditelj, prevodio je arapske znanstvene radove nadene
 u napustenim arapskim knjiznicama u Toledu na latinski jezik4Fridrik II (1194.-1250.), car Svetog Rimskog carstva, dinastija Hohenstaufen5u prijevodu “Vjezba geometrije”
 2
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napisao traktat “Flos”6 u kojem je pridonio raspravi koja se tad vodila na dvoru. Sastojaose od 15 problema od kojih su rjesenja nekih od njih bila nenadmasna sljedecih 300−tinjakgodina.1225. napisao je i “Liber Quadratorum”7 u kojoj je proucavao diofantske jednadzbe dru-gog stupnja. Premda je “Liber abaci”uzivala vecu popularnost, za suvremene matematicarenajvaznija je ova knjiga koja je postala most izmedu Diofanta8 i Fermata9.Nakon intelektualne svjezine koju je Fibonacci donio uspjesno spajajuci najbolje od istocnei zapadne matematike logicno je pomisliti da je matematika onoga doba dobila novi zamahu svom razvitku. No, to se nije dogodilo. Trebalo je proci jos dosta vremena prije nego jematematicka znanost krenula dalje i to je najvjerojatnije bila posljedica dugotrajnih ratovau 14. i 15. stoljecu.Nazalost, vaznost matematickog dokaza nije tada ozbiljno shvacena. Tako su Leonardovadjela postala biseri u moru frivolnih rasprava. Italija je s vremenom ipak postala nesto na-prednija pa su se dogodili neki manji pomaci u pojednostavnjenju racunskih operacija i sirojuporabi istih.Premda je Fibonacci bio prvi vjesnik renesanse matematike u europskim zemljama njegovoime se danas najvise veze uz trivijalni primjer razmnozavanja zeceva iz njegove knjige “LiberAbaci”i to zahvaljujuci matematicaru Edouardu Lucasu10 iz 19.st. koji je proucavajuci ni-zove prirodnih brojeva jedan rekurzivni niz nazvao njegovim imenom i tako ga popularizirao.Republika Pisa je izrazila veliku cast Fibonacciju dodijelivsi mu 1240. financijsku potporuza rad u znanosti. Umro je u Pisi oko 1250. gdje je i pokopan na povijesnom groblju Cam-posanto na Piazza dei Miracoli.
 Slika 1.1. Fibonaccijev kip na groblju Camposanto
 6u prijevodu “Cvijet”7u prijevodu “Knjiga kvadrata”8Diofant Aleksandrijski (oko 250.), grcki matematicar9Pierre de Fermat (1601.-1665.), francuski matematicar i pravnik, utemeljitelj teorije brojeva
 10Francois Edouard Anatole Lucas (1842.-1891.), francuski matematicar poznat po svojim radovima uteoriji brojeva
 3
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Poglavlje 2
 Rekurzivne relacije
 Definirajmo princip matematicke indukcije koji cemo cesto koristiti u dokazivanju tvrdnji usljedecim poglavljima.
 Definicija 2.1. Neka je S ⊆ N podskup skupa prirodnih brojeva s ova dva svojstva:
 1∈ S (baza indukcije)n∈ S ⇒ n+ 1 ∈ S (korak indukcije).
 Tada je S = N.
 Takoder se ovaj princip koristi pri definiranju preslikavanja x : N→ S u skup S koje zovemoniz u S. Niz oznacavamo s (xn), n ∈ N gdje je xn opci ili n-ti clan niza. Moze se i jednostavnozapisati ovako: x1, x2, . . . , xn, . . .
 Definicija 2.2 (princip definicije indukcijom (ili rekurzijom)). Neka je S skup, a ∈ S,te neka je ∀n ∈ N dano neko preslikavanje fn : S×S×· · ·×S → S. Tada postoji jedinstveniniz (xn) u S takav da je
 x1 = a
 xn+1 = fn(x1, x2, . . . , xn), ∀n ∈ N
 Ako je fn(x1, . . . xn) = fn(xn), odnosno ako fn ovisi samo o varijabli xn onda ∀n ∈ N imamopreslikavanje fn : S → S pa postoji jedinstven niz x1, x2, . . . , xn, . . . u S takav da je x1 = ai xn+1 = fn(xn), ∀n ∈ N.xn+1 = fn(x1, x2, . . . , xn), ∀n ∈ N se zove rekurzivna relacija ili rekurzija za niz (xn).Pomocu zadane rekurzije lako mozemo izracunati opci clan niza. Npr. uzmimo rekurzijuan = 2an−1. Ako ta relacija vrijedi za sve n ∈ N onda pisemo
 a1 = 2a0,
 a2 = 2a1,
 a3 = 2a2,...
 4
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te nakon ponovnog uvrstavanja a1 i dalje
 a2 = 22a0,
 a3 = 23a0,
 a4 = 24a0,...
 Opcenito pisemo an = 2na0. No da bi dobili eksplicitno rjesenje moramo postaviti pocetneuvjete. Dakle, za a0 = 1 je an = 2n, ∀n ∈ N0.
 Primjer 2.1. Nadimo opci clan rekurzije a1 = 1, an = n · an−1, n ≥ 2.Rjesenje: Vidimo da je
 a1 = 1
 a2 = 2 · 1 = 2
 a3 = 3 · 2 · 1 = 6
 a4 = 4 · 3 · 2 · 1 = 24...
 Zakljucujemo da vrijedi an = n · (n− 1) · · · 2 · 1 dakle, an = n!.
 Primjer 2.2. Neka je n ∈ N0. Uzmimo da je h1(n) broj dijelova na koji n razlicitih tocakana pravcu dijeli taj pravac. h2(n) neka bude broj dijelova ravnine na koji je dijeli n pravacau opcem polozaju, odnosno u polozaju gdje se svaka dva pravca sijeku tocno u jednoj tocki,a nikoja tri ne prolaze istom tockom.a) Pronadimo rekurziju medu brojevima h1(n) i odredimo ju.b) Pronadimo rekurziju medu brojevima h2(n). Koliko je h2(4), h2(5) i h2(10)?c) Pronadimo opci clan h2(n).Rjesenje:
 a) Kada ne odaberemo tocku na pravcu, ocito je h1(0) = 1. Takoder je jasno za h1(1) = 2 ih1(2) = 3. Pravac je s n− 1 tocaka za n ≥ 1 razdijeljen na h1(n− 1) dijelova. Kad bi htjelisad dodati n-tu tocku, ona bi bilo koji od h1(n− 1) dijelova razdijelila na dva dijela. Jasnoje onda da je trazena rekurzija
 h1(n) = h1(n− 1) + 1.
 Nadalje pisemo
 h1(n− 1) = h1(n− 2) + 1,
 h1(n− 2) = h1(n− 3) + 1,...
 h1(1) = h1(0) + 1.
 Zbrajanjem slijedi da jeh1(n) = h1(0) + n = n+ 1.
 Ova metoda se zove jos i teleskopiranje.
 5
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b) Odmah mozemo zakljuciti da je h2(0) = 1, h2(2) = 4 i h2(3) = 7. Dalje, ravnina jes n − 1 pravaca za n ≥ 1 razdijeljena na h2(n − 1) dijelova. Sad dodamo n-ti pravac takoda i skup od n pravaca u ravnini bude u opcem polozaju kako smo ranije uvjetovali. Prvihn− 1 pravaca sijece n-ti u n− 1 razlicitih tocaka, odnosno dijeli u h1(n− 1) dijelova. Svakitaj novi dio na n-tom pravcu povecava broj podrucja h2(n− 1) za jedan. Zakljucujemo da jerekurzija
 h2(n) = h2(n− 1) + h1(n− 1).
 Uzimajuci u obzir rjesenje iz a) pisemo
 h2(n) = h2(n− 1) + n.
 Sad je lako izracunati h2(4), h2(5) i h2(10):
 h2(4) = 7 + 4 = 11, h2(5) = 11 + 5 = 16 i h2(10) = 46 + 10 = 56.
 c) Trebamo naci opci clan h2(n), odnosno odrediti broj komponenti povezanosti skupa R2\n⋃
 i=1
 pi,
 gdje su p1, p2, . . . , pn pravci u opcem polozaju. Analogno s ranijim rjesenjima pisemo
 h2(n) = h2(n− 1) + n,
 h2(n− 1) = h2(n− 2) + n− 1,
 h2(n− 2) = h2(n− 3) + n− 2,...
 h2(2) = h2(1) + 2,
 h2(1) = h2(0) + 1.
 Nakon zbrajanja dobijemo
 h2(n) = h2(0) + n+ (n− 1) + (n− 2) + · · ·+ 2 + 1 =
 = 1 +n(n+ 1)
 2=
 1
 2(n2 + n+ 2)
 I tako smo odredili opci clan.
 6
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Poglavlje 3
 Fibonaccijevi brojevi
 3.1 Fibonaccijev niz
 Razmotrimo poblize poznati Fibonaccijev problem zeceva opisan u “Liber Abaci”. Trazimoodgovor na pitanje koliko parova zeceva se moze dobiti razmnozavanjem pocevsi od jednogpara zeca i zecice u razdoblju od godine dana uz uvjete da svaki mjesec jedan par dobijesamo par zecica, da svaki taj novi par zeca i zecice ima prve potomke tek u drugom mjesecuzivota i da nijedan ne ugine. Premda je problem idealiziran, matematicki je interesantan.Promotrimo broj parova po mjesecima.
 datum odrasli zec. mali zec. ukupan br.
 1.1. 1 0 11.2. 1 1 21.3. 2 1 31.4. 3 2 51.5. 5 3 81.6. 8 5 131.7. 13 8 211.8. 21 13 341.9. 34 21 551.10. 55 34 891.11. 89 55 1441.12. 144 89 2331.1. 233 144 377
 Tablica 3.1. broj parova zeceva po mjesecima
 Kao sto je vidljivo iz Tablice 3.1., ukupan broj parova na kraju godine je 377.Stotinama godina nakon postavljenog problema matematicar Lucas je, kao sto smo vec
 7
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spomenuli, proucavao rekurzivni niz
 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, . . .
 te ga je u cast Fibonacciju i njegovom problemu zeceva nazvao Fibonaccijevim nizom, aclanove niza Fibonaccijevim brojevima. Vidljivo je da je zbroj vrijednosti dva susjednaclana u nizu jednak vrijednosti njihovog sljedbenika, npr. 2 + 3 = 5 ili 21 + 34 = 55.Ako s Fn oznacimo opci clan niza mozemo zapisati rekurzivnu relaciju:
 Fn = Fn−2 + Fn−1. (3.1)
 Da bi bili sigurni da bas govorimo o tom nizu moramo postaviti uvjet da prva dva clanabudu jednaki 1, odnosno F1 = F2 = 1. Inace se rekurzija (3.1) moze odnositi i na neke drugenizove:
 2, 5, 7, 12, 19, . . .
 ili
 1, 3, 4, 7, 11, 18, . . .
 Fibonaccijev niz Fn, n ∈ N se moze definirati i pocevsi od 0 pa pisemo
 F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−2 + Fn−1, n ≥ 2.
 To je najstariji poznati rekurzivni niz.Fibonaccijevi brojevi se pojavljuju u mnogim granama matematike pa i sire sto cemo kasnijepokazati. Imaju vrlo interesantna svojstva koja ponekad i zapanjuju svojom savrsenoscu.Nije ni cudo da je literatura o tim brojevima u svijetu zaista opsirna. Za pocetak se upoz-najmo s nekim osnovnim svojstvima i trivijalnim vezama s drugim matematickim pojmo-vima.
 3.2 Neka jednostavnija svojstva
 1. Suma bilo kojih 10 sukcesivnih Fibonaccijevih brojeva je djeljiva s brojem11.Dokaz:Promotrimo niz ostataka nakon sto prvih nekoliko Fibonaccijevih brojeva podijelimos brojem 11:
 1, 1, 2, 3, 5, 8, 2, 10, 1, 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 2, 10, 1, 0, 1, 1, 2, . . . (3.2)
 Vidljivo je da je prisutno ponavljanje i to po 10 brojeva u periodu. Znamo da ostatakdijeljenja pokazuje da li je zadani broj djeljiv s drugim brojem. Provjerimo da li jezbroj bilo kojih sukcesivnih brojeva niza (3.2) djeljivo s 11. S obzirom da se ponavljaju,brojeve niza (3.2) iz jednog perioda mozemo pridruziti jednako udaljenim tockamakruznice. Tada lako vidimo da koji god broj odabrali kao pocetni, njihova suma jeuvijek 33 sto je djeljivo s 11. 2
 8
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2. Dva sukcesivna Fibonaccijeva broja su relativno prosti.Dokaz: Posluzit cemo se matematickom indukcijom. Ocito je da su F1 = F2 = 1relativno prosti. Pretpostavimo da su Fk i Fk+1 takoder relativno prosti. Za Fk+1 iFk+2 pretpostavimo suprotno, odnosno da ta dva broja imaju jos zajednickih faktoraosim 1. Kako je Fk = Fk+2 − Fk+1, Fk bi takoder morao imati jos zajednickih faktora,a to je u kontradikciji s pretpostavkom. Zakljucujemo da vrijedi suprotno, odnosno dasu Fk+1 i Fk+2 relativno prosti brojevi sto konacno znaci da su bilo koja dva sukcesivnaFibonaccijeva broja relativno prosta. 2
 3. Vrijedi:n∑
 i=1
 Fi = Fn+2 − 1 (3.3)
 Dokaz:Primjetimo da je
 F1 = F3 − F2
 F2 = F4 − F3
 F3 = F5 − F4
 ...
 Fn−1 = Fn+1 − Fn
 Fn = Fn+2 − Fn+1
 Zbrojimo li jednadzbe clan po clan dobit cemo
 F1 + F2 + . . .+ Fn = Fn+2 − F2
 gdje je F2 = 1 odnosnon∑
 i=1
 Fi = Fn+2 − 1.
 2
 4. Vrijedi:n∑
 i=1
 F2n−1 = F2n (3.4)
 Dokaz:Primjetimo da je
 F1 = F2
 F3 = F4 − F2
 F5 = F6 − F4
 ...
 F2n−1 = F2n − F2n−2
 9
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Zbrojimo li jednadzbe clan po clan dobit cemo
 F1 + F3 + F5 + . . .+ F2n−1 = F2n
 odnosnon∑
 i=1
 F2n−1 = F2n.
 2
 5. Vrijedi:n∑
 i=1
 F2i = F2n+1 − 1,n ≥ 1 (3.5)
 Dokaz:Rijesimo indukcijom. Za n = 1 je F2 = F3 − 1 jer je 1 = 2 − 1. Pretpostavimo da zan = k vrijedi
 F2 + F4 + . . .+ F2k = F2k+1 − 1.
 Provjerimo za n = k + 1 :
 (F2 + . . .+ F2k) + F2k+2 = F2k+1 − 1 + F2k+2
 = (F2k+1 + F2k+2)− 1
 = F2k+3 − 1
 = F2(k+1)+1 − 1.
 Ova tvrdnja se moze dokazati i na drugi nacin pomocu kojeg lako mozemo doci doalternativnog izraza za sumu prvih n Fibonaccijevih brojeva. Po (3.3) mozemo pisati
 F1 + F2 + F3 + . . .+ F2n = F2n+2 − 1. (3.6)
 Oduzimajuci (3.4) od (3.6) dobijemo
 F2 + F4 + . . .+ F2n = F2n+2 − 1− F2n = F2n+1 − 1
 i time smo dokazali (3.5). 2
 Ako oduzmemo (3.5) od (3.4) dobit cemo
 F1 − F2 + F3 − F4 + . . .+ F2n−1 − F2n = −F2n−1 + 1 (3.7)
 te dodavajuci F2n+1 = F2n + F2n−1 lijevoj i desnoj strani jednakosti (3.7) izraz
 F1 − F2 + F3 − F4 + . . .− F2n + F2n+1 = F2n + 1. (3.8)
 Uzimajuci (3.7) i (3.8) u obzir dobivamo alternativni izraz za sumu prvih n Fibonac-cijevih brojeva:
 F1 − F2 + F3 − F4 + . . .+ (−1)n+1Fn = (−1)n+1Fn−1 + 1. (3.9)
 10
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6. Vrijedi:n∑
 i=1
 F2i = FnFn+1 (3.10)
 Dokaz:Dokazujemo opet pomocu matematicke indukcije.Za n = 1 je F 2
 1 = F1F2 jer je 12 = 1 · 1. Pretpostavimo da za n = k vrijedi
 F 21 + . . .+ F 2
 k = FkFk+1.
 Provjerimo za n = k + 1 :
 (F 21 + . . .+ F 2
 k ) + F 2k+1 = FkFk+1 + F 2
 k+1
 = Fk+1(Fk + Fk+1)
 = Fk+1Fk+2
 Tvrdnja (3.10) je dokazana. 2
 Lema 3.1. Fm+n = Fm−1Fn + FmFn+1.
 Dokaz:Dokazivat cemo matematickom indukcijom kao i dosad. Imamo dvije baze indukcije.Kad je n = 1 ocito po (3.1) vrijedi Fm+1 = Fm−1 +Fm. Provjerimo da za n = 2 vrijediFm+2 = Fm−1 + 2Fm :
 Fm−1 + 2Fm = (Fm−1 + Fm) + Fm = Fm+1 + Fm = Fm+2.
 Sad pretpostavimo da za n = k − 1 vrijedi
 Fm+k−1 = Fm−1Fk−1 + FmFk
 i za n = kFm+k = Fm−1Fk + FmFk+1
 Trebamo dokazati da vrijedi
 Fm−1Fk+1 + FmFk+2 = Fm+k+1
 za n = k + 1. Slijedi
 Fm−1Fk+1 + FmFk+2 = Fm−1(Fk−1 + Fk) + Fm(Fk + Fk+1)
 = Fm−1Fk−1 + Fm−1Fk + FmFk + FmFk+1
 = Fm−1Fk + FmFk+1 + Fm−1Fk−1 + FmFk
 = Fm+k + Fm+k−1
 = Fm+k+1.
 Lema je dokazana. 2
 Lemu 3.1. cemo koristiti u dokazu sljedecih svojstava Fibonaccijevih brojeva.
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7. U ovom svojstvu radi jednostavnosti i jasnoce dokaza koristit cemo nepoznanicu k.Vrijedi:
 F2k − F2
 k−2 = F2k−2 (3.11)
 Dokaz:Razliku kvadrata mozemo zapisati i ovako
 F 2k − F 2
 k−2 = (Fk − Fk−2)(Fk + Fk−2)
 = Fk−1(Fk + Fk−2)
 = Fk−1Fk + Fk−1Fk−2
 = Fk−1Fk−2 + FkFk−1
 Promotrimo izraz iz Leme 3.1. za n = k + 1
 Fm−1Fk+1 + FmFk+2 = Fm+k+1
 Ako zamijenimo m = k i n = k − 2 dobijemo
 Fk−1Fk−2 + FkFk−1 = Fk+k−2 = F2k−2,
 odnosnoF 2k − F 2
 k−2 = F2k−2.
 2
 8. Vrijedi:F2
 n − F2n+1 = F2n+1 (3.12)
 Dokaz:Zapisimo tvrdnju iz Leme 3.1. s tim da je m = n+ 1 i n = n. Tada je
 F2n+1 = FnFn + Fn+1Fn+1
 iz cega je odmah vidljivo da vrijedi svojstvo (3.12). 2
 9. Vrijedi:F2
 n+1 − F2n = Fn−1Fn+2 (3.13)
 Dokaz:Uzimajuci u obzir (3.1) iz razlike kvadrata F 2
 n+1 − F 2n je odmah vidljivo
 F 2n+1 − F 2
 n = (Fn+1 + Fn)(Fn+1 − Fn) = Fn+2Fn−1 = Fn−1Fn+2
 2
 10. Vrijedi:Fn−1Fn+1 = F2
 n + (−1)n,n ≥ 1 (3.14)
 Dokaz:Takoder dokazujemo matematickom indukcijom. Za n = 1 je F0F2 = F 2
 1 + (−1)1,odnosno 0 · 1 = 12 − 1 = 0. Pretpostavimo da je za n = k
 Fk−1Fk+1 = F 2k + (−1)k, k ≥ 1.
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Tada provjerimo da za n = k + 1 vrijedi
 FkFk+2 = F 2k+1 + (−1)k+1.
 FkFk+2 − F 2k+1 = Fk(Fk+1 + Fk)− F 2
 k+1 = FkFk+1 + F 2k − F 2
 k+1
 = F 2k + Fk+1(Fk − Fk+1) = F 2
 k + Fk+1(−Fk−1)
 = F 2k − Fk+1Fk−1 = (−1)(Fk+1Fk−1 − F 2
 k )
 = (−1)(−1)k = (−1)k+1
 Tvrdnja je dokazana. 2
 Ovo svojstvo mozemo poopciti pa pisemo
 Fn−kFn+k = F 2n ± F 2
 k , n ≥ 1, k ≥ 1. (3.15)
 Binomni koeficijenti
 Kada govorimo o Fibonaccijevim brojevima, ne mozemo ne spomenuti vezu s binomnim ko-eficijentima u Pascalovom trokutu.Binomni koeficijenti su brojevi koji se pojavljuju kao koeficijenti potencija u binomnoj for-muli
 (1 + x)n =
 (n
 0
 )+
 (n
 1
 )x+
 (n
 2
 )x2 + . . .+
 (n
 n
 )xn (3.16)
 Opcenito broj
 (n
 k
 )je jedinstveno definiran za svaki nenegativni cijeli broj n te za sve
 nenegativne cijele brojeve k < n. Prije nego nastavimo, dokazimo lemu koju cemo kasnijekoristiti.
 Lema 3.2. Ako je n ≥ 1 i 0 ≤ k ≤ n− 1 tada je(n
 k
 )+
 (n
 k + 1
 )=
 (n+ 1
 k + 1
 ).
 Dokaz:Ocito je (1 + x)n+1 = (1 + x)n(1 + x). Po binomnoj formuli (3.16) ovu jednakost mozemozapisati ovako:(
 n+ 1
 0
 )+
 (n+ 1
 1
 )x+ . . .+
 (n+ 1
 k + 1
 )xk+1 + . . .+
 (n+ 1
 n+ 1
 )xn+1 =
 =
 ((n
 0
 )+
 (n
 1
 )x+ . . .+
 (n
 k
 )xk +
 (n
 k + 1
 )xk+1 + . . .+
 (n
 n
 )xn)
 (1 + x)
 =
 (n
 0
 )+
 ((n
 0
 )+
 (n
 1
 ))x+ . . .+
 ((n
 k
 )+
 (n
 k + 1
 ))xk+1 + . . .+
 13
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+
 ((n
 n− 1
 )+
 (n
 n
 ))xn +
 (n
 n
 )xn+1.
 Izjednacimo koeficijente istih potencija s lijeve i desne strane jednakosti. Iz toga dobijemo(n+ 1
 k + 1
 )=
 (n
 k
 )+
 (n
 k + 1
 ).
 2
 Binomne koeficijente mozemo postaviti na ovaj nacin
 (0
 0
 )(
 1
 0
 )(1
 1
 )(
 2
 0
 )(2
 1
 )(2
 2
 ). . .(n
 0
 )(n
 1
 )(n
 2
 ). . .
 (n
 n
 ). . .
 sto jednostavnije pisemo
 11 11 2 11 3 3 11 4 6 4 11 5 10 10 5 11 6 15 20 15 6 1. . .
 i zovemo Pascalov trokut. Kada su dijagonale Pascalovog trokuta u odnosu na redove utrokutu pod kutem od 45◦, one zahvacaju odredene brojeve koje kad zbrojimo ce uvijek davatiFibonaccijev broj. Drugim rijecima, suma brojeva na rastucoj dijagonali pod kutem od 45◦
 u Pascalovom trokutu je uvijek Fibonaccijev broj, npr. 1+4+3 = 8, 1+6+10+4 = 21, . . .Na prvoj rastucoj dijagonali imamo samo broj 1 tako da je prva suma jednaka 1, analognovrijedi za drugu rastucu dijagonalu koja je ocito paralelna prvoj. Pokazimo da je sumabrojeva na n-toj i n+ 1-oj dijagonali jednaka sumi brojeva na n+ 2-oj dijagonali Pascalovogtrokuta. n-ta dijagonala zahvaca brojeve(
 n− 1
 0
 ),
 (n− 2
 1
 ),
 (n− 3
 2
 ), . . .
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a n+ 1-a dijagonala brojeve (n
 0
 ),
 (n− 1
 1
 ),
 (n− 2
 2
 ), . . .
 Suma svih tih brojeva je(n
 0
 )+
 ((n− 1
 0
 )+
 (n− 1
 1
 ))+
 ((n− 2
 1
 )+
 (n− 2
 2
 ))+ . . .
 ili po Lemi 3.2. (n+ 1
 0
 )+
 (n
 1
 )+
 (n− 1
 2
 )+ . . .
 Uzimajuci u obzir (3.3) zakljucujemo da je suma svih suma binomnih koeficijenata na dija-gonalama do n− te, ukljucujuci i nju, jednaka Fn+2 − 1.Pokazali smo neke od osnovnih povezanosti Fibonaccijevih brojeva i binomnih koeficijenata,njih dakako ima daleko vise. Ipak, nastavimo dalje s jednom od najvaznijih formula zaFibonaccijeve brojeve.
 Binetova formula
 Promotrimo skup svih nizova koji zadovoljavaju rekurzivnu relaciju (3.1). Oznacimo s V ,V ′
 i V ′′ tri nizav1, v2, v3, . . .
 v′1, v′2, v′3, . . .
 v′′1 , v′′2 , v′′3 , . . .
 koji su rjesenja rekurzije (3.1). Prije nego nastavimo, dokazimo dvije leme.
 Lema 3.3. Ako je V rjesenje jednadzbe (3.1) i c je proizvoljan broj tada je cV , odnosno nizcv1, cv2, cv3, . . . je takoder rjesenje jednadzbe (3.1).
 Dokaz:Ako pomnozimo svaki clan jednadzbe vn = vn−2 +vn−1 sa c, dobit cemo cvn = cvn−2 + cvn−1,a to smo zapravo i trazili i time je dokaz gotov. 2
 Lema 3.4. Ako su nizovi V ′ i V ′′ rjesenja jednadzbe (3.1) onda je njihova suma V ′ + V ′′,odnosno niz v′1 + v′′1 , v
 ′2 + v′′2 , v
 ′3 + v′′3 , . . . takoder rjesenje jednadzbe (3.1).
 Dokaz:Znamo da su v′n = v′n−1 + v′n−2 i v′′n = v′′n−1 + v′′n−2. Ako zbrojimo te dvije jednadzbe clan poclan dobit cemo v′n + v′′n = (v′n−1 + v′′n−1) + (v′n−2 + v′′n−2). Kao i u prijasnjem dokazu odmahsmo dobili rekurzivnu relaciju zeljenog niza i time je dokaz gotov. 2
 15
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Uzmimo da V ′ i V ′′ nisu proporcionalna, odnosno bez obzira koju konstantu c odabrali,postoji index n takav da je
 v′nv′′n6= c. (3.17)
 Pokazimo da se bilo koji niz V koji je rjesenje jednadzbe (3.1) moze prikazati kao
 c1V′ + c2V
 ′′, c1, c2 = const. (3.18)
 (3.18) se naziva opcim rjesenjem jednadzbe (3.1).Kad god V ′ i V ′′ nisu proporcionalni vrijedi
 v′1v′′16= v′2v′′2
 (3.19)
 odnosno iz prva dva clana nizova V ′ i V ′′ je odmah vidljivo da nizovi nisu proporcionalni.Provjerimo da li vrijedi ova tvrdnja.Pretpostavimo suprotno, odnosno da nizovi V ′ i V ′′ nisu proporcionalni, a da vrijedi
 v′1v′′1
 =v′2v′′2. (3.20)
 Tada mozemo pisativ′1 + v′2v′′1 + v′′2
 =v′2v′′2
 (3.21)
 kao izvedenu proporciju iliv′3v′′3
 =v′2v′′2
 (3.22)
 iz cega indukcijom slijediv′3v′′3
 =v′4v′′4
 = . . . =v′nv′′n
 = . . . (3.23)
 Iz (3.23) je vidljivo da su nizovi V ′ i V ′′ proporcionalni sto je kontradiktorno pocetnojpretpostavci.Obratimo sada paznju na niz V kao rjesenje jednadzbe (3.1) koji je jedinstveno odreden sasvoja prva dva clana v1 i v2.Rijesimo sustav jednadzbi
 c1v′1 + c2v
 ′′1 = v1
 c1v′2 + c2v
 ′′2 = v2.
 (3.24)
 Uzimajuci u obzir (3.19) sustav je uvijek rjesiv za c1 i c2 za bilo koje brojeve v1 i v2. Dobivamo
 c1 =v1v′′2 − v2v′′1
 v′1v′′2 − v′′1v′1
 , c2 =v′1v2 − v′2v1v′1v′′2 − v′′2v′2
 (3.25)
 Uvjet (3.19) osigurava da su nazivnici razlomaka u rjesenju sustava (3.24) razliciti od nule.Tako smo dobili konstante c1 i c2. Zakljucujemo da uzimajuci u obzir Lemu 3.3. i Lemu 3.4.mozemo niz V izraziti kao (3.18).
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Da bi dobili sva rjesenja jednazbe (3.1) dovoljno je pronaci dva koja nisu proporcionalna.Pronadimo takva rjesenja u npr. geometrijskoj progresiji. Uzimajuci u obzir Lemu 3.3.odaberimo geometrijski niz kojemu je prvi clan jednak 1
 1, q, q2, . . . (3.26)
 Ovaj niz je rjesenje jednadzbe (3.1) ako i samo ako je jednadzba
 qn−2 + qn−1 = qn (3.27)
 zadovoljena za svaki n. Ako jednadzbu (3.27) podijelimo s qn−2 dobijemo
 1 + q = q2 (3.28)
 Rjesenja ove kvadratne jednadzbe cemo oznaciti s α i β, dakle
 α =1 +√
 5
 2, β =
 1−√
 5
 2. (3.29)
 Ocito vrijedi 1+α = α2, 1+β = β2 i αβ = −1. Dobili smo trazena rjesenja jednadzbe (3.1).Ona nisu proporcionalna, pa svi nizovi oblika
 c1 + c2, c1α + c2β, c1α2 + c2β
 2, . . . (3.30)
 predstavljaju sva rjesenja jednadzbe (3.1). Da bi iz (3.30) dobili Fibonaccijev niz, za c1 i c2mora vrijediti
 c1 + c2 = F1, c1α + c2β = F2. (3.31)
 Mozemo pisati i ovako
 c1 + c2 = 1
 c11 +√
 5
 2+ c2
 1−√
 5
 2= 1
 te rjesavajuci sustav dobivamo
 c1 =1 +√
 5
 2√
 5, c2 =
 1−√
 5
 2√
 5.
 Tada bi za opci clan Fn vrijedilo
 Fn = c1αn−1 + c2β
 n−1 =1 +√
 5
 2√
 5
 (1 +√
 5
 2
 )n−1
 − 1−√
 5
 2√
 5
 (1−√
 5
 2
 )n−1
 (3.32)
 odnosno
 Fn =1√5
 [(1 +√
 5
 2
 )n
 −
 (1−√
 5
 2
 )n](3.33)
 Ova vrlo poznata formula se zove Binetova1 formula. Pomocu nje lako izracunamo vri-jednost bilo kojeg Fibonaccijevog broja ne poznavajuci njegove prethodnike, odnosno nesluzeci se rekurzivnom relacijom (3.1). Tako Binetovom formulom mozemo racunati i sumeFibonaccijevih brojeva.
 1Jacques Philippe Marie Binet (1786.-1856.), francuski matematicar
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Primjer 3.1. Izracunajmo sumu F3 + F6 + F9 + . . .+ F3n.Rjesenje:
 F3 + F6 + F9 + . . .+ F3n =α3 − β3
 √5
 +α6 − β6
 √5
 + . . .+α3n − β3n
 √5
 =1√5
 (α3 + α6 + . . .+ α3n − β3 − β6 − . . .− β3n
 )=
 1√5
 (α3n+3 − α3
 α3 − 1− β3n+3 − β3
 β3 − 1
 )Vrijedi
 α3 − 1 = α + α2 − 1 = α + α + 1− 1 = 2α
 te analogno tomeβ3 − 1 = 2β.
 Onda mozemo pisati
 F3 + F6 + F9 + . . .+ F3n =1√5
 (α3n+3 − α3
 2α− β3n+3 − β3
 2β
 )
 =1√5
 (α3n+2 − α2 − β3n+2 + β2
 2
 )
 =1
 2
 (α3n+2 − β3n+2
 √5
 − α2 − β2
 √5
 )=
 1
 2(F3n+2 − F2)
 =F3n+2 − 1
 2.
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Poglavlje 4
 Fibonaccijevi brojevi u teoriji brojeva
 4.1 Djeljivost Fibonaccijevih brojeva
 S obzirom da je teorija vezana uz djeljivost zaista opsirna, spomenut cemo samo neka vaznijasvojstva.
 1. Pocinjemo s jednim od najvaznijih teorema:
 Teorem 4.1. Ako je n djeljiv s m, onda je Fn djeljiv s Fm.
 Dokaz:Dokazat cemo matematickom indukcijom. Pretpostavimo da je n djeljiv s m i da jen = mk. Ako je k = 1, tada je n = m, odnosno Fn je djeljiv s Fm. Za pretpostavkucemo uzeti da je Fmk djeljiv s Fm. Uzimajuci Lemu 3.1. u obzir pisemo
 Fm(k+1) = Fmk−1Fm + FmkFm+1
 Na desnoj strani jednakosti vidimo da je prvi umnozak ocito djeljiv s Fm. U drugom jeFmk djeljiv s Fm po pretpostavci pa zakljucujemo da je cijela desna strana jednakostidjeljiva s Fm, odnosno Fm(k+1) je djeljiv s Fm. Teorem je dokazan. 2
 2. Promotrimo ostatke dijeljenja Fibonaccijevih brojeva s cijelim brojem m. Uzmimo daje npr. m = 4 i zapisimo
 F0 = 0 = 0 · 4 = 0 F6 = 8 = 2 · 4 + 0F1 = 1 = 0 · 4 + 1 F7 = 13 = 3 · 4 + 1F2 = 1 = 0 · 4 + 1 F8 = 21 = 5 · 4 + 1F3 = 2 = 0 · 4 + 2 F9 = 34 = 8 · 4 + 2F4 = 3 = 0 · 4 + 3 F10 = 55 = 13 · 4 + 3F5 = 5 = 1 · 4 + 1
 Ostaci su redom0, 1, 1, 2, 3, 1, 0, 1, 1, 2, 3, . . .
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Zamjecujemo da se ponavljaju i to u nizu od 6 brojeva do u beskonacnost. Kad je npr.m = 7, period je niz od 16 brojeva. Dakle, niz ostataka je periodican niz.
 3. Fibonaccijevi brojevi ciji je index slozen broj su slozeni brojevi uz iznimku cetvrtogFibonaccijevog broja. Pokazimo da vrijedi ova tvrdnja. Mozemo pisati n = ab gdjeje 1 < n1 < n, 1 < n2 < n te vrijedi n1 > 2 ili n2 > 2. Pretpostavimo da je n1 > 2.Uzimajuci u obzir teorem 4.1. Fn je djeljiv s Fn1 , a kako je 1 < n1 < n zakljucujemoda je Fn slozen broj.
 4. Podsjetimo se postupka pomocu kojeg dobivamo najveceg zajednickog djelitelja dvapozitivna cijela broja a i b, odnosno D(a, b) ili samo (a, b).Podijelimo a s b. To mozemo zapisati ovako
 a = bq0 + r1, 0 ≤ r1 < b
 gdje je q0 kvocijent, a r1ostatak dijeljenja. Ako je a < b tada je ocito q0 = 0. Nadalje,podijelimo b s r1 i zapisimo na isti nacin
 b = r1q1 + r2, 0 ≤ r2 < r1
 gdje je q1 sad kvocijent,a r2 ostatak dijeljenja. Kako je r1 < b mora biti q1 6= 0.Podijelimo opet i to r1 s r2
 r1 = q2r2 + r3, 0 ≤ r3 < r2
 q2 6= 0 je kvocijent i r3 ostatak. Ovaj postupak dijeljenja je konacan jer su svi ostacir1, r2, r3, . . . razliciti i manji od b, odnosno kad tad cemo doci do dijeljenja bez ostatka.Nazivamo ga Euklidski1 algoritam i pisemo
 a = bq0 + r1, 0 < r1 < b,
 b = r1q1 + r2, 0 < r2 < r1,
 r1 = r2q2 + r3, 0 < r3 < r2,...
 rn−2 = rn−1qn−1rn, 0 < rn < rn−1,
 rn−1 = rnqn.
 a je djeljiv s b ako i samo ako je (a, b) = b.
 Primjer 4.1. Pronadimo (F15, F20).Rjesenje: Prvo odredimo F15 i F20 pomocu Binetove formule.
 F15 =1√5
 (1 +√
 5
 2
 )15
 −
 (1−√
 5
 2
 )15 = 610
 1Euklid(oko 300.pr.Kr.), grcki matematicar
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F20 =1√5
 (1 +√
 5
 2
 )20
 −
 (1−√
 5
 2
 )20 = 6765
 (F20, F15) = (6765, 610)
 6765 = 610 · 11 + 55
 610 = 55 · 10 + 5
 55 = 5 · 11
 (F20, F15) = 5 = F5.
 (F20, F15) je takoder Fibonaccijev broj.Opcenito vrijedi da je najveci zajednicki djelitelj dva Fibonaccijeva broja takoder Fi-bonaccijev broj.
 5. Vrijedi teorem:
 Teorem 4.2. Svaka dva susjedna Fibonaccijeva broja su relativno prosta.
 Dokaz:Pretpostavimo suprotno, odnosno da Fn i Fn+1 imaju zajednickog djelitelja d > 1.Njihova razlika Fn+1 − Fn je djeljiva s d, a kako je Fn+1 − Fn = Fn−1, onda je i Fn−1djeljiv s d. Induktivno zakljucujemo da je d djelitelj brojeva Fn−2, Fn−3, . . . sve do F1.Pojavljuje se kontradikcija jer je F1 = 1 pa ne moze biti djeljiv s d > 1. 2
 6. Upoznajmo se s nekim osnovnim svojstvima najveceg zajednickog djelitelja dva brojaa i b.
 Lema 4.1. (a, bc) je djeljiv s a, b.
 Dokaz:b pa prema tome i bc su djeljivi s (a, b), a ocito je da je a djeljiv. Dakle i (a, bc) jedjeljiv s (a, b). 2
 Lema 4.2. (ac, bc) = (a, b)c.
 Dokaz:Posluzimo se Euklidskim algoritmom. Svaku od jednadzbi pomnozimo s c da dobijemopostupak analogan algoritmu za brojeve ac i bc. Tada je zadnji ostatak razlicit od nulejednak rnc, odnosno (a, b)c. 2
 Lema 4.3. Ako je (a, c) = 1, onda je (a, bc) = (a, b).
 Dokaz:Po Lemi 4.1. je (a, bc) djelitelj od (ab, bc), a po Lemi 4.2. vrijedi
 (ab, bc) = (a, c)b = 1 · b = b.
 21

Page 26
						

Dakle, b je djeljiv s (a, bc). Ocito je da je (a, bc) zajednicki djelitelj od a te slijedida je (a, bc) zajednicki djelitelj od a i b, odnosno (a, b) je djeljiv s (a, bc). Kad zadnjutvrdnju usporedimo s onom iz Leme 4.1. zakljucujemo da su jednaki, odnosno da vrijedi(a, b) = (a, bc). 2
 Lema 4.4. Ako je c djeljiv s b, onda je (a, b) = (a+ c, b).
 Dokaz:Ako broj a u Euklidskom algoritmu zamijenimo s a + c i ako pretpostavimo da je cdjeljiv s b, odnosno c = c1b, mozemo pisati
 a+ c = (q0 + c1)b+ r1
 sto bi bio prvi korak algoritma. Posljednji ostatak razlicit od nule u algoritmu bi ostaorn pa mozemo pisati (a+ c, b) = (a, b). 2
 Sada mozemo dokazati teorem:
 Teorem 4.3. Za svaka dva indexa m i n vrijedi (Fm, Fn) = F(m,n).
 Dokaz:Pretpostavimo da je m > n. Po Euklidskom algoritmu mozemo pisati
 m = nq0 + r1, 0 ≤ r1 < n,
 n = r1q1 + r2, 0 ≤ r2 < r1,
 r1 = r2q2 + r3, 0 ≤ r3 < r2,...
 rt−2 = rt−1qt−1 + rt, 0 ≤ rt < rt−1,
 rt−1 = rtqt.
 Vidljivo je da je rt najveci zajednicki djelitelj m i n. Kako je m = nq0 + r1 mozemopisati
 (Fm, Fn) = (Fnq0+r1 , Fn)
 ili po Lemi 3.1.(Fm, Fn) = (Fnq0−1Fr1 + Fnq0Fr1+1, Fn).
 Uzimajuci u obzir Teorem 4.1. i Lemu 4.4. mozemo pisati
 (Fm, Fn) = (Fnq0−1Fr1 , Fn).
 Nadalje po Teoremu 4.2. i Lemi 4.3. dobivamo
 (Fm, Fn) = (Fr1 , Fn).
 Mozemo pisati
 (Fr1 , Fn) = (Fr2 , Fr1),
 (Fr2 , Fr1) = (Fr3 , Fr2),...
 (Frt−1 , Frt−2) = (Frt , Frt−1)
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iz cega slijedi(Fm, Fn) = (Frt , Frt−1).
 rt−1 je djeljiv s rt pa po Teoremu 4.1. zakljucujemo da je Frt−1 djeljiv s Frt iz cegaslijedi da je (Frt−1 , Frt) = Frt pa kako je rt = (m,n) dokaz je gotov. 2
 Pomocu ovog teorema mozemo dokazati obrat Teorema 4.1.
 Korolar 4.1. Ako je Fn djeljiv s Fm, onda je n djeljiv s m.
 Dokaz:Ako je Fn djeljiv s Fm vrijedi
 (Fn, Fm) = Fm (4.1)
 a po Teoremu 4.3. vrijedi(Fn, Fm) = F(n,m) (4.2)
 Uzimajuci (4.1) i (4.2) u obzir mozemo pisati
 Fm = F(n,m) (4.3)
 odnosno m = (n,m). Vidimo da je n djeljiv s m. 2
 Ako obratimo paznju na Teorem 4.1. i tek dokazani njegov obrat mozemo zakljuciti:
 Teorem 4.4. Fn je djeljiv s Fm ako i samo ako je n djeljiv s m.
 Fibonaccijev broj je paran ako i samo ako je njegov index djeljiv s 3, a djeljiv:
 - s 3 ako i samo ako je njegov index djeljiv s 4,
 - s 4 ako i samo ako je njegov index djeljiv sa 6,
 - s 5 ako i samo ako je njegov index djeljiv s 5,
 - sa 7 ako i samo ako je njegov index djeljiv s 8,
 - sa 16 ako i samo ako je njegov index djeljiv s 12.
 4.2 Verizni razlomci
 Konacni verizni razlomci
 Fibonaccijeva “Liber Abaci”je bila visestruko znacajna knjiga za svoje vrijeme. Jedan odbitnih pomaka u nacinu razmisljanja je bio i razmatranje posebnih razlomaka koji su biliuvod u danas poznate verizne razlomke. Premda je spominjao takve razlomke, smatra se daje zacetnik teorije veriznih razlomaka Rafael Bombelli2. Fibonacci ih je oznacavao u obliku
 1 1 1
 3 4 52Rafael Bombelli (1526.-1572.), talijanski matematicar, u svojoj knjizi “L’Algebra”(1572.) je razmatrao
 kvadratne korjene u obliku veriznog razlomka
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sto se do danas izgubilo. Taj izraz predstavlja
 1 +1 +
 1
 54
 3
 ili1
 3+
 1
 3 · 4+
 1
 3 · 4 · 5.
 Danas pak verizne razlomke i to konacne definiramo ovako:
 Definicija 4.1. Konacni verizni razlomak je razlomak oblika
 a0 +1
 a1 +1
 a2 +1
 a3 +1
 · · ·+1
 an−1 +1
 an
 (4.4)
 gdje je a0 realan broj i a1, a2, . . . , an realni pozitivni brojevi. a1, a2, . . . , an se zovu parcijalninazivnici.
 Ako su a0, a1, . . . , an prirodni brojevi, sto je najcesce slucaj, onda se razlomak zove jednos-tavni konacni verizni razlomak, naravno uz uvjet da su svi brojnici jednaki 1.
 Teorem 4.5. Svaki racionalan broj se moze izraziti kao jednostavni konacni verizni razlo-mak.
 Dokaz:Neka je a/b, b > 0 bilo koji racionalan broj.Upotrijebimo Euklidski algoritam
 a = ba0 + r1, 0 < r1 < b,
 b = r1a1 + r2, 0 < r2 < r1,
 r1 = r2a2 + r3, 0 < r3 < r2,...
 rn−2 = rn−1an−1 + rn, 0 < rn < rn−1,
 rn−1 = rnan.
 Svaki ostatak rk je pozitivan cijeli broj pa su i a1, a2, . . . , an svi pozitivni. Zapisimo isti
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algoritam na ovaj nacin:
 a
 b= a0 +
 r1b
 = a0 +1
 b
 r1
 ,
 b
 r1= a1 +
 r2r1
 = a1 +1r1r2
 ,
 r1r2
 = a2 +r3r2
 = a2 +1r2r3
 ,
 ...rn−1rn
 = an.
 Ako u prvu jednadzbu algoritma uvrstimo drugu jednadzbu, dobit cemo
 a
 b= a0 +
 1
 a1 +1
 r1
 r2
 .
 A ako uvrstimo trecu jednadzbu, dobit cemo
 a
 b= a0 +
 1
 a1 +1
 a2 +1
 r2
 r3
 .
 te ako nastavimo dobit cemo racionalan broj prikazan kao jednostavni konacni verizni raz-lomak
 a
 b= a0 +
 1
 a1 +1
 a2 +1
 a3 +1
 · · ·+1
 an−1 +1
 an
 (4.5)
 Dokaz je time gotov. 2
 Verizni razlomak se radi jednostavnosti cesto pise ovako
 [a0; a1, . . . , an]. (4.6)
 25

Page 30
						

Kada je vrijednost razlomka izmedu 0 i 1 tada je a0 = 0. Svaki racionalan broj mozemo nadva nacina zapisati u obliku (4.6).Za an > 1 je
 an = (an − 1) + 1 = (an − 1) +1
 1odnosno
 [a0; a1, . . . , an] = [a0; a1, . . . , an − 1, 1], (4.7)
 a za an = 1 je
 an−1 +1
 an= an−1 +
 1
 1= an−1 + 1
 odnosno[a0; a1, . . . , an−1, an] = [a0; a1, . . . , an−2, an−1 + 1] (4.8)
 Na primjer racionalan broj19
 51mozemo pisati ovako
 19
 51= [0; 2, 1, 2, 6] = [0; 2, 1, 2, 5, 1]
 Promotrimo kvocijent dva susjedna Fibonaccijeva broja, racionalan brojFn+1
 Fn
 . Je li ga
 mozemo zapisati kao verizni razlomak?Preko Euklidskog algoritma u kojem primarno trazimo najveceg zajednickog djeljitelja mozemouociti kvocijente koji su zapravo parcijalni nazivnici trazenog veriznog razlomka
 Fn+1 = 1 · Fn + Fn−1,
 Fn = 1 · Fn−1 + Fn−2,...
 F4 = 1 · F3 + F2,
 F3 = 2 · F2 + 0.
 te pisemoFn+1
 Fn
 = [1; 1, 1, . . . , 1, 1, 1]. (4.9)
 Kao sto vidimo konacni verizni razlomak u (4.9) je vrlo jednostavan, svi parcijalni nazivnicisu jednaki 1 i to je specificno bas za Fibonaccijev niz, odnosno kvocijent bilo koja dva njegova
 susjedna clanaFn+1
 Fn
 .
 Primjer 4.2. Zapisimo broj13
 8kao verizni razlomak.
 Rjesenje: Po Euklidskom algoritmu je
 13 = 1 · 8 + 5
 8 = 1 · 5 + 3
 5 = 1 · 3 + 2
 2 = 1 · 1 + 1
 1 = 1 · 1 + 0.
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Vidimo da su svi parcijalni nazivnici jednaki 1, odnosno
 13
 8= [1; 1, 1, 1, 1, 1]
 Definicija 4.2. Verizni razlomak u kojem ne uzimamo u obzir parcijalne nazivnike nakonk-tog u danom [a0; a1, . . . an] zove se k-ta konvergenta danog veriznog razlomka i oznacava sCk, odnosno
 Ck = [a0; a1, . . . , ak], 1 ≤ k ≤ n. (4.10)
 Uzimamo da je C0 = a0.
 Primjetimo da ako za k < n ak zamijenimo s ak +1
 ak+1
 , onda konvergenta Ck postaje
 konvergenta Ck+1 i vrijedi
 Ck+1 =
 [a0; a1, . . . , ak−1, ak +
 1
 ak+1
 ]= [a0; a1, . . . , ak−1, ak, ak+1]. (4.11)
 Jasno je da je Cn jednak danom veriznom razlomku [a0; a1, . . . , an] kojim je prikazan neki
 racionalni broj. Npr. za13
 8iz Primjera 4.2. mozemo pisati
 C0 = 1
 C1 = [1; 1] = 1 +1
 1= 2
 C2 = [1; 1, 1] = 1 +1
 1 +1
 1
 = 1 +1
 2=
 3
 2
 C3 = [1; 1, 1, 1] = 1 +1
 1 +1
 1 +1
 1
 = 1 +2
 3=
 5
 3
 C4 = [1; 1, 1, 1, 1] = 1 +1
 1 +1
 1 +1
 1 +1
 1
 = 1 +3
 5=
 8
 5
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C5 = [1; 1, 1, 1, 1, 1] = 1 +1
 1 +1
 1 +1
 1 +1
 1 +1
 1
 = 1 +5
 8=
 13
 8
 Uocavamo da su konvergente iz Primjera 4.2. sve kvocijenti Fibonaccijevih brojeva. Je li tovrijedi za sve konvergente veriznog razlomka (4.9)?Definirajmo brojnike i nazivnike konvergenti veriznog razlomka pk i qk, k = 0, 1, . . . , n ovako:
 p0 = a0 q0 = 1p1 = a1a0 + 1 q1 = a1 k = 2,3,. . . npk = akpk−1 + pk−2 qk = akqk−1 + qk−2,
 Onda bi za nekoliko prvih konvergenti vrijedilo:
 C0 = a0 =a01
 =p0q0,
 C1 = a0 +1
 a1=a1a0 + 1
 a1=p1q1,
 C2 = a0 +1
 a1 + 1a2
 =a2(a1a0 + 1) + a0
 a2a1 + 1=p2q2.
 Teorem 4.6. k-ta konvergenta jednostavnog veriznog razlomka [a0; a1, . . . an] ima vrijednost
 Ck =pkqk, 0 ≤ k ≤ n.
 Dokaz:Vec smo ranije izrazili za k = 0, 1, 2. Pretpostavimo da je tvrdnja istinita za k = m,2 ≤ m < n. Tada je
 Cm =pmqm
 =ampm−1 + pm−2amqm−1 + qm−2
 .
 Cijeli brojevi pm−1, qm−1, pm−2 i qm−2 ovise o prvihm−1 parcijalnih nazivnika a1, a2, . . . am−1.
 Zato ne ovise o am koji mozemo zamijeniti s am +1
 am+1
 i pisati
 [a0; a1, . . . am−1, am +
 1
 am+1
 ]=
 (am +
 1
 am+1
 )pm−1 + pm−2(
 am +1
 am+1
 )qm−1 + qm−2
 .
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Iskoristimo (4.11). Sada je ovo
 Cm+1 =
 (am +
 1
 am+1
 )pm−1 + pm−2(
 am +1
 am+1
 )qm−1 + qm−2
 =am+1(ampm−1 + pm−2) + pm−1am+1(amqm−1 + qm−2) + qm−1
 =am+1pm + pm−1am+1qm + qm−1
 sto ocito vrijedi za k = m+ 1. Proveli smo indukciju i teorem je dokazan. 2
 Uzimajuci u obzir Ck, k = 0, 1, 2, prvih par konvergenti razlomka (4.9) su
 C0 =p0q0
 =1
 1C3 =
 p3q3
 =5
 3
 C1 =p1q1
 =2
 1C4 =
 p4q4
 =8
 5
 C2 =p2q2
 =3
 2
 Nadalje vrijedi
 pk = 1 · pk−1 + pk−2 = pk−1 + pk−2
 qk = 1 · qk−1 + qk−2 = qk−1 + qk−2
 iz cega slijedi
 Ck =Fk+1
 Fk
 , 0 ≤ k ≤ n (4.12)
 Dakle, svaka konvergenta Ck veriznog razlomka (4.9) je jednaka kvocijentu dva susjedna
 Fibonaccijeva brojaFk+1
 Fk
 , 0 ≤ k ≤ n.
 Beskonacni verizni razlomci
 Jedna od osnovnih uporaba teorije veriznih razlomaka je nalazenje aproksimativne vrijed-nosti iracionalnog broja.
 Definicija 4.3. Ako je a0, a1, a2, . . . beskonacan niz cijelih brojeva koji su svi pozitivni osimmozda a0, onda se razlomak
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a0 +1
 a1 +1
 a2 +1
 a3 + . . .
 zove jednostavni beskonacni verizni razlomak.
 Analogno konacnom pisemo[a0; a1, a2, . . . ].
 Definicija 4.4. Ako je a0, a1, a2, . . . beskonacan niz cijelih brojeva koji su svi pozitivni osimmozda a0, onda je vrijednost jednostavnog beskonacnog veriznog razlomka [a0; a1, a2, . . . ] jed-naka limesu lim
 n→∞[a0; a1, a2, . . . , an] .
 Promotrimo [1; 1, 1, . . . ]. Znamo da vrijedi
 Cn =Fn+1
 Fn
 , n ≥ 0.
 Ako s x oznacimo vrijednost razlomka [1; 1, 1, . . . ] tada mozemo pisati
 x = limn→∞
 Cn = limn→∞
 Fn+1
 Fn
 = limn→∞
 Fn + Fn−1
 Fn
 x = limn→∞
 1 +1Fn
 Fn−1
 = 1 +1
 limn→∞
 Fn
 Fn−1
 = 1 +1
 x
 Dakle
 x = 1 +1
 x
 odnosnox2 − x− 1 = 0.
 Pozitivno rjesenje ove kvadratne jednadzbe koja se jos naziva i Fibonaccijeva kvadratnajednadzba je
 x =1 +√
 5
 2.
 Iz toga slijedi da vrijedi1 +√
 5
 2= [1; 1, 1, . . . ].
 DakleFn+1
 Fn
 tezi u1 +√
 5
 2kada n tezi u ∞.
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Poglavlje 5
 Fibonaccijevi brojevi u geometriji
 5.1 Zlatni rez
 Limes kvocijenta dva susjedna Fibonaccijeva brojaFn+1
 Fn
 , odnosno iracionalan broj1 +√
 5
 2je zapravo jedan od najpoznatijih brojeva u matematici. Svoju popularnost je zasluzio po-sebno u dijelu geometrije gdje je granica izmedu matematike i prirode postala praktickinevidljiva u proucavanju za nas savrsenih oblika i struktura iz prirode. Dakle, teznja tombroju bi bila teznja savrsenstvu? To su zasigurno mislili brojni graditelji i umjetnici stva-rajuci svoja djela bilo u arhitekturi bilo u slikarstvu ili glazbi oponasajuci savrsenstvo zlatnogreza ili bozanske proporcije, kako su ga nazvali. Zlatni rez, odnosno Fibonaccijevi brojeviu geometriji i opcenito stvarnosti povezani su s intuitivnim covjekovim opazanjem lijepog,s necim sto dolazi iznutra, npr. za puno slikara i kipara iz proslosti ipak nije jasno jesu listvarali djela nakon sto su se upoznali s idejom zlatnog reza ili su taj sklad jednostavno imaliu sebi kao snaznu unutarnju poveznicu s prirodom.Tu stvarnost nosimo svi u sebi, npr. pri odabiranju najljepseg pravokutnika promatrac cenajcesce odabrati zlatni pravokutnik, odnosno onaj cije su duljine stranica vrijednosti Fi-bonaccijevih brojeva1. Ovaj trivijalan primjer je samo jedan od bezbroj njih koji pokazujukako priroda i covjek kao dio prirode selektivno odabiru najprakticnije i najljepse. Ili nam selijepim cini ono smisleno u nama i oko nas sto tezi savrsenstvu, onome sto iznutra osjecamovrlo opipljivim, pak neizrecivim? Ipak, ostavimo ovakva razmisljanja filozofima.Broj koji je toliko uzburkao mastu znanstvenika i laickih ljubitelja znanosti je danas prisutanprakticki svagdje, dan danas se otkrivaju nove veze u matematici2 i pojave u prirodi. Zaoznacavanje zlatnog reza najcesce se uzima oznaka φ pa pisemo
 φ ≈ 1.61803398874989
 1ovo istrazivanje je proveo Gustav Theodor Fechner(1801.-1887.), njemacki fizicar i filozof, utemeljiteljpsihofizike, rezultati istrazivanja objavljeni su 1876. u “Zur experimentalen Aesthetik”
 2The Fibonacci Association je matematicka organizacija nastala 1963. ciji su fokus Fibonaccijevi brojevi,iste godine je poceo izlaziti matematicki casopis “The Fibonacci Quarterly ”u kojem se dan danas postavljajui rjesavaju matematicki problemi vezani uz Fibonaccijeve brojeve
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Neki smatraju da oznaka potjece od imena jednog od najpoznatijih kipara klasicne GrckePhidiasa3, dok drugi smatraju da je oznaka nastala po Fibonacciju kao “Phi-bonacci”.Takoder se cesto koristi oznaka τ koja je dobivena od grcke rijeci za rez. Prva knjiga upotpunosti posvecena zlatnom rezu je “De Divina Proportione”4 iz 1509.Prije nego krenemo s prisutnoscu broja φ u geometrijskim likovima navedimo neka zgodnasvojstva tog broja:
 1. Vrijedi: φ =1
 φ+ 1.
 Npr., za F19 = 4181 i F20 = 6765 je
 4181
 6765≈ 0.618033
 6765
 4181≈ 1.618033
 2. φ2 = (
 √5 + 1
 2)2 =
 5 + 2√
 5 + 1
 4=
 √5 + 3
 2=
 √5 + 1
 2+ 1 = φ+ 1
 Nastavimo dalje:
 φ3 = φ · φ2 = φ(φ+ 1) = φ2 + φ = (φ+ 1) + φ = 2φ+ 1
 φ4 = φ2 · φ2 = (φ+ 1)(φ+ 1) = φ2 + 2φ+ 1 = (φ+ 1) + 2φ+ 1 = 3φ+ 2
 φ5 = φ3 · φ2 = (2φ+ 1)(φ+ 1) = 2φ2 + 3φ+ 1 = 2(φ+ 1) + 3φ+ 1 = 5φ+ 3
 φ6 = φ3 · φ3 = (2φ+ 1)(2φ+ 1) = 4φ2 + 4φ+ 1 = 4(φ+ 1) + 4φ+ 1 = 8φ+ 5...
 Iz ovog zakljucujemo da vrijedi
 φ = 1 · φ+ 0 φ5 = 5 · φ+ 3
 φ2 = 1 · φ+ 1 φ6 = 8 · φ+ 5
 φ3 = 2 · φ+ 1 φ7 = 13 · φ+ 8
 φ4 = 3 · φ+ 2 φ8 = 21 · φ+ 13...
 3Phidias (490.-430.pr.Kr.), grcki kipar, slikar i arhitekt, zasluzan za izgradnju Partenona u Ateni gdje sevrlo cesto sluzio zlatnim rezom
 4autor “De Divina Proportione”je fra Luca Bartolomeo de Pacioli (1445.-1517.), franjevac i talijanskimatematicar, knjigu je ilustrirao njegov ucenik Leonardo da Vinci (1452.-1519.), talijanski slikar, kipar,arhitekt, inzenjer i znanstvenik
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odnosno da su i koeficijenti od φ i konstante u jednakostima Fibonaccijevi brojevii to se pojavljuju redom kao u Fibonaccijevom nizu.Vrijedi:
 Fnφ+ Fn−1 = φn, n ∈ Z.
 3. Iz Fibonaccijeve kvadratne jednadzbe dobivamo izraz
 φ =√
 1 + φ.
 Ako φ pod korjenom zapisemo jos jednom na isti nacin dobit cemo
 φ =
 √1 +
 √1 + φ.
 Postupak mozemo nastaviti do u beskonacnost
 φ =
 √1 +
 √1 +
 √1 +√
 1 + . . .
 Ovo je jos jedan nacin kako izracunati vrijednost zlatnog reza s velikom tocnoscu.
 Geometrijski prikaz
 Podijelimo duzinu AB duljine 1 tockom C tako da vrijedi
 1
 x=
 x
 1− x
 gdje je |AC| = x dulji dio duzine AB.
 Slika 5.1. geometrijski prikaz zlatnog reza
 Dobijemo kvadratnu jednadzbu x2 + x− 1 = 0 gdje je pozitivno rjesenje jednako−1 +
 √5
 2pa zakljucujemo:
 1
 x=
 2
 −1 +√
 5=
 2(1 +√
 5)
 (−1 +√
 5)(1 +√
 5)=
 1 +√
 5
 2= φ.
 33

Page 38
						

Konstrukcija zlatnog reza
 Konstruirajmo jednakostranican trokut sa stranicama duljine 2 i njegovu opisanu kruznicu.Zatim povucimo duzinu koja prolazi kroz polovista dviju stranica trokuta tako da joj krajnjetocke pripadaju opisanoj kruznici.
 Slika 5.2. konstrukcija zlatnog reza
 Prije nego nastavimo dokazimo teorem:
 Teorem 5.1. Neka je k kruznica, a T tocka ravnine. Neka je p bilo koji pravac koji pro-lazi tockom T i sijece kruznicu k u tockama A i B. Tada je vrijednost izraza |TA| · |TB|konstantna, odnosno ne ovisi o izboru pravca p.
 Dokaz:1. slucaj - tocka T lezi na kruznici kJedna od tocaka A i B se podudara s T pa je ili |TA| = 0 ili |TB| = 0. Za oba slucaja je|TA| · |TB| = 0.
 2. slucaj - tocka T se nalazi unutar kruznice kPovucimo kroz tocku T dva pravca i neka prvi pravac sijece kruznicu k u tockama A i B, adrugi u tockama C i D kao na Slici 5.3.
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Slika 5.3. 2. slucaj
 ∠ATD = ∠CTB su vrsni kutovi, a ∠CBT = ∠TDA su obodni kutovi nad kruznim lukomAC pa su prema KKK teoremu o slicnosti, koji kaze da su dva trokuta slicna ako su im
 sva tri kuta sukladna, trokuti 4ATD i 4CTB slicni. Tada slijedi|TA||TD|
 =|TC||TB|
 , odnosno
 |TA| · |TB| = |TC| · |TD|.
 3. slucaj - tocka T se nalazi izvan kruznice kPovucimo kroz tocku T dva pravca i neka prvi pravac sijece kruznicu k u tockama A i B, adrugi u tockama C i D kao na Slici 5.4.
 Slika 5.4. 3. slucaj
 Trokuti 4ATD i 4CTB imaju zajednicki kut kod vrha T. Zatim kutovi ∠CBT = ∠TDAsu obodni kutovi nad AC pa po KKK teoremu o slicnosti zakljucujemo da su ti trokuti
 slicni. Slijedi|TA||TD|
 =|TC||TB|
 , odnosno |TA| · |TB| = |TC| · |TD|. 2
 35

Page 40
						

Uocimo na Slici 5.2. tetive AC i FG koje se sijeku u tocki E. Tada po Teoremu 5.1. mozemopisati
 |EA| · |EC| = |EF | · |EG|
 odnosno1 · 1 = (1 + x) · x ⇒ x2 + x− 1 = 0.
 Jedno rjesenje kvadratne jednadzbe je x =
 √5− 1
 2sto je
 1
 φ.
 Zlatni kut
 Promotrimo krug koji je podijeljen na dva kuta ciji kvocijent priblizno iznosi φ.
 Slika 5.5. zlatni kut
 Manji kut je jednak:
 360◦ − 360◦
 φ= 137.5077640 . . .◦ ≈ 137.5◦
 a veci:360◦
 φ= 222.4922359 . . .◦ ≈ 222.5◦
 Vrijedi:krug
 veci kut=
 360◦
 222.5◦≈ 1.618,
 veci kut
 manji kut=
 222.5◦
 137.5◦≈ 1.618.
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Pravilni peterokut
 Promotrimo pravilni peterokut koji se jos naziva i pravilni pentagon. Njegove dijagonalecine pentagram.
 Slika 5.6. pravilni pentagon i pentagram
 U pravilnom pentagonu uvijek vrijedi:
 ∠BHE = 108◦,∠BEH = 36◦.
 Po sinusovom poucku vrijediBE
 sin 108◦=
 BH
 sin 36◦
 pa mozemo pisati
 BE
 BH=
 sin 108◦
 sin 36◦=
 sin 72◦
 sin 36◦= 2 cos 36◦ = 2
 1 +√
 5
 4= φ.
 Jasno je da je BH = BG pa vrijedi
 BE
 BH=BE
 BG= φ.
 Zakljucujemo da tocka G dijeli duzinu BE u omjeru zlatnog reza. Kao posljedicu po definicijizlatnog reza zakljucujemo
 BG
 EG= φ.
 Zatim uzimajuci u obzir BF = EG pisemo
 BG
 BF=BF
 FG= φ.
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Dakle, kada svaku od duzina redom FG,BF ,BG i BE mnozimo s φ dobivamo sljedecu.Analogno vrijedi
 BE
 AB= φ.
 Postoji jos puno jednostavnih geometrijskih primjera gdje je prisutnost zlatnog reza visenego ocita, kao npr. u zlatnom trokutu, zlatnom pravokutniku, zlatnoj ili Fibonaccijevojspirali itd. no obratimo paznju na fraktale. Da li i u fraktalima mozemo pronaci Fibonacci-jeve brojeve ili zlatni rez?
 5.2 Grossmanov fraktal
 Objekti u prirodi vecinom su izrazito kompleksni i nemoguce ih je prikazati sluzeci se Euklid-skom geometrijom. Krajem 19. i pocetkom 20. stoljeca matematicari Gaston Julia5, PierreFatou6 i Georg Cantor7 su procavali krivulje koje daleko bolje reprezentiraju prirodne oblikekao sto su planine, obale, munje, oblaci, biljke, pahuljice snijega, itd. Isprva su takve krivuljezvali monstruoznim i patoloskim pa ipak nakon nekog vremena su pronasle svoje mjesto umatematici. Benoit Mandelbrot8, koji je uz pomoc racunala pokazao svu ljepotu krivuljaGastona Julia, te je krivulje nazvao fraktalima9. I tako je popularnost fraktala pocela eks-ponencijalno rasti. Cak se zadnjih godina pojavila i fraktalna umjetnost gdje se u raznimsoftwerima mogu prikazati i po zelji obojati najrazlicitiji oblici.Fraktali su zapravo geometrijske strukture, odnosno skupovi tocaka cija je fraktalna dimen-zija veca od topoloske dimenzije. Mogu biti egzaktno samoslicni (kad su zadani geometrijski)i kvazi-samoslicni (kad su zadani algebarski). Kazemo da imaju beskonacno slozenu struk-turu koja se oblikuje iteriranjem.Iznenadujuce, Fibonaccijevi brojevi se pojavljuju u nekim fraktalima, kao npr. u Grossmano-vom10 fraktalu. Promotrimo bazu Grossmanovog fraktala, jednakokracan trokut. Izbrisimodio trokuta kao sto je vidljivo na Slici 5.7.
 Slika 5.7. Grossmanov fraktal nakon 1. iteracije
 5Gaston Maurice Julia (1893.-1978.), francuski matematicar6Pierre Fatou (1878.-1929.), francuski matematicar7Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845.-1918.), njemacki matematicar, utemeljitelj teorije sku-
 pova8Benoit Mandelbrot (1924.-2010.), poljski matematicar, utemeljitelj fraktalne geometrije9lat. fractus=razlomljen
 10George William Grossman, americki matematicar koji je fraktal osmislio i 1997. u casopisu “FibonacciQuarterly”detaljno analizirao njegova svojstva
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Zamjecujemo da su dva nova trokuta i praznina izmedu njih takoder u obliku jednakokracnogtrokuta.Sljedeca iteracija se odnosi samo na trokut vece povrsine. Tako dobivamo tri jednakokracnatrokuta i dvije praznine takoder u obliku jednakokracnog trokuta.
 Slika 5.8. Grossmanov fraktal nakon 2. iteracije
 Sada imamo dva veca sukladna trokuta i jedan manji. U sljedecem postupku djelujemo navece i taj postupak ponavljamo do u beskonacnost. Na Slici 5.9. se vidi kako izgleda fraktalnakon 8 iteracija.
 Slika 5.9. Grossmanov fraktal nakon 8. iteracije
 Uocimo da imamo samo dvije velicine jednakokracnog trokuta. Tada mozemo primjetitipojavljivanje Fibonaccijevog broja nakon svake iteracije, tocnije broj sukladnih trokuta uGrossmanovom fraktalu je uvijek Fibonaccijev broj. Na Slici 5.9. je broj vecih trokutaF9 = 34, a manjih F8 = 21.Obratimo sada paznju na praznine. Zaustavimo se nakon 5. iteracije.
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Slika 5.10. Grossmanov fraktal nakon 5. iteracije
 Promatrajuci zbroj praznina pocevsi od najvece prema najmanjoj koje su, kao sto smo vecrekli, u obliku jednakokracnog trokuta uocavamo Fibonaccijev niz. Da se zaustavimo nabilo kojoj iteraciji dobili bi opet Fibonaccijev niz. Zakljucujemo da ce sume praznina oblikajednakokracnog trokuta zasebno od najvece prema najmanjoj u Grossmanovom fraktalunakon n-te iteracije dati n prvih brojeva Fibonaccijevog niza.
 5.3 Brojevi u prirodi
 Prisutnost Fibonaccijevih brojeva bilo u nizu ili u omjeru kao zlatni rez je zaista velika.Promotrimo npr. pcele. U prirodi postoji oko 30000 razlicitih vrsta pcela. U kosnici pcelamedarica, odnosno njihovoj pcelinjoj zajednici kao sto vec znamo imamo maticu, radilicei trutove. Nama ce najinteresantnija biti genealogija trutova. Jedina funkcija trutova jeoplodivanje jajasaca koje proizvede matica. Oplodeno jajasce se razvije u radilicu, pcelu
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zenskog spola, a neoplodeno u truta, pcelu muskog spola. Iz radilice moze nastati maticaako se u prvim danima licinka duze hrani mlijecju. Dakle, da bi se pcela razvila u trutapotrebna je samo matica, a da bi se razvila u radilicu ili iznimno maticu, potrebni su maticai trut. Sada mozemo prikazati genealogiju, odnosno pretke jednog truta. Pocnimo od njega.
 Slika 5.11. Genealogija truta
 Prikazimo u tablici broj pcela zenskog i muskog spola te ukupan broj pcela.
 br. pcela z. spola br. pcela m. spola ukupan br. pcela
 0 1 11 0 11 1 22 1 33 2 55 3 88 5 1313 8 21
 Tablica 5.1. Broj pcela u genealogiji truta
 Ocita je prisutnost Fibonaccijevog niza.
 Nadalje, u biljkama se Fibonaccijevi brojevi cesto pojavljuju, npr. kod pasiflore ili Kris-tovog cvijeta. Na Slici 5.12. vidi se straznja strana cvijeta.
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Slika 5.12. Pasiflora sa straznje strane
 Vide se 3 sepale, zatim 5 zelenih latica, pa jos jedan red od 5 svijetlozelenih latica. To susve Fibonaccijevi brojevi. Promotrimo sad prednju stranu cvijeta.
 Slika 5.13. Pasiflora ili Kristov cvijet
 I tu uocavamo Fibonaccijeve brojeve. Imamo 5 zelenih prasnika i 3 tamnoljubicasta tucka.Zatim promotrimo cvijet purpurna echinacea.
 Slika 5.14. Purpurna echinacea
 Vidimo da se narancaste tanje latice slazu u spirale u lijevu i desnu stranu. Kad bi zbrojilispirale u jednom smjeru dobili bi Fibonaccijev broj. To isto vrijedi i za spirale u drugomsmjeru. Interesantno je da su ta dva zbroja susjedni Fibonaccijevi brojevi u nizu. Spirale sejos bolje uocavaju u polozaju sjemenja u suncokretu.
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Slika 5.15. Suncokret
 Kako uopce nastaju ove spirale i zasto? Odmah mozemo zamijetiti da su sjemenke ovogkruzolikog cvijeta izrasle tako da podjednako gusto zauzimaju prostor. To je zapravo mogucejedino ako svaka sjemenka izraste udaljena od prethodno izrasle sjemenke za priblizno 137.5◦,odnosno za vrijednost zlatnog kuta s tim da je vrh kuta u sredistu suncokreta. Tako nastajuspirale kao rezultat razmjestaja po zlatnom kutu.To se ne dogada samo u suncokretu ili echinacei, vec se pojavljuje kao jedan od principarazvitka biljnih organizama u prirodi. Postoji puno biljaka kojima se listovi, cvjetovi iplodovi razvijaju po principu zlatnog kuta, kao npr. africka ljubicica, kaktus, ananas, ceser,cvjetaca, itd. Listovi raskosnijih biljaka u tom polozaju dobivaju najvise svjetlosti i vlagejer su svi podjednako izlozeni.
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Poglavlje 6
 Prisutnost u arhitekturi i umjetnosti
 Zlatni rez je logicno vrlo prisutan kako u arhitekturi tako i u dvodimenzionalnoj i trodi-menzionalnoj umjetnosti pa cak i u glazbi, znaci u ljudskom kreativnom izricaju. Jedan odnajpoznatijih i cesto spominjanih primjera u arhitekturi je Phidiusov Partenon. Jasno sevidi zlatni pravokutnik1.
 Slika 6.1. Partenon
 Ipak, primjena zlatnog reza je dozivjela svoj procvat u renesansi gdje se intenzivno proucavalaproporcija u arhitekturi i umjetnosti. Osnovna ideja je bila povezati harmonicnu kompozicijui estetiku s odredenim odnosima medu brojevima koji bi na koncu predstavljali pravilo.Dakle, ukljucivali su brojeve i to najcesce Fibonaccijeve u svojoj teznji za kreativnim idealom.Dan danas su takve ideje vrlo zive i to uglavnom zbog napretka u tehnologiji2 sto omogucavaveci spektar umjetnickog izrazavanja.Renesansa je dala puno velicanstvenih djela u arhitekturi ukljucujuci i katedralu Santa Mariadel Fiore koja se nalazi u Firenzi.
 1omjer duljina stranica je zlatni rez2jedna od takvih suvremenih umjetnika je i Batsheeba Grossman (1966.), poznata kiparica iz Kalifor-
 nije koja je spojila geometriju, umjetnost i tehnologiju, odnosno programiranje i 3D printanje kompleksnihskulptura u metalu
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Slika 6.2. Santa Maria del Fiore
 Fibonaccijevi brojevi su vise nego ociti.
 Slika 6.3. presjek kupole Santa Maria del Fiore
 Jedna od modernijih uporaba zlatnog reza je vidljiva u zgradi UN-a u New Yorku. Josjednom je ocit zlatni pravokutnik.
 Slika 6.4. Zgrada UN-a
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Leonardo da Vinci je takoder intenzivno proucavao matematicke odnose u prirodi i covjekui to prenosio u svoja djela. Tako je sacuvan poznati Vetruvijanski covjek.
 Slika 6.5. Vetruvijanski covjek
 Proucavanje proporcija ljudskog tijela se nastavilo do danas. Neki od poznatijih koji suozbiljnije pristupali tome bili su Albrecht Durer3 i Adolphe Quetelet4.Zanimljiv primjer iz slikarstva je slika Georgesa Seurata5, La Parade, koja je prepuna zlatnihproporcija.
 Slika 6.6. La Parade
 Zatim iz kiparstva istaknimo jednu od najljepsih skulptura svih vremena, Michelangelovog6
 Davida.
 3Albrecht Durer (1471.-1528.), njemacki umjetnik i matematicar4Lambert Adolphe Jacques Quetelet (1796.-1874.), belgijski astronom, matematicar, statisticar i sociolog5Georges-Pierre Seurat (1859.-1891.), francuski slikar6Michelangelo di Lodovico Buonarroti Simoni (1475.-1564.), talijanski kipar, slikar, arhitekt i pjesnik
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Slika 6.7. David
 Primjera ima zaista puno i dotakli smo se samo malog dijela gdje su Fibonaccijevi brojevi izlatni rez bili koristeni u zelji za sto vecim skladom u djelima.Fibonaccijev niz je utjecao i na skladatelje. Neke od najpoznatijih skladbi u koje su utkaniFibonaccijevi brojevi su:
 - W. A. Mozart7: Sonata br. 1 u c-duru, K.279, Sonata br. 2 u F-duru, K.280, itd.
 - L. van Beethoven8: 5. simfonija u c-molu, op. 67
 - F. F. Chopin9: Preludij br. 9 u E-duru i Preludij br. 1 u C-duru
 - R. Wagner10: preludij iz opere “Tristan i Izolda”
 - C. Debussy11: “Images”-“Reflets dans l’eau”
 - E. Satie12: “Sonneries de la Rose Croix”
 - B. Bartok13: Klavirski koncert “Muzika za gudace, udaraljke i celestu”
 Posljednjih godina je nastalo puno razlicitih glazbenih uradaka vezanih uz Fibonaccijeve bro-jeve, no nisu toliko estetski primamljivi za siru publiku kao npr. “For Ann (rising)”JamesaTenney14. U nasem potpourri vremenu glazbeni ukus je dobio posve novo znacenje.
 7Wolfgang Amadeus Mozart (1756.-1791.), austrijski skladatelj i dirigent8Ludwig van Beethoven (1770.-1827.), njemacki skladatelj i pijanist9Fryderyk Franciszek Chopin (1810.-1849.), poljski skladatelj i pijanist
 10Richard Wagner (1813.-1883.), njemacki skladatelj i dirigent11Achille-Claude Debussy (1862.-1918.), francuski skladatelj12Alfred Eric Leslie Satie (1866.-1925.), francuski skladatelj i pijanist13Bela Viktor Janos Bartok (1881.-1945.), madarski skladatelj i pijanist14James Tenney (1934.-2006.), americki skladatelj i glazbeni teoreticar
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Poglavlje 7
 Primjeri
 Primjer 7.1. Pretpostavimo da se covjek zeli popeti na n-tu stepenicu s tim da u jednomkoraku moze prijeci jednu ili dvije stepenice. Na koliko nacina se moze popeti?Rjesenje: Ako je n = 1, odnosno ako imamo samo jednu stepenicu, ocito je da imamo samojedan nacin. Za n = 2 imamo dva nacina, jednu po jednu ili obje u jednom koraku. Zatimza n = 3 imamo tri razlicita nacina, itd. Kad je n > 2 za stubiste od n stepenica imamo Cn
 nacina. Ako pocnemo s jednom stepenicom u koraku ostane ih n− 1, odnosno Cn−1 nacinaza popeti se, a ako pocnemo s dvije stepenice u koraku ostane Cn−2 nacina. Tako Cn mozemopisati kao sumu
 Cn = Cn−1 + Cn−2
 sto je rekurzivna relacija. Vrijednosti Cn ce odgovarati Fibonaccijevom pravilu ako je Cn =Fn+1. Npr., za n = 10 covjek se moze popeti na 89 nacina.
 Primjer 7.2. Ako se upitamo na koliko nacina mozemo posjesti na stolice djecake i dje-vojcice tako da nijedna dva djecaka ne sjede skupa mozemo primjetiti pojavljivanje Fibonac-cijevih brojeva.Rjesenje: Oznacimo s A djevojcice, a s B djecake.
 48

Page 53
						

br. stolica razmjestaj br. nacina
 1 B,A 22 BA,AB,AA 3
 3AAB,BAB,ABA,AAA, 5
 BAA
 4AAAA,BABA,ABAB,BAAB,AAAB,BAAA, 8
 AABA,ABAA
 5
 AAAAB,BABAB,BAAAB,AABAB,ABAAB,AAAAA,BABAA,ABABA,BAABA, 13AAABA,BAAAA,AABAA,
 ABAAA
 Tablica 7.1.
 Kao sto je vidljivo iz Tablice 7.1. pojavljuju se Fibonaccijevi brojevi pocevsi od 2.Kada promijenimo uvjete na nacin da djecaci i djevojcice sjednu tako da bar jedna osoba donjih bude istog spola i ako pocnemo s npr. djevojcicom dobit cemo Fibonaccijev niz.
 br. stolica razmjestaj br. nacina
 1 - 02 AA 13 AAA 14 AAAA,AABB 25 AABBB,AAABB,AAAAA 3
 Tablica 7.2.
 Primjer 7.3. Promotrimo Sliku 7.1. i pitajmo se na koliko nacina riba moze doplivati doheksagona K ako se krece samo udesno.
 Slika 7.1. Riba i heksagoni
 Rjesenje: Promotrimo npr. na koliko nacina moze doplivati do heksagona Z.
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Slika 7.2. Putovi ribe do heksagona Z
 Da zakljucimo, broj nacina raste ovako
 br. heksagona 1 2 3 4 5 6 7 . . . nbr. nacina 1 1 2 3 5 8 13
 Tablica 7.3.
 sto je ocito Fibonaccijev niz, odnosno rjesenje naseg problema je F16 = 987 jer imamo 16heksagona. Riba moze doplivati do heksagona K na 987 nacina.
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Sazetak
 U diplomskom radu se upoznajemo s Fibonaccijevim brojevima. Na samom pocetku govo-rimo o poznatom matematicaru iz srednjeg vijeka Leonardu Fibonacciju po kojemu su ovibrojevi dobili ime, o njegovom utjecaju i vaznosti matematickih radova od kojih su sacuvane4 knjige. Zatim polako uvodimo u sredisnju temu, a to su Fibonaccijevi brojevi koji cineFibonaccijev niz. Prvo definiramo matematicku indukciju kojom se sluzimo u vecini do-kaza u radu, a zatim definiramo rekurzivnu relaciju kako bismo kasnije mogli Fibonaccijevniz definirati kao rekurzivni niz s pocetnim uvjetima. Nakon toga navodimo neka osnovnasvojstva i osnovnu povezanost s binomnim koeficijentima te izvodimo vaznu Binetovu for-mulu. Zatim govorimo o nekim vaznijim svojstvima djeljivosti Fibonaccijevih brojeva gdjespominjemo i Euklidski algoritam kojeg cemo kasnije koristiti u dokazima. Govorimo i overiznim razlomcima te kako kvocijent sukcesivnih Fibonaccijevih brojeva mozemo zapisatikao verizni razlomak i tu se vec nazire uvod u zlatni rez. Sada je jasno da se zlatni reznalazi i u Binetovoj formuli. Nakon sto spomenemo nekoliko zanimljivih odnosa vezanihuz zlatni rez povezujemo ga s geometrijskim likovima. Zatim zamjecujemo prisutnost Fi-bonaccijevih brojeva u Grossmanovom fraktalu i kasnije i u prirodi, covjeku, arhitekturi,slikarstvu, glazbi, itd. bilo kao niz ili kao zlatni rez. Diplomski rad zavrsava s 3 zanimljivakombinatorna problema.
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Summary
 In this thesis we acquaint ourselves with Fibonacci numbers. In the very beginning we talkabout the famous mathematician Leonardo Fibonacci who lived in the Middle Ages. Fibo-nacci numbers were named after him. Also we talk about his influence and an importanceof his scientific works. Later on, we define a mathematical induction, a method that wewill use in later proofs. Right after that we define a recurrence relation in general withexamples. Next we talk about some basic properties and the connection between binomialcoefficients and Fibonacci numbers and we introduce an important Binet’s formula. Then wetalk about the divisibility of Fibonacci numbers where we mention the Euclid algorithm thatwe will use later on. After that we explain the connection between continued fractions andFibonacci numbers. In a geometry we describe the golden ratio and its presence and thenan appearance of Fibonacci numbers in Grossman’s fractal and in the nature, the humanbody, the architecture, the paintings, the music, etc. At the end we present 3 interestingcombinatorial examples.
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