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            Ministarstvo znanosti, obrazovanja i ˇ sporta Republike Hrvatske Agencija za odgoj i obrazovanje Hrvatsko matemati ˇ cko dru ˇ stvo DR ˇ ZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE 1. razred – srednja ˇ skola – A kategorija Primo ˇ sten, 7. travnja 2008. Zadatak 1. Neka su a, b, c proizvoljni realni brojevi. Doka ˇ zi da je barem jedan od brojeva (a + b + c) 2 − 9ab, (a + b + c) 2 − 9bc, (a + b + c) 2 − 9ca nenegativan. Zadatak 2. Koliko ima peteroznamenkastih brojeva oblika 37abc takvih da je svaki od brojeva 37abc, 37bca i 37cab djeljiv s 37? Zadatak 3. Neka je OAB ˇ cetvrtina kruga sa sredi ˇ stem O polumjera 1. Nad du ˇ zinama OA i OB, kao promjerima, konstruirane su polukru ˇ znice s unutarnje strane dane ˇ cetvrtine kruga. Izra ˇ cunaj polumjer kru ˇ znice koja dodiruje te dvije polukru ˇ znice i luk  AB . Zadatak 4. Na - di sva realna rjeˇ senja jednad ˇ zbe (16x 200 + 1)(y 200 + 1)= 16(xy) 100 . Zadatak 5. Nazovimo prirodan broj n “sretan” ako mu je zbroj svih znamenaka vi ˇ sekratnik od 7, i “supersretan” ako je “sretan” i niti jedan od brojeva n + 1, n + 2,..., n + 12 nije “sretan”. Koji je najmanji “supersretan” prirodan broj? Svaki se zadatak boduje s 20 bodova. Nije dozvoljena uporaba d ˇ zepnog ra ˇ cunala niti bilo kakvih priru ˇ cnika. 
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Ministarstvo znanosti, obrazovanja i sporta Republike HrvatskeAgencija za odgoj i obrazovanjeHrvatsko matematicko drustvo
 DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE
 1. razred – srednja skola – A kategorija
 Primosten, 7. travnja 2008.
 Zadatak 1. Neka su a, b, c proizvoljni realni brojevi. Dokazi da je barem jedan odbrojeva
 (a + b + c)2 − 9ab, (a + b + c)2 − 9bc, (a + b + c)2 − 9ca
 nenegativan.
 Zadatak 2. Koliko ima peteroznamenkastih brojeva oblika 37abc takvih da jesvaki od brojeva 37abc, 37bca i 37cab djeljiv s 37?
 Zadatak 3. Neka je OAB cetvrtina kruga sa sredistem O polumjera 1. Nad duzinamaOA i OB, kao promjerima, konstruirane su polukruznice s unutarnje strane danecetvrtine kruga. Izracunaj polumjer kruznice koja dodiruje te dvije polukruznice i
 luk�AB .
 Zadatak 4. Na -di sva realna rjesenja jednadzbe
 (16x200 + 1)(y200 + 1) = 16(xy)100.
 Zadatak 5. Nazovimo prirodan broj n “sretan” ako mu je zbroj svih znamenakavisekratnik od 7, i “supersretan” ako je “sretan” i niti jedan od brojeva
 n + 1, n + 2, . . . , n + 12
 nije “sretan”. Koji je najmanji “supersretan” prirodan broj?
 Svaki se zadatak boduje s 20 bodova.Nije dozvoljena uporaba dzepnog racunala niti bilo kakvih prirucnika.
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Ministarstvo znanosti, obrazovanja i sporta Republike HrvatskeAgencija za odgoj i obrazovanjeHrvatsko matematicko drustvo
 DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE
 2. razred – srednja skola – A kategorija
 Primosten, 7. travnja 2008.
 Zadatak 1. Na -di sva realna rjesenja jednadzbe√
 2x2 + 3x + 5 +√
 2x2 − 3x + 5 = 3x.
 Zadatak 2. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi takvi da je a2 + b2 + c2 = 3.Dokazi nejednakost
 11 + ab
 +1
 1 + bc+
 11 + ca
 ≥ 32.
 Zadatak 3. Odredi sve cijele brojeve x takve da je 1 + 5 · 2x kvadrat racionalnogbroja.
 Zadatak 4. Dan je cetverokut ABCD s kutovima α = 60◦, β = 90◦, γ = 120◦.Dijagonale AC i BD sijeku se u tocki S, pri cemu je 2|BS| = |SD| = 2d. Iz polovistaP dijagonale AC spustena je okomica PM na dijagonalu BD, a iz tocke S okomicaSN na PB.
 Dokazi: (a) |MS| = |NS| =d2;
 (b) |AD| = |DC|;
 (c) P(ABCD) =9d2
 2.
 Zadatak 5. Dano je 10 slozenih prirodnih brojeva manjih od 840. Dokazi da me -dunjima postoje barem dva broja koja nisu relativno prosta.
 Svaki se zadatak boduje s 20 bodova.Nije dozvoljena uporaba dzepnog racunala niti bilo kakvih prirucnika.
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Ministarstvo znanosti, obrazovanja i sporta Republike HrvatskeAgencija za odgoj i obrazovanjeHrvatsko matematicko drustvo
 DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE
 3. razred – srednja skola – A kategorija
 Primosten, 7. travnja 2008.
 Zadatak 1. Duljine stranica trokuta su tri uzastopna prirodna broja, a jedan odkutova trokuta je dvaput veci od jednog od preostalih dvaju kutova. Odredi duljinestranica trokuta.
 Zadatak 2. Neka su x1, x2, . . . , xn−1, xn pozitivni realni brojevi takvi da jen∑
 i=1
 xi = 1. Dokazi nejednakost
 x21
 x1 + x2+
 x22
 x2 + x3+ . . . +
 x2n−1
 xn−1 + xn+
 x2n
 xn + x1≥ 1
 2.
 Zadatak 3. Od svih brojeva oblika 36m − 5n, gdje su m i n prirodni brojevi, odredinajmanji po apsolutnoj vrijednosti.
 Zadatak 4. Bocni brid pravilne trostrane piramide je b = 1, a njezin obujam je
 V =16. Koliki je kut pri vrhu bocne strane?
 Zadatak 5. Dan je n × p pravokutnik podijeljen na np jedinicnih kvadratica. Napocetku je m kvadratica crnih, a svi ostali su bijeli. Dozvoljena je sljedeca operacija:bijeli kvadratic koji ima zajednicki brid s barem dva crna kvadratica, moze postaticrni. Na -di najmanji moguci m takav da postoji polazna pozicija iz koje, primjenomovih operacija, mogu svi kvadratici postati crni.
 Svaki se zadatak boduje s 20 bodova.Nije dozvoljena uporaba dzepnog racunala niti bilo kakvih prirucnika.
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Ministarstvo znanosti, obrazovanja i sporta Republike HrvatskeAgencija za odgoj i obrazovanjeHrvatsko matematicko drustvo
 DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE
 4. razred – srednja skola – A kategorija
 Primosten, 7. travnja 2008.
 Zadatak 1. Dokazi da za po volji odabrane prirodne brojevem i n vrijedi nejednakost
 1n√m
 +1
 m√n> 1.
 Zadatak 2. Odredi formulu za zbroj
 �√
 1� + �√
 2� + �√
 3� + . . . + �√
 n2 − 1�.
 Tu je �r� najveci cijeli broj koji nije veci od r.
 Zadatak 3. Nad stranicama AB, BC trokuta ABC konstruirani su kvadrati ABKL,BCMN (koji s trokutom imaju samo zajednicku stranicu).
 a) Ako je D tocka takva da je ABCD paralelogram, dokazi da su trokuti ABD i BKNsukladni.
 b) Dokazi da su polovista duzina AC, KN i sredista kvadrata ABKL, BCMN vrhovikvadrata.
 Zadatak 4. U prostoru je dano sest razlicitih tocaka, O, T1, T2, T3, T4, T5. Dokazida postoje indeksi i, j, 1 ≤ i < j ≤ 5 takvi da je )<TiOTj ≤ 90◦.
 Zadatak 5. Dan je n × p pravokutnik podijeljen na np jedinicnih kvadratica. Napocetku je m kvadratica crnih, a svi ostali su bijeli. Dozvoljena je sljedeca operacija:bijeli kvadratic koji ima zajednicki brid s barem dva crna kvadratica, moze postaticrni. Na -di najmanji moguci m takav da postoji polazna pozicija iz koje, primjenomovih operacija, mogu svi kvadratici postati crni.
 Svaki se zadatak boduje s 20 bodova.Nije dozvoljena uporaba dzepnog racunala niti bilo kakvih prirucnika.
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Ministarstvo znanosti, obrazovanja i sporta Republike HrvatskeAgencija za odgoj i obrazovanjeHrvatsko matematicko drustvo
 DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE
 1. razred – srednja skola – B kategorija
 Primosten, 7. travnja 2008.
 Zadatak 1. Neka su a, b, c proizvoljni realni brojevi. Dokazi da je barem jedan odbrojeva
 (a + b + c)2 − 9ab, (a + b + c)2 − 9bc, (a + b + c)2 − 9ca
 nenegativan.
 Zadatak 2. Na stranici AB kvadrata ABCD dana je tocka E takva da je |AE| = 3|EB|,a na stranici AD dana je tocka F takva da je |AF| = 5|FD|. S K je oznacen presjekpravaca DE i CF, s L presjek pravaca DE i BF, te s M presjek pravaca BF i CE.Dokazi da je zbroj povrsina trokuta EML i CDK jednak zbroju povrsina trokutaFLK i BCM.
 Zadatak 3. Tamara i Mirjana uspore -duju svoje uste -devine. Niti jedna nema vise od100 kuna. Svaka od njih izbroji svoju uste -devinu u kunama i lipama. Ustanovile suda je iznos Mirjanine uste -devine za pet lipa veci od dvostruke Tamarine uste -devine.Tamara ima onoliko kuna koliko Mirjana ima lipa, i onoliko lipa koliko Mirjana imakuna. Kolika je Tamarina uste -devina?
 Zadatak 4. Neka je a cijeli broj relativno prost s 35. Dokazi da je broj
 (a4 − 1)(a4 + 15a2 + 1)
 djeljiv s 35.
 Zadatak 5. Moze li se kvadrat podijeliti na 2008 kvadrata (ne nuzno istih duljinastranica)? Ako moze navedi primjer, a ako ne moze dokazi!
 Svaki se zadatak boduje s 20 bodova.Nije dozvoljena uporaba dzepnog racunala niti bilo kakvih prirucnika.
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Ministarstvo znanosti, obrazovanja i sporta Republike HrvatskeAgencija za odgoj i obrazovanjeHrvatsko matematicko drustvo
 DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE
 2. razred – srednja skola – B kategorija
 Primosten, 7. travnja 2008.
 Zadatak 1. Odredi sva realna rjesenja jednadzbe
 (√
 x − 2)4 + (√
 x − 3)4 = 1.
 Zadatak 2. Za kvadratnu funkciju f (x) = ax2 + bx + c vrijede ove nejednakosti
 f (−3) < −5, f (−1) > 0, f (1) < 4.
 Dokazi da je koeficijent a manji od −18.
 Zadatak 3. Tocke E, F, G su redom polovista stranica CD, DA, AB paralelogramaABCD. Kruznica opisana trokutu DEF dira stranicu AB u tocki G. Na -di omjerduljina stranica danog paralelograma (|AB| : |AD|).
 Zadatak 4. Na stranicama AB i BC trokuta ABC dane su redom tocke P i Q. DuzineAQ i CP sijeku se u tocki O.
 Ako su povrsine trokuta COQ, AOC i APO redom jednake 1 cm2, 2 cm2 i 3 cm2,odredi povrsinu cetverokuta OPBQ.
 Zadatak 5. Dano je 10 slozenih prirodnih brojeva manjih od 840. Dokazi da me -dunjima postoje barem dva broja koja nisu relativno prosta.
 Svaki se zadatak boduje s 20 bodova.Nije dozvoljena uporaba dzepnog racunala niti bilo kakvih prirucnika.
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Ministarstvo znanosti, obrazovanja i sporta Republike HrvatskeAgencija za odgoj i obrazovanjeHrvatsko matematicko drustvo
 DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE
 3. razred – srednja skola – B kategorija
 Primosten, 7. travnja 2008.
 Zadatak 1. Odredi sva rjesenja nejednadzbe
 log2 5 · log5
 (√1 − x1 + x
 +
 √1 + x1 − x
 )> 1.
 Zadatak 2. Za koje realne brojeve a postoji rjesenje jednadzbe
 cos 3x · cos3 x − sin 3x · sin3 x = a ?
 Zadatak 3. U kocki ABCDA1B1C1D1 tocka P je poloviste brida BC, a tocka Q jesrediste kvadrata CC1D1D. Ravnina kroz tocke A, P i Q dijeli kocku na dva dijela.Koliki je omjer njihovih obujmova?
 Zadatak 4. Duljine stranica trokuta su tri uzastopna prirodna broja, a jedan odkutova trokuta je dvaput veci od jednog od preostala dva kuta. Odredi duljinestranica trokuta.
 Zadatak 5. U jednakostranicnom trokutu duljine stranice 3 cm nalazi se 20 tocaka.
 Dokazi da postoji krug polumjera35
 cm koji prekriva barem 3 od tih tocaka.
 Svaki se zadatak boduje s 20 bodova.Nije dozvoljena uporaba dzepnog racunala niti bilo kakvih prirucnika.
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Ministarstvo znanosti, obrazovanja i sporta Republike HrvatskeAgencija za odgoj i obrazovanjeHrvatsko matematicko drustvo
 DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE
 4. razred – srednja skola – B kategorija
 Primosten, 7. travnja 2008.
 Zadatak 1. Dokazi da za prirodni broj n, n > 5 vrijede nejednakosti(n
 3
 )n< n! <
 (n2
 )n.
 Zadatak 2. Dokazi formulu (n je prirodni broj):
 12 + 22 + 32 + . . . + n2 =n(n + 1)(2n + 1)
 6.
 Odredi formulu za zbroj
 �√
 1� + �√
 2� + �√
 3� + . . . + �√
 n2 − 1�.Tu je �r� najveci cijeli broj koji nije veci od r.
 Zadatak 3. Niz (xn) definiran je rekurzivnom formulom
 x0 = α ,
 xn+1 =√
 1 + xn, n ≥ 0.
 a) Dokazi da je za svaki pozitivni broj α niz (xn) konvergentan i izracunaj mu limes.
 b) Za koji realni broj α je ovaj niz konstantan?
 Zadatak 4. a) Dokazi da se duljina tezisnice izrazava pomocu duljina njegovihstranica formulom
 t2a =12(b2 + c2) − 1
 4a2.
 b) U trokutu DEF duljine stranica jednake su duljinama tezisnica trokuta ABC. Akoje trokut DEF tupokutan, dokazi da je tada najmanji kut trokuta ABC manji od 45◦.
 Zadatak 5. Neka je A tocka na hiperboli xy = 4, a B tocka na elipsi x2 + 4y2 = 4.Dokazi da vrijedi
 |AB| >4 −√
 5√2
 .
 Svaki se zadatak boduje s 20 bodova.Nije dozvoljena uporaba dzepnog racunala niti bilo kakvih prirucnika.
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DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE
 1. razred – srednja skola – A kategorija,Primosten, 7. travnja 2008.
 Rjesenja
 Zadatak 1. Neka su a, b, c proizvoljni realni brojevi. Dokazi da je barem jedan odbrojeva
 (a + b + c)2 − 9ab, (a + b + c)2 − 9bc, (a + b + c)2 − 9ca
 nenegativan.
 Rjesenje. Pretpostavimo suprotno, tj. da su sva tri broja negativna. Tada imamo
 (a + b + c)2 − 9ab < 0,
 (a + b + c)2 − 9bc < 0,
 (a + b + c)2 − 9ca < 0.
 Zbrajanjem ovih nejednakosti i sre -divanjem dobivamo
 a2 + b2 + c2 − ab − bc − ca < 0,
 tj.12
 [(a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2
 ]< 0.
 Me -dutim, suma kvadrata triju realnih brojeva ne moze biti negativna, pa zakljucu-jemo da je barem jedan od promatrana tri broja nenegativan.
 Zadatak 2. Koliko ima peteroznamenkastih brojeva oblika 37abc takvih da jesvaki od brojeva 37abc, 37bca i 37cab djeljiv s 37?
 Rjesenje. Peteroznamenkasti broj 37abc je djeljiv s 37 ako i samo ako je abc djeljivs 37. Neka je x = abc, y = bca i z = cab. Lako provjerimo da je
 10x − y = 999a, 10y − z = 999b, 10z − x = 999c. (1)
 Buduci je 999 visekratnik broja 37 (999 = 37 · 27), iz (1) slijedi: ako je neki odbrojeva x, y ili z djeljiv s 37, onda su i svi ostali.
 Svi trazeni brojevi su oni ciji su troznamenkasti zavrsetci visekratnici broja 37.Takvi su brojevi: 37 000, 37 037, 37 074, 37 111, . . . , 37 999.
 Dakle trazenih brojeva ima 28.
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Zadatak 3. Neka je OAB cetvrtina kruga sa sredistem O polumjera 1. Nad duzinamaOA i OB, kao promjerima, konstruirane su polukruznice s unutarnje strane danecetvrtine kruga. Izracunaj polumjer kruznice koja dodiruje te dvije polukruznice i
 luk�AB .
 Rjesenje. Neka je S srediste promatrane kruznice, x njezin polumjer, P polovisteduzine OA i R noziste okomice iz S na duzinu OA.
 Zbog simetrije je )<SOR = 45◦, pa je |OR| = |RS|. Trokut SOR je jednakokracan ipravokutan pa imamo
 |OR| = |RS| = |OS| · 1√2
 =1 − x√
 2.
 U trokutu PRS je
 |PR| = |OR| − |OP| =1 − x√
 2− 1
 2i |PS| =
 12
 + x,
 pa je prema Pitagorinu poucku
 |PS|2 = |PR|2 + |RS|2(
 12
 + x
 )2
 =(
 1 − x√2
 − 12
 )2
 +(
 1 − x√2
 )2
 .
 Odavde dobivamo
 x =√
 2 − 1
 3√
 2 − 1=
 5 − 2√
 217
 .
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Zadatak 4. Na -di sva realna rjesenja jednadzbe
 (16x200 + 1)(y200 + 1) = 16(xy)100.
 Rjesenje.
 Prvo rjesenje. Stavimo 4x100 = A, y100 = B. Tada dobivamo
 (A2 + 1)(B2 + 1) = 4AB⇔ A2B2 + A2 + B2 + 1 = 4AB
 ⇔ (A2B2 − 2AB + 1) + (A2 − 2AB + B2) = 0⇔ (AB − 1)2 + (A − B)2 = 0.
 Ovo je moguce jedino ako je AB = 1 i A = B, odakle slijedi:
 1◦ A = B = 1 ⇒ x100 =14, x = ± 1
 50√2, y100 = 1, y = ±1.
 2◦ A = B = −1. U ovom slucaju nema rjesenja.
 Dakle, postoje cetiri realna rjesenja:
 (1
 50√2, 1
 ),
 (1
 50√2,−1
 ),
 (− 1
 50√2, 1
 ),
 (− 1
 50√2,−1
 ).
 Drugo rjesenje.Za x = 0 ili y = 0 jednadzba nije zadovoljena. Dijeljenjem jednadzbe s 4x100y100
 dobivamo (4x100 +
 14x100
 )(y100 +
 1y100
 )= 4.
 Za pozitivan broj a vrijedi nejednakost a +1a≥ 2 jer je
 (√a − 1√
 a
 )2
 ≥ 0, pri
 cemu se jednakost dostize ako i samo ako je a = 1.
 Lijeva strana jednadzbe je(
 4x100 +1
 4x100
 )(y100 +
 1y100
 )≥ 2 · 2 = 4,
 pa je
 4x100 +1
 4x100 = 2 i y100 +1
 y100 = 2.
 Odavde slijedi 4x100 = 1 i y100 = 1, odnosno x = ± 150√2
 i y = ±1.
 Jednadzba ima cetiri realna rjesenja.
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Zadatak 5. Nazovimo prirodan broj n “sretan” ako mu je zbroj svih znamenakavisekratnik od 7, i “supersretan” ako je “sretan” i niti jedan od brojeva
 n + 1, n + 2, . . . , n + 12
 nije “sretan”. Koji je najmanji “supersretan” prirodan broj?
 Rjesenje. Neka je n "sretan" broj, a x njegova znamenka jedinica.
 1◦ Promatrajmo najprije slucaj 0 ≤ x < 3. Broj n + 7 razlikuje se od n samo uzadnjoj znamenci, pa je n + 7 djeljiv sa 7, tj. n nije "supersretan".
 2◦ Neka je 3 < x ≤ 9. Promatrajmo sedam brojeva:
 n + (10 − x), n + (10 − x) + 1, . . . n + (10 − x) + 6.
 Kako je n = 10k + x, ovi brojevi se razlikuju samo u zadnjoj znamenci koja je uskupu {0, 1, . . . , 6}. Promatrajmo zbrojeve njihovih znamenaka. Buduci da imamosedam uzastopnih prirodnih brojeva, jedan od njih je djeljiv sa 7, i odgovarajuci brojje "sretan".
 Kako je x > 3, imamo
 [n + (10 − x) + 6] − n < 13,
 pa je neki od brojeva n + 1, n + 2, . . . , n + 12 "sretan", sto znaci da n nije "super-sretan".
 3◦ Preostaje jedina mogucnost x = 3.
 Kako 3 nije sretan, promatrajmo dvoznamenkasti zavrsetak broja n, y3. Ako jey < 9, zbroj znamenaka broja n + 9 je tako -der visekratnik broja 7 (dodavanjembroja 9 broju n smanjuje se znamenka jedinica za 1 i povecava znamenka deseticaza 1). Stoga, da bi broj n bio "supersretan", njegove zadnje dvije znamenke morajubiti 93. Uocimo da broj 93 nije "sretan".
 Promatrajmo sada troznamenkasti zavrsetak broja n, z93. Ako je z < 9, dodavanjembroja 11 broju n dobiva se tako -der "sretan" broj (znamenka jedinica se poveca za1, znamenka desetica smanji za 9 i znamenka stotica poveca za 1). Da bi n bio"supersretan" mora biti z = 9. No lako se provjeri da je 993 sretan broj i da nijedanod brojeva 993 + 1, 993 + 2, ... , 993 + 12 nije sretan broj, tj. 993 je najmanji"supersretan" broj.

Page 13
						

DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE
 2. razred – srednja skola – A kategorija,Primosten, 7. travnja 2008.
 Rjesenja
 Zadatak 1. Na -di sva realna rjesenja jednadzbe
 √2x2 + 3x + 5 +
 √2x2 − 3x + 5 = 3x.
 Rjesenje. Kvadriranjem i sre -divanjem dobivamo:
 2x2 + 3x + 5 + 2√
 (2x2 + 5)2 − (3x)2 + 2x2 − 3x + 5 = 9x2
 2√
 4x4 + 11x2 + 25 = 5x2 − 10
 16x4 + 44x2 + 100 = 25x4 − 100x2 + 100
 144x2 = 9x4
 9x2(x2 − 16) = 0.
 Rjesenja ove jednadzbe su x ∈ {−4, 0, 4}. Ocito mora biti x ≥ 0 i x = 0 nijerjesenje polazne jednadzbe. Preostaje jedino x = 4, i provjerom se vidi da je todoista rjesenje.
 Drugo rjesenje.Diskriminanta kvadratnih funkcija f (x) = 2x2 ± 3x + 5 jednaka je: D = (±3)2 −4 · 2 · 5 = −31 < 0, pa su izrazi pod korijenom strogo pozitivni. Jednadzba imasmisla samo za x > 0.
 Uocimo da je(2x2 + 3x + 5) − (2x2 − 3x + 5) = 6x.
 Lijevu stranu ove jednadzbe mozemo zapisati kao razliku kvadrata:
 (√2x2 + 3x + 5 −
 √2x2 − 3x + 5
 )(√2x2 + 3x + 5 +
 √2x2 − 3x + 5
 )= 6x.
 Druga zagrada s lijeve strane jednaka je 3x, pa slijedi
 √2x2 + 3x + 5 −
 √2x2 − 3x + 5 = 2.
 Zbrajanjem ove jednakosti s onom u zadatku dobiva se
 2√
 2x2 + 3x + 5 = 3x + 2.
 Kvadriranjem i sre -divanjem dobiva se jednadzba x2 = 16, cija su rjesenja x1 = −4,i x2 = 4. Zbog pozitivnosti rjesenja ostaje samo x = 4. Neposredno se provjeri daje to zaista rjesenje.
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Zadatak 2. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi takvi da je a2 + b2 + c2 = 3.Dokazi nejednakost
 11 + ab
 +1
 1 + bc+
 11 + ca
 ≥ 32.
 Rjesenje. Koristenjem A-H nejednakosti dobivamo
 11 + ab
 +1
 1 + bc+
 11 + ca
 ≥ 93 + ab + bc + ca
 ≥ 93 + a2 + b2 + c2 =
 93 + 3
 =32.
 Ovdje smo koristili nejednakost ab + bc + ca ≤ a2 + b2 + c2 koja je ekvivalenta s(a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2 ≥ 0, a ova vrijedi.
 Zadatak 3. Odredi sve cijele brojeve x takve da je 1 + 5 · 2x kvadrat racionalnogbroja.
 Rjesenje. Moramo promatrati sljedeca tri slucaja.
 1◦ Za x = 0 je 1 + 5 · 2x = 6, a to nije potpun kvadrat.
 2◦ Za x > 0 je 1 + 5 · 2x ∈ N, pa imamo
 1 + 5 · 2x = n2,
 za neki prirodni broj n. Zato je
 5 · 2x = (n − 1)(n + 1).
 Ocito broj n mora biti neparan, veci od 1. Jedan od brojeva n − 1, n + 1 je djeljiv s4. Uz to je n2 − 1 djeljiv s 5, pa je n2 − 1 ≥ 5 · 8 = 40, tj. n ≥ 7.
 Jedan od brojeva n − 1 ili n + 1 djeljiv je s 5. Jedan od njih djeljiv je s 2, ali nijedjeljiv s vecom potencijom broja 2; a drugi je djeljiv s 2x−1. Jasno je da jedan morabiti jednak 2 · 5, a drugi 2x−1. Mogucnosti su: n − 1 = 10 ili n + 1 = 10. Od togazadovoljava samo druga mogucnost, tj. n = 9. Tada je 5 · 2x = 80, pa je x = 4.
 3◦ Za x < 0 je 1 + 5 · 2x racionalan broj s nazivnikom 2−x. Tada je 1 + 5 · 2x =q2, q ∈ Q i nazivnik od q je 2−x/2. Dakle x je paran. Stavimo li x = −2y, y ∈ N,imamo
 22y + 5 = (q · 2y)2.
 Kako je q · 2y = r cijeli broj, dobivamo
 5 = (r − 2y)(r + 2y).
 Mora biti r − 2y = 1 i r + 2y = 5. Odavde dobivamo y = 1 i x = −2. Tada je
 1 + 5 · 2x =94
 =(
 32
 )2
 .
 Dakle, trazeni brojevi su x = 4 i x = −2.
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Zadatak 4. Dan je cetverokut ABCD s kutovima α = 60◦, β = 90◦, γ = 120◦.Dijagonale AC i BD sijeku se u tocki S, pri cemu je 2|BS| = |SD| = 2d. Iz polovistaP dijagonale AC spustena je okomica PM na dijagonalu BD, a iz tocke S okomicaSN na PB.
 Dokazi: (a) |MS| = |NS| =d2;
 (b) |AD| = |DC|;
 (c) P(ABCD) =9d2
 2.
 Rjesenje. Trokuti ABC i ACD su pravokutni s hipotenuzom AC pa je cetverokutABCD tetivni. Tocka P je srediste opisane mu kruznice.
 (a) TockaM je poloviste dijagonaleBD. Iz danih uvjeta dobivamo: |DM| = |MB| =3d2
 ,
 |MS| = d2.
 Nadalje, iz )<BPM =12
 )<BPD = )<BAD = 60◦ dobivamo )<PBM = 30◦.
 Kako je NS ⊥ PB, imamo |NS| =12|BS| =
 12d = |MS|.
 (b) Trokuti MPS i NPS su pravokutni sa zajednickom hipotenuzom i sukladnomkatetom. Zato su oni sukladni i vrijedi )<MPS = )<SPN = 30◦ pa je |SP| = 2|NS|.Trokut APB je jednakokracan i )<PAB =
 12
 )<SPB = 15◦.
 Tada je i )<DAC = )<DAB − )<CAB = 60◦ − 15◦ = 45◦. Stoga je trokut ACDjednakokracan pravokutan i |AD| = |CD|.(c) Imamo
 P(ABCD) = P(ABC) + P(ACD) =12|AC|(vB + vD), (1)
 vD = |DP| =√
 |DS|2 − |SP|2 =√
 (2d)2 − d2 = d√
 3,
 vB : vD = |BR| : |DP| = |SB| : |SD| = 1 : 2 ⇒ vB =12vD =
 d√
 32
 .
 |AC| = 2|DP| = 2d√
 3.
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Uvrstavanjem u (1) dobivamo
 P =12· 2d
 √3
 (d√
 32
 + d√
 3
 )=
 9d2
 2.
 Zadatak 5. Dano je 10 slozenih prirodnih brojeva manjih od 840. Dokazi da me -dunjima postoje barem dva broja koja nisu relativno prosta.
 Rjesenje. Kako je 292 = 841, svaki slozeni broj, koji je manji od 840, djeljiv jebarem s jednim prostim brojem koji nije veci od 23. Ima samo devet prostih brojeva(2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 i 23) koji nisu veci od 23. Kako ima deset slozenih brojevakoji su manji od 840, po Dirichletovom principu postoje dva me -du njima koja sudjeljiva s istim prostim brojem koji nije veci od 23. Ta dva broja nisu relativnoprosta.
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DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE
 3. razred – srednja skola – A kategorija,Primosten, 7. travnja 2008.
 Rjesenja
 Zadatak 1. Duljine stranica trokuta su tri uzastopna prirodna broja, a jedan odkutova trokuta je dvaput veci od jednog od preostalih dvaju kutova. Odredi duljinestranica trokuta.
 Rjesenje. Neka je a = n − 1, b = n, c = n + 1. Tada je α < β < γ . Moguca sutri slucaja.
 1◦ β = 2αKoristeci poucak o sinusima i kosinusov poucak dobivamo:
 cosα =sin 2α2 sinα
 =sinβ
 2 sinα=
 b2a
 =n
 2(n − 1),
 cosα =b2 + c2 − a2
 2bc=
 n + 42(n + 1)
 .
 Iz jednadzben
 2(n − 1)=
 n + 42(n + 1)
 dobivamo n = 2. Stranice trokuta bi bile 1, 2 i
 3, sto nije moguce.
 2◦ γ = 2αSlicno kao u prethodnom slucaju dobili bismo:
 cosα =sin 2α2 sinα
 =sin γ
 2 sinα=
 n + 12(n − 1)
 ,
 cosα =b2 + c2 − a2
 2bc=
 n + 42(n + 1)
 .
 Iz jednadzben + 1
 2(n − 1)=
 n + 42(n + 1)
 se dobiva n = 5 i duljine stranica trokuta su 4,
 5 i 6.
 3◦ γ = 2βPonavljanjem postupka iz prethodnih dvaju slucajeva dobivamo
 cos β =sin 2β2 sinβ
 =sin γ
 2 sinβ=
 n + 12n
 ,
 cos β =a2 + c2 − b2
 2ac=
 n2 + 22(n2 − 1)
 .
 Iz jednadzben + 12n
 =n2 + 2
 2(n2 − 1)dobivamo kvadratnu jednadzbu n2 − 3n − 1 = 0,
 cija rjesenja n1,2 =3 ±√
 132
 su iracionalna.
 Dakle, jedino rjesenje je trokut sa stranicama duljina 4, 5 i 6.
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Zadatak 2. Neka su x1, x2, . . . , xn−1, xn pozitivni realni brojevi takvi da jen∑
 i=1
 xi = 1. Dokazi nejednakost
 x21
 x1 + x2+
 x22
 x2 + x3+ . . . +
 x2n−1
 xn−1 + xn+
 x2n
 xn + x1≥ 1
 2.
 Rjesenje. Uz oznaku xn+1 = x1 imamo:
 n∑
 i=1
 x2i
 xi + xi+1=
 n∑
 i=1
 x2i + xixi+1 − xixi+1
 xi + xi+1
 =n∑
 i=1
 (xi − xixi+1
 xi + xi+1
 )≥
 n∑
 i=1
 xi −n∑
 i=1
 (xi + xi+1
 2
 )2
 xi + xi+1
 = 1 − 14
 n∑
 i=1
 (xi + xi+1) =12.
 Drugo rjesenje.Uz oznaku xn+1 = x1 dobivamo:
 n∑
 i=1
 x2i
 xi + xi+1=
 n∑
 i=1
 x2i − x2
 i+1 + x2i+1
 xi + xi+1
 =n∑
 i=1
 (xi − xi+1) +n∑
 i=1
 x2i+1
 xi + xi+1
 =n∑
 i=1
 x2i+1
 xi + xi+1.
 Odavde dobivamo
 n∑
 i=1
 x2i
 xi + xi+1=
 12
 n∑
 i=1
 x2i + x2
 i+1
 xi + xi+1≥ 1
 4
 n∑
 i=1
 (xi + xi+1) =12,
 pri cemu smo koristili nejednakost izme -du aritmeticke i kvadratne sredine.
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Zadatak 3. Od svih brojeva oblika 36m − 5n, gdje su m i n prirodni brojevi, odredinajmanji po apsolutnoj vrijednosti.
 Rjesenje. Kako broj 36m zavrsava sa 6 za svaki prirodan broj m, a broj 5n zavrsavas 5 za svaki prirodan broj n, broj N = |36m−5n| zavrsava s 1 ili s 9. Stoga najmanjenjegove vrijednosti mogu biti 1, 9, 11, ...
 Pritom za m = 1 i n = 2 dobivamo N = 11. Pokazimo da ne moze biti N = 1 nitiN = 9, tj. da je N = 11 najmanji trazeni broj.
 Iz jednakosti 36m − 5n = ±9 slijedilo bi da je broj 5n djeljiv s 9, sto ne moze biti.
 Iz jednakosti 36m − 5n = 1 slijedilo bi 5n = 36m − 1 = (6m − 1)(6m + 1), tj.5|6m + 1, sto nije moguce jer ovaj broj zavrsava znamenkom 7, pa ne moze bitidjeljiv s 5.
 Iz jednakosti 36m − 5n = −1 slijedilo bi 5n = 36m + 1, sto nije moguce jer broj36m + 1 zavrsava znamenkom 7, pa ne moze biti djeljiv s 5.
 Zadatak 4. Bocni brid pravilne trostrane piramide je b = 1, a njezin obujam je
 V =16. Koliki je kut pri vrhu bocne strane?
 Rjesenje. Baza piramide je jednakostranicni trokut stranice duljine a. Polumjer
 njemu opisane kruznice je R =a√
 33
 . Visina piramide je
 v =√
 b2 − R2 =
 √1 − a2
 3.
 Obujam te piramide je
 V =a2√
 34
 · v3
 =16.
 Odavde dobivamo jednadzbu
 a6 − 3a4 + 4 = 0.
 Ocigledno a2 = 2 zadovoljava ovu jednadzbu. Dijeljenjem jednadzbe s a2 − 2dobivamo jednadzbu a4 − a2 − 2 = 0, koju zadovoljavaju a2 = 2 i a2 = −1 (ovonije moguce). Dakle jedina mogucnost je a2 = 2.
 Kut pri vrhu pobocke izracunat cemo pomocu kosinusovog poucka:
 cosϕ =b2 + b2 − a2
 2b · b = 1 − a2
 2b2 = 0,
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ili sinusovog poucka:
 sinϕ2
 =a2
 b=
 √2
 2.
 Dakle, trazeni kut je ϕ = 90◦.
 Zadatak 5. Dan je n × p pravokutnik podijeljen na np jedinicnih kvadratica. Napocetku je m crnih kvadratica, a svi ostali su bijeli. Dozvoljena je sljedeca operacija:bijeli kvadratic koji ima zajednicki brid s barem dva crna kvadratica, moze postaticrni. Na -di najmanji moguci m takav da postoji polazna pozicija iz koje, primjenomovih operacija, mogu svi kvadratici postati crni.
 Rjesenje. Ne smanjujuci opcenitost mozemo pretpostaviti da je n ≤ p. U kvadratnidio pravokutnika s lijeve strane postavimo crne kvadratice na glavnu dijagonalu.Ako je n < p, u pravokutnik n× (p−n) u svaki drugi stupac u zadnji redak, pocevsis desne strane, stavimo po jedan crni kvadratic. Lako je vidjeti da ce dozvoljenimoperacijama svi kvadratici postati crni. Ako su n i p iste parnosti onda je broj crnih
 kvadratica u ovom rasporedu jednak n +p − n
 2, a ako su razlicitih parnosti ima ih
 n +p − n + 1
 2. Zato je m ≤
 ⌊n + p + 1
 2
 ⌋. Pokazat cemo da je m =
 ⌊n + p + 1
 2
 ⌋.
 Segment na rubu je brid samo jednog kvadratica, dok je unutarnji segment briddvaju kvadratica. Promatrat cemo segmente koji pripadaju samo jednom crnomjedinicnom kvadraticu. Sve cemo takve segmente zvati rubnim segmentima. Kakona pocetku ima m crnih kvadratica, tada (na pocetku) ima najvise 4m rubnih segme-nata. Ako promijenimo bijeli kvadratic, koji je dodirivao k crnih kvadratica, u crni,onda ce nestati k rubnih segmenata, a nastat ce 4− k novih rubnih segmenata. Kakoje operacija dozvoljena samo ako je k ≥ 2, imamo 4− k ≤ k, tako da se broj rubnihsegmenata ne povecava. Kada svi kvadratici prije -du u crne, bit ce 2(n + p) rubnih
 segmenata. Odavde slijedi 4m ≥ 2(n + p), ili m ≥ n + p2
 tj. m ≥⌊
 n + p + 12
 ⌋.
 Prema tome, m =⌊
 n + p + 12
 ⌋.
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DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE
 4. razred – srednja skola – A kategorija,Primosten, 7. travnja 2008.
 Rjesenja
 Zadatak 1. Dokazi da za po volji odabrane prirodne brojevem i n vrijedi nejednakost
 1n√m
 +1
 m√n> 1.
 Rjesenje. Ako je neki od brojeva m ili n jednak 1, nejednakost ocito vrijedi.
 Pretpostavimo zato da je m > 1 i n > 1. Tada vrijedi n√m = 1 + u, m√n = 1 + v,za neke pozitivne realne brojeve u i v. Prema binomnoj formuli (ili Bernoullijevojnejednakosti) vrijedi
 m = (1 + u)n > 1 + nu, n = (1 + v)m > 1 + mv,
 odnosno
 u <m − 1
 n, v <
 n − 1m
 .
 Odavde slijedi
 1 + u <m + n − 1
 n, 1 + v <
 m + n − 1m
 .
 Iz posljednjih nejednakosti dobivamo nejednakost koju je trebalo dokazati:
 1n√m
 +1
 m√n=
 11 + u
 +1
 1 + v>
 nm + n − 1
 +m
 m + n − 1=
 m + nm + n − 1
 > 1.
 Zadatak 2. Odredi formulu za zbroj
 √
 1 + √
 2 + √
 3 + . . . + √
 n2 − 1.Tu je r cjelobrojni dio pozitivnog realnog broja r.
 Rjesenje. Oznacimo sa Sn trazeni zbroj. Nekoliko prvih pribrojnika u toj sumiizgleda ovako:
 Sn = 1 + 1 + 1 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 3 + 3 + . . . .
 S obzirom da je(n − 1)2 < n2 − 1 < n2,
 vrijedin − 1 ≤
 √n2 − 1 < n,
 pa je posljednji pribrojnik u ovoj sumi jednak n − 1.
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Postavlja se pitanje: ako je 1 ≤ k ≤ n − 1, koliko ce se puta u sumi pojavitipribrojnik k? Tu ce vrijednost imati sljedeci clanovi sume:
 √
 k2, √
 k2 + 1, . . . , √
 (k + 1)2 − 1.
 Dakle, pribrojnik k pojavljuje se (k+1)2−k2 puta. Primijetimo da je posljednji clansume jednak
 √n2 − 1, pa je on ujedno posljednji clan u ovakvoj skupini pribrojnika.
 Zato je trazena suma jednaka:
 Sn = 1 · (22 − 12) + 2(32 − 22) + . . . + (n − 1)[n2 − (n − 1)2].
 Izracunajmo ovaj zbroj.
 Sn = 22 − 12 + 2 · 32 − 2 · 22 + 3 · 42 − 3 · 32 + . . . + (n − 1)n2 − (n − 1)(n − 1)2
 = −12 − 22 − 32 − . . . − (n − 1)2 + (n − 1)n2
 = (n − 1)n2 − (n − 1)n(2n − 1)6
 =n(n − 1)(4n + 1)
 6.
 Zadatak 3. Nad stranicama AB, BC trokuta ABC konstruirani su kvadrati ABKL,BCMN (koji s trokutom imaju samo zajednicku stranicu).
 a) Ako je D tocka takva da je ABCD paralelogram, dokazi da su trokuti ABD i BKNsukladni.
 b) Dokazi da su polovista duzina AC, KN i sredista kvadrata ABKL, BCMN vrhovikvadrata.
 Rjesenje.
 a) Vrijedi |BK| = |AB| jer su to stranice istog kvadrata. Tako -der, |BN| = |BC| =|AD|. Nadalje
 )<KBN = 360◦ − (90◦ + )<ABC + 90◦) = 180◦ − )<ABC = )<BAD.
 Sada po poucku SKS slijedi tvrdnja.
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b) Rotacijom trokuta ABD oko tocke O1 za 90◦ dobivamo trokut BKN. Znaci,trokut PO1Q je jednakokracan pravokutan, dakle, polovina kvadrata. Analognatvrdnja vrijedi za rotaciju oko tocke O2. Zato je PO1QO2 kvadrat.
 Drugo rjesenje dijela b). Lik PO1QO2 je paralelogram, jer su mu vrhovi polovistastranica cetverokutaAKNC. Dovoljno je jos dokazati da je |AN| = |CK| iAN ⊥ CK.
 Vrijedi |CB| = |BN|, |BK| = |BA| i )<CBK = 90◦ + )<NBK = )<NCA. Zato sutrokuti CBK i NBA sukladni, pa je |CK| = |AN|. Dalje je )<BCK = )<BNA. Odavdezbog BC ⊥ BN slijedi CK ⊥ NA (kutovi s okomitim kracima).
 Zadatak 4. U prostoru je dano sest razlicitih tocaka, O, T1, T2, T3, T4, T5. Dokazida postoje indeksi i, j, 1 ≤ i < j ≤ 5 takvi da je )<TiOTj ≤ 90◦.
 Rjesenje.
 Pretpostavimo da tvrdnja ne vrijedi i promotrimo ravninu π kroz tocku O okomituna pravac OT5. Tocke T1, T2, T3, T4 nalaze se sa suprotne strane te ravnine u odnosuna tocku T5.
 Neka su T ′1, T ′
 2, T ′3, T ′
 4, ortogonalne projekcije tocaka T1, T2, T3, T4 na ravninu π.Nijedna me -du njima ne podudara se s tockom O jer, na primjer, kad bi bilo T ′
 1 = O,onda bi tocke T5, O, T1 bile kolinearne pa bi barem jedan od kutova )<T5OT2,)<T2OT1 morao biti manji ili jednak od 90◦.Uocimo nadalje da za 1 ≤ i < j ≤ 4 vrijedi
 −→OTi ·
 −→OTj = (
 −→OT ′
 i +−−→T ′
 i Ti) · (−→OT ′
 j +−−→T ′
 j Tj)
 =−→OT ′
 i ·−→OT ′
 j +−→OT ′
 i ·−−→T ′
 j Tj +−−→T ′
 i Ti ·−→OT ′
 j +−−→T ′
 i Ti ·−−→T ′
 j Tj
 =−→OT ′
 i ·−→OT ′
 j + |T ′i Ti| · |T ′
 j Tj| >−→OT ′
 i ·−→OT ′
 j
 Dakle, ako je )<TiOTj > 90◦, tj.−→OTi ·
 −→OTj < 0, onda je pogotovo
 −→OT ′
 i ·−→OT ′
 j < 0, paje )<T ′
 iOT ′j > 90◦.
 Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da su tocke T ′1, T
 ′2, T
 ′3, T
 ′4, poredane
 kao na slici. Onda prema prethodnom vrijedi )<T ′1OT ′
 2 > 90◦, )<T ′1OT ′
 2 > 90◦,)<T ′
 1OT ′2 > 90◦, )<T ′
 1OT ′2 > 90◦, sto nije moguce, jer je zbroj tih kutova jednak
 360◦.Time smo dobili proturjecje, pa je polazna tvrdnja dokazana.
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Zadatak 5. Dan je n × p pravokutnik podijeljen na np jedinicnih kvadratica. Napocetku je m crnih kvadratica, a svi ostali su bijeli. Dozvoljena je sljedeca operacija:bijeli kvadratic koji ima zajednicki brid s barem dva crna kvadratica, moze postaticrni. Na -di najmanji moguci m takav da postoji polazna pozicija iz koje, primjenomovih operacija, mogu svi kvadratici postati crni.
 Rjesenje. Ne smanjujuci opcenitost mozemo pretpostaviti da je n ≤ p. U kvadratnidio pravokutnika s lijeve strane postavimo crne kvadratice na glavnu dijagonalu.Ako je n < p, u pravokutnik n× (p−n) u svaki drugi stupac u zadnji redak, pocevsis desne strane, stavimo po jedan crni kvadratic. Lako je vidjeti da ce dozvoljenimoperacijama svi kvadratici postati crni. Ako su n i p iste parnosti onda je broj crnih
 kvadratica u ovom rasporedu jednak n +p − n
 2, a ako su razlicitih parnosti ima ih
 n +p − n + 1
 2. Zato je m ≤
 ⌊n + p + 1
 2
 ⌋. Pokazat cemo da je m =
 ⌊n + p + 1
 2
 ⌋.
 Segment na rubu je brid samo jednog kvadratica, dok je unutarnji segment briddvaju kvadratica. Promatrat cemo segmente koji pripadaju samo jednom crnomjedinicnom kvadraticu. Sve cemo takve segmente zvati rubnim segmentima. Kakona pocetku ima m crnih kvadratica, tada (na pocetku) ima najvise 4m rubnih segme-nata. Ako promijenimo bijeli kvadratic, koji je dodirivao k crnih kvadratica, u crni,onda ce nestati k rubnih segmenata, a nastat ce 4− k novih rubnih segmenata. Kakoje operacija dozvoljena samo ako je k ≥ 2, imamo 4− k ≤ k, tako da se broj rubnihsegmenata ne povecava. Kada svi kvadratici prije -du u crne, bit ce 2(n + p) rubnih
 segmenata. Odavde slijedi 4m ≥ 2(n + p), ili m ≥ n + p2
 tj. m ≥⌊
 n + p + 12
 ⌋.
 Prema tome, m =⌊
 n + p + 12
 ⌋.
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DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE
 1. razred – srednja skola – B kategorija,7. travnja 2008.
 Rjesenja
 Zadatak 1. Neka su a, b, c proizvoljni realni brojevi. Dokazi da je barem jedan odbrojeva (a + b + c)2 − 9ab, (a + b + c)2 − 9bc, (a + b + c)2 − 9ca nenegativan.
 Rjesenje. Pretpostavimo suprotno, tj. da su sva tri broja negativna. Tada imamo
 (a + b + c)2 − 9ab < 0,
 (a + b + c)2 − 9bc < 0,
 (a + b + c)2 − 9ca < 0.
 Zbrajanjem ovih nejednakosti i sre -divanjem dobivamo
 a2 + b2 + c2 − ab − bc − ca < 0,
 tj.12
 [(a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2
 ]< 0.
 Me -dutim, suma kvadrata triju realnih brojeva ne moze biti negativna, pa zakljucu-jemo da je barem jedan od promatrana tri broja nenegativan.
 Zadatak 2. Na stranici AB kvadrataABCD dana je tocka E takva da je |AE| = 3|EB|,a na stranici AD dana je tocka F takva da je |AF| = 5|FD|. S K je oznacen presjekpravaca DE i CF, s L presjek pravaca DE i BF, te s M presjek pravaca BF i CE.Dokazi da je zbroj povrsina trokuta EML i CDK jednak zbroju povrsina trokutaFLK i BCM.
 Rjesenje.
 Sa slike vidimo da su povrsine trokuta BCF i CDE jednake|AB|2
 2, jer imaju jednake
 osnovke i visine (jednake duljini stranice kvadrata). CetverokutCKLM je zajednickiza oba trokuta. Zato je zbroj povrsina trokuta EML i CDK jednak zbroju povrsinatrokuta FLK i BCM.
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Zadatak 3. Tamara i Mirjana uspore -duju svoje uste -devine. Niti jedna nema vise od100 kuna. Svaka od njih izbroji svoju uste -devinu u kunama i lipama. Ustanovile suda je iznos Mirjanine uste -devine za pet lipa veci od dvostruke Tamarine uste -devine.Tamara ima onoliko kuna koliko Mirjana ima lipa, i onoliko lipa koliko Mirjana imakuna. Kolika je Tamarina uste -devina?
 Rjesenje. Neka Tamara ima x kuna i y lipa. Tada Mirjana ima y kuna i x lipa.Nadalje cemo sve racunati u lipama. Tamara ima 100x + y lipa, a Mirjana 100y + xlipa. Prema danom uvjetu imamo
 100y + x − 5 = 2(100x + y),
 odakle nakon sre -divanja dobivamo
 98(y − 2x) = 3x + 5.
 Promatramo dva slucaja.
 1◦ Ako je y − 2x = 1 tada je 3x + 5 = 98, pa je x = 31, y = 63.
 2◦ Ako je y − 2x ≥ 2 imamo 3x + 5 ≥ 2 · 98 = 196, tj. x ≥ 1913
 .
 Sada je y ≥ 2 + 2x ≥ 2 + 2 · 1913
 > 100, sto je u suprotnosti s pretpostavkom.
 Dakle, Tamarina uste -devina je 31 kuna i 63 lipe.
 Zadatak 4. Neka je a cijeli broj relativno prost s 35. Dokazi da je broj (a4−1)(a4 +15a2 + 1) djeljiv s 35.
 Rjesenje. Kako je najveci zajednicki djelitelj brojeva a i 35 jednak 1, to je najvecizajednicki djelitelj brojeva a i 5, kao i a i 7 jednak 1.
 Svaki cijeli broj a relativno prost s 5 moze se zapisati u jednom od oblika: 5k ± 1ili 5k ± 2, a onaj relativno prost sa 7 moze se zapisati u obliku: 7k ± 1, 7k ± 2 ili7k ± 3. S druge strane, dani broj se moze zapisati ovako:
 (a4 − 1)((a4 + a2 + 1) + 14a2
 )
 = (a2 − 1)(a2 + 1)(a4 + a2 + 1) + 14a2(a4 − 1)= (a6 − 1)(a2 + 1) + 14a2(a4 − 1).
 Sada se lako provjeri da je svaki od ova dva sumanda djeljiv i s 5 i sa 7, tj. da jedjeljiv s 35:
 a = 5k ± 1 ⇒ a2 = 5M + 1 ⇒ 5|a2 − 1a = 5k ± 2 ⇒ a2 = 5M + 4 ⇒ 5|a2 + 1,
 odakle slijedi da 5|a4 − 1. Zato je drugi sumand djeljiv s 35.
 Nadalje, prvi sumand je djeljiv s 5, pa treba jos pokazati da je djeljiv i sa 7.
 a = 7k ± 1 ⇒ a2 = 7M + 1 ⇒ 7|a2 − 1a = 7k ± 2 ⇒ a2 = 7M + 4 ⇒ a4 = 7N + 2 ⇒ a6 = 7W + 1a = 7k ± 3 ⇒ a2 = 7M + 2 ⇒ a4 = 7N + 4 ⇒ a6 = 7W + 1,
 odakle slijedi 7|a6 − 1.
 Napomena. U dokazu se moze se koristiti i mali Fermatov teorem.
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Zadatak 5. Moze li se kvadrat podijeliti na 2008 kvadrata (ne nuzno istih duljinastranica)? Ako moze navedi primjer, a ako ne moze dokazi!
 Rjesenje. Pokazat cemo metodom matematicke indukcije da se za svako n =1 + 3k, k ≥ 0 kvadrat moze podijeliti na n manjih kvadrata.
 Za k = 0 tvrdnja vrijedi.
 Pretpostavimo da za neki n = 1 + 3k, k ≥ 0 tvrdnja vrijedi. Podijelimo li jedanod kvadrata na cetiri jednaka kvadrata, broj kvadrata povecao se za 3, pa ih ukupnoima n = 1 + 3k + 3 = 1 + 3(k + 1), sto znaci da tvrdnja vrijedi i za k + 1.
 Kako je 2008 = 1 + 3 · 669, kvadrat se moze podijeliti na 2008 manjih kvadrata.
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DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE
 2. razred – srednja skola – B kategorija,7. travnja 2008.
 Rjesenja
 Zadatak 1. Odredi sva realna rjesenja jednadzbe
 (√
 x − 2)4 + (√
 x − 3)4 = 1.
 Rjesenje. Uvedimo supstituciju t =√
 x − 2. Tada redom imamo:
 t4 + (t − 1)4 = 1,
 t4 − 1 + (t − 1)4 = 0,
 (t − 1)(t + 1)(t2 + 1) + (t − 1)4 = 0,
 (t − 1)[(t + 1)(t2 + 1) + (t − 1)3
 ]= 0,
 (t − 1)(t3 + t2 + t + 1 + t3 − 3t2 + 3t − 1) = 0,
 2t(t − 1)(t2 − t + 2) = 0.
 Jednadzba t2− t+2 = 0 nema realnih rjesenja pa su jedina realna rjesenja dobivenejednadzbe t1 = 0 i t2 = 1.
 Za t1 = 0 iz√
 x− 2 = 0 dobivamo x1 = 4, a za t2 = 1 iz√
 x− 2 = 1 slijedi x2 = 9.
 Zadatak 2. Za kvadratnu funkciju f (x) = ax2 + bx + c vrijede ove nejednakosti
 f (−3) < −5, f (−1) > 0, f (1) < 4.
 Dokazi da je koeficijent a manji od −18.
 Rjesenje. Uvrstavanjem u danu funkciju dobivamo:
 f (−3) = 9a − 3b + c,
 f (−1) = a − b + c,
 f (+1) = a + b + c.
 Prema uvjetima zadatka vrijedi:
 9a − 3b + c < −5,
 a − b + c > 0,
 a + b + c < 4.
 Drugu nejednadzbu pomnozimo s −2, a zatim sve tri zbrojimo. Dobijemo a < −18.
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Zadatak 3. Tocke E, F, G su redom polovista stranica CD, DA, AB paralelogramaABCD. Kruznica opisana trokutu DEF dira stranicu AB u tocki G. Na -di omjerduljina stranica danog paralelograma (|AB| : |AD|).
 Rjesenje.
 Prvo rjesenje. Neka je )<BAD = α , |AB| = a, |AD| = b. Vrijedi, )<EGB = α ,)<ADE = π−α . Cetverokut DFGE je tetivan, )<FGE = α , te je )<AGF = π− 2α .Zato je )<GFA = α . Trokut AGF je jednakokracan i |AG| = |FG|. Buduci daje kut izme -du tetive EG i tangente AB jednak obodnom kutu nad tetivom, slijedi)<EFG = α . Stoga je i trokut EFG jednakokracan pa su trokuti EFG i GAF slicni.
 Odavde slijedi
 |EG||FG| =
 |AG||AF| , tj.
 ba2
 =
 a2b2
 iab
 =√
 2.
 Drugo rjesenje.Neka je O srediste kruznice opisane trokutu DEF, a r njezin polumjer. O lezi nasimetralama stranica trokuta. Kako kruznica dira AB u G, srediste O lezi i na okomicina AB kroz tocku G. Zakljucujemo da se ta okomica podudara sa simetralom duzineDE. Neka je H poloviste duzine DF. Tada je HO okomito na AD.
 Iz pravokutnih trokuta AGO i AHO izrazimo |AO|:
 |AO|2 = |AG|2 + |OG|2 = |AH|2 + |HO|2
 ⇒(a
 2
 )2+ r2 =
 (34b
 )2
 + |HO|2.

Page 30
						

Duljinu |HO| izrazit cemo iz pravokutog trokuta FHO:
 |HO|2 = |FO|2 − |FH|2 = r2 −(
 b4
 )2
 .
 Sada imamo: (a2
 )2+ r2 =
 (34b
 )2
 + r2 −(
 b4
 )2
 ,
 odakle slijedi a2 = 2b2, tj. |AB| : |AD| = a : b =√
 2.
 Trece rjesenje.Brze je rjesenje pomocu potencije tocke u odnosu na kruznicu. Naime vrijedi,
 |AF| · |AD| = |AG|2
 odakle dobivamob2· b =
 (a2
 )2tj.
 ab
 =√
 2.
 Zadatak 4. Na stranicama AB i BC trokuta ABC dane su redom tocke P i Q. DuzineAQ i CP sijeku se u tocki O.
 Ako su povrsine trokuta COQ, AOC i APO redom jednake 1 cm2, 2 cm2 i 3 cm2,odredi povrsinu cetverokuta OPBQ.
 Rjesenje. Povrsine trokuta koji imaju zajednicku visinu odnose se kao duljinenjihovih osnovica. Stoga je
 21
 =P(AOC)P(OQC)
 =|AO||OQ| =
 P(AOP)P(OQP)
 =3
 P(OQP).
 Odavde je P(OQP) = 1.5 cm2.
 Oznacimo li P(OPBQ) = x, imamo P(PBQ) = P(OPBQ) − P(OQP) = x − 1.5,pa je
 5x + 1
 =P(APC)P(PBC)
 =|AP||PB| =
 P(APQ)P(PBQ)
 =4.5
 x − 1.5.
 Rjesenje jednadzbe5
 x + 1=
 4.5x − 1.5
 je x = 24 i povrsina cetverokuta OPBQ je 24 cm2.
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Zadatak 5. Dano je 10 slozenih prirodnih brojeva manjih od 840. Dokazi da me -dunjima postoje barem dva broja koja nisu relativno prosta.
 Rjesenje. Kako je 292 = 841, svaki slozeni broj, koji je manji od 840, djeljiv jebarem s jednim prostim brojem koji nije veci od 23. Ima samo devet prostih brojeva(2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 i 23) koji nisu veci od 23. Kako ima deset slozenih brojevakoji su manji od 840, po Dirichletovom principu postoje dva me -du njima koja sudjeljiva s istim prostim brojem koji nije veci od 23. Ta dva broja nisu relativnoprosta.
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DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE
 3. razred – srednja skola – B kategorija,7. travnja 2008.
 Rjesenja
 Zadatak 1. Odredi sva rjesenja nejednadzbe
 log2 5 · log5
 (√1 − x1 + x
 +
 √1 + x1 − x
 )> 1.
 Rjesenje. Izraz pod logaritmom je pozitivan jer ne mogu oba korijena istovremeno
 biti jednaka nuli, a da bi sve bilo definirano treba biti1 − x1 + x
 ≥ 0 i1 + x1 − x
 ≥ 0, odakle
 dobivamo x ∈ 〈−1, 1〉 .
 Primijetimo da je log2 5 =1
 log5 2, pa nejednadzba prelazi u
 log5
 (√1 − x1 + x
 +
 √1 + x1 − x
 )> log5 2,
 odakle dobivamo
 √1 − x1 + x
 +
 √1 + x1 − x
 > 2,
 odnosno nakon svo -denja na zajednicki nazivnik,
 1√1 − x2
 > 1, tj.√
 1 − x2 < 1.
 Ovo je ispunjeno za x �= 0.
 Rjesenja nejednadzbe su x ∈ 〈−1, 0〉 ∪ 〈 0, 1〉 .
 Drugo rjesenje.
 Moraju biti zadovoljeni uvjeti1 − x1 + x
 ≥ 0 i1 + x1 − x
 ≥ 0, odakle se dobiva x ∈〈−1, 1〉 .
 Primjenom A-G nejednakosti za dva broja vidimo da je
 √1 − x1 + x
 +
 √1 + x1 − x
 ≥ 2
 √√1 − x1 + x
 √1 + x1 − x
 = 2.
 Jednakost se postize za1 − x1 + x
 = 1, tj. x = 0, pa mora biti x �= 0.
 Dakle, rjesenje nejednadzbe je x ∈ 〈−1, 1〉 \{0}.
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Zadatak 2. Za koje realne brojeve a postoji rjesenje jednadzbe
 cos 3x · cos3 x − sin 3x · sin3 x = a ?
 Rjesenje. Kako je cos 3x = 4 cos3 x − 3 cos x, sin 3x = 3 sin x − 4 sin3 x, danajednadzba prelazi u
 cos 3x · cos 3x + 3 cos x4
 − sin 3x · 3 sin x − sin 3x4
 = a,
 cos2 3x + 3 cos 3x cos x + sin2 3x − 3 sin 3x sin x = 4a,
 1 + 3(cos 3x cos x − sin 3x sin x) = 4a,
 1 + 3 cos 4x = 4a,
 cos 4x =4a − 1
 3.
 Da bi postojalo rjesenje, mora biti zadovoljen uvjet
 −1 ≤ 4a − 13
 ≤ 1,
 dakle dobivamo −12≤ a ≤ 1.
 Zadatak 3. U kocki ABCDA1B1C1D1 tocka P je poloviste brida BC, a tocka Q jesrediste kvadrata CC1D1D. Ravnina kroz tocke A, P i Q dijeli kocku na dva dijela.Koliki je omjer njihovih obujmova?
 Rjesenje. Presjek ravnine i kocke je cetverokut APMN. Presjek pravca CD iravnine je tocka R, a T je poloviste brida CD. Duljinu brida kocke oznacimo s a,njezin obujam s V , obujam krnje piramide ADNPCM s V1, a obujam preostalogdijela kocke s V2.
 Trokuti ARD i PRC su slicni pa vrijedi
 |RD||RC| =
 |DA||CP| =
 aa2
 = 2,
 odakle je |RD| = 2|RC| ⇒ |RC| = |CD| = a.
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Iz slicnosti trokuta QTR i MCR dobivamo
 |QT||CM| =
 |RT||RC| =
 a +a2
 a=
 32,
 odakle je |CM| =23|QT| =
 23· a2
 =a3.
 Analogno se dobije |DN| = 2|CM| = 2a3
 .
 Sada je obujam krnje piramide
 V1 = VADNR − VPCMR =13· |DA| · |DN|
 2· |DR| − 1
 3· |CP| · |CM|
 2· |RC| =
 7a3
 36.
 Konacno dobivamo
 V1
 V2=
 V1
 V − V1=
 7a3
 36
 a3 − 7a3
 36
 =729
 .
 Zadatak 4. Duljine stranica trokuta su tri uzastopna prirodna broja, a jedan odkutova trokuta je dvaput veci od jednog od preostala dva kuta. Odredi duljinestranica trokuta.
 Rjesenje. Neka je a = n − 1, b = n, c = n + 1. Tada je α < β < γ . Moguca sutri slucaja.
 1◦ β = 2αKoristeci poucak o sinusima i kosinusov poucak dobivamo:
 cosα =sin 2α2 sinα
 =sinβ
 2 sinα=
 b2a
 =n
 2(n − 1),
 cosα =b2 + c2 − a2
 2bc=
 n + 42(n + 1)
 .
 Iz jednadzben
 2(n − 1)=
 n + 42(n + 1)
 dobivamo n = 2. Stranice trokuta bi bile 1, 2 i
 3, sto nije moguce.
 2◦ γ = 2αSlicno kao u prethodnom slucaju dobili bismo:
 cosα =sin 2α2 sinα
 =sin γ
 2 sinα=
 n + 12(n − 1)
 ,
 cosα =b2 + c2 − a2
 2bc=
 n + 42(n + 1)
 .
 Iz jednadzben + 1
 2(n − 1)=
 n + 42(n + 1)
 se dobiva n = 5 i duljine stranica trokuta su 4,
 5 i 6.
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3◦ γ = 2βPonavljanjem postupka iz prethodnih dvaju slucajeva dobivamo
 cos β =sin 2β2 sinβ
 =sin γ
 2 sinβ=
 n + 12n
 ,
 cos β =a2 + c2 − b2
 2ac=
 n2 + 22(n2 − 1)
 .
 Iz jednadzben + 12n
 =n2 + 2
 2(n2 − 1)dobivamo kvadratnu jednadzbu n2 − 3n − 1 = 0,
 cija rjesenja n1,2 =3 ±√
 132
 su iracionalna.
 Dakle, jedino rjesenje je trokut sa stranicama duljina 4, 5 i 6.
 Zadatak 5. U jednakostranicnom trokutu duljine stranice 3 cm nalazi se 20 tocaka.
 Dokazi da postoji krug polumjera35
 cm koji prekriva barem 3 od tih tocaka.
 Rjesenje.
 Podijelimo dani trokut na 9 jednakostranicnih trokutica stranice duljine 1, kao naslici. Svaki od 9 trokutica mozemo pokriti krugom polumjera
 23·√
 32
 =√
 33
 ≈ 1.733
 < 0.6 =35.
 Ovih 9 krugova pokrivaju polazni jednakostranicni trokut. Buduci da je u trokutuizabrano 20 tocaka, po Dirichletovom principu zakljucujemo da su neke tri odizabranih tocaka prekrivene istim krugom.
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DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE
 4. razred – srednja skola – B kategorija,7. travnja 2008.
 Rjesenja
 Zadatak 1. Dokazi da za prirodni broj n, n > 5 vrijede nejednakosti(n
 3
 )n< n! <
 (n2
 )n.
 Rjesenje. Dokazujemo matematickom indukcijom. Za n = 6 tvrdnja je istinita:
 26 = 64 < 6! = 720 < 729 = 36.
 Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za broj n.
 Dokazimo najprije nejednakost zdesna. Onda je
 (n + 1)! = (n + 1)n! < (n + 1)(n
 2
 )n
 pa je dovoljno dokazati
 (n + 1)(n
 2
 )n<(n + 1
 2
 )n+1⇐⇒ 2nn < (n + 1)n.
 Posljednja nejednakost je istinita, jer slijedi npr. iz binomnog razvoja
 (n + 1)n = nn +( n
 1
 )nn−1 + . . . > 2nn.
 Dokazimo sad nejednakost slijeva. Prema pretpostavci indukcije, vrijedi
 (n + 1)(n
 3
 )n< (n + 1) · n!
 zato je dovoljno dokazati da vrijedi:(n + 1
 3
 )n+1< (n + 1)
 (n3
 )n.
 Ova je nejednakost ekvivalentna s(1 +
 1n
 )n< 3.
 Niz slijeva je rastuci s limesom e < 3, pa je tvrdnja dokazana.
 Bez pozivanja na ovu tvrdnju, nejednakost se moze dokazati direktno:(1 +
 1n
 )n= 1 +
 ( n1
 )· 1n
 +( n
 2
 )· 1n2 + . . . +
 ( nn
 )· 1nn
 = 1 + 1 +12· n(n − 1)
 n2 +13!
 n(n − 1)(n − 2)n3 + . . . +
 1n!
 n!nn
 < 1 + 1 +12
 +13!
 + . . . +1n!
 < 1 + 1 +12
 +14
 + . . . +1
 2n−1 < 3.
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Zadatak 2. Dokazi formulu (n je prirodni broj):
 12 + 22 + 32 + . . . + n2 =n(n + 1)(2n + 1)
 6.
 Odredi formulu za zbroj
 √
 1� +  √
 2� +  √
 3� + . . . +  √
 n2 − 1�.Tu je  r� najveci cijeli broj koji nije veci od r.
 Rjesenje. Dokaz prve formule lako se dobije matematickom indukcijom.
 Oznacimo sa Sn trazeni zbroj. Nekoliko prvih pribrojnika u toj sumi izgleda ovako:
 Sn = 1 + 1 + 1 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 3 + 3 + . . . .
 S obzirom da je(n − 1)2 < n2 − 1 < n2,
 vrijedin − 1 ≤
 √n2 − 1� < n,
 pa je posljednji pribrojnik u ovoj sumi jednak n − 1.
 Postavlja se pitanje: ako je 1 ≤ k ≤ n − 1, koliko ce se puta u sumi pojavitipribrojnik k? Tu ce vrijednost imati sljedeci clanovi sume:
 √
 k2�,  √
 k2 + 1�, . . . ,  √
 (k + 1)2 − 1�.
 Dakle, pribrojnik k pojavljuje se (k+1)2−k2 puta. Primijetimo da je posljednji clansume jednak
 √n2 − 1, pa je on ujedno posljednji clan u ovakvoj skupini pribrojnika.
 Zato je trazena suma jednaka:
 Sn = 1 · (22 − 12) + 2(32 − 22) + . . . + (n − 1)[n2 − (n − 1)2].
 Izracunajmo ovaj zbroj.
 Sn = 22 − 12 + 2 · 32 − 2 · 22 + 3 · 42 − 3 · 32 + . . . + (n − 1)n2 − (n − 1)(n − 1)2
 = −12 − 22 − 32 − . . . − (n − 1)2 + (n − 1)n2
 = (n − 1)n2 − (n − 1)n(2n − 1)6
 =n(n − 1)(4n + 1)
 6.
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Zadatak 3. Niz (xn) definiran je rekurzivnom formulom
 x0 = α ,
 xn+1 =√
 1 + xn, n ≥ 0.
 a) Dokazi da je za svaki pozitivni broj α niz (xn) konvergentan i izracunaj mu limes.
 b) Za koji realni broj α je ovaj niz konstantan?
 Rjesenje. a) Promotrimo nejednakost x1 > x0. Ona je ekvivalentna s√
 1 + α > α ⇐⇒ α2 − α − 1 < 0
 Buduci je α pozitivan, nejednakost ce biti zadovoljena ako je
 0 < α <1 +
 √5
 2.
 Ako je α pozitivan broj manji od1 +
 √5
 2, onda vrijedi x1 > x0 pa je
 1 + x1 > 1 + x0 =⇒√
 1 + x1 >√
 1 + x0 =⇒ x2 > x1.
 Sad zakljucujemo da je u ovom slucaju niz (xn) rastuci. Pokazimo da je on ome -den.
 Za gornju me -du mozemo uzeti bilo koji broj koji nije manji od1 +
 √5
 2. Na primjer,
 dokazimo da je gornja me -da broj 2. Vrijedi
 x0 = α <1 +
 √5
 2< 2,
 x1 =√
 1 + x0 <√
 1 + 2 =√
 3 < 2,
 i svaki sljedeci clan je manji od 2. Dokazujemo matematickom indukcijom:
 xn+1 =√
 1 + xn <√
 1 + 2 =√
 3 < 2.
 Niz koji je rastuci i ome -den ima limes. Oznacimo taj limes s L.
 xn+1 =√
 1 + xn =⇒ L =√
 1 + L
 i odavde je L =1 +
 √5
 2.
 Na potpuno isti nacin dokazujemo konvergenciju ako je α >1 +
 √5
 2. Tada je
 x1 < x0, pa je ondax2 =
 √1 + x1 <
 √1 + x0 = x1
 i indukcijom zakljucujemo da je niz padajuci. On je ome -den odozdo, recimokonstantom 1, jer mu je svaki clan ocigledno veci od 1. I u ovom slucaju dobivamoisti limes.
 b) Niz ce biti konstantan ako je x1 = x0, a to vrijedi za α =1 +
 √5
 2.
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Zadatak 4. a) Dokazi da se duljina tezisnice izrazava pomocu duljina njegovihstranica formulom
 t2a =12(b2 + c2) − 1
 4a2.
 b) U trokutu DEF duljine stranica jednake su duljinama tezisnica trokuta ABC. Akoje trokut DEF tupokutan, dokazi da je tada najmanji kut trokuta ABC manji od 45◦.
 Rjesenje.a) Iz poucka o kosinusu vrijedi
 c2 =(a
 2
 )2+ t2a − 2 · a
 2· ta cosϕ,
 b2 =(a
 2
 )2+ t2a − 2 · a
 2· ta cos(π − ϕ).
 Ovdje jeϕ kut koji tezisnica ta zatvara sa stranicom a trokuta. Zbrajanjem dobivamotrazenu formulu.
 b) Veze izme -du duljina tezisnica i duljina stranica trokuta su:
 t2a =b2 + c2
 2− a2
 4, t2b =
 c2 + a2
 2− b2
 4, t2c =
 a2 + b2
 2− c2
 4.
 Neka je ta najdulja od tezisnica trokuta ABC, dakle, najdulja stranica trokuta DEF.Ako je DEF tupokutan, onda mora biti
 t2a > t2b + t2c .
 Uvrstimo u ovu nejednakost prijasnje formule. Dobivamo
 5a2 < b2 + c2.
 Zato za kut α u trokuta ABC vrijedi
 cosα =b2 + c2 − a2
 2bc>
 2(b2 + c2)5bc
 =25
 (bc
 +cb
 )≥ 4
 5>
 √2
 2,
 pa je α < 45◦.
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Zadatak 5. Neka je A tocka na hiperboli xy = 4, a B tocka na elipsi x2 + 4y2 = 4.Dokazi da vrijedi
 |AB| >4 −√
 5√2
 .
 Rjesenje.
 Krivulje su centralnosimetricne pa je dovoljno promatrati situaciju u I. kvadrantu.
 Tangenta na hiperbolu xy = 4 u tocki (2, 2) ima jednadzbu y = 4 − x, jer zbogsimetricnosti parabole u odnosu na pravac y = x, hiperbola ima nagib−1. Odsjecakpravca na ordinati je 4, jer tocka (2, 2) lezi na tangenti.
 Sada povlacimo tangentu na elipsu paralelnu toj tangenti. Ona ce imati jednadzbuy = −x + l.
 Iz uvjeta diranja pravca i elipse slijedi
 a2k2 + b2 = l2, 4 + 1 = l2,
 pa je l =√
 5. Jednadzba tangente na elipsu glasi y =√
 5 − x.
 Sada cemo izracunati udaljenost ovih dvaju pravaca. Ona je jednaka udaljenostitocke (2, 2) od tangente na elipsu:
 d =∣∣∣2 + 2 −√
 5√12 + 12
 ∣∣∣ =4 −√
 5√2
 .
 Udaljenost izme -du tocaka A i B sigurno je veca od ove udaljenosti, jer tocka u kojojtangenta na elipsu dira elipsu ne lezi na pravcu y = x.
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