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Andrzej BANACHOWICZ
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Treści kształcenia:
 Treść i struktura zadań optymalizacji.
 Ekstrema oraz wartość największa i najmniejsza.
 Ekstremum funkcji jednej zmiennej: warunki ekstremum, metody
 poszukiwania ekstremów.
 Bezwarunkowe ekstremum funkcji wielu zmiennych: warunki ekstremum,
 metody poszukiwania ekstremum (metoda Gaussa – Seidela, metody
 gradientowe, metoda Newtona).
 Ekstremum funkcji w zadaniach z ograniczeniami (warunkowe): metoda mnożników
 Lagrange’a, warunki Kuhna – Tuckera, metoda kary.
 Programowanie liniowe: metoda graficzna, metoda sympleks, minimalizacja
 funkcjonałów.
 Programowanie nieliniowe.
 Zadania wariacyjne (ekstremum warunkowego).
 Literatura podstawowa:
 1. Chudy M.: Wybrane metody optymalizacji. Dom Wydawniczy Bellona,
 Warszawa 2001.
 2. Findeisen W., Wierzbicki A., Szymanowski J.: Teoria i metody
 obliczeniowe optymalizacji. PWN, Warszawa 1980.
 3. Popow O.: Metody optymalizacji. Informa, Szczecin 1999.
 4. Stachurski A., Wierzbicki A.P.: Podstawy optymalizacji. Oficyna
 Wydawnicza Politechniki Warszawskiej, Warszawa 2001.
 Podstawy teoretyczne:
 1. Bronsztejn I.N., Siemiendiajew K.A., Musiol G., Mühlig H.: Nowoczesne
 kompendium matematyki. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2004.
 2. Luenberger d.G.: Teoria optymalizacji. PWN, Warszawa 1974.
 3. Sysło M.M., Deo N., Kowalik J.S.: Algorytmy optymalizacji dyskretnej.
 Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1995.
 4. Schaefer R.: Podstawy genetycznej optymalizacji globalnej. Wydawnictwo
 Uniwersytetu Jagiellońskiego. Kraków 2002.
 5. Galas Z., Nykowski I., Żółkiewski Z.: Programowanie wielokryterialne.
 PWE, Warszawa 1987.
 6. Gass S.I.: Programowanie liniowe. PWN, Warszawa 1980.
 7. Martos B.: Programowanie nieliniowe. PWN, Warszawa 1983.
 8. Roy B.: Wielokryterialne wspomaganie decyzji. WN-T, Warszawa 1990.
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Zastosowania:
 1. deGroot M.H.: Optymalne decyzje statystyczne. PWN, Warszawa 1981.
 Zadania:
 1. Galas Z., Nykowski I. (red.): Zbiór zadań z programowania matematycznego, cz. I
 i II. PWE, Warszawa 1988.
 2. Kusiak J., Danielewska-Tułecka A., Oprocha P.: Optymalizacja. Wybrane metody
 z przykładami zastosowań. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2009.
 3. Nowak A.: Optymalizacja. Teoria i zadania. Wydawnictwo Politechniki Śląskiej,
 Gliwice 2007.
 4. Seidler J., Badach A., Molisz W.: Metody rozwiązywania zadań optymalizacji.
 WN-T, Warszawa 1980.
 5. Stadnicki J.: Teoria i praktyka rozwiązywania zadań optymalizacji. WN-T,
 Warszawa 2006.
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WSTĘP
 Optymalizacja
 1. Organizowanie jakichś działań, procesów itp. w taki sposób, aby dały jak największe efekty
 przy jak najmniejszych nakładach.
 2. Poszukiwanie za pomocą metod matematycznych najlepszego, ze względu na wybrane
 kryterium, rozwiązania danego zagadnienia gospodarczego, przy uwzględnieniu określonych
 ograniczeń.
 optymalizator komputer kierujący procesem produkcyjnym w sposób zapewniający
 najkorzystniejszy jego przebieg
 optymalizm dążność do uzyskania najkorzystniejszych wyników w czymś
 optymalny najlepszy z możliwych w jakichś warunkach
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OPTYMALIZACJA BEZWARUNKOWA
 1. Ekstrema lokalne i globalne.
 Kres górny i kres dolny.
 Wartość maksymalna i wartość minimalna.
 Porządek.
 Ekstremum.
 Definicja – minimum globalnego.
 Mówimy, że funkcja wielu zmiennych f(x), x Rn, ma minimum globalne w punkcie x0
 Rn, jeśli
 x Rn f (x0) ≤ f (x).
 Definicja – maksimum globalnego.
 Mówimy, że funkcja wielu zmiennych f(x), x Rn, ma maksimum globalne w punkcie x0
 Rn, jeśli
 x Rn f (x0) ≥ f (x).
 Definicja – minimum lokalnego.
 Mówimy, że funkcja wielu zmiennych f(x), x Rn, ma minimum lokalne w punkcie x0
 Rn, jeśli istnieje takie otoczenie tego punktu O(x0, ), że
 x O(x0, ) f (x0) ≤ f (x).
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Definicja – maksimum lokalnego.
 Mówimy, że funkcja wielu zmiennych f(x), x Rn, ma maksimum lokalne w punkcie x0
 Rn, jeśli istnieje takie otoczenie tego punktu O(x0, ), że
 x O(x0, ) f (x0) ≥ f (x).
 Definicja – funkcji wypukłej.
 Funkcję f(x) nazywamy funkcją wypukłą (czasami: słabo wypukłą) w zbiorze D Rn,
 gdy
 x1, x2 Rn f [ x1 + (1 – ) x2] ≤ f (x1) + (1 – ) f (x2)
 dla dowolnej liczby [0, 1].
 Jeśli w powyższej nierówności występuje znak nierówności ostrej, to mówimy, że funkcja jest
 ściśle wypukła.
 Definicja – funkcji wklęsłej.
 Funkcję f(x) nazywamy funkcją wklęsłą (czasami: słabo wklęsłą) w zbiorze D Rn,
 gdy
 x1, x2 Rn f [ x1 + (1 – ) x2] ≥ f (x1) + (1 – ) f (x2)
 dla dowolnej liczby [0, 1].
 Jeśli w powyższej nierówności występuje znak nierówności ostrej, to mówimy, że funkcja jest
 ściśle wklęsłą.
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Definicja – gradientu.
 Gradientem funkcji f : Rn → R nazywamy następujący wektor
 grad f (x) =
 .
 Definicja – różniczki zupełnej.
 Różniczką zupełną funkcji f : Rn → R w punkcie x0 nazywamy wyrażenie
 df (x0) = dx0 =
 .
 Definicja – macierzy Jacobiego i jakobianu.
 Macierzą Jacobiego nazywamy macierz pierwszych pochodnych funkcji wektorowej
 wielu zmiennych f : Rn → R
 m:
 .
 Jakobianem nazywamy wyznacznik macierzy Jacobiego.
 Definicja – macierzy Hesse’go.
 Macierzą Hesse’go nazywamy macierz drugich pochodnych funkcji wielu zmiennych
 f : Rn
 → R:
 .
 Jest to macierz symetryczna. (Hesjanem bywa nazywany wyznacznik macierzy Hesse’go.)
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Definicja – różniczki zupełnej rzędu drugiego.
 Różniczką zupełną rzędu drugiego funkcji f : Rn → R w punkcie x0 nazywamy
 wyrażenie
 .
 Jeśli d2f > 0 dla każdego x D, to mówimy, że różniczka ta jest dodatnio określona w
 dziedzinie D funkcji f.
 Jeśli d2f < 0 dla każdego x D, to mówimy, że różniczka ta jest ujemnie określona w
 dziedzinie D funkcji f.
 Definicja – formy kwadratowej.
 Rzeczywistą formą kwadratową n zmiennych y o macierzy symetrycznej A nazywamy
 wyrażenie
 .
 Różniczka zupełna rzędu drugiego jest formą kwadratową.
 Definicja – o określoności formy kwadratowej.
 Formę kwadratową y nazywamy dodatnio określoną (ujemnie określoną), jeśli
 przyjmuje ona wyłącznie wartości dodatnie (ujemne) oraz wartość zero dla
 x1 = x2 = … = xn = 0.
 Formę kwadratową y nazywamy dodatnio półokreśloną (ujemnie półokreśloną), jeśli
 przyjmuje ona wyłącznie wartości nieujemne (niedodatnie). Wartość zero może być wówczas
 przyjmowana również dla niezerowych argumentów.
 Analogicznie do formy kwadratowej y, odpowiadającą jej macierz symetryczną A nazywamy
 dodatnio określoną, ujemnie określoną lub półokreśloną.
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Twierdzenie
 (kryterium Sylvestera o dodatniej określoności formy kwadratowej.
 Forma kwadratowa y jest dodatnio określona wszystkie minory główne macierzy
 A formy są dodatnio określone:
 a11 > 0,
 > 0, … .
 Jeśli co najmniej jeden z minorów jest ujemny, to macierz A nie jest dodatni półokreślona.
 Jeśli każdy Ai ≥ 0, dla każdego punktu x D, to macierz A jest dodatnio półokreślona.
 Twierdzenie.
 Forma kwadratowa jest ujemnie określona wszystkie minory główne macierzy A
 formy stopnia parzystego są dodatnio określone, natomiast wszystkie minory stopnia
 nieparzystego są ujemnie określone, tj.
 A1 < 0, A2 > 0, … , (–1)n An > 0 dla n = 2k
 oraz (–1)n An < 0 dla n = 2k + 1.
 Forma kwadratowa jest ujemnie określona, gdy macierz – A jest dodatnio określona.
 Powyższe twierdzenia umożliwiają rozstrzygnięcie problemu dodatniej lub ujemnej
 określoności różniczki zupełnej rzędu drugiego, obliczanej z wykorzystaniem macierzy
 Hesse’go.
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2. Warunki konieczne i dostateczne istnienia ekstremum funkcji.
 Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum funkcji wielu zmiennych klasy C2 w
 punkcie x0 jest znikanie (zerowanie się) gradientu funkcji w tym punkcie, tj.
 grad f (x0) = 0 (czyli
 ).
 Warunki wystarczające określa następujące twierdzenie.
 Twierdzenie.
 Niech f (x) C2, określona w przestrzeni R
 n i istnieje co najmniej jeden punkt x0, w
 którym znika gradient, tj.
 grad f (x0) = 0.
 Funkcja posiada wówczas w tym punkcie minimum lokalne (lub globalne), jeśli różniczka
 zupełna rzędu drugiego jest w tym punkcie dodatnio określona, czyli
 d2f (x0) > 0
 oraz maksimum lokalne (lub globalne), jeśli różniczka zupełna rzędu drugiego jest w tym
 punkcie ujemnie określona, tj.
 d2f (x0) < 0.
 Twierdzenie to można sformułować przez warunki dodatniej lub ujemnej określoności
 macierzy Hesse’go H w punkcie x0.
 Twierdzenie – funkcja jednej zmiennej.
 Jeśli funkcja f jest klasy C2 (tzn. jest dwukrotnie różniczkowalna i obie pochodne są
 ciągłe) w otoczeniu punktu x0 i jeśli
 , ,
 to funkcja f ma w punkcie x0 ekstremum właściwe, przy czym jest to:
 minimum, jeśli ,
 maksimum, jeśli .
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Twierdzenie.
 Jeśli
 oraz
 i jeżeli funkcja jest ciągła w pewnym –otoczeniu punktu x0, to
 1. jeżeli , to ma w punkcie maksimum lokalne,
 2. jeżeli , to ma w punkcie minimum lokalne.
 Twierdzenie – funkcja dwóch zmiennych.
 Jeśli funkcja f jest klasy C2 (tzn. jest dwukrotnie różniczkowalna i obie pochodne są
 ciągłe) w otoczeniu punktu P0 = (x0, y0) i jeśli ma obie pochodne cząstkowe 1 rzędu w tym
 punkcie równe zeru
 ,
 a wyznacznik pochodnych cząstkowych 2 rzędu funkcji f jest w tym punkcie dodatni
 ,
 to funkcja ta ma w punkcie P0 ekstremum właściwe. Charakter tego ekstremum zależy od
 znaku drugich pochodnych czystych w punkcie P0
 .
 Jeśli są one dodatnie, to funkcja ma w punkcie P0 minimum właściwe, a jeśli ujemne, to –
 maksimum właściwe.
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Twierdzenie.
 Niech funkcja będzie ciągła wraz z wszystkimi pochodnymi w pewnym
 otoczeniu punktu . Jeśli
 ,
 to funkcja ma w punkcie :
 1. maksimum lokalne, gdy
 ,
 2. minimum lokalne, gdy
 ,
 3. punkt siodłowy, gdy ,
 4. jeśli , to musimy rozpatrzyć wyższe pochodne cząstkowe.
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3. Własności funkcji wypukłych.
 Rozwijając funkcję nieliniową w szereg Taylora w punkcie x0 i ograniczeniu się do
 wyrazów liniowych, otrzymamy funkcję liniową:
 L(x) = f (x0) + · (x – x0)
 lub nieliniową, przy uwzględnieniu dwóch pierwszych wyrazów:
 f (x) f (x0) + · (x – x0) +
 (x – x0)
 TH(x0) · (x – x0).
 Twierdzenie.
 Funkcja f (x) C2 jest wypukła w przestrzeni R
 n
 x0, x Rn f (x) ≥ f (x0) +
 · (x – x0).
 Twierdzenie.
 Funkcja f (x) C2 jest ściśle wypukła w przestrzeni R
 n w każdym punkcie x
 macierz Hesse’go tej funkcji jest macierzą dodatnio określoną.
 Twierdzenie.
 Niech f(x) będzie funkcją ściśle wypukłą, określoną na zbiorze wypukłym X Rn.
 Wtedy zbiór rozwiązań zagadnienia f(x) → min. jest wypukły. Punkt będący minimum
 lokalnym funkcji w zbiorze X jest minimum globalnym.
 Twierdzenie.
 Jeżeli funkcja f (x) jest wypukła na zbiorze wypukłym D, to każde minimum lokalne
 jest minimum globalnym.
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Twierdzenie – Weierstrassa.
 Jeżeli funkcja f(x) jest ciągła, a zbiór rozwiązań dopuszczalnych jest ograniczony i
 domknięty, to istnieje co najmniej jedno minimum globalne funkcji f (x) w zbiorze
 X Rn.
 Twierdzenie.
 Dane są funkcje ściśle wypukłe f : Rn → R, g : R → R
 m, wtedy złożenie tych funkcji
 h(x) = g[f (x)] jest funkcją wypukłą. Kombinacja liniowa n – funkcji wypukłych
 f (x) = , R.
 jest funkcją wypukłą.
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4. Metody gradientowe wyznaczanie ekstremum funkcji wielu zmiennych.
 W metodach gradientowych poszukujemy ekstremum funkcji wielu zmiennych w
 sposób iteracyjny, który polega na określeniu w każdym kroku iteracji kierunku poszukiwań
 (kierunku użytecznego), z wykorzystaniem gradientu funkcji celu.
 Definicja.
 Wektor d w punkcie x0 określa kierunek użyteczny dla minimalizacji funkcji f (x), gdy
 istnieje parametr t > 0 (t R+) taki, że
 f (x0 + t · d) < f (x0).
 Do najczęściej wykorzystywanych metod gradientowych zaliczamy:
 metodę najszybszego spadku (gradientu prostego GRAD),
 metodę Newtona – Raphsona,
 algorytm Fletchera – Reevesa,
 algorytm Davidona – Fletchera – Powella,
 metodę gradientów sprzężonych Rosena.
 Metody te mają wspólną strukturę algorytmu:
 przyjęcie punktu startowego (pierwszego przybliżenia) w obszarze wypukłym – x0
 oraz obliczenie wartości funkcji celu w tym punkcie f (x0),
 ustalenie kierunku (wektora) poszukiwań dk (k = 1, 2, … ), zgodnie z przyjętą
 szczegółową metodą gradientową,
 określenie nowego punktu (wektora) zmiennych decyzyjnych (otrzymanego w wyniku
 przesunięcia zgodnie z kierunkiem wektora dk o pewna odległość t), zależnego od
 parametru t (określanego w następnym kroku algorytmu):
 xk = xk–1 + dk (t R+),
 w celu obliczenia wartości określamy funkcję użyteczną h w funkcji parametru t:
 h( ) = f (xk) = f (xk–1 + dk),
 w tej funkcji wektory xk–1 oraz dk są stałymi,
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obliczenie pochodnej funkcji h względem t i wyznaczenie wartości ekstremalnej
 parametru textr:
 = 0 i przyjęcie tk = textr,
 skorygowanie punktu (wektora) zmiennych decyzyjnych oraz funkcji celu:
 xk = xk–1 + textr dk,
 czyli
 xk = xk–1 + dk
 h( ) = f (xk) = f (xk–1 + dk),
 ustalenie nowego kierunku (wektora) poszukiwań w kroku k + 1: dk+1, z
 wykorzystaniem nowej wartości parametru tk, według reguł przyjętej metody
 gradientowej,
 zakończenie algorytmu następuje, gdy moduł gradientu funkcji celu będzie mniejszy
 od założonej dokładności :
 < .
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W metodzie najszybszego spadku wektor poszukiwań jest równy gradientowi funkcji celu w
 punkcie xk z przeciwnym znakiem, tj.
 dk = .
 W metodzie Newtona – Raphsona wektor kierunku poszukiwań jest iloczynem
 odwrotności macierzy Hesse’go i gradientu funkcji celu w punkcie xk z przeciwnym znakiem,
 tj.
 dk = .
 W metodzie Fletchera – Reevesa wektor kierunku poszukiwań jest ustalany na
 podstawie zależności:
 d0 = ,
 dk+1 = + dk,
 gdzie: – parametr skalujący (waga)
 ,
 czyli
 .
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5. Przykłady optymalizacji bezwarunkowej.
 Przykład 1.
 Rozwiązać zagadnienie:
 f (x) =
 → min.
 warunek konieczny:
 grad f (x0) = 0 (czyli
 )
 = 0 = 0
 = 0 = 0
 Po dodaniu stronami i odpowiednich obliczeniach otrzymamy:
 x0 = [– 1, 1]T, f (– 1, 1) = – 6.
 warunek dostateczny – obliczamy macierz Hesse’go:
 = 2,
 = 6,
 =
 = – 2,
 H(– 1, 1) =
 ,
 to h11 = 2 > 0 oraz
 = 8 > 0.
 Jest to więc minimum: x0 = [– 1, 1]T, f (x0) = – 6.
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Przykład 2.
 Wyznaczyć minimum następującej funkcji celu:
 f (x1, x2) =
 metodą najszybszego spadku.
 Przyjmujemy punkt początkowy (wektor startowy):
 x0 = [1, 0]T.
 Obliczamy gradient funkcji celu:
 ,
 ,
 grad f ( ) = ,
 grad f ( ) = .
 Wektor poszukiwań:
 d1 = – grad f (x0) = .
 Nowy wektor zmiennych, zależny od parametru t:
 x1 = x0 + t1 d1 = [1, 0]T + t1 =
 .
 Obliczamy funkcję użyteczności oraz textr:
 h(t1) = f (x1) = (1 – t1)2 + (2 t1)
 2 – (1 – t1) – 4t1 + 4 =
 ,
 = 10t1 – 5 = 0 textr = t1 =
 .
 Obliczamy skorygowany wektor zmiennych
 x1 = x0 + t1 d1 = [1, 0]T +
 =
 =
 .
 Gradient dla punktu x1:
 grad f (
 ) =
 = .
 Gradient grad f (x1) = 0 (znika). Jest więc to ekstremum.

Page 20
						

Zbadajmy hesjan tej funkcji
 ,
 i
 to jest to minimum właściwe.
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OPTYMALIZACJA WARUNKOWA
 1. Punkt regularny.
 Definicja – punktu regularnego.
 Punktem regularnym x0 D Rn nazywamy punkt, w którym dla dowolnego kierunku
 (wektora) d istnieje krzywa gładka, o początku x0, styczna w tym punkcie do wektora d i
 należąca do D.
 Rozpatrzmy warunki ograniczające w postaci układu nierówności i równości:
 gi (x) ≤ 0, i = ,
 hj (x) = 0, j = .
 Warunki istnienia punktu regularnego dla niepustego, wypukłego zbioru D Rn określa
 poniższe twierdzenie.
 Twierdzenie – Karlina.
 Jeśli funkcje ograniczające gi (x), hj (x) są liniowe, to każdy punkt x0 D jest punktem
 regularnym.
 Twierdzenie – Slatera.
 Jeśli funkcje gi (x) są wypukłe, a funkcje hj (x) są liniowe, to każdy punkt zbioru D
 jest punktem regularnym.
 Twierdzenie.
 Jeśli w punkcie x0 D gradienty grad gi (x), grad hj (x) ograniczeń tworzą układ
 wektorów niezależnych liniowo, to punkt ten jest punktem regularnym.
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2. Funkcja Lagrange’a i twierdzenie Kuhna – Tuckera.
 Rozważmy zadanie optymalizacji warunkowej z ograniczeniami o następującej funkcji
 celu:
 f (x) → min., x0 D Rn,
 przy ograniczeniach
 gi (x) ≤ 0, i = ,
 hj (x) = 0, j = .
 Definicja – funkcji Lagrange’a.
 Funkcją Lagrange’a nazywamy następującą funkcję
 L(x, ) = f (x) +
 ,
 gdzie: f – funkcja celu, gi, hj – warunki ograniczające, – wektory mnożników
 Lagrange’a.
 Twierdzenie – warunki Kuhna – Tuckera.
 Jeśli punkt x0 D jest minimum funkcji celu f i jest on punktem regularnym, to
 istnieją takie liczby i, j, że zachodzą następujące warunki:
 grad f (x0) +
 = 0,
 gi (x0) ≤ 0, i gi (x0) = 0, i = ,
 hj (x0) = 0, j = .
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Warunek dostateczny istnienia minimum globalnego określa poniższe twierdzenie.
 Twierdzenie.
 Jeśli funkcja celu f jest wypukła, warunki ograniczające gi też są funkcjami
 wypukłymi, a warunki hj sa funkcjami liniowymi, to każdy punkt x0 spełniający warunki
 twierdzenia Kuhna – Tuckera jest punktem minimum globalnego.
 Twierdzenie.
 Jeśli funkcje f, gi, hj C2 oraz f, gi są funkcjami wypukłymi oraz istnieją mnożniki
 Lagrange’a takie, że punkt (x0, ()) spełnia warunki Kuhna – Tuckera oraz dla
 dowolnego wektora d Rn takiego, że
 ·d = 0,
 ·d = 0
 oraz zachodzi nierówność
 dT·
 L(x0, ())·d ≥ 0,
 to punkt x0 jest punktem minimum lokalnego.
 [Uwaga: L(x0, ()) – macierz Hesse’go funkcji Lagrange’a.]
 Twierdzenie.
 Jeśli w punkcie x0 istnieją wektory takie, że punkt (x0, ()) spełnia warunki
 konieczne Kuhna – Tuckera oraz dla dowolnego kierunku d 0 zachodzą warunki:
 ·d = 0, i > 0,
 ·d < 0, i = 0,
 ·d = 0
 oraz ponadto zachodzi
 dT·
 L(x0, ()) · d > 0,
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to punkt x0 jest minimum lokalnym.
 3. Punkt siodłowy funkcji Lagrange’a.
 Definicja.
 Punkt (x0, ()) X × jest globalnym punktem siodłowym funkcji Lagrange’a,
 gdy
 x X Rn R
 są spełnione nierówności
 L(x0, ()) ≤ L(x0, ()) ≤ L(x, ()).
 Definicja.
 Punkt (x0, ()) X × jest lokalnym punktem siodłowym funkcji Lagrange’a, gdy
 > 0 , że dla x X K(x0, ) oraz wektora ()
 są spełnione nierówności
 L(x0, ()) ≤ L(x0, ()) ≤ L(x, ()).
 Twierdzenie – Kuhna – Tuckera.
 Wektor x0 jest minimum funkcji celu f (x) istnieje wektor () taki, że punkt (x0,
 ()) jest punktem siodłowym.
 Twierdzenie.
 Dla x ≥ 0 warunki konieczne i wystarczające istnienia punktu siodłowego (x0, ())
 w klasie funkcji wypukłych z wypukłymi funkcjami ograniczeń są następujące:
 grad f (x0) +
 ≥ 0,
 gi (x0) ≤ 0, i gi (x0) = 0, i > 0, i = ,
 hj (x0) = 0, j = ,
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= 0.
 4. Zagadnienie dualne programowania nieliniowego.
 Pierwotne zadanie programowania nieliniowego w zbiorze X polega na
 wyznaczeniu supremum funkcji Lagrange’a L(x) w podzbiorze , którego elementami są
 wektory mnożników (), a następnie minimum funkcji pierwotnej LP(x) w podzbiorze X:
 LP(x*) =
 ,
 L(x) =
 .
 Dualne zagadnienie programowania nieliniowego w zbiorze X polega na
 wyznaczeniu infimum funkcji Lagrange’a L(x) w podzbiorze X, a następnie maksimum
 funkcji dualnej LP(x) w podzbiorze , którego elementami są wektory mnożników ():
 LD(x*) =
 ,
 L(x) =
 .
 Twierdzenie – o dualności.
 Punkt (x0, ()) jest punktem siodłowym funkcji Lagrange’a zachodzi relacja
 dualności:
 = LP(x0) = LD =
 .
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5. Przykłady optymalizacji warunkowej.
 Przykład 1.
 Wyznaczyć minimum globalne i lokalne funkcji dwóch zmiennych, przy jednym
 ograniczeniu:
 ,
 g(x) = ≤ 0.
 Utwórzmy funkcję Lagrange’a:
 L(x,
 Warunki konieczne istnienia ekstremum warunkowego:
 = 0,
 = 0,
 g(x) = = 0,
 ≥
 Z dwóch pierwszych warunków otrzymamy:
 + = 0 = 1 –
 – – 1 = 0 =
 Przyjmując = 0, otrzymamy minimum globalne:
 x01 = 1, x02 = 1, f (1, 1) = – 1.
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PROGRAMOWANIE MATEMATYCZNE
 Zadanie programowania matematycznego (PM) formułujemy następująco.
 Dane są następujące funkcje:
 f : D0 → R,
 gi : Di → R, i ,
 gdzie: Di Rn,
 .
 W zbiorze X określonym warunkami:
 gi (x)
 , (W.1)
 0 m1 m2 m,
 b = [b1, b2, … , bm]T R
 m,
 x = [x1, x2, … , xn]T R
 n,
 xj
 , (W.2)
 0 n1 n2 n
 wyznaczyć taki punkt x, w którym:
 funkcja f osiągnie minimum (lub maksimum). (W.3)
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Odpowiada temu inna forma zapisu:
 Min {f (x): x X}
 Min {f (x): przy warunkach (W.1) i (W.2)}
 f (x) → min przy warunkach (W.1) i (W.2).
 „Min” oznacza minimum funkcji f w PM, a „min” – jej wartość minimalną.
 Funkcję f nazywamy funkcją celu. Warunek (W.3) nazywamy kryterium
 optymalizacji, x – wektor zmiennych decyzyjnych xj ( ), b – wektor ograniczeń,
 warunek (W.1) – ograniczenia nieelementarne, warunek (W.2) – ograniczenia elementarne
 (ograniczenia znaku zmiennych decyzyjnych).
 W zadaniu PM może zachodzić Di = Rn, i .
 Zbiór X := {x Rn: przy warunkach (W.1) i (W.2)} nazywamy zbiorem rozwiązań
 dopuszczalnych, a każdy element xdop – rozwiązaniem dopuszczalnym (RD).
 Zakłada się, że X . Może zachodzić również X = . W przypadku, gdy Di = R
 n, i
 , może zajść X = Rn.
 Wektor xopt X taki, że
 x X f (xopt) f (x) lub x X f (xopt) f (x)
 nazywamy rozwiązaniem optymalnym (RO) zadania PM z kryterium minimalizacji
 (maksymalizacji), a f(xopt) – wartością optymalną funkcji celu, oznaczaną jako fmin (fmax).
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Dodatkowo przyjmujemy
 fmin = – ∞ (fmax = + ∞),
 gdy X i f jest nieograniczona z dołu (z góry) na X,
 fmin = + ∞ (fmax = – ∞), gdy X =
 Zbiór wszystkich rozwiązań optymalnych zadania PM oznaczamy przez Xopt.
 Uwaga.
 xopt1, xopt2 Xopt f (xopt1) = f (xopt2) = fmin (fmax).
 Zadanie PM nazywamy sprzecznym (niesprzecznym), gdy
 X = (X ).
 Uwaga.
 X = Xopt = , ale może również zajść X Xopt = .
 Następujące zadania PM mają ten sam zbiór rozwiązań optymalnych:
 Min {f (x): x X}, X – zbiór rozwiązań dopuszczalnych,
 Min {h [f (x)]: x X}, h : Y → R (f (X) Y R) jest dowolną funkcją rosnącą na
 zbiorze f (X); w szczególności, gdy h [f (x)] = pf (x) + q [funkcja liniowa], p, q R, p > 0;
 Max {h [f (x)]: x X}, h : Y → R (f (X) Y R) jest dowolną funkcją malejącą na
 zbiorze f (X); w szczególności, gdy h [f (x)] = pf (x) + q, p, q R, p < 0.
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Warunki (W.1) i (W.2) można zapisać w łącznej postaci:
 hl(x)
 hi(x) = gi(x) – bi i ,
 hm+j(x) = xj j ,
 L1 L2 = L1 L3 = L2 L3 =
 (rozłączność zbiorów indeksów)
 L1 L2 L3 = , p = m + n2.
 Ta postać warunków często jest dogodniejsza ze względów numerycznych w
 rozwiązywaniu zadań PM.
 Warunek zadania PM nazywamy aktywnym lub napiętym (nieaktywnym lub luźnym) przy
 rozwiązaniu dopuszczalnym xdop wtedy i tylko wtedy, gdy dla x = xdop warunek ten jest
 spełniony jako równość (nierówność ostra).
 Warunek zadania PM nazywamy istotnym (nieistotnym) ze względu na rozwiązanie
 dopuszczalne wtedy i tyko wtedy, gdy pominiecie tego warunku zmienia zbiór (nie zmienia
 zbioru) rozwiązań dopuszczalnych X zadania.
 Warunek zadania PM nazywamy istotnym (nieistotnym) ze względu na rozwiązanie
 optymalne wtedy i tyko wtedy, gdy pominiecie tego warunku zmienia zbiór (nie zmienia
 zbioru) rozwiązań optymalnych Xopt zadania.
 Jeśli w zadaniu PM dany warunek jest nieistotny ze względu na każde rozwiązanie
 dopuszczalne, to jest on również nieistotny ze względu na każde rozwiązanie optymalne.
 Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.
 Pominięcie w zadaniu PM warunków nieistotnych upraszcza algorytm rozwiązania, a w
 przypadku dużej liczby warunków, umożliwia rozwiązanie zadania. Jednakże nie zawsze jest
 proste wykrycie nieistotności warunków.
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Wśród zadań PM wyróżniamy dwa główne:
 standardowe zadanie PM (PMS)
 z kryterium minimalizacji
 Min {f (x): g(x) = b, x ≥ 0};
 z kryterium maksymalizacji
 Max {f (x): g(x) = b, x ≥ 0};
 kanoniczne (klasyczne) zadanie PM (PMK)
 z kryterium minimalizacji
 Min {f (x): g(x) ≥ b, x ≥ 0};
 z kryterium maksymalizacji
 Max {f (x): g(x) b, x ≥ 0};
 g – przekształcenie (odwzorowanie) Rn → R
 m określone przez układ m funkcji gi: gi : Di → R,
 i na zbiorze D = następująco:
 x D g(x) = [g1(x) g2(x) … gm(x)]T.
 Każde zadanie PM można sformułować w postaci PMS (PMK), z tym samym lub
 przeciwnym kryterium optymalizacji, stosując, zależnie od potrzeby, niżej wymienione
 operacje.
 I. Maksymalizację (minimalizację) funkcji celu f zastąpić minimalizacją (maksymalizacją)
 funkcji = – f.
 II. Warunek gi (x) i (gi (x) i) zastąpić warunkami:
 gi (x) + xn+i = i , xn+i (gi (x) – xn+i = i , xn+i ). Wprowadzoną zmienną xn+i
 nazywamy zmienną dodatkową niedoboru (nadmiaru). Do funkcji celu zmienne
 dodatkowe wprowadza się ze współczynnikiem 0, tzn. jeśli wprowadza się p
 dodatkowych zmiennych xn+i , i Pd , to funkcję celu f : D0 → R, D0 Rn
 zastępuje się funkcją : D0 × Rp → R postaci
 = f (x) + 0Txd, gdzie xd R
 p
 jest wektorem zmiennych dodatkowych.
 III. Jeśli xj 0 (xj ≥ 0), to podstawić xj = – , wówczas
 ≥ 0 ( 0).
 IV. Jeśli brak ograniczenia znaku zmiennej xj, to podstawić
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xj =
 i dołączyć warunki ≥ 0,
 ≥ 0.
 V. Równanie gi (x) = i zastąpić układem nierówności
 gi (x) ≥ i, gi (x) ≥ i (gi (x) i, gi (x) i).
 Uwaga: Przy sprowadzaniu zadania PM do zadania PMS (PMK) może zwiększyć się liczba
 warunków lub zmiennych.
 Postacią standardową zadania PMK (chodzi o przejście od PMK do PMS)
 Min {f (x): g(x) ≥ b, x ≥ 0}
 jest zadanie PMS
 Min {f (x): g(x) – xd = b, x ≥ 0, xd ≥ 0}
 gdzie xd = [xn+1 xn+2 … xn+m]T – wektor zmiennych dodatkowych.
 Postacią kanoniczną zadania PMS (chodzi o przejście od PMS do PMK)
 Min {f (x): g(x) = b, x ≥ 0}
 jest zadanie PMK
 Min {f (x): (x) ≥ , x ≥ 0}
 gdzie (x) =
 , =
 .
 Zadanie PM nazywamy zadaniem programowania nieliniowego (PNL), gdy choć
 jedna z funkcji f , gi (i ) jest nieliniowa; w przeciwnym przypadku mamy do czynienia
 z zadaniem programowania liniowego (PL).
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W zadaniu PL
 f (x) = cTx,
 gdzie c = [c1 c2 … cn]T nazywamy wektorem współczynników funkcji celu,
 gi (x) = x, i ,
 gdzie ai = [ai1 ai2 … ain]T nazywamy wektorem współczynników w i-tym warunku
 nieelementarnym.
 Przekształcenie g : Rn → R
 m określone układem funkcji jest przekształceniem liniowym o
 macierzy
 A =
 =
 ,
 zwaną macierzą współczynników układu warunków nieelementarnych.
 Zadaniem PL w postaci standardowej (PLS) jest
 Min {cTx : Ax = b, x ≥ 0}.
 Zadaniem PL w postaci kanonicznej (PLK) jest
 Min {cTx : Ax ≥ b, x ≥ 0}.
 Wśród zadań programowania nieliniowego (PNL) szczególną rolę odgrywa postać
 standardową z nieliniową funkcją celu, ale liniowymi warunkami ograniczającymi
 Min {f (x) : Ax = b, x ≥ 0}.
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Zadanie to nazywamy:
 programowaniem kwadratowym (PK), gdy
 f (x) = xTCx + p
 Tx, x R
 n,
 C – macierz symetryczna stopnia n, p Rn;
 zadaniem programowania z homograficzną (ułamkowo-liniową) funkcją celu (PH),
 gdy
 f (x) =
 , x R
 n,
 c, d Rn, d 0, c0, d0 R i wektory
 oraz są liniowo niezależne;
 minimaksowym zadaniem programowania matematycznego (MMPM), gdy
 f (x) = max { : t }, x R
 n, ct = [ct1 ct2 … ctn]
 T, ct0 R.
 Zadanie PM z dodatkowym warunkiem
 xj D R dla j PD , PD ,
 gdzie D – dyskretny zbiór liczb, nazywamy zadaniem programowania dyskretnego (PD), w
 szczególności – zadaniem programowania całkowitoliczbowego (PC), gdy D = N {0};
 zadaniem programowania binarnego albo zerojedynkowego (PB), gdy D = {0, 1}.
 Zadania programowania matematycznego (ich metody) mogą być stosowane do
 rozwiązywania takich problemów (ekonomicznych, transportowych, logistycznych i innych),
 dla których potrafimy zbudować (opracować) odpowiedni model matematyczny procesu
 decyzyjnego wyboru optymalnej (z naszego punktu widzenia) decyzji spośród decyzji
 dopuszczalnych, o ile problemy te charakteryzują się następującymi właściwościami (są tzw.
 optymalizacyjnymi problemami decyzyjnymi).
 I. Każdą decyzje można przedstawić w postaci ciągu ustalonych wartości przyjętych na
 n zmiennych x1, x2, … , xn, zwanych zmiennymi decyzyjnymi. Każdą decyzje
 reprezentuje więc odpowiedni punkt x w przestrzeni Rn.
 II. Swoboda w wyborze decyzji jest ograniczona. Podstawowe ograniczenia dadzą się
 przedstawić w postaci (W.1) i (W.2) lub równoważnych oraz ewentualnie innych
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warunków (np. całkowitoliczbowość dla pewnych zmiennych). Układ ten określa
 zbiór decyzji dopuszczalnych X.
 III. Decyzje dopuszczalne spełniają określony cel, przy czym stopień jego realizacji przez
 każdą z decyzji można wyrazić za pomocą funkcji rzeczywistej f zmiennych
 decyzyjnych x1, x2, … , xn, zwanej funkcją celu.
 IV. Spośród decyzji dopuszczalnych należy wybrać decyzję optymalną, tj. taką, która
 najlepiej realizuje cel na zbiorze decyzji dopuszczalnych. Treść rozpatrywanego
 zagadnienia określa kryterium optymalizacji, tzn. czy należy funkcję celu
 minimalizować, czy maksymalizować.
 Powłoką wypukłą (uwypukleniem) zbioru A Rn nazywamy zbiór wszystkich wypukłych
 kombinacji liniowych dowolnej skończonej liczby punktów zbioru A. Powłokę wypukłą
 zbioru A oznaczamy conv A (convex = wypukły).
 Powłoka wypukła jest najmniejszym zbiorem wypukłym zawierającym zbiór A, tzn. jest
 przekrojem wszystkich zbiorów wypukłych zawierających A.
 Wypukłość zbioru M jest równoważna przynależności do M każdej wypukłej kombinacji
 liniowej dowolnej, skończonej liczby punktów zbioru M, tj.
 M jest zbiorem wypukłym M = conv M.
 Punkt xw nazywamy wierzchołkiem (punktem ekstremalnym) zbioru wypukłego M
 wtedy i tylko wtedy, gdy xw M i M – {xw} jest zbiorem wypukłym.
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PROGRAMOWANIE LINIOWE
 Po sformułowaniu zadania programowania liniowego sprawdzić jego poprawność:
 niesprzeczność kryteriów,
 czy ograniczenia tworzą zbiór wypukły (sympleks).
 Postać ogólna zagadnienia liniowego.
 Liniowe zagadnienie optymalizacji ma następującą postać ogólną:
 Funkcja celu (FC):
 f (x) = c1x1 + … + cixi + ci+1xi+1 + … + cnxn = opty. (max. lub min.) (1)
 Warunki dodatkowe (więzy, warunki ograniczające) (WD, WO):
 a1,1x1 + … + a1,i xi + a1,i+1xi+1 + … + a1,n xn ≤ b1,
 …………………………………………………. ,
 ak,1x1 + … + ak,i xi + ak,i+1xi+1 + … + ak,n xn ≤ bk, (2)
 ak+1,1x1 + … + ak+1,i xi + ak+1,i+1xi+1 + … + ak+1,n xn ≥ bk+1,
 …………………………………………………. ,
 al,1x1 + … + al,i xi + al,i+1xi+1 + … + al,n xn ≥ bl,
 al+1,1x1 + … + al+1,i xi + al+1,i+1xi+1 + … + al+1,n xn = bl+1,
 …………………………………………………. ,
 am,1x1 + … + am,i xi + am,i+1xi+1 + … + am,n xn = bm,
 x1 ≥ 0, … , xi ≥ 0; xi+1, … , xn – dowolne.
 W skróconym zapisie wektorowo-macierzowym możemy przedstawić to następująco:
 FC: f (x) = x1 +
 x2 = opty (max. lub min.) (3)
 WD:
 A11x1 + A12x2 ≤ b1,
 A21x1 + A22x2 ≥ b2, (4)
 A31x1 + A32x2 = b3,
 x1 ≥ 0, x2 – dowolne,
 gdzie:
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c1 = [c1, … , ci]T, c2 = [ci+1, … , cn]
 T,
 x1 = [x1, … , xi]T, x2 = [xi+1, … , xn]
 T, (5)
 b1 = [b1, … , bk]T, b2= [bk+1, … , bl]
 T,
 b3= [bl+1, … , bm]T,
 A11 =
 , A12 =
 , (6)
 A21 =
 , A22 =
 . (7)
 A31 =
 , A32 =
 . (8)
 Więzy: Jeśli występują więzy ze znakiem „≥”, to mnożąc obustronnie przez (– 1), otrzymamy
 więzy z „≤”.
 Postać kanoniczna PL
 Dla maksimum:
 Funkcja celu: f (x) = cTx = max.
 Warunki ograniczające: Ax ≤ b,
 Wszystkie zmienne decyzyjne x ≥ 0,
 lub dla minimum:
 f (x) = x1 +
 x2 = min.
 Warunki ograniczające: Ax ≥ b,
 Wszystkie zmienne decyzyjne x ≥ 0.
 Postać standardowa PL
 Funkcja celu: f (x) = cTx = max. (lub min.)
 Warunki ograniczające: Ax = b,
 Wszystkie zmienne decyzyjne x ≥ 0,
 Od postaci kanonicznej do standardowej przechodzimy wprowadzając tzw. zmienne
 swobodne, które mają następujące cechy:
 są nieujemne,
 mają zerowe wagi w funkcji celu,
 są wprowadzane oddzielnie do każdej nierówności.
 Zachodzą dwa przypadki:
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Jeśli występuje nierówność typu ≥, to zmienna swobodna xn+i jest określona
 następująco:
 xn+i = x – bi.
 Jeśli występuje nierówność typu ≤, to zmienna swobodna xn+i jest określona
 następująco:
 xn+i = bi – x.
 Sprowadzamy wszystkie zmienne do pierwszego kwadrantu (do wartości nieujemnych).
 Jeśli xi ≤ 0, to przyjmujemy: xi = – .
 Jeśli znak zmiennej xi jest nieokreślony, to przyjmujemy:
 xi = –
 .
 Przykład 1.
 Postać kanoniczna:
 Funkcja celu:
 18x1 + 15x2 → max,
 Warunki ograniczające:
 8x1 + 4x2 ≤ 52
 6x1 + 9x2 ≤ 69
 x1, x2 ≥ 0.
 Postać standardowa:
 Funkcja celu:
 18x1 + 15x2 → max,
 Warunki ograniczające:
 8x1 + 4x2 + x3 = 52 bo x3 = 52 – 8x1 – 4x2
 6x1 + 9x2 + x4 = 69 bo x4 = 69 – 6x1 – 9x2
 x1, x2, x3, x4 ≥ 0.
 Przykład 2.
 Postać kanoniczna:
 Funkcja celu:
 3x1 + 2x2 → max,
 Warunki ograniczające:
 x1 + 3x2 ≤ 45
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2x1 + x2 ≤ 40
 x1 + x2 ≤ 25
 x1, x2 ≥ 0.
 Postać standardowa:
 Funkcja celu:
 3x1 + 2x2 → max,
 Warunki ograniczające:
 x1 + 3x2 + x3 = 45
 2x1 + x2 + x4 = 40
 x1 + x2 + x5 = 25
 x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0.
 Przykład 3.
 Postać kanoniczna:
 Funkcja celu:
 0,2x1 + 0,3x2 → min,
 Warunki ograniczające:
 24x1 + 12x2 ≥ 720
 10x1 + 45x2 ≥ 900
 x1 + 1,5x2 ≥ 60
 x1, x2 ≥ 0.
 Postać standardowa:
 Funkcja celu:
 0,2x1 + 0,3x2 → min,
 Warunki ograniczające:
 24x1 + 12x2 – x3 = 720
 10x1 + 45x2 – x4 = 900
 x1 + 1,5x2 – x5 = 60
 x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0.
 Postać standardowa
 Liniowa funkcja celu:
 f (x) = cTx =
 , (9)
 przy liniowych ograniczeniach
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Ax = b, (10)
 x ≥ 0,
 dim A = m×n.
 Należy wyznaczyć (znaleźć) rozwiązanie optymalne x* (w sensie maksimum lub minimum)
 funkcji celu (9), przy ograniczeniach (10).
 Wykorzystuje się to tego trzy podstawowe metody:
 1. punktów wierzchołkowych,
 2. geometryczną (graficzną, wykreślną), stosowalność której ogranicza się co najwyżej
 do trzech zmiennych decyzyjnych,
 3. sympleks (tablicową).
 Podstawą tych metod jest stwierdzenie, że rozwiązanie optymalne zagadnienia liniowego jest
 wierzchołkiem zbioru D (sympleksu), otrzymanego z ograniczeń nierównościowych
 Ax ≤ b, x ≥ 0. (11)
 Lub różnych kombinacji – niewiększy i niemniejszy.
 Punktem wierzchołkowym Pi sympleksu nazywamy każdy taki punkt, który jest kombinacją
 liniową m wektorów bazowych [x1, x2, … , xm, 0, 0, … , 0] w przestrzeni Rm uzupełnionej o
 (n–m) wektorów zerowych, gdy n > m.
 Twierdzenie.
 Rozwiązanie optymalne x* zadania programowania liniowego jest punktem wierzchołkowym
 sympleksu D układu ograniczeń (3).
 Definicja.
 Rozwiązaniem dopuszczalnym zagadnienia programowania liniowego jest wektor x
 spełniający warunki ograniczające.
 Definicja.
 Rozwiązaniem bazowym układu równań standardowych nazywamy rozwiązanie układu
 powstałego z niego przez porównanie do zera n–m zmiennych przy założeniu, że wyznacznik
 współczynników wybranych m zmiennych jest niezerowy. Te m zmiennych nazywamy
 zmiennymi bazowymi.
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Definicja.
 Rozwiązaniem bazowym dopuszczalnym nazywamy rozwiązanie bazowe, które spełnia
 warunek nieujemności zmiennych bazowych.
 Niezdegenerowanym rozwiązaniem bazowym dopuszczalnym nazywamy bazowe
 rozwiązanie dopuszczalne, w którym wszystkie zmienne bazowe są dodatnie.
 Warunki ograniczające w postaci standardowej mamy
 Ax = b, x ≥ 0,
 A – macierz m×n wymiarowa współczynników,
 x – n wymiarowy wektor zmiennych decyzyjnych,
 b – m wymiarowy wektor wyrazów wolnych.
 Macierz kwadratowa m-tego stopnia B, składająca się z m liniowo niezależnych kolumn
 macierzy A, nazywamy macierzą bazową.
 Z założenia (liniowa niezależność kolumn) zachodzi jej nieosobliwość, tj.
 det B 0.
 Kolumny macierzy bazowej nazywamy kolumnami bazowymi, a pozostałe kolumny
 macierzy A nazywamy kolumnami niebazowymi. Zmienne związane z kolumnami
 bazowymi nazywamy zmiennymi bazowymi, a pozostałe – niebazowymi.
 Z każdą bazą B układu Ax = b jest związane rozwiązanie bazowe. Jeśli układ Ax = b jest
 niesprzeczny oraz n > m, to ma on nieskończenie wiele rozwiązań, ale skończoną liczbę
 rozwiązań bazowych.
 Układ m równań z n niewiadomymi ma co najwyżej
 =
 rozwiązań bazowych.
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Każdej bazie B odpowiada określony podział zmiennych na bazowe i niebazowe.
 Przy danej bazie B wektor zmiennych decyzyjnych x oraz macierz współczynników A można
 przedstawić następująco:
 x(n×1) = [xB(m×1), xN((n-m)×1)]T, A(m×m) = [B(m×m), N(m×(n-m))],
 b(m×1) = [b1, b2, … , bm]T.
 Układ równań Ax = b przyjmie wówczas postać:
 B(m×m) xB(m×1) + N(m×(n-m)) xN((n-m)×1) = b(m×1).
 Pomóżmy lewostronnie lewą i prawą stronę tego równania przez B-1
 , otrzymamy wówczas
 B-1
 BxB + B-1
 NxN = B-1
 b,
 czyli
 xB + B-1
 NxN = B-1
 b.
 Wprowadźmy oznaczenia: B-1
 N = W, B-1
 b = bB, to
 xB + WxN = bB.
 W definicji określono, że rozwiązanie bazowe otrzymuje się po przyjęciu zmiennych
 niebazowych równych zeru, czyli xN = 0.
 Stąd rozwiązanie bazowe:
 xB = B-1
 b = bB.
 Jeśli dla danej bazy B zachodzi, że xB = B-1
 b = bB > 0, po prostu xB > 0, to jest to rozwiązanie
 bazowe dopuszczalne.
 Dwie bazy B i nazywamy bazami sąsiednimi, jeśli różnią się tylko jedną kolumną
 macierzy A.
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Dwa rozwiązania bazowe nazywamy rozwiązaniami sąsiednimi, gdy różnią się tylko jedną
 zmienną bazową.
 Przykład 4
 Mamy układ ograniczeń (postać standardowa)
 x1 + x2 + 2x3 – x4 = 1,
 – x1 + 2x2 – x3 + 2x4 = 2.
 Stąd A =
 , x = [x1, x2, x3, x4]T, b = [1, 2]
 T.
 Przyjmijmy bazę względem zmiennych x1, x4:
 B =
 , N =
 , xB =
 , xN =
 , b =
 .
 Obliczmy B-1
 : det B = 1, a B-1
 =
 .
 Dalej
 W = B-1
 N =
 ·
 =
 , bB = B-1
 b =
 · =
 ,
 xB + WxN = bB.
 +
 ·
 =
 ,
 x1 + 4x2 + 3x3 = 4,
 3x2 + x3 + x4 = 3,
 xB = bB = oraz x = [4, 0, 0, 3]
 T – jest to rozwiązanie bazowe dopuszczalne.
 Wszystkie zmienne bazowe (x1, x4) są dodatnie, jest więc to rozwiązanie niezdegenerowane.
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Metoda graficzna
 Algorytm:
 1. wykreślamy ograniczenia,
 2. wyznaczamy obszar dopuszczalnych rozwiązań wynikający z ograniczeń,
 3. obieramy dowolną wartość funkcji celu, np. f (x1, x2) = C
 i przesuwamy jej wykres w kierunku wzrostu C –
 rozwiązanie znajduje się w punkcie przecięcia prostej celu
 z granicą obszaru dopuszczalnego (w wierzchołku).
 Przykład 5.
 Wyznaczyć maksimum funkcji celu
 f (x1, x2) = 2x1 + 2,5x2,
 przy ograniczeniach
 x1 + x2 ≤ 30,
 – 3x1 + x2 ≤ 0,
 x1, x2 ≥ 0.
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Rys. 1. Graficzne rozwiązanie zadania optymalizacji liniowej z przykładu 5.
 Rozwiązanie bazowe dla tego przykładu.
 Wyznaczyć maksimum funkcji celu
 f (x1, x2) = 2x1 + 2,5x2,
 przy ograniczeniach
 x1 + x2 + x3 = 30,
 – 3x1 + x2 + x4 = 0,
 x1, x2, x3, x4 ≥ 0.
 Mamy: A =
 , b = T.
 Obierzmy macierz bazową względem zmiennych x1, x2: B =
 , N =
 ,
 stąd det B = 4, B-1
 =
 , xB = T, xN =
 T,
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W = B-1
 N =
 =
 , xB = B-1
 b =
 =
 Przykład 6.
 Wyznaczyć maksimum funkcji celu
 f (x1, x2) = 20x1 + 10x2,
 przy ograniczeniach
 10x1 – x2 ≤ 30,
 2,5x1 + x2 ≤ 25,
 5x1 + 0,5x2 ≤ 25,
 x1, x2 ≥ 0.
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Rys. 2. Graficzne rozwiązanie zadania optymalizacji liniowej z przykładu 6.
 Rozwiązanie bazowe dla tego przykładu.
 Wyznaczyć maksimum funkcji celu
 f (x1, x2) = 20x1 + 10x2,
 przy ograniczeniach
 10x1 – x2 + x3 = 30,
 2,5x1 + x2 + x4 = 25,
 5x1 + 0,5x2 + x5 = 25,
 x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0.
 Mamy: A =
 , b = T.
 Obierzmy macierz bazową względem zmiennych x1, x2, x3:
 B =
 , N =
 ,
 stąd det B = – 3,75, B-1
 =
 ,
 xB = T, xN =
 T,
 W = B-1
 N =
 =
 ,
 xB = B-1
 b =
 =

Page 48
						

Przykład 7.
 Wyznaczyć maksimum funkcji celu
 f (x1, x2) = x1 + 3x2,
 przy ograniczeniach
 x1 + 2x2 ≤ 20,
 – 5x1 + x2 ≤ 10,
 5x1 + x2 ≤ 27,
 x1, x2 ≥ 0.
 Rys. 3. Graficzne rozwiązanie zadania optymalizacji liniowej z przykładu 7.
 Rozwiązanie bazowe dla tego przykładu.
 Wyznaczyć maksimum funkcji celu
 f (x1, x2) = x1 + 3x2,
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przy ograniczeniach
 x1 + 2x2 + x3 = 20,
 – 5x1 + x2 + x4 = 10,
 5x1 + x2 + x5 = 27,
 x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0.
 Mamy: A =
 , b = T.
 Obierzmy macierz bazową względem zmiennych x1, x2, x3:
 B1 =
 , N =
 ,
 stąd
 det B1 = – 10, =
 ,
 =
 T,
 = T,
 W = N =
 =
 ,
 =
 b =
 =
 wierzchołek 1: x1 = 1,70; x2 = 18,50;
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