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					Transcript

					Andrzej BANACHOWICZ Katedra Metod Sztucznej Inteligencji i
Matematyki Stosowanej METODY OPTYMALIZACJI Szczecin 2010 Treci
ksztacenia: -Tre i struktura zada optymalizacji. -Ekstrema oraz
warto najwiksza i najmniejsza.
-Ekstremumfunkcjijednejzmiennej:warunkiekstremum,metody
poszukiwania ekstremw.
-Bezwarunkoweekstremumfunkcjiwieluzmiennych:warunkiekstremum,
metodyposzukiwaniaekstremum(metodaGaussaSeidela,metody gradientowe,
metoda Newtona). -Ekstremum funkcji w zadaniach z ograniczeniami
(warunkowe): metoda mnonikw Lagrangea, warunki Kuhna Tuckera,
metoda kary.
-Programowanieliniowe:metodagraficzna,metodasympleks,minimalizacja
funkcjonaw. -Programowanie nieliniowe. -Zadania wariacyjne
(ekstremum warunkowego). Literatura podstawowa:
1.ChudyM.:Wybranemetodyoptymalizacji.DomWydawniczyBellona, Warszawa
2001. 2.FindeisenW.,WierzbickiA.,SzymanowskiJ.:Teoriaimetody
obliczeniowe optymalizacji. PWN, Warszawa 1980. 3.Popow O.: Metody
optymalizacji. Informa, Szczecin 1999.
4.StachurskiA.,WierzbickiA.P.:Podstawyoptymalizacji.Oficyna
Wydawnicza Politechniki Warszawskiej, Warszawa 2001. Podstawy
teoretyczne:
1.BronsztejnI.N.,SiemiendiajewK.A.,MusiolG.,MhligH.:Nowoczesne
kompendium matematyki. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2004.
2.Luenberger d.G.: Teoria optymalizacji. PWN, Warszawa 1974.
3.SysoM.M.,DeoN.,KowalikJ.S.:Algorytmyoptymalizacjidyskretnej.
Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1995.
4.SchaeferR.:Podstawygenetycznejoptymalizacjiglobalnej.Wydawnictwo
Uniwersytetu Jagielloskiego. Krakw 2002.
5.GalasZ.,NykowskiI.,kiewskiZ.:Programowaniewielokryterialne. PWE,
Warszawa 1987.6.Gass S.I.: Programowanie liniowe. PWN, Warszawa
1980. 7.Martos B.: Programowanie nieliniowe. PWN, Warszawa 1983.
8.Roy B.: Wielokryterialne wspomaganie decyzji. WN-T, Warszawa
1990. Zastosowania: 1.deGroot M.H.: Optymalne decyzje statystyczne.
PWN, Warszawa 1981. Zadania: 1.Galas Z., Nykowski I. (red.): Zbir
zada z programowania matematycznego, cz. I i II. PWE, Warszawa
1988.2.Kusiak J., Danielewska-Tuecka A., Oprocha P.: Optymalizacja.
Wybrane metody z przykadami zastosowa. Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 2009. 3.Nowak A.:Optymalizacja. Teoriai zadania.
Wydawnictwo Politechniki lskiej, Gliwice 2007.
4.SeidlerJ.,BadachA.,MoliszW.:Metodyrozwizywaniazadaoptymalizacji.
WN-T, Warszawa 1980.
5.StadnickiJ.:Teoriaipraktykarozwizywaniazadaoptymalizacji.WN-T,
Warszawa 2006. WSTP Optymalizacja1. Organizowanie jakich dziaa,
procesw itp. w taki sposb, aby day jak najwiksze efekty przy jak
najmniejszych
nakadach.2.Poszukiwaniezapomocmetodmatematycznychnajlepszego,zewzgldunawybrane
kryterium,rozwizaniadanegozagadnieniagospodarczego,przyuwzgldnieniuokrelonych
ogranicze.
optymalizatorkomputerkierujcyprocesemprodukcyjnymwsposbzapewniajcy
najkorzystniejszy jego przebieg optymalizm dno do uzyskania
najkorzystniejszych wynikw w czym optymalny najlepszy z moliwych w
jakich warunkach OPTYMALIZACJA BEZWARUNKOWA 1.Ekstrema lokalne i
globalne. Kres grny i kres dolny. Warto maksymalna i warto
minimalna. Porzdek. Ekstremum. Definicja minimum globalnego. Mwimy,
e funkcja wielu zmiennych f(x), xRn, ma minimum globalne w punkcie
x0 Rn, jeli xRnf (x0) f (x). Definicja maksimum globalnego. Mwimy,
e funkcja wielu zmiennychf(x), xRn, ma maksimum globalne w punkcie
x0 Rn, jeli xRnf (x0) f (x). Definicja minimum lokalnego. Mwimy, e
funkcja wielu zmiennychf(x), xRn, ma minimum lokalne w punkcie
x0

Rn, jeli istnieje takie otoczenie tego punktu O(x0, o), e xO(x0,
o)f (x0) f (x). Definicja maksimum lokalnego. Mwimy, e funkcja
wielu zmiennychf(x), xRn, ma maksimum lokalne w punkcie x0 Rn, jeli
istnieje takie otoczenie tego punktu O(x0, o), e xO(x0, o)f (x0) f
(x). Definicja funkcji wypukej. Funkcj f(x) nazywamy funkcj wypuk
(czasami: sabo wypuk) w zbiorze D c Rn, gdy x1, x2Rnf [o x1 + (1 o)
x2] o f (x1) + (1 o) f (x2) dla dowolnej liczby o[0, 1]. Jeli w
powyszej nierwnoci wystpuje znak nierwnoci ostrej, to mwimy, e
funkcja jest cile wypuka. Definicja funkcji wklsej.
Funkcjf(x)nazywamyfunkcjwkls(czasami:sabowkls)wzbiorzeDcRn, gdy x1,
x2Rnf [o x1 + (1 o) x2] o f (x1) + (1 o) f (x2) dla dowolnej liczby
o[0, 1]. Jeli w powyszej nierwnoci wystpuje znak nierwnoci ostrej,
to mwimy, e funkcja jest cile wkls. Definicja gradientu. Gradientem
funkcji f: Rn Rnazywamy nastpujcy wektorgrad f (x) =

. Definicja rniczki zupenej. Rniczk zupen funkcji f: Rn Rw
punkcie x0 nazywamy wyraenie df (x0) =

dx0 =

. Definicja macierzy Jacobiego i jakobianu.
MacierzJacobiegonazywamymacierzpierwszychpochodnychfunkcjiwektorowej
wielu zmiennych f : Rn Rm:

. Jakobianem nazywamy wyznacznik macierzy Jacobiego. Definicja
macierzy Hessego. Macierz Hessego nazywamy macierz drugich
pochodnych funkcji wielu zmiennych f : Rn R:

. Jest to macierz symetryczna. (Hesjanem bywa nazywany
wyznacznik macierzy Hessego.) Definicja rniczki zupenej rzdu
drugiego. Rniczkzupenrzdudrugiegofunkcjif:RnRwpunkciex0nazywamy
wyraenie

.
Jelid2f>0dlakadegoxD,tomwimy,erniczkatajestdodatniookrelonaw
dziedzinie D funkcji f. Jelid2f 0,

> 0, .
Jeliconajmniejjedenzminorwjestujemny,tomacierzAniejestdodatnipokrelona.
Jeli kady Ai 0, dla kadego punktu xD, to macierz A jest dodatnio
pokrelona. Twierdzenie.
FormakwadratowajestujemnieokrelonawszystkieminorygwnemacierzyA
formystopniaparzystegosdodatniookrelone,natomiastwszystkieminorystopnia
nieparzystego s ujemnie okrelone, tj. A1 < 0, A2 > 0, , (1)n
An > 0 dla n = 2k oraz(1)n An < 0 dla n = 2k + 1. Forma
kwadratowa jest ujemnie okrelona, gdy macierz A jest dodatnio
okrelona.
Powyszetwierdzeniaumoliwiajrozstrzygnicieproblemudodatniejlubujemnej
okrelonocirniczkizupenejrzdudrugiego,obliczanejzwykorzystaniemmacierzy
Hessego. 2.Warunki konieczne i dostateczne istnienia ekstremum
funkcji.
WarunkiemkoniecznymistnieniaekstremumfunkcjiwieluzmiennychklasyC2w
punkcie x0 jest znikanie (zerowanie si) gradientu funkcji w tym
punkcie, tj. grad f (x0) = 0 (czyli

). Warunki wystarczajce okrela nastpujce twierdzenie.
Twierdzenie.
Niechf(x)C2,okrelonawprzestrzeniRniistniejeconajmniejjedenpunktx0,w
ktrym znika gradient, tj. grad f (x0) = 0.
Funkcjaposiadawwczaswtympunkcieminimumlokalne(lubglobalne),jelirniczka
zupena rzdu drugiego jest w tym punkcie dodatnio okrelona, czyli
d2f (x0) > 0
orazmaksimumlokalne(lubglobalne),jelirniczkazupenarzdudrugiegojestwtym
punkcie ujemnie okrelona, tj. d2f (x0) < 0.
Twierdzenietomonasformuowaprzezwarunkidodatniejlubujemnejokrelonoci
macierzy Hessego H w punkcie x0. Twierdzenie funkcja jednej
zmiennej.
JelifunkcjafjestklasyC2(tzn.jestdwukrotnierniczkowalnaiobiepochodnes
cige) w otoczeniu punktu x0 i jeli

,

= , to funkcja f ma w punkcie x0 ekstremum waciwe, przy czym
jest to: -minimum, jeli

, -maksimum, jeli

. Twierdzenie. Jeli

oraz

i jeeli funkcja

jest ciga w pewnym otoczeniupunktu x0, to 1.jeeli

, toma w punkcie

maksimum lokalne, 2.jeeli

, toma w punkcie

minimum lokalne. Twierdzenie funkcja dwch zmiennych.
JelifunkcjafjestklasyC2(tzn.jestdwukrotnierniczkowalnaiobiepochodnes
cige)wotoczeniupunktuP0=(x0,y0)ijelimaobiepochodneczstkowe1rzduwtym
punkcie rwne zeru

, a wyznacznik pochodnych czstkowych 2 rzdu funkcji f jest w tym
punkcie dodatni

,
tofunkcjatamawpunkcieP0ekstremumwaciwe.Charaktertegoekstremumzaleyod
znaku drugich pochodnych czystychw punkcie P0

.
Jelisonedodatnie,tofunkcjamawpunkcieP0minimumwaciwe,ajeliujemne,to
maksimum waciwe. Twierdzenie. Niechfunkcja
bdziecigawrazzwszystkimipochodnymiwpewnym otoczeniu punktu

. Jeli

, to funkcja ma w punkcie

: 1.maksimum lokalne, gdy

, 2.minimum lokalne, gdy

, 3.punkt siodowy, gdy

, 4.jeli

, to musimy rozpatrzy wysze pochodne czstkowe. 3.Wasnoci funkcji
wypukych.
RozwijajcfunkcjnieliniowwszeregTaylorawpunkciex0iograniczeniusido
wyrazw liniowych, otrzymamy funkcj liniow: L(x) = f (x0) +

(x x0) lub nieliniow, przy uwzgldnieniu dwch pierwszych wyrazw:
f (x)f (x0) +

(x x0) +

(x x0)TH(x0) (x x0). Twierdzenie. Funkcja f (x)C2 jest wypuka w
przestrzeni Rn x0, xRn f (x) f (x0) +

(x x0). Twierdzenie.
Funkcjaf(x)C2jestcilewypukawprzestrzeniRnwkadympunkciex macierz
Hessego tej funkcji jest macierz dodatnio okrelon. Twierdzenie.
Niechf(x)bdziefunkcjcilewypuk,okrelonnazbiorzewypukymXcRn.
Wtedyzbirrozwizazagadnieniaf(x)min.jestwypuky.Punktbdcyminimum
lokalnym funkcji w zbiorze X jest minimum globalnym. Twierdzenie.
Jeeli funkcja f (x) jestwypuka na zbiorze wypukymD, to kade minimum
lokalne jest minimum globalnym. Twierdzenie Weierstrassa.
Jeelifunkcjaf(x)jestciga,azbirrozwizadopuszczalnychjestograniczonyi
domknity, to istnieje co najmniej jedno minimum globalne funkcji f
(x) w zbiorzeX c Rn. Twierdzenie. Dane s funkcje cile wypuke f : Rn
R, g : R Rm,wtedy zoenie tych funkcji h(x) = g[f (x)] jest funkcj
wypuk. Kombinacja liniowa n funkcji wypukych f (x) =

,

R. jest funkcj wypuk. 4.Metody gradientowe wyznaczanie ekstremum
funkcji wielu zmiennych.
Wmetodachgradientowychposzukujemyekstremumfunkcjiwieluzmiennychw
sposb iteracyjny, ktrypolega na okreleniu wkadym kroku iteracji
kierunku poszukiwa (kierunku uytecznego), z wykorzystaniem
gradientu funkcji celu. Definicja. Wektor d w punkcie x0 okrela
kierunek uyteczny dla minimalizacji funkcji f (x), gdy istnieje
parametr t > 0 (tR+) taki, ef (x0 + t d) 0 oraz = 8 > 0. Jest
to wic minimum: x0 = [ 1, 1]T, f (x0) = 6. Przykad 2. Wyznaczy
minimum nastpujcej funkcji celu: f (x1, x2) =

metod najszybszego spadku. -Przyjmujemy punkt pocztkowy (wektor
startowy): x0 = [1, 0]T. -Obliczamy gradient funkcji celu:

,

, grad f (

) =

, grad f ( ) =

. -Wektor poszukiwa: d1 = grad f (x0) =

. -Nowy wektor zmiennych, zaleny od parametru t: x1 = x0 + t1 d1
= [1, 0]T + t1

=

. - Obliczamy funkcj uytecznoci oraz textr: h(t1) = f (x1) = (1
t1)2 + (2 t1)2 (1 t1) 4t1 + 4 =

,

= 10t1 5 = 0textr = t1 =

. -Obliczamy skorygowany wektor zmiennych x1 = x0 + t1 d1 = [1,
0]T +

=

=

. -Gradient dla punktu x1: grad f (

) =

=

. Gradient grad f (x1) = 0(znika). Jest wic to ekstremum.
-Zbadajmy hesjan tej funkcji

, i

to jest to minimum waciwe. OPTYMALIZACJA WARUNKOWA 1.Punkt
regularny. Definicja punktu regularnego.
Punktemregularnymx0DRnnazywamypunkt,wktrymdladowolnegokierunku
(wektora)distniejekrzywagadka,opocztkux0,stycznawtympunkciedowektoradi
naleca do D. Rozpatrzmy warunki ograniczajce w postaci ukadu
nierwnoci i rwnoci: gi (x) 0, i =

, hj (x) = 0, j =

.
Warunkiistnieniapunkturegularnegodlaniepustego,wypukegozbioruDRnokrela
ponisze twierdzenie. Twierdzenie Karlina. Jeli funkcje ograniczajce
gi (x), hj (x) s liniowe, to kady punkt x0D jest punktem
regularnym. Twierdzenie Slatera.
Jelifunkcjegi(x)swypuke,afunkcjehj(x)sliniowe,tokadypunktzbioruD
jest punktem regularnym. Twierdzenie.
Jeliwpunkciex0Dgradientygradgi(x),gradhj(x)ograniczetworzukad
wektorw niezalenych liniowo, to punkt ten jest punktem regularnym.
2.Funkcja Lagrangea i twierdzenie Kuhna Tuckera. Rozwamy zadanie
optymalizacji warunkowej z ograniczeniami o nastpujcej funkcji
celu: f (x) min., x0DRn, przy ograniczeniachgi (x) 0, i =

, hj (x) = 0, j =

. Definicja funkcji Lagrangea. Funkcj Lagrangea nazywamy
nastpujc funkcj L(x, , ) = f (x) +

, gdzie:ffunkcjacelu,gi,hj warunkiograniczajce,, wektorymnonikw
Lagrangea. Twierdzenie warunki Kuhna Tuckera.
Jelipunktx0Djestminimumfunkcjicelufijestonpunktemregularnym,to
istniej takie liczby i, j, e zachodz nastpujce warunki: grad f (x0)
+

= 0, gi (x0) 0, i gi (x0) = 0, i =

, hj (x0) = 0, j =

. Warunek dostateczny istnienia minimum globalnego okrela
ponisze twierdzenie. Twierdzenie.
Jelifunkcjacelufjestwypuka,warunkiograniczajcegi tesfunkcjami
wypukymi,awarunkihj
safunkcjamiliniowymi,tokadypunktx0speniajcywarunki twierdzenia
Kuhna Tuckera jest punktem minimum globalnego. Twierdzenie.
Jelifunkcjef,gi,hj C2orazf,gisfunkcjamiwypukymiorazistniejmnoniki
Lagrangea0, 0takie,epunkt(x0,(0,
0))speniawarunkiKuhnaTuckeraorazdla dowolnego wektora dRn takiego,
e

d = 0,

d = 0 oraz zachodzi nierwno dT

L(x0, (0, 0))d 0, to punkt x0 jest punktem minimum lokalnego.
[Uwaga:

L(x0, (0, 0)) macierz Hessego funkcji Lagrangea.] Twierdzenie.
Jeli w punkcie x0 istniej wektory 0, 0 takie, e punkt (x0, (0, 0))
spenia warunki konieczne Kuhna Tuckera oraz dla dowolnego kierunku
d = 0 zachodz warunki:

d = 0, i > 0,

d < 0, i = 0,

d = 0 oraz ponadto zachodzi dT

L(x0, (0, 0)) d > 0, to punkt x0 jest minimum lokalnym.
3.Punkt siodowy funkcji Lagrangea. Definicja. Punkt(x0,(0,
0))XjestglobalnympunktemsiodowymfunkcjiLagrangea, gdy xXRn 0, 0R s
spenione nierwnoci L(x0, (, )) L(x0, (0, 0)) L(x, (0, 0)).
Definicja. Punkt (x0, (0, 0))X jest lokalnym punktem siodowym
funkcji Lagrangea, gdy > 0 , e dla xX K(x0, ) oraz wektora(0, 0)
s spenione nierwnoci L(x0, (, )) L(x0, (0, 0)) L(x, (0, 0)).
Twierdzenie Kuhna Tuckera. Wektor x0 jest minimum funkcji celu f
(x) istnieje wektor (0, 0) taki, e punkt (x0, (0, 0)) jest punktem
siodowym. Twierdzenie. Dla x 0 warunki konieczne i wystarczajce
istnienia punktu siodowego (x0, (0, 0)) w klasie funkcji wypukych z
wypukymi funkcjami ogranicze s nastpujce: grad f (x0) +

0, gi (x0) 0, i gi (x0) = 0, i > 0,i =

, hj (x0) = 0, j =

,

= 0. 4.Zagadnienie dualne programowania nieliniowego.
PierwotnezadanieprogramowanianieliniowegowzbiorzeXpolegana
wyznaczeniusupremumfunkcjiLagrangeaL(x)wpodzbiorze,ktregoelementamis
wektory mnonikw (, ), a nastpnie minimum funkcji pierwotnej LP(x) w
podzbiorze X: LP(x*) = , ,

, L(x) =, ,

. DualnezagadnienieprogramowanianieliniowegowzbiorzeXpolegana
wyznaczeniuinfimumfunkcjiLagrangeaL(x)wpodzbiorzeX,anastpniemaksimum
funkcji dualnej LP(x) w podzbiorze , ktrego elementami s wektory
mnonikw (, ): LD(x*) = ,

, L(x) =,

,

. Twierdzenie o dualnoci. Punkt(x0,(0,
0))jestpunktemsiodowymfunkcjiLagrangeazachodzirelacja dualnoci:

,

= LP(x0) = LD

=

, ,

. 5.Przykady optymalizacji warunkowej. Przykad 1.
Wyznaczyminimumglobalneilokalnefunkcjidwchzmiennych,przyjednym
ograniczeniu:

, g(x) =

0. Utwrzmy funkcj Lagrangea: L(x, ) =

+ (

). Warunki konieczne istnienia ekstremum warunkowego:

= 0,

= 0, g(x) =

= 0, 0. Z dwch pierwszych warunkw otrzymamy:

+= 0

= 1 ,

1 = 0

=

. Przyjmujc = 0, otrzymamy minimum globalne: x01 = 1,x02 = 1, f
(1, 1) = 1. PROGRAMOWANIE MATEMATYCZNE Zadanie programowania
matematycznego (PM) formuujemy nastpujco.Dane s nastpujce funkcje:f
: D0 R,gi : Di R,i

, gdzie: Di c Rn,

= . W zbiorze X okrelonym warunkami: gi (x)

,(W.1)0m1m2m, b = [b1, b2, , bm]TRm, x = [x1, x2, , xn]TRn,
xj

, (W.2) 0n1n2n wyznaczy taki punkt x, w ktrym: funkcja fosignie
minimum (lub maksimum).(W.3) Odpowiada temu inna forma zapisu: Min
{f (x): xX} Min {f (x): przy warunkach (W.1) i (W.2)} f (x) min
przy warunkach (W.1) i (W.2). Min oznacza minimum funkcji f w PM, a
min jej warto minimaln.
Funkcjfnazywamyfunkcjcelu.Warunek(W.3)nazywamykryterium
optymalizacji,xwektorzmiennychdecyzyjnychxj(

),bwektorogranicze,
warunek(W.1)ograniczenianieelementarne,warunek(W.2)ograniczeniaelementarne
(ograniczenia znaku zmiennych decyzyjnych). W zadaniu PM moe
zachodzi Di = Rn, i

. ZbirX:={xRn:przywarunkach(W.1)i(W.2)}nazywamyzbioremrozwiza
dopuszczalnych, a kady element xdop rozwizaniem dopuszczalnym (RD).
Zakada si, e X c

. Moe zachodzi rwnie X = . W przypadku, gdy Di = Rn, i

, moe zaj X = Rn. Wektor xoptX taki, e xX f (xopt)f (x) lub xX f
(xopt)f
(x)nazywamyrozwizaniemoptymalnym(RO)zadaniaPMzkryteriumminimalizacji
(maksymalizacji), a f(xopt) wartoci optymaln funkcji celu, oznaczan
jako fmin (fmax). Dodatkowo przyjmujemy fmin = (fmax = + ),gdy X =i
fjest nieograniczona z dou (z gry) na X, fmin = + (fmax = ), gdy X
= Zbir wszystkich rozwiza optymalnych zadania PM oznaczamy przez
Xopt. Uwaga. xopt1, xopt2 Xopt f (xopt1) = f (xopt2) = fmin (fmax).
Zadanie PM nazywamy sprzecznym (niesprzecznym), gdy X =(X = ).
Uwaga.X = Xopt = , ale moe rwnie zaj X = Xopt = . Nastpujce zadania
PM maj ten sam zbir rozwiza optymalnych: -Min {f (x): xX}, X zbir
rozwiza dopuszczalnych, -Min {h [f (x)]: xX}, h : Y R(f (X) c Y c
R) jest dowoln funkcj rosnc na zbiorze f (X); w szczeglnoci, gdy h
[f (x)] = pf (x) + q [funkcja liniowa], p, qR, p > 0; -Max {h [f
(x)]: xX}, h : Y R(f (X) c Y c R) jest dowoln funkcj malejc na
zbiorze f (X); w szczeglnoci, gdy h [f (x)] = pf (x) + q, p, qR, p
< 0. Warunki (W.1) i (W.2) mona zapisa w cznej postaci:
hl(x)

hi(x) = gi(x) bii

, hm+j(x) = xj j

, L1 L2 = L1 L3 = L2 L3 =(rozczno zbiorw indeksw) L1 L2L3 =

, p = m + n2.
Tapostawarunkwczstojestdogodniejszazewzgldwnumerycznychw
rozwizywaniu zada PM. Warunek zadania PM nazywamy aktywnym lub
napitym (nieaktywnym lub lunym) przy
rozwizaniudopuszczalnymxdopwtedyitylkowtedy,gdydlax=xdopwarunektenjest
speniony jako rwno (nierwno ostra).
WarunekzadaniaPMnazywamyistotnym(nieistotnym)zewzgldunarozwizanie
dopuszczalnewtedyitykowtedy,gdypominiecietegowarunkuzmieniazbir(niezmienia
zbioru) rozwiza dopuszczalnych X zadania.
WarunekzadaniaPMnazywamyistotnym(nieistotnym)zewzgldunarozwizanie
optymalnewtedyitykowtedy,gdypominiecietegowarunkuzmieniazbir(niezmienia
zbioru) rozwiza optymalnych Xoptzadania.
JeliwzadaniuPMdanywarunekjestnieistotnyzewzgldunakaderozwizanie
dopuszczalne,tojestonrwnienieistotnyzewzgldunakaderozwizanieoptymalne.
Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.
PominiciewzadaniuPMwarunkwnieistotnychupraszczaalgorytmrozwizania,aw
przypadku duej liczby warunkw, umoliwia rozwizanie zadania. Jednake
nie zawsze jest proste wykrycie nieistotnoci warunkw. Wrd zada PM
wyrniamy dwa gwne: -standardowe zadanie PM (PMS) z kryterium
minimalizacji Min {f (x): g(x) = b, x 0}; z kryterium
maksymalizacji Max {f (x): g(x) = b, x 0}; -kanoniczne (klasyczne)
zadanie PM (PMK) z kryterium minimalizacji Min {f (x): g(x) b, x
0}; z kryterium maksymalizacji Max {f (x): g(x)b, x 0}; g
przeksztacenie (odwzorowanie) Rn Rm okrelone przez ukad m funkcji
gi: gi : Di R,i

na zbiorze D =

=nastpujco: xDg(x) = [g1(x) g2(x) gm(x)]T.
KadezadaniePMmonasformuowawpostaciPMS(PMK),ztymsamymlub
przeciwnymkryteriumoptymalizacji,stosujc,zalenieodpotrzeby,niejwymienione
operacje. I.Maksymalizacj (minimalizacj) funkcji celu fzastpi
minimalizacj (maksymalizacj) funkcji

= f. II.Warunek gi (x)i(gi (x)i) zastpi warunkami: gi(x)+xn+i
=i,xn+i (gi(x)xn+i =i,xn+i ).Wprowadzonzmiennxn+i
nazywamyzmienndodatkowniedoboru(nadmiaru).Dofunkcjiceluzmienne
dodatkowewprowadzasizewspczynnikiem0,tzn.jeliwprowadzasip
dodatkowychzmiennychxn+i ,iPdc

,tofunkcjceluf:D0R,D0cRn zastpuje si funkcj

: D0 Rp R postaci

= f (x) + 0Txd, gdzie xdRp jest wektorem zmiennych dodatkowych.
III.Jeli xj0 (xj 0), to podstawi xj =

, wwczas

0 (

0). IV.Jeli brak ograniczenia znaku zmiennej xj, to podstawixj
=

i doczy warunki

0,

0. V.Rwnanie gi (x) = i zastpi ukadem nierwnoci gi (x) i,gi (x)
i (gi (x)i,gi (x)
i).Uwaga:PrzysprowadzaniuzadaniaPMdozadaniaPMS(PMK)moezwikszysiliczba
warunkw lub zmiennych. Postaci standardow zadania PMK (chodzi o
przejcie od PMK do PMS) Min {f (x): g(x) b, x 0} jest zadanie PMS
Min {f (x): g(x) xd = b, x 0, xd 0} gdzie xd = [xn+1 xn+2 xn+m]T
wektor zmiennych dodatkowych. Postaci kanoniczn zadania PMS (chodzi
o przejcie od PMS do PMK) Min {f (x): g(x) = b, x 0} jest zadanie
PMK Min {f (x): (x)

, x 0} gdzie (x) =

,

=

. ZadaniePMnazywamyzadaniemprogramowanianieliniowego(PNL),gdycho
jedna z funkcji f , gi (i

) jest nieliniowa; w przeciwnym przypadku mamy do czynienia z
zadaniem programowania liniowego (PL). W zadaniu PL f (x) = cTx,
gdzie c = [c1 c2 cn]T nazywamy wektorem wspczynnikw funkcji celu,
gi (x) =

x,i

, gdzieai=[ai1ai2ain]Tnazywamywektoremwspczynnikwwi-tymwarunku
nieelementarnym.
Przeksztacenieg:RnRmokreloneukademfunkcjijestprzeksztaceniemliniowymo
macierzy A =

=

, zwan macierz wspczynnikw ukadu warunkw nieelementarnych.
Zadaniem PL w postaci standardowej (PLS) jestMin {cTx : Ax = b, x
0}. Zadaniem PL w postaci kanonicznej (PLK) jest Min {cTx : Ax b, x
0}. Wrdzadaprogramowanianieliniowego(PNL)szczeglnrolodgrywaposta
standardow z nieliniow funkcj celu, ale liniowymi warunkami
ograniczajcymi Min {f (x) : Ax = b, x 0}. Zadanie to nazywamy:
-programowaniem kwadratowym (PK), gdy f (x) = xTCx + pTx, xRn, C
macierz symetryczna stopnia n, pRn;
-zadaniemprogramowaniazhomograficzn(uamkowo-liniow)funkcjcelu(PH),
gdy f (x) =

,xRn, c, dRn, d = 0, c0, d0Ri wektory

oraz

s liniowo niezalene; -minimaksowym zadaniem programowania
matematycznego (MMPM), gdy f (x) = max {

: t

}, xRn,ct = [ct1 ct2 ctn]T, ct0R. Zadanie PM z dodatkowym
warunkiemxjD c RdlajPD c

,PD =,
gdzieDdyskretnyzbirliczb,nazywamyzadaniemprogramowaniadyskretnego(PD),w
szczeglnocizadaniemprogramowaniacakowitoliczbowego(PC),gdyD=N{0};
zadaniem programowania binarnego albo zerojedynkowego (PB), gdy D =
{0, 1}.
Zadaniaprogramowaniamatematycznego(ichmetody)mogbystosowanedo
rozwizywania takich problemw (ekonomicznych, transportowych,
logistycznych i innych),
dlaktrychpotrafimyzbudowa(opracowa)odpowiednimodelmatematycznyprocesu
decyzyjnegowyboruoptymalnej(znaszegopunktuwidzenia)decyzjisporddecyzji
dopuszczalnych, o ile problemy te charakteryzuj si nastpujcymi
waciwociami (s tzw. optymalizacyjnymi problemami decyzyjnymi).
I.Kad decyzje mona przedstawi w postaci cigu ustalonych wartoci
przyjtych na
nzmiennychx1,x2,,xn,zwanychzmiennymidecyzyjnymi.Kaddecyzje
reprezentuje wic odpowiedni punkt x w przestrzeni Rn.
II.Swobodawwyborzedecyzjijestograniczona.Podstawoweograniczeniadadzsi
przedstawiwpostaci(W.1)i(W.2)lubrwnowanychorazewentualnieinnych
warunkw(np.cakowitoliczbowodlapewnychzmiennych).Ukadtenokrela zbir
decyzji dopuszczalnych X. III.Decyzje dopuszczalne speniaj okrelony
cel, przy czym stopie jego realizacji przez
kadzdecyzjimonawyrazizapomocfunkcjirzeczywistejfzmiennych
decyzyjnych x1, x2, , xn, zwanej funkcj
celu.IV.Sporddecyzjidopuszczalnychnaleywybradecyzjoptymaln,tj.tak,ktra
najlepiejrealizujecelnazbiorzedecyzjidopuszczalnych.Trerozpatrywanego
zagadnieniaokrelakryteriumoptymalizacji,tzn.czynaleyfunkcjcelu
minimalizowa, czy maksymalizowa. Powok wypuk (uwypukleniem) zbioru
A c Rn nazywamy zbir wszystkich wypukych
kombinacjiliniowychdowolnejskoczonejliczbypunktwzbioruA.Powokwypuk
zbioru A oznaczamy conv A (convex = wypuky). Powoka wypuka jest
najmniejszym zbiorem wypukym zawierajcym zbirA, tzn. jest
przekrojem wszystkich zbiorw wypukych zawierajcych A. Wypuko zbioru
M jest rwnowana przynalenoci do Mkadej wypukej kombinacji liniowej
dowolnej, skoczonej liczby punktw zbioru M, tj. M jest zbiorem
wypukym M = conv M.
Punktxwnazywamywierzchokiem(punktemekstremalnym)zbioruwypukegoM
wtedy i tylko wtedy, gdy xw MiM {xw} jest zbiorem wypukym.
PROGRAMOWANIE LINIOWE Po sformuowaniu zadania programowania
liniowego sprawdzi jego poprawno: -niesprzeczno kryteriw, -czy
ograniczenia tworz zbir wypuky (sympleks). Posta oglna zagadnienia
liniowego. Liniowe zagadnienie optymalizacji ma nastpujc posta
ogln: Funkcja celu (FC): f (x) = c1x1 + + cixi + ci+1xi+1 + + cnxn
= opty. (max. lub min.)(1) Warunki dodatkowe (wizy, warunki
ograniczajce) (WD, WO): a1,1x1 + + a1,i xi + a1,i+1xi+1 + + a1,n xn
b1, . , ak,1x1 + + ak,i xi + ak,i+1xi+1 + + ak,n xn bk,(2)ak+1,1x1
+ + ak+1,i xi + ak+1,i+1xi+1 + + ak+1,n xn bk+1, . , al,1x1 + +
al,i xi + al,i+1xi+1 + + al,n xn bl, al+1,1x1 + + al+1,i xi +
al+1,i+1xi+1 + + al+1,n xn = bl+1, . , am,1x1 + + am,i xi +
am,i+1xi+1 + + am,n xn = bm, x1 0, , xi 0; xi+1, , xn dowolne. W
skrconym zapisie wektorowo-macierzowym moemy przedstawi to
nastpujco: FC: f (x) =

x1 +

x2 = opty (max. lub min.) (3)

WD: A11x1 + A12x2 b1, A21x1 + A22x2 b2, (4) A31x1 + A32x2 = b3,
x1 0, x2 dowolne, gdzie: c1 = [c1, , ci]T, c2 = [ci+1, , cn]T,x1 =
[x1, , xi]T, x2 = [xi+1, , xn]T,(5) b1 = [b1, , bk]T, b2= [bk+1, ,
bl]T,b3= [bl+1, , bm]T,A11 =

,A12 =

, (6) A21 =

,A22 =

. (7) A31 =

,A32 =

.(8)

Wizy: Jeli wystpuj wizy ze znakiem , to mnoc obustronnie przez (
1), otrzymamy wizy z . Posta kanoniczna PL Dla maksimum: Funkcja
celu: f (x) = cTx = max.Warunki ograniczajce: Ax b, Wszystkie
zmienne decyzyjne x 0, lub dla minimum: f (x) =

x1 +

x2 = min. Warunki ograniczajce: Ax b, Wszystkie zmienne
decyzyjne x 0. Posta standardowa PL Funkcja celu: f (x) = cTx =
max.(lub min.) Warunki ograniczajce: Ax= b, Wszystkie zmienne
decyzyjne x 0,
Odpostacikanonicznejdostandardowejprzechodzimywprowadzajctzw.zmienne
swobodne, ktre maj nastpujce cechy: -s nieujemne, -maj zerowe wagi
w funkcji celu, -s wprowadzane oddzielnie do kadej nierwnoci.
Zachodz dwa przypadki:
-Jeliwystpujenierwnotypu,tozmiennaswobodnaxn+ijestokrelona
nastpujco: xn+i =

x bi. -
Jeliwystpujenierwnotypu,tozmiennaswobodnaxn+ijestokrelona
nastpujco: xn+i = bi

x. Sprowadzamy wszystkie zmienne do pierwszego kwadrantu (do
wartoci nieujemnych). Jeli xi 0, to przyjmujemy: xi =

. Jeli znak zmiennej xi jest nieokrelony, to przyjmujemy: xi
=

. Przykad 1. Posta kanoniczna: Funkcja celu:18x1 + 15x2 max,
Warunki ograniczajce:8x1 + 4x2 52 6x1 + 9x2 69 x1, x2 0. Posta
standardowa: Funkcja celu:18x1 + 15x2 max, Warunki ograniczajce:8x1
+ 4x2 + x3 = 52bo x3 = 52 8x1 4x2 6x1 + 9x2 + x4 = 69 bo x4 = 69
6x1 9x2 x1, x2, x3, x4 0. Przykad 2. Posta kanoniczna: Funkcja
celu:3x1 + 2x2 max, Warunki ograniczajce:x1 + 3x2 45 2x1 + x2 40 x1
+ x2 25 x1, x2 0. Posta standardowa: Funkcja celu:3x1 + 2x2 max,
Warunki ograniczajce:x1 + 3x2 + x3 = 45 2x1 + x2 + x4 = 40 x1 + x2
+ x5 = 25 x1, x2, x3, x4, x5 0. Przykad 3. Posta kanoniczna:
Funkcja celu:0,2x1 + 0,3x2 min, Warunki ograniczajce:24x1 + 12x2
720 10x1 + 45x2 900 x1 + 1,5x2 60 x1, x2 0. Posta standardowa:
Funkcja celu:0,2x1 + 0,3x2 min, Warunki ograniczajce:24x1 + 12x2 x3
= 720 10x1 + 45x2 x4 = 900 x1 + 1,5x2 x5 = 60 x1, x2, x3, x4, x5 0.
Posta standardowa Liniowa funkcja celu: f (x) = cTx =

, (9) przy liniowych ograniczeniach Ax = b, (10) x 0,dim A = mn.
Naleywyznaczy(znale)rozwizanieoptymalnex*(wsensiemaksimumlubminimum)
funkcji celu (9), przy ograniczeniach (10). Wykorzystuje si to tego
trzy podstawowe metody: 1.punktw wierzchokowych,
2.geometryczn(graficzn,wykreln),stosowalnoktrejograniczasiconajwyej
do trzech zmiennych decyzyjnych, 3.sympleks (tablicow). Podstaw
tych metod jest stwierdzenie, e rozwizanie optymalne zagadnienia
liniowego jest wierzchokiemzbioru D (sympleksu), otrzymanego z
ogranicze nierwnociowych Ax b, x 0.(11) Lub rnych kombinacji
niewikszy i niemniejszy. Punktem wierzchokowym Pi sympleksu
nazywamy kady taki punkt, ktry jest kombinacj liniow m wektorw
bazowych [x1, x2, , xm, 0, 0, , 0] w przestrzeni Rm uzupenionej o
(nm) wektorw zerowych, gdy n > m. Twierdzenie. Rozwizanie
optymalne x* zadania programowania liniowego jest punktem
wierzchokowym sympleksu D ukadu ogranicze (3). Definicja.
Rozwizaniemdopuszczalnymzagadnieniaprogramowanialiniowegojestwektorx
speniajcy warunki ograniczajce. Definicja.
Rozwizaniembazowymukadurwnastandardowychnazywamyrozwizanieukadu
powstaego z niego przez porwnanie do zera nm zmiennych przy
zaoeniu, e wyznacznik
wspczynnikwwybranychmzmiennychjestniezerowy.Temzmiennychnazywamy
zmiennymi bazowymi. Definicja.
Rozwizaniembazowymdopuszczalnymnazywamyrozwizaniebazowe,ktrespenia
warunek nieujemnoci zmiennych bazowych.
Niezdegenerowanymrozwizaniembazowymdopuszczalnymnazywamybazowe
rozwizanie dopuszczalne, w ktrym wszystkie zmienne bazowe s
dodatnie. Warunki ograniczajce w postaci standardowej mamy Ax = b,x
0, A macierz mn wymiarowa wspczynnikw, x n wymiarowy wektor
zmiennych decyzyjnych, b m wymiarowy wektor wyrazw wolnych.
Macierzkwadratowam-tegostopniaB,skadajcasizmliniowoniezalenychkolumn
macierzy A, nazywamy macierz bazow. Z zaoenia (liniowa niezaleno
kolumn) zachodzi jej nieosobliwo, tj. det B = 0.
Kolumnymacierzybazowejnazywamykolumnamibazowymi,apozostaekolumny
macierzyAnazywamykolumnaminiebazowymi.Zmiennezwizanezkolumnami
bazowymi nazywamy zmiennymi bazowymi, a pozostae niebazowymi.
ZkadbazBukaduAx=bjestzwizanerozwizaniebazowe. JeliukadAx=bjest
niesprzecznyorazn>m,tomaonnieskoczeniewielerozwiza,aleskoczonliczb
rozwiza bazowych. Ukad m rwna z n niewiadomymi ma co najwyej

=

rozwiza bazowych. Kadej bazie B odpowiada okrelony podzia
zmiennych na bazowe i niebazowe. Przy danej bazie B wektor
zmiennych decyzyjnych x oraz macierz wspczynnikw A mona przedstawi
nastpujco: x(n1) = [xB(m1), xN((n-m)1)]T, A(mm) = [B(mm),
N(m(n-m))], b(m1) = [b1, b2, , bm]T.

Ukad rwna Ax = b przyjmie wwczas posta: B(mm) xB(m1) + N(m(n-m))
xN((n-m)1) = b(m1). Pommy lewostronnie lew i praw stron tego
rwnania przez B-1, otrzymamy wwczas B-1BxB + B-1NxN = B-1b, czyli
xB + B-1NxN = B-1b. Wprowadmy oznaczenia: B-1N = W, B-1b = bB, to
xB + WxN = bB.
Wdefinicjiokrelono,erozwizaniebazoweotrzymujesipoprzyjciuzmiennych
niebazowych rwnych zeru, czyli xN = 0. Std rozwizanie bazowe: xB =
B-1b = bB. Jeli dla danej bazy B zachodzi, e xB = B-1b = bB > 0,
po prostu xB > 0, to jest to rozwizanie bazowe dopuszczalne.
DwiebazyBi

nazywamybazamissiednimi,jelirnisitylkojednkolumn macierzy A.
Dwarozwizaniabazowenazywamyrozwizaniamissiednimi,gdyrnisitylkojedn
zmienn bazow. Przykad 4 Mamy ukad ogranicze (posta standardowa) x1
+ x2 + 2x3 x4 = 1, x1 + 2x2 x3 + 2x4 = 2. StdA =

, x = [x1, x2, x3, x4]T, b = [1, 2]T. Przyjmijmy baz wzgldem
zmiennych x1, x4: B =

,N = ,xB =

, xN =

, b =

. Obliczmy B-1: det B = 1, a B-1 = . Dalej W = B-1N = = ,bB =
B-1b =

=

, xB + WxN = bB.

+

=

, x1 + 4x2 + 3x3 = 4, 3x2 +x3 + x4 = 3, xB = bB =

oraz x = [4, 0, 0, 3]T jest to rozwizanie bazowe dopuszczalne.
Wszystkie zmienne bazowe (x1, x4) s dodatnie, jest wic to
rozwizanie niezdegenerowane. Metoda graficzna Algorytm: 1.wykrelamy
ograniczenia, 2.wyznaczamy obszar dopuszczalnych rozwiza wynikajcy
z ogranicze, 3.obieramy dowoln warto funkcji celu, np. f (x1, x2) =
C i przesuwamy jej wykres w kierunku wzrostu C rozwizanie znajduje
si w punkcie przecicia prostej celu z granic obszaru dopuszczalnego
(w wierzchoku). Przykad 5.Wyznaczy maksimum funkcji celu f (x1, x2)
= 2x1 + 2,5x2, przy ograniczeniach x1 + x2 30, 3x1 + x2 0, x1, x2
0. Rys. 1. Graficzne rozwizanie zadania optymalizacji liniowej z
przykadu 5. Rozwizanie bazowe dla tego przykadu. Wyznaczy maksimum
funkcji celu f (x1, x2) = 2x1 + 2,5x2, przy ograniczeniach x1 + x2
+ x3 = 30, 3x1 + x2 + x4 = 0, x1, x2, x3, x4 0. Mamy: A =

, b =

T. Obierzmy macierz bazow wzgldem zmiennych x1, x2: B = , N = ,
stddet B = 4, B-1 =

,xB =

T, xN =

T, W = B-1N =

=

, xB = B-1b =

=

Przykad 6. Wyznaczy maksimum funkcji celu f (x1, x2) = 20x1 +
10x2, przy ograniczeniach 10x1 x2 30, 2,5x1 + x2 25, 5x1 + 0,5x2
25, x1, x2 0. Rys. 2. Graficzne rozwizanie zadania optymalizacji
liniowej z przykadu 6. Rozwizanie bazowe dla tego przykadu.
Wyznaczy maksimum funkcji celu f (x1, x2) = 20x1 + 10x2, przy
ograniczeniach 10x1 x2 + x3= 30, 2,5x1 + x2 + x4= 25, 5x1 + 0,5x2 +
x5 = 25, x1, x2, x3, x4, x5 0. Mamy: A =

, b =

T. Obierzmy macierz bazow wzgldem zmiennych x1, x2, x3: B =

, N = , stddet B = 3,75, B-1 =

, xB =

T,xN =

T,

W = B-1N =

= , xB = B-1b =

=

Przykad 7. Wyznaczy maksimum funkcji celu f (x1, x2) = x1 + 3x2,
przy ograniczeniach x1 + 2x2 20, 5x1 + x2 10, 5x1 + x2 27, x1, x2
0. Rys. 3. Graficzne rozwizanie zadania optymalizacji liniowej z
przykadu 7. Rozwizanie bazowe dla tego przykadu. Wyznaczy maksimum
funkcji celu f (x1, x2) = x1 + 3x2, przy ograniczeniach x1 + 2x2 +
x3= 20, 5x1 + x2+ x4 = 10, 5x1 + x2+ x5 = 27, x1, x2, x3, x4, x5 0.
Mamy: A =

, b =

T. Obierzmy macierz bazow wzgldem zmiennych x1, x2, x3: B1 =

, N = , std det B1 = 10,

=

,

=

T,

=

T, W =

N =

= ,

=

b =

=

wierzchoek 1: x1 = 1,70; x2 = 18,50;
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