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Zbirka zadataka iz matematike
 Kristina DevcicBozidar Ivankovic
 Natasa Kapetanovic
 8. studenog 2012.
 Uvod Vjezbe su tijekom dugog niza odrzavanja nadopunjavane. Osnovu vjezbi napravilaje Natasa Kapetanovic, ing. matematike, podebljao ih je dr. Bozidar Ivankovic, a zavrsniobol dala je Kristina Devcic koja je najzasluznija za njeno izdavanje.
 Citanje ”Zbirke zadataka iz matematike” ne zahtijeva paralelno koristenje bilo kakvogudzbenika uz redovito pohadanje predavanja i vjezbi kolegija ”Matematike ”.
 Velik broj zadataka rijesen je postupno, a svaki zadatak trebao bi imati rjesenje. Slozenijizadaci imaju i uputu. Skica nema, iako se radi o geometrijskim zadacima i one su ostavljenecitaocu koji ih moze napraviti prema uputama za rjesavanje zadataka.
 Koristenje zbirke svodi se na samostalno rjesavanje zadataka. Idealno vrijeme za rjesavanjezadataka je na vjezbama i neposredno nakon dolaska s vjezbi.
 Nemojte izbjegavati zadatke koji se cine laganim. Nema laksih i tezih zadataka, vec sedijele na zadatke koje ste rijesili i na one koje jos niste rijesili.
 Ako imate poteskoca u rjesavanju novih zadataka, naucite rjesavati zadatke koji su vampokazani na vjezbama, predavanjima ili vam ih je pokazala neka strucna osoba.
 Ako ste primorani uzimati instrukcije, nastojte na instrukcije odlaziti s pripremljenimpitanjima i odmah poslije instrukcija rijesite nove zadatke ili naucite rjesavati zadatke kojevam je pokazao instruktor.
 Trudili smo se napisati zbirku bez gresaka i bit cemo zahvalni ako nam javite bilo kakvunepravilnost.
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 1 Brojevi
 Prirodne brojeve, cijele brojeve i racionalne brojeve upoznali smo tijekom najranije zivotnedobi. Zanimljivo je da se svi racionalni brojevi ili razlomci mogu prikazati kao decimalni skonacnim brojem znamenaka ili kao decimalni brojevi kojima se znamenke pocinju periodickiponavljati.
 Zadatak 1.1 Prikazite u decimalnom obliku redom3
 5,4
 9,24
 11i −134
 37. Naznacite period koji
 se ponavlja.
 Rjesenje. Kupiti dobar kalkulator.
 Zadatak 1.2 Zapisite u obliku razlomka 0.33333 · · · = 0.3. Zapisite redom 0.696969 = 0.69.
 Rjesenje. Trikom. 39
 = 13, 6999
 = 2333
 . Postoje beskonacni decimalni brojevi koji nisuperiodicki.
 Primjer 1.1 Beskonacno neperiodicki decimalni broj je primjerice 0.123456789101112 · · · .Neperiodicko beskonacne decimalne brojeve dobivamo racunanjem korjena digitronom:
 √2, 5√
 6
 Brojeve koji se ne mogu zapisati kao razlomci zovemo iracionalnim brojevima. Osim korjena,tu je i broj
 π
 iz formule za opseg kruga, O = 2rπ, a predstavlja omjer opsega kruga i promjera kruga. Brojπ se ne moze napisati u obliku razlomka niti periodicnog decimalnog broja. To je iracionalanbroj. Postoji formula za rucno racunanje broja π:
 π = 4(1− 1
 3+
 1
 5− 1
 7. . .+
 (−1)n+1
 2n− 1).
 Uzimanjem veceg broja pribrojnika postize se veca tocnost za π. Savjetujemo da se neupustate u racunanje.
 Slijedi vazan broj kojim opisujemo pojave u prirodi i drustvu. To je broj
 e
 koji vam predstavljamo u opisu drustvene pojave.
 4
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Zadatak 1.3 Netko dobije milijun kuna i ulozi ih u banku na godinu dana uz 12% godisnjihkamata. Kojom svotom raspolaze nakon godine dana?
 Rjesenje. Ako se oznaci
 C0 = 1, 000.000kn glavnica,
 p = 12% godisnji postotak,
 C1 =? svota nakon godine dana,
 onda je C1 = C0 + C0 · p = C0 · (1 + p); C0 = 1, 120.000kn.
 Zadatak 1.4 Netko je dobio milijun kuna, ali ih je ulozio na godinu dana u banku uz dogovor,da mu se mjesecno p
 12= 1% kamata pripisuje glavnici. Kojom ce svotom raspolagati na kraju
 godine?
 Rjesenje. Neka je
 C0 = 1, 000.000kn - pocetna svota,
 p = 12% - godisnja kamatna stopa.
 Koncem prvog mjeseca svota na racunu bit ce
 C1 = C0 +p
 12· C0 = C0 · (1 +
 p
 12).
 Krajem drugog mjeseca:
 C2 = C1 +p
 12· C1 = C1 · (1 +
 p
 12) = C0 · (1 +
 p
 12) · (1 +
 p
 12) = C0(1 +
 p
 12)2.
 Induktivno, krajem treceg mjeseca:
 C3 = C0 · (1 +p
 12)3,
 a krajem godine, nakon 12 ukamacivanja:
 C12 = C0 · (1 +p
 12)12.
 Uvrstavanjem podataka
 C12 = 1, 000.000 · (1 +0.12
 12)12 = 1, 126.825, 03kn.
 Povecanje u odnosu na prosli zadatak iznosom od 6.825, 03kn je vrlo solidna svota.
 Zadatak 1.5 Kolika ce biti svota od milijun kuna na kraju godine, ako p360
 ukamacujemosvaki dan, uz p = 12% godisnjeg kamatnjaka?
 5
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Rjesenje. Analognim razmatranjem dobiva se formula
 C360 = C0 · (1 +p
 360)360,
 gdje je C0 = 1, 000.000kn, p = 12%, a broj dana u godini se u nasim bankama obracunavakao 360, po ugledu na njemacke banke. Konacna svota je c360 = 1, 127.474, 31kn. Povecanjenije drasticno u odnosu na prethodni zadatak.
 Promatranjem tri prethodna zadatka naslucuje se postojanje granicne vrijednosti za ukamacivanjakoja bi se vrsila svakog trenutka:
 C∞ = C0
 (1 +
 p
 ∞
 )∞.
 Zadatak 1.6 Neka je f : N → R niz zadan formulom:
 f(n) = (1 +1
 n)n. (1)
 Odredite f(1), f(10), f(100), f(1 000), f(10 000), f(1 000 000), f(108) tako da rezultatezaokruzite na 5 decimala.
 Rjesenje. Rezultati redom: f(1) = 2, f(10) = 2.593742, f(100) = 2.704813, f(1000) =2.716924, f(10000) = 2.718146, f(1000000) = 2.718280, f(108) = 2.718282. Zadatkom 1.6pokazano je da za n > 106 vrijednost funkcije zaokruzena na 5 decimala iznosi 2.71828.
 Baza prirodne eksponencijalne progresije e je realni broj cija je vrijednost zaokruzena na5 decimala upravo
 e = 2.71828,
 a dobiva se kao granicna vrijednost izraza (1) kada se umjesto n uvrstavaju po volji velikibrojevi. Tako se granicna vrijednost kod beskonacno cestog linearnog ukamacivanja nakongodine dana racuna po formuli:
 C∞ = limn→∞
 C0
 (1 +
 p
 n
 )n= C0
 (limn→∞
 (1 +1np
 )np
 )p
 = C0ep.
 Tako milijun kuna iz primjera za godinu dana naraste na 1000000 · e0.12 = 1127696.85knOprez, ukamacuje li se svota C0 svaki trenutak, nakon t godina ona iznosi
 C(t) = C0 · ept.
 Pokusajte izracunati svotu nakon 2, 3, 5 ili 10 godina, no nemojte ostajati duzni toliko dugo.
 1.1 Problemski zadaci
 1. U beskonacno neperiodickom decimalnom broju
 0.112123123412345 . . .
 odredite znamenku na 1000. decimalnom mjestu.
 2. Izracunajte poreznu osnovicu i porez u kunama ako je konacna cijena proizvoda 133kune, a primjenjuje se porezna osnovica od 18%.
 6
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3. Odredite poreznu osnovicu i PDV u kunama za prodajnu cijenu od 15kn i stopu PDV-a22%. Ako je nabavna cijena proizvoda bila 4kn, izracunajte marzu u kunama i konacniiznos placenog PDV-a
 4. Cijena automobila u salonu je 14000, dok je cijena u tvornici 8000. Porez na dodanuvrijednost neka je 25%. Kolika je cista dobit u eurima, a koliki je iznos poreza koji jetrgovac automobilima platio? Provjerite da li dodana vrijednost (cista dobit) i vrijednostporeza zaista opravdavaju naziv poreza na dodanu vrijednost.
 5. Kamata na ”minus” kod American Expressa je 22% godisnje. Racun koji treba platitiima iznos 4000kn.
 (a) Na koju svotu racun naraste nakon godinu dana neprekidnog ukamacivanja?
 (b) Koliki je iznos kamata koje bi platili da smo dva mjeseca duzni 4000 kuna, aukamacivanje je kontinuirano?
 (c) Koliki bi bio iznos racuna, a kolike kamate nakon 5 godina neprekidnog ukamacivanja?
 Rjesenja zadataka.
 1. Prvih 45 decimala popunjeno je tako da je svaki put dopisivana po jedna znamenka:
 0, 1|12|123|123412345 . . . 123456789 . . .
 U slijedecem koraku dopunjava se 11 znamenaka, jer se dopisuje prethodni slog s pripi-sanim dvoznamenkastim brojem:
 0.112123 . . . 123456789|12345678910 . . . .
 Nadalje, sve dok se ne bi dopisalo postepeno svih devedeset dvoznamenkastih brojeva,popunilo bi se:
 11 + 13 + 15 + +17 · · ·+ 11 + 89 · 2 =
 11 + 11 + 2 + 11 + 2 · 2 + 11 + 3 · 2 + · · ·+ 11 + 89 · 2 =
 90 · 11 + 2 · (1 + 2 + 3 + · · ·+ 89) =
 990 + 2 · 89 · 90
 2≥ 1000,
 sto dovodi do zakljucka da je tisucito dopunjavanje unutar sloga koji zavrsava dopisi-vanjem dvoznamenkastog broja. Zadatak je naci pretposljednji slog koji se dopisuje ucijelosti i svodi se na nejednadzbu za n ∈ N :
 45 + 11 + 13 + 15 + · · ·+ 11 + (n− 1) · 2 ≤ 1000
 45 + 11 + 11 + 1 · 2 + 11 + 2 · 2 + 11 + 3 · 2 + · · · 11 + (n− 1) · 2 ≤ 1000
 45 + n · 11 + 2 · (1 + 2 + 3 + · · · (n− 1)) ≤ 1000
 45 + 10n+ n2 ≤ 1000
 n ≤ 26,
 iz koje se zakljucuje da je s posljednjim slogom koji se upisuje u cijelosti popunjenoukupno 981 decimalno mjesto. Do tisucitog mjesta potrebno je upisati jos 19 znamenaka:
 1234567891011121314
 Prema tome, na 1000. mjestu stoji znamenka 4.
 7
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2. p.o: 112, 71kn; PDV 20, 29kn.
 3. Nakon prodaje se mora platiti 2, 70kn PDV-a, a cisti prihod-marza je 8, 30kn.
 4. Marza je 3 200 eura, PDV: 2 800 eura.
 5. Odgovori:
 (a) 4.984, 31kn
 (b) 149, 39kn
 (c) 12.016, 66kn.
 2 Determinante
 Determinante su funkcije koje kolekciji od n2 brojeva zapisanih u tablicu s n redaka i nstupaca pridruze broj. Postupak racunanja je induktivan.
 Za n = 1 govorimo o determinanti prvog reda u oznaci
 |a11| = a11
 gdje je tesko oznaku ne zamijeniti s funkcijom apsolutne vrijednosti, no determinante prvogreda se ne proucavaju.
 2.1 Determinante drugog reda
 Determinante drugog reda racunaju se po formuli:∣∣∣∣ a11 a12a21 a22
 ∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.
 Zadatak 2.1 Izracunajte vrijednost determinante∣∣∣∣ 2 45 6
 ∣∣∣∣Rjesenje. Po definiciji ∣∣∣∣ 2 4
 5 6
 ∣∣∣∣ = 12− 20 = −8.
 Zadatak 2.2 Rijesite jednadzbu: ∣∣∣∣ sinx cosx−4 1
 ∣∣∣∣ = 3.
 8
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Rjesenje. Nakon racunanja determinante,
 sinx+ 4 cosx = 3,
 jednadzba se rjesava univerzalnom trigonometrijskom supstitucijom:
 tgx
 2= t sinx =
 2t
 1 + t2, cosx =
 1− t2
 1 + t2
 nakon koje se dobiva jednadzba:
 2t
 1 + t2+ 4
 1− t2
 1 + t2= 3
 2t+ 4− 4t2
 1 + t2= 3 | · (1 + t2)
 2t+ 4− 4t2 = 3 + 3t2
 7t2 − 2t− 1 = 0
 t1,2 =1± 2
 √2
 7
 tgx12
 =1 + 2
 √2
 7tgx22
 =1− 2
 √2
 7x12
 = 0.54692 + kπx22
 = −0.2612 + kπ,
 gdje je k ∈ Z rjesenja dana u radijanima. Rjesenja u stupnjevima su x1 = 62o40′21” + 360oki x2 = −30o + 360ok, k ∈ Z
 Zadaci i rjesenja.
 1. Izracunajte determinantu: ∣∣∣∣ 1 23 4
 ∣∣∣∣ .( -2 )
 2. Izracunajte vrijednost determinanti:
 (a) ∣∣∣∣ 3 28 5
 ∣∣∣∣(b) ∣∣∣∣ n+ 1 n
 n n− 1
 ∣∣∣∣(c) ∣∣∣∣ 1 logb a
 loga b 1
 ∣∣∣∣( a: -1, b: -1, c: 0.)
 9
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3. Odredite nepoznati broj x ako je ∣∣∣∣ 9x+1 3x+2
 −1 1
 ∣∣∣∣ = 810
 (x = 2.)
 4. Rijesite jednadzbu: ∣∣∣∣ log x log 10x2 log x
 ∣∣∣∣ = 6
 ( x1 = 104; x2 =1
 100.)
 5. Odredite x u radijanima tako da jednadzba bude zadovoljena:∣∣∣∣ sinx cosx
 −√
 3 1
 ∣∣∣∣ = 2.
 ( x =π
 6+ 2kπ, k ∈ Z.)
 2.2 Determinante treceg reda
 Determinanta treceg reda racuna se pomocu determinanti drugog reda. Postupak se na-ziva Lagrangeovim razvojem po prvom retku determinante.∣∣∣∣∣∣
 a b cd e fg h k
 ∣∣∣∣∣∣ = a ·∣∣∣∣ e fh k
 ∣∣∣∣− b · ∣∣∣∣ d fg k
 ∣∣∣∣+ c ·∣∣∣∣ d eg h
 ∣∣∣∣ .Parno mjesto clana determinante je mjesto kojem je zbroj retka i stupca paran, a analogno
 postoji i neparno mjesto clana determinante.
 Predznak pribronika u Lagrangeovom razvoju je negativan ako je mjesto clana determinanteneparno.
 Razviti se determinanta moze po bilo kojem retku, odnosno stupcu, vodeci racuna o predz-naku mjesta vodeceg clana u razvoju.
 Zadaci i rjesenja.
 1. Izracunajte vrijednost determinante:∣∣∣∣∣∣−2 4 13 −1 2−1 3 5
 ∣∣∣∣∣∣(-38).
 2. Rijesite determinantu ∣∣∣∣∣∣3 2 12 5 33 4 2
 ∣∣∣∣∣∣(-3).
 10
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3. Odredite z, tako da bude ∣∣∣∣∣∣1 z 11 z2 1z2 1 z
 ∣∣∣∣∣∣ = 0.
 (z1 = 0, z2 = 1).
 4. Koliki je x? ∣∣∣∣∣∣1 3 x1 5 −11 x 3
 ∣∣∣∣∣∣ = 0
 (x1 = 3, x2 = 1).
 Sarrusovim pravilom mogu se rjesavati iskljucivo determinante treceg reda. Nadopisu seprva dva stupca zadane determinante:
 a b c a bd e f d eg h k g k
 Zbroju umnozaka trojki brojeva smjestenih dijagonalno u smjeru sjeverozapad-jugoistok:
 aek + bfg + cdk
 pribroje se brojevi suprotni umnoscima trojki uzetih sa suprotnih dijagonala:∣∣∣∣∣∣a b cd e fg h k
 ∣∣∣∣∣∣ = aek + bfg + cdk − gec− hfa− kdb.
 Zadatak 2.3 Koristeci Sarrusovo pravilo, rijesite jednadzbu∣∣∣∣∣∣2x3 1 4x3 1 21 2x3 1
 ∣∣∣∣∣∣ = 6.
 Rjesenje. Sarrusovim pravilom:
 2x3 1 4 2x3 1x3 1 2 x3 11 2x3 1 1 2x3
 = 6
 2x3 + 2 + 8x6 − 4− 8x6 − x3 = 6
 x3 − 2 = −2i
 x3 = 2 + 6
 x3 = 8
 x = 2
 11
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2.3 Zadaci za samostalno rjesavanje
 1. Izracunajte vrijednost determinanti:
 a)
 ∣∣∣∣ 3 −24 6
 ∣∣∣∣ = b)
 ∣∣∣∣ 2 36 −10
 ∣∣∣∣ =
 c)
 ∣∣∣∣ 3 −24 5
 ∣∣∣∣ = d)
 ∣∣∣∣ √a −1a√a
 ∣∣∣∣ =
 2. Rijesite determinante:
 a)
 ∣∣∣∣∣∣2 3 45 −2 11 2 3
 ∣∣∣∣∣∣ = b)
 ∣∣∣∣∣∣1 2 53 −4 7−3 12 −15
 ∣∣∣∣∣∣ =
 c)
 ∣∣∣∣∣∣12 6 −46 4 43 2 8
 ∣∣∣∣∣∣ =
 3. Rijesite jednadzbe:
 (a)
 ∣∣∣∣∣∣x2 4 9x 2 31 1 1
 ∣∣∣∣∣∣ = 0
 (b)
 ∣∣∣∣∣∣x2 3 2x −1 10 1 3
 ∣∣∣∣∣∣ = 0
 (c)
 ∣∣∣∣∣∣x− 3 x+ 2 x− 1x+ 2 x− 4 xx− 1 x+ 4 x− 5
 ∣∣∣∣∣∣ = 0
 4. Rijesite jednadzbu: ∣∣∣∣∣∣2 1 −3
 x+ 1 x −32 1 −x− 2
 ∣∣∣∣∣∣ = 1
 Rjesenja zadataka.
 1. (a) 26
 (b) -38
 (c) 23
 (d) 2a
 2. (a) -10
 (b) 144
 (c) 72
 3. (a) x1 = 2; x2 = 3
 12
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(b) x1 = 0; x2 = −7
 4(c) x = 2/3
 4. x1 = 1 + i; x2 = 1− i.
 2.4 Determinante cetvrtog reda
 Determinante cetvrtog reda rjesavaju se iskljucivo razvojem po odabranom retku ili stupcu.Svojstva korisna u racunanju determinanti:
 • ako se jedan redak ili stupac u determinanti pomnozi ili podijeli brojem λ, tada sevrijednost determinante poveca ili smanji λ puta
 • vrijednost determinante se ne mijenja ako se jedan redak pomnozen nekim brojemdoda drugom retku ili oduzme od njega
 • vrijednost determinante se ne mijenja ako se jedan od stupaca pomnozen nekimbrojem doda drugom stupcu ili oduzme od njega
 Navedena svojstva mogu pojednostaviti rucno racunanje vecih determinanti.
 Zadatak 2.4 Odredite vrijednost determinante koristeci svojstva i birajuci retke, odnosnostupce razvoja:
 ∆ =
 ∣∣∣∣∣∣∣∣−3 9 3 6−5 8 2 74 −5 −3 −27 −8 −4 −5
 ∣∣∣∣∣∣∣∣ .Rjesenje. Rjesavanje zadatka moze se pojednostaviti izlucivanjem faktora -3 iz prvog retka:
 ∆ = −3 ·
 ∣∣∣∣∣∣∣∣1 −3 −1 −2−5 8 2 74 −5 −3 −27 −8 −4 −5
 ∣∣∣∣∣∣∣∣ .Ako se prvi redak pomnozi brojem 5 i doda drugom retku, vrijednost determinante nece sepromijeniti, no determinanta ce imati manje elemente:
 ∆ =
 ∣∣∣∣∣∣∣∣1 −3 −1 −20 −7 −3 −34 −5 −3 −27 −8 −4 −5
 ∣∣∣∣∣∣∣∣ .Ako se, nadalje, prvi redak najprije pomnozi s -4 i doda trecem retku, a onda se opet prviredak pomnozi sa -7 i doda cetvrtom, dobiva se determinanta
 ∆ = −3 ·
 ∣∣∣∣∣∣∣∣1 −3 −1 −20 −7 −3 −30 7 1 60 13 3 9
 ∣∣∣∣∣∣∣∣ ,13
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podatna za razvoj po prvom stupcu, jer se dobiva samo jedan pribrojnik u razvoju:
 ∆ = −3 · 1 · (−1)1+1 ·
 ∣∣∣∣∣∣−7 −3 −37 1 613 3 9
 ∣∣∣∣∣∣ .Mudro je drugi redak pomnozen s 3 dodati prvom i oduzeti od treceg retka
 ∆ = −3 ·
 ∣∣∣∣∣∣14 0 157 1 6−8 0 −9
 ∣∣∣∣∣∣ ,a zatim novo dobivenu determinantu razviti po drugom stupcu:
 ∆ = −3 · (−1)2+2 · 1 ·∣∣∣∣ 14 15−8 −9
 ∣∣∣∣ = −3 · (−126 + 120) = 18.
 2.5 Razni zadaci izracunavanja determinanti
 1. Izracunajte: ∣∣∣∣∣∣∣∣2 −5 1 2−3 7 −1 45 −9 2 74 −6 1 2
 ∣∣∣∣∣∣∣∣ .2. Izracunajte: ∣∣∣∣∣∣∣∣
 3 −3 −5 8−3 2 4 −62 −5 −7 5−4 3 5 −6
 ∣∣∣∣∣∣∣∣ .3. Izracunajte: ∣∣∣∣ 6 3
 7 4
 ∣∣∣∣ .4. Koliko ima prirodnih brojeva x i y za koje vrijedi:∣∣∣∣ x+ y x− y
 x− y x+ y
 ∣∣∣∣ = 720
 5. Dokazite ∣∣∣∣ a+ bi c+ di−c+ di a− bi
 ∣∣∣∣ = a2 + b2 + c2 + d2
 6. Izracunajte ∆1, ∆2 i ∆3:
 ∆1 =
 ∣∣∣∣∣∣2 1 35 3 21 4 3
 ∣∣∣∣∣∣ , ∆2 =
 ∣∣∣∣∣∣3 4 −58 7 −22 1 8
 ∣∣∣∣∣∣ ∆3 =
 ∣∣∣∣∣∣1 1 14 5 916 25 81
 ∣∣∣∣∣∣ .14
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7. Odredite nepoznanicu x za koju vrijedi∣∣∣∣∣∣4 2 −1x x− 2 −23 2 −1
 ∣∣∣∣∣∣ = 1.
 8. Rijesite jednadzbu: ∣∣∣∣ log2x12
 logx 21 logx
 44
 ∣∣∣∣ = 0.
 Rjesenja zadataka.
 1. -9
 2. 18
 3. 3
 4. 18 uredenih parova
 5. samostalno se uvjerite
 6. ∆1 = 40, ∆2 = −68; ∆3 = 20
 7. x = 5
 8. x1 = 2; x2 = 14
 2.6 Primjena determinanti. Cramerovi sustavi linearnih jednadzbi
 Sustavi koji imaju jednak broj jednadzbi i nepoznanica mogu se rjesavati metodom koju jepokazao Gabriel Cramer 1750. godine.
 Zadatak 2.5 Rijesite sustav
 3x+ 5y = 42
 7x− 4y = 4.
 Izracunajte determinante redom:
 ∆ =
 ∣∣∣∣ 3 57 −4
 ∣∣∣∣ ; ∆x =
 ∣∣∣∣ 42 54 −4
 ∣∣∣∣ ; ∆x =
 ∣∣∣∣ 3 427 4
 ∣∣∣∣ ,pa izracunajte
 ∆x
 ∆;
 ∆y
 ∆.
 Zadatak 2.6 Primjenom poucka iz prethodnog zadatka rijesite sustav
 x+ 2y − 3z = 12
 3x+ y + 4z = 18
 2x− 5y + 6z = 21.
 15
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Rjesenje. Redom x = 109
 19; y = −3
 2
 19; z = −2
 11
 19.
 Cramerovim sustavima nazivamo sustave n linearnih jednadzbi s n nepoznanica koji imajujedinstveno rjesenje. Determinanta matrice sustava u tom je slucaju razlicita od nule.
 Zadatak 2.7 Da li je sustav Cramerov?
 2x− y + 3z = 9
 3x− 5y + z = −4
 4x− 7y + z = 5.
 Rjesenje. Nije.
 Primjer 2.1 Lagrangeov razvoj po cetvrtom stupcu determinante matrice sustava linearnihjednadzbi iz zadatka 2.8:∣∣∣∣∣∣∣∣
 2 1 4 81 3 −6 23 −2 2 −22 −1 2 0
 ∣∣∣∣∣∣∣∣ =
 = −8
 ∣∣∣∣∣∣1 3 −63 −2 22 −1 2
 ∣∣∣∣∣∣+ 2
 ∣∣∣∣∣∣2 1 43 −2 22 −1 2
 ∣∣∣∣∣∣− (−2)
 ∣∣∣∣∣∣2 1 41 3 −62 −1 2
 ∣∣∣∣∣∣+ 0 ·
 ∣∣∣∣∣∣2 1 41 3 −63 −2 2
 ∣∣∣∣∣∣ =
 = −8(−2− 6− 6) + 2(−4− 2 + 4) + 2(−14− 28) =
 = 112− 4− 84 = 24 6= 0
 Zadatak 2.8 Pogodnim razvojima rijesite sustav linearnih jednadzbi.
 2x+ y + 4z + 8t = −1
 x+ 3y − 6z + 2t = 3
 3x− 2y + 2z − 2t = 8
 2x− y + 2z = 4
 Rjesenje. x = 2, y = −3, z = −3/2, t = 1/2
 Zadatak 2.9 Rijesite sustav linearnih jednadzbi:
 2x1 + 3x2 + 11x3 + 5x4 = 2
 x1 + x2 + 5x3 + 2x4 = 1
 2x1 + x2 + 3x3 + 2x4 = −3
 x1 + x2 + 3x3 + 4x4 = −3
 Rjesenje.
 x1x2x3x4
 =
 −201−1
 16
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3 Matrice
 3.1 Definicija i primjeri
 Neka jeD = {(i, j); i = 1, . . . ,m; i = 1, . . . , n}.
 Realna matrica tipa m× n, u oznaci A = (aij) je funkcija
 A : D → R
 cije su vrijednosti A((i, j)) = ai,j, a koja se simbolicno zapisuje u obliku
 A =
 a11 a12 · · · a1na21 a22 · · · a2n...
 ... · · · ...am1 am2 · · · amn
 Zadatak 3.1 Tvornica cigareta proizvodi cetiri tipa cigareta koje prodaje u pet gradova. Pro-daja je tokom mjeseca imala slijedece rezultate:
 - prvi grad je prodao po tipovima: 40, 60, 20 i 30 tisuca kutija
 - drugi grad: 50, 50, 15 i 35 tisuca
 - treci: 40, 45, 25 i 40
 - cetvrti: 30, 20, 10 i 20,
 - peti: 35, 40, 15 i 25 tisuca.
 Prikazite matricno rezultate prodaje.
 Rjesenje. Matrica prodaje glasi
 M =
 40 60 20 3050 50 15 3540 45 25 4030 20 10 2035 40 15 25
 .
 Primjer 3.1 Relacija na skupu {1, 2, 3, 4, 5} je neki izbor uredenih parova. Uredeni par skupai relacije je graf. Relacija se zadaje matricom M u kojoj element matrice mij moze imatiznacenje 1, ako su elementi u relaciji ili 0 ako nisu u relaciji. Treba matricno zapisati
 Pondiranje u prometu ima interpretaciju udaljenosti.Matricno zapisite pondirani graf sa slike tako da element matrice pokazujte duljinu komuni-
 kacije izmedu odgovarajucih cvorova. U slucaju da izmedu i-tog i j-tog cvora nema neposrednekomunikacije, element matrice jednak je nuli.
 17
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Rjesenje.
 M =
 0 35 40 0 3035 0 0 0 4040 0 0 35 250 0 35 0 3530 40 25 35 0
 Zadatak 3.2 Udaljenost cvorova u grafu je duljina najkraceg puta izmedu dva zadana cvora.Put u grafu je niz cvorova kod kojih su svaka dva susjedna povezana komunikacijom. Napisitematricu najkracih udaljenosti cvorova iz Zadatka 3.1.
 Rjesenje.
 L =
 0 35 40 65 3035 0 65 75 4040 65 0 35 2565 75 35 0 3530 40 25 35 0
 .
 Posebne matrice:
 1. kvadratna matrica: m = n
 2. nul-matrica tipa m× n:aij = 0, ∀i, j
 3. dijagonalna matrica je kvadratna matrica: i 6= j ⇒ aij = 0.
 4. jedinicna matrica I ili E, je kvadratna matrica za koju vrijedi eij = δij =
 {1, i = j0, i 6= j.
 5. transponirana matrica matrice A tipa m × n je matrica AT tipa n × m, u kojoj je(aij)
 T = (aji)
 6. simetricna matrica je kvadratna matrica A = AT
 7. antisimetricna matrica je AT = −A
 8. gornja trokutasta matrica: i > j ⇒ aij = 0
 9. donja trokutasta matrica: i < j ⇒ aij = 0
 Zadatak 3.3 Navedite po jedan primjer za svaku od matrica najvise do cetvrtog reda.
 Zadatak 3.4 Napisite simetricnu donjotrokutastu matricu i antisimetricnu gornjotrokutastumatricu reda 3.
 18
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3.2 Zbrajanje matrica. Mnozenje matrice skalarom.
 Zadatak 3.5 Uz pretpostavku da ce svaki mjesec prodaja cigareta iz zadatka 3.1 biti povecanaza 10%, izracunajte predvidenu prodaju za iduca dva mjeseca i ukupnu predvidenu prodaju utromjesecju.
 Zbrajanje matrica istog tipa daje ponovno matricu tog tipa cije elemente dobivamo zbra-janjem po elementima matrica pribrojnika
 cij = aij + bij.
 Mnozenje matrice skalarom izvodi se tako da skalarom pomnozimo svaki clan matriceposebno. Pritom se tip matrice ne mijenja
 λ · A = (λ · aij).
 Svojstva zbrajanja su
 1. asocijativnost,
 2. postoji neutralan element, nul-matrica,
 3. svaka matrica ima suprotnu matricu obzirom na zbrajanje
 4. komutativnost.
 Mnozenje skalarom prema zbrajanju je:
 1. kvaziasocijativno,
 2. distributivno prema zbrajanju matrica,
 3. distributivno prema zbrajanju skalara.
 4. 1 · A = A
 Zadatak 3.6 Ispitajte svojstva zbrajanja za proizvoljne matrice.
 3.3 Mnozenje matrica
 Umnozak matrice A tipa m × n i matrice B tipa n × p je matrica C tipa m × p ciji seelementi dobivaju
 cij =n∑k=1
 aik · bkj.
 Matrice A i B su ulancane i matrica B se nadovezuje na matricu A.
 Zadatak 3.7 Primjenom definicije pomnozite zadane matrice:
 1. [3 −25 −4
 ]·[
 3 42 5
 ]
 19
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2. 1 −3 23 −4 12 −5 3
 · 2 5 6
 1 2 51 3 2
 Rjesenje. 1.
 [5 27 0
 ]; 2.
 1 5 −53 10 02 9 −7
 .
 Kvadratne matrice reda n zatvorene su za mnozenje matrica. Mnozenje kvadratnih ma-trica nije komutativno.
 Jedinicna matrica reda n neutralan je element za mnozenje.
 Determinante koje se mogu racunati za kvadratne matrice, imaju vrlo prirodan odnosprema mnozenju matrica:
 det(A ·B) = detA · detB
 poznatiji kao Binet-Cauchyjev teorem.
 Zadatak 3.8 Provjerite svojstvo za slijedece matrice:
 a)
 A =
 [3 −25 −4
 ], B =
 [3 42 5
 ]b)
 A =
 5 8 −46 9 −54 7 3
 , B =
 3 1 54 −1 36 9 5
 c)
 A =
 1 2 32 4 63 6 9
 , B =
 −1 −2 −4−1 −2 −41 2 4
 Zadatak 3.9 Ako je ϕ(x) = −2− 5x+ 3x2 i ako je A =
 [1 23 1
 ], koliko je ϕ(A)?
 Rjesenje. Buduci je 1 = A0 = E, gdje je E jedinicna matrica reda 2, onda slijedi:
 −2 ·[
 1 00 1
 ]− 5 ·
 [1 23 1
 ]+ 3 ·
 [1 23 1
 ]·[
 1 23 1
 ]=
 [14 23 14
 ].
 Zadatak 3.10 Izracunajte
 [1 10 1
 ]ni
 [cosϕ − sinϕsinϕ cosϕ
 ]n.
 Rjesenje. Pomnozite prvu matricu samu sa sobom, pa rezultat ponovo istom matricom, pa
 ponovo, sve dok ne ustanovite pravilnost:
 [1 n0 1
 ]. Druga:
 [cosnϕ − sinnϕsinnϕ cosnϕ
 ].
 20
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Zadatak 3.11 Dokazite da svaka kvadratna matrica A =
 [a bc d
 ]zadovoljava uvjet:
 A2 − (a+ d)A+ (ad− bc)E = O,
 gdje je E jedinicna, a O nul-matrica. Na osnovu toga odredite matricu
 ([a bc −a
 ])4
 .
 Rjesenje. A2 = (a2 + bc)2E.
 Zadatak 3.12 Neka je dana matrica
 A =
 1 −2 32 −4 13 −5 2
 i neka je zadan polinom f(x) = 3x2 − 2x+ 5. Izracunajte matricu f(A).
 Rjesenje.
 f(A) =
 21 −23 15−13 34 10−9 22 25
 .
 Zadatak 3.13 Uvjerite se da matrica
 B =
 5 2 −31 3 −12 2 −1
 ponistava polinom f(x) = x3 − 7x2 + 13x− 5.
 3.4 Inverzna matrica. Matricna jednadzba
 Regularna matrica M je kvadratna matrica za koju je detM 6= 0. Matrice koje nisu regu-larne nazivaju se singularnima.
 Invertibilnost je posljedica regularnosti kvadratne matrice, tako da svaka regularna matricaima inverz obzirom na mnozenje:
 detA 6= 0⇒ ∃A−1 A · A−1 = A−1 · A = E.
 Vrijede sljedeca svojstva:
 (AB)−1 = B−1A−1
 (AT )−1 = (A−1)T
 (Ak)−1 = (A−1)k
 Elementarne transformacije nad retcima matrice su:
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1. Zamjena dvaju redaka.
 2. Mnozenje nekog retka skalarom razlicitim od nule.
 3. Dodavanje nekog retka pomnozenog skalarom nekom drugom retku.
 Algoritam za nalazenje inverzne matrice sastoji se u tome, da se kvadratnoj matrici pripisejedinicna matrica istog tipa, a zatim se izvode elementarne transformacije u pokusajuda s lijeve strane dobijemo jedinicnu matricu. Ako je to moguce, tada se u desnom kriludobiva inverzna matrica.
 Primjer 3.2 Odredite A−1 za matricu
 A =
 [1 −2−3 4
 ].
 Rjesenje. Konstruira se matrica 2× 4:[1 −2 1 0−3 4 0 1
 ].
 Dozvoljeno je
 - dijeliti ili mnoziti redak brojem razlicitim od nule
 - dodati ili oduzeti jedan redak od drugog.
 Cilj: u lijevom dijelu matrice dobiti jedinicnu matricu.Prvi redak pomnoziti s 3 i simultano dodati drugom. Prvi redak prepisati. Tako se dobiva[
 1 −2 1 00 −2 3 1
 ].
 Drugi redak valja podijeliti s −2: [1 −2 1 00 1 −3
 2−1
 2
 ].
 Konacno drugi redak pomnozen s 2 dodati prvom, a sam drugi redak prepisati:[1 0 −2 −10 1 −3
 2−1
 2
 ].
 Matrica
 A−1 =
 [−2 −1−3
 2−1
 2
 ].
 Izlucivanje zajednickog faktora:
 A−1 = −1
 2
 [4 23 1
 ].
 22

Page 23
						

Zadatak 3.14 Primjenom prethodnog primjera rijesite jednadzbu:
 AX = B,
 gdje je
 A =
 [1 −2−3 4
 ], X =
 [xy
 ], B =
 [65
 ].
 Rjesenje. Ako je AX = B, onda je X = A−1B. Sada je X =
 [−17−11.5
 ].
 Zadatak 3.15 Odredite inverz matrice
 B =
 2 0 1−1 1 30 2 4
 Provjerite rjesenje mnozenjem matrice i njenog inverza.
 Rjesenje. B−1 =1
 6
 2 −2 1−4 −8 72 4 −2
 .
 Zadatak 3.16 Odredite algoritmom inverze sljedecih matrica:
 1. 3 −4 52 −3 13 −5 −1
 2. 2 7 3
 3 9 41 5 3
 3. 1 2 2
 2 1 −12 −2 1
 Rjesenje.
 1.)
 −8 29 −11−5 18 −71 −3 1
 ; 2.)1
 3
 −7 6 −15 −3 −1−6 3 3
 ; 3.)1
 21
 1 6 44 3 −56 −6 3
 .
 Inverznu matricu moguce je dobiti formulom
 A−1 =1
 detA· AT ,
 gdje je A matrica algebarskih komplemenata.
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Algebarski komplement je brojAij = (−1)i+j ·Mij
 gdje je Mij minor elementa aij: determinanta koju dobivamo brisanjem i-tog retka ij-tog stupca.
 Matrica AT naziva se adjungirana matrica matrice A.
 Zadatak 3.17 Provjerite inverzne matrice sljedecih matrica:
 1. [1 23 4
 ]−1=
 [−2 132−1
 2
 ]2. [
 3 45 7
 ]−1=
 [7 −4−5 3
 ].
 3. 2 5 76 3 45 −2 −3
 −1 =−1
 145
 17 −29 −12 −29 34−27 29 −24
 .4. Izracunati K · L−1 ·M−1 ako je
 K =[
 0 4 4], L =
 1 1 −10 1 2−1 1 1
 , M =
 1 0 12 1 10 1 1
 .Rjesenje:
 [−1 1 1
 ].
 Matricna jednadzba je jednadzba u kojoj se trazi nepoznata matrica. Kod trazenja ne-poznanice moramo voditi racuna o nekomutativnosti mnozenja matrica.
 A−1 · | AX = B
 A−1AX = A−1B
 EX = A−1B.
 Zadatak 3.18 Koristeci algoritam rijesite matricne jednadzbe:
 1. [1 23 4
 ]·X =
 [3 55 9
 ]2.
 X ·[
 3 −25 −2
 ]=
 [−1 2−5 6
 ]3. [
 3 −15 −2
 ]·X ·
 [5 67 8
 ]=
 [14 169 10
 ]
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4.
 X ·
 0 1 00 0 −21 −1 0
 =
 1 −2 02 −3 41 0 −2
 .Rjesenje. [
 −1 −12 3
 ];
 [−2 15 2
 ];
 [1 23 4
 ];
 −1 0 1−1 −2 21 1 1
 .Zadatak 3.19 Rijesite sljedece matricne jednadzbe:
 1. 1 2 −33 2 −42 −1 0
 ·X =
 1 −3 010 2 710 7 8
 2.
 X ·
 5 3 11 −3 −2−5 2 1
 =
 −8 3 0−5 9 0−2 15 0
 3. 2 −3 1
 4 −5 25 −7 3
 ·X · 9 7 6
 1 1 21 1 1
 =
 2 0 −218 12 923 15 11
 Rjesenje.
 1.)
 6 4 52 1 23 3 3
 ; 2.)
 1 2 34 5 67 8 9
 ; 3.)
 1 1 11 2 32 3 1
 .
 3.5 Rang matrice
 Skalar je broj.
 Vektor je matrica s jednim stupcem. Ili s jednim retkom.
 Komponenta vektora je svaki od skalara koji cine vektor.
 Linearna kombinacija vektora {A1, A2, . . . , An} i skalara {α1, α2, . . . , αn} je vektor
 α1A1 + α2A2 + · · ·+ αnAn.
 Linearno nezavisan skup vektora je ona kolekcija vektora {A1, A2, . . . , An} koju linearnakombinacija ponistava jedino trivijalno:
 α1 = α2 = · · · = αn = 0.
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Bazicni vektori su:
 {E1 =
 100...0
 , E2 =
 010...0
 , E3 =
 001...0
 , En =
 000...1
 }.
 Broj bazicnih vektora odgovara broju komponenti.
 Rang matrice je najveci broj linearno nezavisnih stupaca ili redaka.
 Elementarnim transformacijama rang matrice se ne mijenja.
 Zadatak 3.20 Odredite rang matrica:
 1. 2 1 3 −2 0−3 2 1 −3 2−4 5 5 −8 4
 2.
 2 −1 33 −2 14 5 −31 2 3
 Rjesenje. 1.) rang je 2; 2.) rang je 3.
 3.6 Sustavi linearnih jednadzbi
 Linearna jednadzba nad poljem realnih brojeva R u nepoznanicama
 x1, x2, . . . , xn,
 je izraz oblikaα1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn = β
 Primjer 3.3 Navesti nekoliko parova rjesenja jednadzbe x+2y = 9. Predocite parove u X0Ykoordinatnoj ravnini. Nacrtajte sva rjesenja. Matricni zapis rjesenja:[
 xy
 ]=
 [9− 2yy
 ]=
 [90
 ]+ α
 [−21
 ].
 Sustav linearnih jednadzbi je konacna kolekcija linearnih jednadzbi.
 Rjesenje sustava koji ima n nepoznanica i m jednadzbi je uredena n-torka brojevaα1
 α2
 α3...αn
 .
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Uvrstavanje komponenti redom na mjesta nepoznanica u sustavu mora zadovoljiti svaku odm jednadzbi.
 Zadatak 3.21 Rijesite sustave i rjesenja provjerite uvrstavanjem.
 1.x + 6z = 6y + 4z = 9
 2.x+ 3y + 6z = 152x+ y + 2z = 10
 3.x+ 3y + 6z = 122x+ y + 4z = 18
 3x+ 4y + 10z = 30
 4.x− 3y + 6z = 82x+ y − 9z = 2x+ y + z = 14
 5.x+ 2y + z = 4x− y − z = −23x − z = 2
 Rjesenje. Redom: xyz
 = 1.)
 690
 + α ·
 −6−41
 ; 2.)
 340
 + α ·
 021
 ; 3.)
 15/20
 3/4
 + α ·
 68−5
 = 4.)
 842
 ; 5.)nema rjesenja
 Egzistencija i jednoznacnost sustava daje:
 1. sustav nema rijesenja
 2. sustav ima jedinstveno rjesenje,
 3. sustav ima strukturirani skup rjesenja.
 Matrica sustava je matrica koeficijenata koji se nalaze uz nepoznanice u sustavu linearnihjednadzbi.
 Prosirena matrica sustava je matrica sustava prosirena stupcem koeficijenata s desnihstrana jednakosti.
 Sustav ima rjesenje ako je rang prosirene matrice sustava jednak rangu matrice sustava.
 Homogeni sustav je onaj sustav kod kojeg su slobodni koeficijenti jednaki nuli. Homogenisustav uvijek ima barem trivijalno rjesenje.
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Primjer 3.4 Nakon elementarnih transformacija nad retcima prosirene matrice sustava
 3x1 − 2x2 − 5x3 + x4 = 0
 2x1 − 3x2 + x3 + 5x4 = 0
 x1 − x2 − 4x3 + 9x4 = 0,
 reducirani sustav
 x3 =39
 16x4
 x2 =143
 16x4
 x1 =155
 16x4
 daje 1-parametarsko rjesenje:x1x2x3x4
 =
 15516x4
 14316x4
 3916x4x4
 =1
 16· α ·
 1551433916
 = ·t ·
 1551433916
 ,gdje t ima ulogu novog parametra, generatora rjesenja.
 Zanimljiva je sljedeca napomena o strukturi rjesenja.
 Napomena 3.1 Kazemo da rjesenje ima jednu dimenziju. Uocimo da je rang matrice sus-tava jednak 3. Dimenzija prostora u kojem trazimo rjesenje je 4. Dimenzija rjesenja homo-genog sustava je 1, predstavlja dimenziju potprostora koji ponistava sustav i naziva se defektmatrice sustava. Jednakost da rang i defekt zbrojeni daju broj varijabli je univerzalna doka-zana cinjenica poznata kao teorem o rangu i defektu.
 Matricni zapis sustava jednadzbiAX = B
 ima geometrijsko objasnjenje iz tipova matrica:
 m× n · n× 1 = m× 1,
 jer se rezultat umnoskaAX moze interpretirati kao pridruzivanje koje n-dimenzionalnomvektoru X pridruzi m-dimenzionalni vektor B. Ukoliko je B = 0, tada trazimo one vek-tore koje matrica salje u ishodiste m-dimenzionalnog sustava. Defekt matrice je upravodimenzija skupa takvih vektora.
 Primjer 3.5 Rijesite nehomogeni sustav linearnih jednadzbi:
 2x1 + 7x2 + 3x3 + x4 = 5
 x1 + 3x2 + 5x3 − 2x4 = 3
 x1 + 5x2 − 9x3 + 8x4 = 1
 5x1 + 18x2 + 4x3 + 5x4 = 12
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Reducirani sustav:
 x1 = 6− 26x3 + 17x4
 x2 = −1 + 7x3 − 5x4
 ima 2-dimenzionalno rjesenje:x1x2x3x4
 =
 6−100
 + x3 ·
 −26
 710
 + x4 ·
 17−501
 =
 6−100
 + α ·
 −26
 710
 + β ·
 17−501
 .Uvjerite se da koordinate vektora izvodnica ponistavaju sustav. To znaci da je defekt matricesustava 2 i da je dvodimenzionalni prostor poslan ovdje po matrici u ishodiste susjednog,4-dimenzionalnog sustava.
 Zadatak 3.22 Rjesavanjem sustava pokazite da je nerjesiv.
 3x1 − 5x2 + 2x3 + 4x4 = 2
 7x1 − 4x2 + x3 + 3x4 = 5
 5x1 + 7x2 − 4x3 − 6x4 = 3
 3.7 Problemski zadaci
 Zadaci s pismenih ispita i kolokvija.
 1. Zadan je polinom f(x) = 8x3 + 4x− 7 i matrica
 1 0 02 2 03 2 −2
 . Odredite matricu
 f(A−1).
 2. Rijesite matricnu jednadzbu:
 (A− 2E)X = A+ E
 ako je E jedinicna matrica, dok je A =
 0 1 22 3 41 0 1
 .
 3. Rijesiti sustav Gauss-Jordanovom metodom eliminacije
 x1 + x2 − 6x3 − 4x4 = 6
 3x1 − x2 − 6x3 − 4x4 = 2
 2x1 + 3x2 + 9x3 + 2x4 = 6
 3x1 + 2x2 + 3x3 + 8x4 = −7
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4. Zapisite sva rjesenja sustava linearnih jednadzbi
 3x1 − 2x2 + 5x3 + 4x4 = 2
 6x1 − 4x2 + 4x3 + 3x4 = 3
 9x1 − 6x2 + 3x3 + 2x4 = 4
 5. Rijesite metodom eliminacije varijabli:
 2x1 − x2 + x3 − x4 = 3
 4x1 − 2x2 − 2x3 + 3x4 = 0
 2x1 − x2 + 5x3 − 6x4 = 1
 2x1 − x2 − 3x3 + 4x4 = 5
 Rjesenja zadataka. Za problemske zadatke vrijedi:
 1.
 5 0 0−18 −4 0
 1 3 −10
 .
 2. X = 12·
 1 1 26 2 12−1 1 −2
 3. Rjesenje: x1 = 0; x2 = 2; x3 = 1
 3; x4 = −3
 2.
 4. x1x2x3x4
 =
 006−7
 + x1 ·
 10−1518
 + x2 ·
 0110−12
 .5. Sustav je zaista nekonzistentan.
 3.8 Ispitni zadaci
 Zadaci su prepisani s ispitnih primjeraka i nemaju rjesenja, no svako se rjesenje mozeprovjeriti.
 1. Zadan je polinom f(x) = −81x2+9x−2 i matricaA =
 1 2 22 1 −22 −2 1
 . Izracunajte
 f(A−1).
 2. Simetricnim dijelom matrice A nazivamo matricu
 As =1
 2(A+ AT ).
 Odredite 41A−1s ako je zadana matrica
 A =
 1 5 23 2 0−2 2 −3
 .30

Page 31
						

3. Izracunajte AB−1C ako je A =[
 1 −1 2], B =
 1 2 −13 −1 21 0 1
 , C =
 204
 .
 4. Izracunajte A−2B, gdje je A =
 2 3 21 2 −33 4 1
 , B =
 0−1612
 .
 5. Rijesiti matricnu jednadzbu: −1 2 −20 3 −10 0 1
 ·X · 2 0 0−2 1 03 −1 1
 =
 2 1 0−1 1 00 0 2
 .6. Rijesiti matricnu jednadzbu, a potom izracunati X ·XT .
 X ·
 −1 1 0−2 2 12 0 1
 =
 −2 0 −10 1 −13 0 0
 .7. Zapisite rjesenje sustava:
 3x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 2
 2x1 + 3x2 + 2x3 + 5x4 = 3
 9x1 + x2 + 4x3 − 5x4 = 1
 2x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5
 7x1 + x2 + 6x3 − x4 = 7
 8. Rijesite homogeni sustav:
 2x1 − 4x2 + 5x3 + 3x4 = 0
 3x1 − 6x2 + 4x3 + 2x4 = 0
 4x1 − 8x2 + 17x3 + 11x4 = 0
 4 Vektori u ravnini i prostoru
 4.1 Analiticki pojam vektora
 Skalari su velicine opisive jednim brojem - masa, visina, dob.
 Vektori su velicine za ciji je opis potrebno nekoliko skalara.
 Primjer 4.1 Zapis (90, 60, 90) razlikuje se od zapisa (60, 90, 90).
 Racunske operacije koje se provode nad vektorima:
 • zbrajanje i oduzimanje,
 • mnozenje skalarom,
 • skalarno mnozenje,
 31

Page 32
						

• uzimanje modula ili apsolutne vrijednosti,
 • samo za trodimenzionalne vektore:
 – vektorski produkt,
 – mjesoviti produkt,
 Vektore oznacavamo malim ili velikim slovima uz strelicu iznad: ~a, ~F ,−→AB, pri cemu je A
 pocetna, a B krajnja tocka vektora kojem je duzina AB reprezentant.
 Vektor je geometrijski zadan smjerom, iznosom i orijentacijom. Iznos, modul ili duljinuvektora ~F oznacavamo s |~F |.
 Zadatak 4.1 Nacrtajte vektor ~a, |~a| = 6 centimetara i vektor ~b, |~b| = 4 centimetara tako
 da zatvaraju kut od 75o. Nacrtajte vektor 2~b, vektor 1.5~a i vektore 1.5~a + 2~b i 1.5~a − 2~b.Izracunajte |2~b|, |1.5~a| i |1.5~a− 2~b|.
 Rjesenje. Redom |2~b| = 8, |1.5~a| = 9, a kosinusov poucak daje redom |1.5~a + 2~b| = 13.5 i
 |1.5~a−2~b| = 10.4 centimetra.
 4.2 Linearna kombinacija vektora
 Neka su ~a, ~b i ~c vektori zadane duljine, smjera i orijentacije. Neka su α, β i γ zadani realnibrojevi - skalari.
 Linearnom kombinacijom vektora ~a, ~b i ~c naziva se vektor dobiven mnozenjem svakog odzadanih vektora odgovarajucim skalarom i zbrajanjem tako dobivenih vektora:
 α~a+ β~b+ γ~c.
 Rezultat linearne kombinacije opet je vektor.
 Linearno zavisni vektori su vektori ~a,~b i ~c za koje je moguce naci skalare α, β i γ, takveda je
 α2 + β2 + γ2 6= 0,
 dok jeα~a+ β~b+ γ~c = ~0
 Linearno nezavisna kolekcija vektora je ona koja rezultira nul-vektorom samo trivijalnimodabirom skalara: α = β = γ = 0.
 Zadatak 4.2 Nacrtajte u ravnini X0Y vektore ~a = (3, 2) i ~b = (1, 4). Odredite komponentei nacrtajte:
 1. zbroj vektora ~a+~b
 2. razliku vektora ~a−~b
 3. dvostruki vektor 2~a i trostruki vektor 3~b
 4. linearnu kombinaciju 2~a− 3~b
 32

Page 33
						

Izracunajte duljine svih nacrtanih vektora.
 Rjesenje. 1. (4, 6), 2. (2,−2), 3. (6, 4) i (3, 12), 4. (3,−8).Duljine redom: 3.6, 3.2, 7.2, 2.8, 7.2, 6.4, 8.5.
 Jednakost vektora. Vektori su jednaki ako se podudaraju u broju komponenti i u samimkomponentama.
 Zadatak 4.3 Odredite nepoznate brojeve x i y tako vektor ~d = (12,−10) bude jednak
 a) vektoru (2x,−5y)
 b) vektoru (−3x, 2y)
 c) vektoru (2x− 5y,−3x+ y)
 Rjesenje. a) (6, 2), b) (−4,−5), c) (38/13,−16/13).
 Zadatak 4.4 Neka je ~c = (9,−3). Odredite skalare α i β takve da je ~c = α~a+ β~b, pri cemu
 je ~a = (3, 2) i ~b = (1, 4).
 Rjesenje. α = 3.9 i β = −2.7.
 Zadatak 4.5 Nacrtajte koordinatni sustav XOY u ravnini. Konstruirajte vektor ~F s pocetkomu ishodistu, |~F | = 6, s kutom prema pozitivnom smjeru osi OX od 30o. U smjerovima ko-
 ordinatnih osi konstruirajte vektore ~Fx i ~Fy tako da im pocetna tocka bude u ishodistu, ada
 ~Fx + ~Fy = ~F .
 Izracunajte |~Fx| i |~Fy|.
 Rjesenje. Trigonometrijom: |~Fy| = 3, |~Fx| = 5.2
 4.3 Vektori u ravnini
 Bazicni vektori pravokutnog koordinatnog sustava u ravnini:
 - vektor i =−−→OE1
 - vektor j =−−→OE2,
 gdje su O = (0, 0), E1 = (1, 0) i E2 = (0, 1).
 Usmjerena duzina−→AB predstavlja vektor ~a i odreduje
 - duljinu ili modul vektora: |~a| = |AB|- smjer - pravac zadan duzinom AB i
 - orijentaciju - okrenutost na tom pravcu.
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Jednakost vektora definira se kao podudarnost u duljini, smjeru i orijentaciji. Dvije usmje-rene duzine predstavljaju jedan te isti vektor
 −→AB =
 −−→CD = ~a
 ako su paralelne, iste duljine i iste orijentacije. Karakterizira ih zajednicko polovistespojnica zavrsetaka i pocetaka usmjerenih duzina. Uobicajeno je reci da se vektor nemijenja paralelnim pomakom.
 Zbrajati se mogu vektori ako se ulancaju:
 −→AB +
 −−→BC =
 −→AC.
 Mnozenje vektora ~a zadane duljine |~a|, smjera i orijentacije sa zadanim skalarom α ∈ Rdaje vektor α~a:
 - duljina novog vektora|α~a| = |α| · |~a|,
 gdje su |α| i |~a| poznati nenegativni brojevi
 - smjer novog vektora α~a podudara se sa smjerom zadanog vektora ~a
 - orijentacija novog vektora jednaka je orijentaciji zadanog vektora ~a za slucaj α > 0,dok je suprotna orijentaciji ~a za α < 0.
 Kolinearni vektori imaju isti smjer, no ne nuzno i istu orijentaciju Ako su ~a i ~b kolinearni,
 tada postoji λ 6= 0 tako da vrijedi ~a = λ ·~b i ~b =1
 λ~a. Dijeljenje vektora nije definirano.
 Jedinicni vektor zadanog vektora ~a je vektor kojem je duljina jednaka 1, a smjer i orijen-
 tacija su isti vektoru ~a. Jedinicni vektor ~a0 u smjeru vektora ~a dobiva se mnozenjem
 vektora ~a skalarom 1|~a| :
 ~a0 =1
 |~a|~a.
 Nul-vektor je vektor 0 = ~0 = ~O kojem je modul jednak nuli. Reprezentanti nul vektora su−→AA,
 −→TT . . .
 Zadatak 4.6 Nacrtajte pravac i na njemu vektor duljine 5 cm. Koliko zadatak ima rjesenja?
 Rjesenje. Dva rjesenja.
 Zadatak 4.7
 Neka je S sjeciste dijagonala paralelograma ABCD. Izracunajte
 −→AB +
 −→SD +
 −→AS.
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Rjesenje. Nacrtati paralelogram. Dijagonale se raspolavljaju pa slijedi−→SD =
 −→BS i
 −→AS =−→
 SC. Suma iz zadatka uvrstavanjem prelazi u sumu
 −→AB +
 −→BS +
 −→SC,
 podesnu za ulancavanje. Rjesenje:−→AC.
 Jedinicni vektor zadanog vektora ~a je vektor ~a0 istog smjera i orijentacije, ali je |~a0|
 Zadatak 4.8 Nacrtajte jedinicne vektore za ~a = (6, 8) i ~b = (−12, 5), a zatim zapisite vektoreanaliticki.
 Rjesenje. ~a0 = (0.6, 0.8),~b0 = (−12/13, 5/13).
 Zadatak 4.9 Nacrtajte pravokutnik ABCD tako da je |AB| = 2, a |BC| = 3. Neka je Lpoloviste duzine AB, P poloviste duzine CD, M poloviste AD a tocke N i K su na trecinamaduzine BC. Ako je ~AB = ~a, a ~AD = ~b izrazite slijedece vektore kao linearne kombinacijevektora ~a i ~b:−→
 AL =−−→BN =
 −→AC =
 −−→MN =
 −−→AM =
 −−→BK =
 −−→AK =
 −−→LM =
 −−→PD =
 −−→KN =
 −→PA =
 −−→MK =
 −−→CD =
 −→PC =
 −−→AN =
 −−→KP =
 Rjesenje. Redom:1
 2~a,
 1
 3~b, ~a +~b, ~a − 1
 6~b,
 1
 2~b,
 2
 3~b, ~a +
 2
 3~b, −1
 2~a +
 1
 2~b, −1
 2~a, −1
 3~b, −~b − 1
 2~a,
 ~a+1
 6~b, −~a,
 1
 2~a, ~a+
 1
 3~b,
 1
 3~b− 1
 2~a.
 Zadatak 4.10 Tocka T je sjeciste dijagonala paralelograma ABCD,−→AB = ~a,
 −−→AD = ~b.
 Izrazite vektore−→TA,−→TB,−→TC i
 −→TD preko vektora ~a i ~b.
 Rjesenje. Redom:−→TA = −1
 2(~a+~b),
 −→TB =
 1
 2(~a−~b),
 −→TC =
 1
 2(~a+~b),
 −→TD = −1
 2(~a−~b).
 Zadatak 4.11 Neka je T teziste tezisnica ABC. Odredite zbroj vektora
 −→TA+
 −→TB +
 −→TC.
 Rjesenje. ~0.
 Zadatak 4.12 Stranica AB trokuta ABC podijeljena je tockama M i N na tri jednaka dijela:
 |AM | = |MN | = |NB|. Napisite vektor−−→CM kao linearnu kombinaciju vektora ~a =
 −→CA i
 ~b =−−→CB.
 Rjesenje. Ako se pregledno skicira trokut s navedenim tockama, zakljucuje se:
 −→CA+
 −→AB =
 −−→CB
 ~a+−→AB = ~b−→AB = ~b− ~a
 Buduci je po uvjetima zadatka tocka M na prvoj trecini duzine AB vrijedi vektorski zapis:
 −−→AM =
 1
 3·−→AB =
 1
 3
 −→AB =
 1
 3(~b− ~a).
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Konacno, koristeci jos jednom zbrajanje vektora:
 −→CA+
 −−→AM =
 −−→CM
 ~a+1
 3(~b− ~a) =
 −−→CM
 ~a+1
 3~b− 1
 3~a =
 −−→CM
 2
 3~a+
 1
 3~b =
 −−→CM
 Zadatak 4.13 Duzina AM je simetrala kuta α trokuta ABC, sa stranicama |AB| = 6,
 |BC| = 9 i |AC| = 11 jedinicnih duljina. Odredite skalar λ, tako da je−−→BM = λ
 −−→BC i skalar
 ν za koji je−−→CB = ν
 −−→MC.
 Rjesenje. Iz geometrije srednje i osnovne skole poznato je i dostupno u boljim logaritamskimtablicama:
 |BM | : |MC| = |AB| : |AC|,iz cega slijedi:
 |BM | : |MC| = 6 : 11
 |BM | =6
 17|BC|,
 −−→BM =
 6
 17
 −−→BC
 λ =6
 17.
 Analogno,
 −−→CM =
 11
 17
 −−→CB
 17
 11
 −−→CM =
 −−→CB
 −17
 11
 −−→MC =
 −−→CB
 radi suprotne orijentacije.
 Zadatak 4.14 Nacrtajte u koordinatnoj ravnini vektor ~a = 2~i− 4~j. Nacrtajte u istom koor-dinatnom sustavu vektore −~a, 2~a i −3~a.
 Zadatak 4.15 Izrazite uredene parove ~a, ~b i ~a +~b iz zadatka 4.2 kao linearne kombinacijevektora ~i i ~j.
 Rjesenje. Vektor ~a = 3~i+2~j, vektor~b =~i+4~j i vektor ~a+~b = 4~i+6~j.
 Radijus-vektor tocke A je predstavljen orijentiranom duzinom s pocetkom u ishodistu O,a zavrsetkom u tocki A:
 ~rA =−→OA = A.
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Zadatak 4.16 Izrazite:
 1. Radijus vektor ~rA =−→0A gdje je tocka A(4, 5).
 2. Vektor−→AB, gdje je tocka A = (2, 1), a tocka B = (3, 6).
 Rjesenje.
 1. Po definiciji−→OA = ~rA = 4~i+ 5~j.
 2. Zbrajanjem:
 −→OA+
 −→AB =
 −−→OB
 −→AB =
 −−→OB −
 −→OA
 −→AB = 3~i+ 6~j − (2~i+~j) =~i+ 5~j
 Duljina vektora ~a = α1~i+ α2
 ~j racuna se po Pitagorinom poucku: |~a| =√α21 + α2
 2
 Zadatak 4.17 Za zadane vektore ~a = −3~i+ 4~j i ~b = 5~i− 12~j izracunajte:a) |~a|; b) |~b|; c) |~a+~b|; d) |~a−~b|.
 Rjesenje. a) |~a|=5; b) |~b| = 13; c) |~a+~b| = 2√
 17; d) |~a−~b| = 8√
 5.
 Zadaci za samostalno rjesavanje:
 1. Zadan je trokut s vrhovima A = (−2, 1), B = (2, 1) i C = (5, 5). Neka je−→AB = ~c,
 −−→BC = ~a. Odredite vektore:a) |~a|~c+ |~c|~a; b) |~c|~a− |~a|~c.
 2. Zadana je tocka A = (2,−3). Odredite ordinatu y tocke B = (3, y) tako da je |−→AB| =√
 5.
 3. Zadani su vektori ~a = 2~i − λ~j, ~b = λ~i + 5~j. Odredite realan broj λ zako da bude|~a− 2~b| =
 √97.
 Rjesenje.
 1. a) 32~i+ 16~j; b) −8~i+ 16~j.
 2. B1 = (3,−1), B2 = (3,−5).
 3. λ1 = −1, λ2 = −75.
 Zadatak 4.18 Nacrtajte tocku A(4, 3) u koordinatnom sustavu. Nacrtajte vektor ~rA. Zapisite~rA kao linearnu kombinaciju koordinatnih vektora i primjenom Pitagorina poucka izracunajte|~rA|.
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Rjesenje. ~rA = 4~i+ 3~j, |~rA| =√
 42 + 32 = 5.
 Zadatak 4.19 Nacrtajte tocke A(3, 2) i B = (6,−2). Nacrtajte vektor ~a =−→AB i prikazite ga
 kao linearnu kombinaciju osnovnih vektora ~i i ~j. Nacrtajte smjer vektora i izracunajte modul|~a|. Nacrtajte vektor suprotan vektoru ~a i napisite ga kao linearnu kombinaciju vektora baze~i i ~j.
 Rjesenje. ~a = B−A = 3~i+4~j, |~a| = 5, −~a = −3~i−4~j, |~a| = |−~a|.
 Zadatak 4.20 Neka su A = (2, 5), B = (4, 0) i C = (−1, 3) vrhovi paralelograma. Odreditekoordinate cetvrtog vrha D.
 Rjesenje. Vektori−→AB =
 −−→DC = B − A = (2,−5). Buduci je
 −−→DC = C −D = (2,−5), slijedi
 da je D = C−(2,−5) = (−3, 8). Zanimljivo je da zadatak ima jos dva rjesenja.
 Zadatak 4.21 Vektor ~c = 2~i+ 6~j rastavite u smjerovima vektora ~a = 2~i i ~b = 3~i+ 3~j.
 Rjesenje. Traze se skalari λ, ν ∈ R koji zadovoljavaju jednakost:
 ~c = λ · ~a+ ν ·~b2~i+ 6~j = 2λ~i+ ν(3~i+ 3~j)
 2~i+ 6~j = (2λ+ 3ν)~i+ 3ν~j.
 Radi linearne nezavisnosti vektora~i i ~j dobiva se izjednacavanjem koeficijanata iz komponentisustav:
 2λ+ 3ν = 2
 3ν = 6
 ν = 2
 λ = −2
 cija rjesenja daju trazenu linearnu kombinaciju
 ~c = 2~b− 2~a.
 4.4 Zadaci
 1. Za zadane tocke A = (−3, 3), B = (4,−1), C = (−1, 0) odredite koordinate vektora: a)−→AB; b)
 −→BA; c)
 −→AB+
 −→BA; d)
 −→AB+
 −−→BC; e)
 −−→BC2−−→AC; f) 2
 −→AC−3
 −−→BC; g) 2
 −→AB−3
 −−→BC+4
 −→CA.
 2. Zadan je cetverokut s vrhovima A = (−3,−1), B = (3,−3), C = (5, 1) i D = (−1, 3).
 Dokazite da je−→AB =
 −−→DC i
 −−→AD =
 −−→BC, dakle da je taj cetverokut paralelogram.
 3. Tocke A = (−1,−4), B = (6, 1) i C = (4, 1) tri su uzastopna vrha paralelograma.Koristeci koordinatizaciju vektora u ravnini odredite koordinate cetvrtog vrha D togparelelograma.
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4. Tocke A = (2, 1) i B = (5, 7) dva su susjedna vrha paralelograma ABCD. Tocka
 S = (3, 4) sjeciste je njegovih dijagonala. Odredite koordinate vektora−→AC i
 −−→BD, pa
 pomocu njih koordinate vrhova C i D tog paralelograma.
 5. Zadani su vektori ~a = ~i + 2~j, ~b = −3~i − ~j i ~c = 3~i + 5~j. Izracunajte slijedece linearnekombinacije:a) ~a+~b; b) ~a−~b; c) ~a+~b+ ~c; d) ~a+~b− ~c; e) 1
 2~a+ 3
 2~b; f) −1
 2~a+ 1
 3~b− 1
 5~c.
 6. Zadani su vektori ~a = −2~i +~j, ~b = ~i−~j i ~c = 7~i− 5~j. Prikazite vektor ~c kao linearnukombinaciju vektora ~a i ~b, u obliku ~c = α~a+ β~b, α, β ∈ R.
 7. Zadane su tocke A = (−1,−1), B = (0, 2), C = (1, 6) i D = (5, 3). Prikazite vektor−−→AD
 kao linearnu kombinaciju vektora−→AB i
 −→AC.
 8. Vektor ~c =~i+ 4~j rastavite u smjeru vektora ~a =~i+ 2~j i ~b = 3~i+ 4~j.
 Rjesenja zadataka.
 1. a) 7~i− 4~j; b) −7~i+ 4~j; c) ~0; d) 2~i− 3~j; e) −92~i+ 7
 2~j; f) 19~i− 9~j; g) 21~i+~j.
 2. Vektori su jednaki ako su im jednaki koordinatni zapisi
 3. D = (−3,−4)
 4.−→AS =~i+ 3~j,
 −→AC = 2
 −→AS = 2~i+ 6~j. Ako je C = (x, y), onda je
 −→AC = (x−2)~i+ (y−1)~j,
 pa je C = (4, 7). Analogno se dobije D = (1, 1).
 5. a) −2~i+~j; b) 4~i+ 3~j; c) ~i+ 6~j; d) −5~i− 4~j; e) −4~i− 12~j; f) −21
 10~i− 7
 3~j.
 6. Iz 7~i− 5~j = α(−2~i+~j) + β(~i−~j) = (−2α+ β)~i+ (α− β)~j izlazi sustav: −2α+ β = 7,
 α− β = −5, dakle α = −2, β = 3, pa je ~c = −2~a+ 3~b.
 7.−−→AD = 34
 −→AB − 14
 −→AC.
 8. ~c = 4~a−~b.
 4.5 Trodimenzionalni vektori
 Objekti zadani s tri skalara.
 Koordinatni zapis: ~a = (ax, ay, az)
 Napomena 4.1 Svaki se trodimenzionalni vektor moze napisati kao linearna kombinacijavektora
 ~i = (1, 0, 0)~j = (0, 1, 0)
 ~k = (0, 0, 1)
 koje nazivamo osnovnim ili bazicnim vektorima, ortovima, ili ortonormiranom bazom.
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Zbrajanje i oduzimanje trodimenzionalnih vektora ~a i ~b:
 ~a = ax~i+ ay~j + az~k
 ~b = bx~i+ by~j + bz~k,
 definirano je po komponentama:
 ~a+~b = (ax + bx)~i+ (ay + by)~j + (az + bz)~k
 ~a−~b = (ax − bx)~i+ (ay − by)~j + (az − bz)~k
 Mnozenje vektora ~a skalarom λ definira se analogno:
 λ · ~a = λ~a = λax~i+ λay~j + λaz~k.
 Zadatak 4.22 Zadani su vektori ~a = (1, 2, 3), ~b = (1, 12, 2), ~c = (−1, 2,−4) i ~d = (0, 2, 1)
 Odredite ~a+~b, ~c− ~d, 2~c, −~d, 2~a−3~b. Odredite brojeve α, γ i δ, tako da vrijedi ~b = α~a+γ~c+δ~d.
 Rjesenje. Redom: (2, 14, 5); (−1, 0,−5); (−2, 4,−8); (0,−2,−1); (−1,−32, 0); α = 3, γ =3; δ = 1.
 Zadatak 4.23 Vektore iz zadatka 4.22 napisite kao linearnu kombinaciju vektora ~i,~j i ~k.
 Rjesenje. ~a =~i+2~j+3~k; ~b =~i+12~j+2~k; ~c = −~i+2~j−4~k; ~d = 2~j+~k; ~a+~b = 2~i+14~j+5~k;~c−~d = −~i−5~k; 2~c = −2~i+4~j−8~k; −~d = −2~j−~k; 2~a−3~b = −~i−32~j.
 Pravokutni Kartezijev koordinatni sustav u prostoruOxyz zadan je s istaknutom tockomnazvanom ishodistem O i s tri okomita brojevna pravca: x-osi ili osi apscisa, y-osi iliosi ordinata i z-osi ili osi aplikata.
 Svakoj tocki M jednoznacno je pridruzena uredena trojka:
 M = (x, y, z).
 Radijus vektor tocke M = (xM , yM , zM) u oznaci ~rM ima komponente:
 ~rM = M =−−→OM = xM~i+ yM~j + zM~k
 i moze se poistovjetiti s tockom M .
 Zadatak 4.24 Odredite komponente radijus vektora tocke M = (2,−3, 5).
 Rjesenje. ~rM = 2~i−3~j+5~k.
 Koordinatni vektori ~i, ~j i ~k geometrijski su jedinicni vektori usmjereni prema pozitivnimsmjerovima koordinatnih osi.
 Duljina ili modul vektora racuna se po formuli:
 |~a| =√a2x + a2y + a2z.
 40

Page 41
						

Zadatak 4.25 Odredite udaljenost tocke M iz zadatka 4.24 do ishodista racunajuci duljinunjenog radijus vektora.
 Rjesenje.√
 38.
 Zadatak 4.26 Izracunajte duljinu vektora ~a = 20~i+ 30~j − 60~k.
 Rjesenje. |~a| = 70.
 Zadatak 4.27 Odredite jedinicni vektor iz ishodista u smjeru tocke M iz zadatka 4.24
 Rjesenje.1√38
 (2,−3, 5) ∼ (0.32,−0.49, 0.81).
 Zadatak 4.28 Odredite komponente vektora−→AB kojeg predstavlja orijentirana duzina s pocetkom
 u A i zavrsetkom u B ako je A(1, 3, 2) i B(5, 8,−1).
 Rjesenje. Definicija radijus vektora i zbrajanja vektora:
 −→OA+
 −→AB =
 −−→OB
 −→AB =
 −−→OB −
 −→OA
 = = B − A = ~rB − ~rA= 4~i+ 5~j − 3~k
 Vektor−→AB s pocetkom ili hvatistem u tocki A = (xA, yA, zA) i zavrsetkom ili ciljem u tocki
 B = (xB, yB, zB) po komponentama ima zapis:
 −→AB = (xB − xA)~i+ (yB − yA)~j + (zB − zA)~k.
 Zadatak 4.29 Tocke A(2, 2, 0) i B(0,−2, 5) zadane su svojim pravokutnim koordinatama.
 Raspisite vektor−→AB po komponentama u smjeru vektora baze i odredite duljinu duzine AB.
 Rjesenje. Neposrednim uvrstavanjem:
 −→AB = (0− 2)~i+ (−2− 2)~j + (5− 0)~k = −2~i− 4~j + 5~k.
 Duljina vektora:
 |−→AB =
 √4 + 16 + 25 = 6.71.
 Zadatak 4.30 Vrhovi trokuta su tocke A(3,−2, 0), B(−3,−2, 1) i C(2,−1, 9). Odredite vek-
 tore−→AB,
 −−→BC i
 −→AC. Izracunajte opseg trokuta
 Rjesenje.−→AB = (−6, 0, 1),
 −→AC = (−1, 1, 9) i
 −−→BC = (5, 1, 8). Opseg O = 24.68 jedinicnih
 duljina.
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Zadatak 4.31 Radijus vektori vrhova trokuta ABC su redom: ~rA, ~rB, ~rC. Pokazati da jeradijus vektor tezista trokuta ~rT = 1
 3~rA + 1
 3~rB + 1
 3~rC.
 Rjesenje. Teziste trokuta je tocka u kojoj se sijeku tezisnice trokuta. Tezisnica trokutaje duzina koja spaja vrh s polovistem nasuprotne stranice. Teziste dijeli svaku od tezisnicau omjeru 2 : 1 gledano od vrha trokuta. Pregledna skica trokuta i proizvoljno ishodistekoordinatnog sustava daju:
 −−→OB +
 −−→BC =
 −→OC
 −−→BC = ~rC − ~rB.
 Ako je Pa poloviste stranice a, tada je
 −−→BPa =
 1
 2
 −−→BC =
 1
 2( ~rC − ~rB)
 i vrijedi
 −→AB +
 −−→BPa =
 −−→APa
 ~rB − ~rA +1
 2( ~rC − ~rB) =
 −−→APa
 1
 2~rB +
 1
 2~rC − ~rA =
 −−→APa
 Teziste T trokuta ABC nalazi se na 2/3 tezisnice APa iz vrha A. Vektorski:
 −→AT =
 2
 3
 −−→APa,
 odakle slijedi:
 −→OT =
 −→OA+
 −→AT
 ~rT = ~rA +2
 3
 −−→APa
 ~rT = ~rA +2
 3(1
 2~rB +
 1
 2~rC − ~rA)
 ~rT = ~rA +1
 3~rB +
 1
 3~rC −
 2
 3~rA
 ~rT =1
 3~rA +
 1
 3~rB +
 1
 3~rC
 Zadatak 4.32 Skicirajte tocku M = (5,−3, 4) u pravokutnom koordinatnom sustavu. Odre-dite njezinu udaljenost od sredista koordinatnog sustava, udaljenost do osi OZ i udaljenost doravnine XOY .
 Rjesenje. |OM | =√
 50 = 7.1, d(M, 0Z) =√
 34 = 5.8 i d(M,X0Y ) = 4.
 Kosinusi smjera su kosinusi kuteva koje vektor ~a zatvara s koordinatnim osima:
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cosαx =ax|~a|, cosαy =
 ay|~a|, cosαz =
 az|~a|.
 Kosinusi smjerova zadovoljavaju jednakost
 cos2 αx + cos2 αy + cos2 αz = 1.
 Zadatak 4.33 Izracunajte kosinuse smjera vektora ~a = 20~i+ 30~j − 60~k
 Rjesenje. Neposrednim uvrstavanjem:
 cosα =20
 70=
 2
 7
 cos β =30
 70=
 3
 7
 cos γ =−60
 70= −6
 7
 Zadatak 4.34 Vektor ~r zatvara s koordinatnim osima jednake siljaste kuteve. Odredite kutevei komponente vektora ~r, ako je |~r| = 2
 √3.
 Rjesenje. Jednakost kuteva povlaci jednakost kosinusa:
 cosαx = cosαy = cosαz.
 Uvjet siljatih kuteva povlaci pozitivnost kosinusa:
 cosαi > 0.
 Kosinusi kuteva zadovoljavaju jednakost
 cosα2x + cosα2
 y + cosα2z = 1
 3 cosα2x = 1
 cosαx = +
 √1
 3= 0.57735
 αx = αy = αz = 54o44′8′′
 Jedinicni vektor u smjeru vektora ~r ima komponente:
 ~r0 = cosαx~i+ cosαy~j + cosαz~k
 a za vektor ~r vrijedi
 ~r = 2√
 3 · ~r0
 ~r = 2√
 3(
 √1
 3~i+
 √1
 3~j +
 √1
 3~k)
 ~r = 2~i+ 2~j + 2~k
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Zadatak 4.35 Zadana su tri uzastopna vrha paralelograma ABCD: A = (1,−2, 3), B =(3, 2, 1) i C = (6, 4, 4). Odredite cetvrti vrh i opseg paralelograma.
 Rjesenje. Skica paralelograma. Polozaj ishodista nebitan:
 −−→OD =
 −→OA+
 −−→AD.
 Po definiciji paralelograma: −−→AD =
 −−→BC.
 Slijedi racun:
 −−→OD =
 −→OA+
 −−→BC
 ~rD = ~i− 2~j + 3~k + 3~i+ 2~j + 3~k
 ~rD = 4~i+ 6~k
 D = (4, 0, 6).
 Opseg je zbroj duljina svih stranica:
 O = 2 · |−→AB|+ 2 · |
 −−→BC|
 O = 2|2~i+ 4~j − 2~k|+ 2|3~i+ 2~j + 3~k|O = 2
 √4 + 16 + 4 + 2
 √9 + 4 + 9
 O = 4√
 6 + 2√
 22 = 19.18
 jedinicnih duljina.
 4.6 Zadaci
 Sljedece zadatke rjesavajte redom.
 1. Izrazite u bazi V 3 vektor−→AB, gdje je A = (2, 1, 0) i B = (−2, 3, 3). Izracunajte duljinu
 vektora i kosinuse kuteva koje zatvara s koordinatnim osima.
 2. Zadan je vektor ~a =−→AB svojim komponentama ax = 2, ay = 4, az = −1 i hvatistem u
 A = (0, 4, 2). Nadite kraj B vektora−→AB.
 3. Zadani su radijus vektori vrhova trokuta ABCD: ~rA =~i + 2~j + 3~k, ~rB = 3~i + 2~j + ~k i~rC =~i+ 4~j + ~k. Dokazite da je trokut jednakostranican.
 4. Odredite projekcije vektora ~a na koordinatne osi, ako je ~a =−→AB +
 −−→CD, a zadane su
 tocke: A(0, 0, 1), B(3, 2, 11), C = (4, 6, 5) i D = (1, 6, 3).
 5. Izracunajte modul vektora
 ~a =~i+ 2~j + ~k − 1
 5(4~i+ 8~j + 3~k)
 i odredite kosinuse smjerova.
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6. Zadane su tocke M1(1, 2, 3) i M2(3,−4, 6). Nadite duljinu i jedinicni vektor u smjeru−−−−→M1M2.
 7. Zadan je vektor ~a = 4~i− 2~j + 3~k. Odredite vektor ~b, ako je |~b|=|~a|, by = ay i bx = 0.
 8. Radijus vektor tocke M zatvara kut od 60o prema y-osi i kut od 45o prema z-osi. Duljinavektora jednaka je 8 jedinicnih duljina. Izracunajte koordinate tocke M ako je apscisatocke M negativna.
 Rjesenja zadataka.
 1.−→AB = −4~i+ 2~j + 3~k, |
 −→AB| =
 √29, (−0.74, 0.37, 0.56).
 2. B = (2, 8, 1)
 3.−→AB = ~rB − ~rA = 2~i− 2~k, |
 −→AB| = |
 −−→BC| = |
 −→AC| = 2
 √2.
 4. ax = 0, ay = 2, az = 8.
 5. |~a| = 3/5, cosα = 1/3, cos β = cos γ = 2/3.
 6. |−−−−→M1M2| = 7;
 −−−−→M1,M20 = 2/7~i− 6/7~j + 3/7~k.
 7. Dva su rjesenja: ~b = −2~j + 5~k i ~b = −2~j − 5~k.
 8. M = (−4, 4, 4√
 2).
 4.7 Skalarni produkt
 Skalarni ili unutarnji produkt dvaju n-dimenzionalnih vektora ~a = (α1, . . . , αn) i ~b =(β1, . . . , βn) definira se kao suma umnozaka korespodentnih komponenti:
 ~a ·~b =n∑i=1
 αiβi.
 Zadatak 4.36 Izracunajte skalarni produkt ~a ·~b ako je zadano:
 1. ~a = (1, 3, 2), ~b = (4, 2, 1)
 2. ~a = (1,−2), ~b = (−3, 1)
 3. ~a = (−4, 1,−3, 2), ~b = (4, 2, 5,−6)
 4. ~a = (−2, 3,−3,−2, 0), ~b = (0,−4, 3, 2,−1)
 Rjesenje. Redom: 12,−5,−42,−25.
 Zadatak 4.37 Izracunajte ~c2 ako je
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1. ~c = (1, 3, 2)
 2. ~c = (1,−2)
 3. ~c = (−4, 1,−3, 2),
 4. ~c = (−2, 3,−3,−2, 0),
 Rjesenje. Redom: 14, 5, 30, 24. Uocite da ne mogu biti negativni.
 Geometrijska definicija skalarnog produkta. Ako su poznate duljina |~a| vektora ~a, duljina
 |~b| vektora ~b i kut ϕ medu vektorima:
 ~a ·~b = |~a| · |~b| · cosϕ.
 Svojstva skalarnog produkta neovisno o definiciji su:
 1. komutativnost: ~a ·~b = ~b · ~a
 2. distributivnost ~a · (~b+ ~c) = ~a ·~b+ ~a · ~c
 3. kvaziasocijativnost: α~a · β~b = αβ~a ·~b
 4. ~a2 = |~a|2
 5. ~a ·~b = 0 ako su vektori okomiti ili ako je jedan od njih ~0 nulvektor.
 Duljina vektora defnirana je skalarnim produktom kao
 |~a| =√~a2.
 Zadatak 4.38 Izracunajte duljine svih vektora koji se javljaju u zadatku 4.36.
 Rjesenje. Redom 3.74, 4.58, 2.24, 3.16, 2.34, 9, 5.10, 5.48,
 Zadatak 4.39 Nacrtajte vektore ~m i ~n tako da pocinju u istoj tocki i da zatvaraju kut od 60o
 Ako je |~m| = 4 a |~n| = 5, odredite |~m+ ~n|. Koliko je |~m− ~n|?
 Rjesenje. Iz svojsava, odnosno duljine vektora u skalarnom produktu:
 |~m+ ~n| =√
 (~m+ ~n)2 =√~m2 + 2~m · ~n+ ~n2 =
 √16 + 2 · 4 · 5 cos 60o + 25 =
 √61.
 Analogno |~m− ~n| =√
 21.
 Zadatak 4.40 Nacrtajte vektor ~a duljine |~a| = 3 i vektor ~b duljine |~b| = 6 koji u istoj pocetnoj
 tocki zatvaraju kut 300. Nacrtajte vektor ~a− 12~b i izracunajte njegovu duljinu.
 Rjesenje. |~a− 12~b| = 1.55
 Racunanje kuta je posljedica definicije skalarnog produkta:
 cosϕ =~a ·~b|~a| · |~b|
 .
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Zadatak 4.41 Izracunajte kutove koje zatvaraju vektori zadatka 4.36.
 Rjesenje. Redom 460, 1350, 1010, 1540
 Primjer 4.2 Sile ~F i ~S intenziteta 60N , odnosno 80N djeluju pod kutom od 750. Izracunajteintenzitet rezultante i kut koji rezultanta zatvara s manjom silom.
 Rjesenje. |~F + ~S| = 130, 520
 Zadatak 4.42 U koordinatnom sustavu ravnine zadan je vektor ~F1 duljine 6 u pozitivnomsmjeru osi 0X, vektor ~F2 duljine 5 koji s ~F1 zatvara kut od 45o i vektor ~F3 duljine 7 koji s~F2 zatvara kut od 60o. Odredite modul vektora ~F1 + ~F2 + ~F3 i kut koji zatvara s pozitivnimsmjerom osi 0X.
 Rjesenje. |~F1 + ~F2 + ~F3| = 13, 54o
 Zadatak 4.43 Zadane su tri konkurentne sile svojim iznosom i kutem prema pozitivnomsmjeru osi x: |~F1| = 4, α1 = 0, |~F2| = 5, α2 = 150o i |~F3| = 6, α3 = 270o. Odredite graficki ianaliticki iznos i smjer rezultantne sile.
 Rjesenje. |~F | = 3.5, α = 2700
 Zadatak 4.44 Vektori ~p i ~q su jedinicni vektori koji zatvaraju kut od π/3. Vektori ~a = 3~p−2~q,~b = −2~p + ~q i ~c = 7~p − 4~q dobiveni su kao linearne kombinacije vektora ~p i ~q. Izracunajtezbroj duljina vektora ~a, ~b i ~c. Odredite kutove koje zatvaraju vektori ~a, ~b i ~c.
 Rjesenje. Iz definicije skalarnog produkta.
 • Duljina vektora ~a dobiva se iz svojstva
 |~a|2 = ~a2 = (3~p− 2~q)2
 koristeci se svojstvima kvaziasocijativnosti i komutativnosti:
 (3~p− 2~q)2 = 9~p2 − 12~p · ~q + 4~q2
 = 9 · 1− 12 · 1 · 1 · cosπ
 3+ 4 · 1
 = 7
 |~a| =√
 7 = 2.65
 - duljine vektora ~b i ~c dobivaju se analogno:
 |~b|2 = ~b2 = (−2~p+ ~q)2
 = 4~p2 − 4~p · ~q + ~q2
 = 4− 4 cos1
 2+ 1
 |~b| =√
 3 = 1.73
 |~c| =√
 37 = 6.08,
 pa je zbroj dobivenih duljina vektora u iznosu 10.46 jedinicne duljine.
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• Kut izmedu vektora ~a i ~b dobiva se kao jedina nepoznanica u jednadzbi iz definicijeskalarnog produkta:
 ~a ·~b = |~a| · |~b| · cos γ
 (3~p− 2~q) · (−2~p+ ~q) =√
 7 ·√
 3 · cos γ
 −6~p2 + 4~q~p+ 3~p~q − 2~q2 =√
 21 · cos γ
 −6 + 2 +3
 2− 2 =
 √21 · cos γ| :
 √21
 − 4.5√21
 = cos γ
 −0.98198 = cos γ
 γ = 169o6′24′′,
 gdje je γ kut izmedu vektora ~a i ~b.
 • Kut se moze dobiti uvrstavanjem u formulu koja je u nekim prirucnicima izvedena:
 cos(~b,~c) =~a ·~b|~b| · |~c|
 =(−2~p+ ~q)(7~p− 4~q)√
 3 ·√
 37
 =−14~p2 + 8~p~q + 7~q~p− 4~q2√
 111
 =−14 + 4 + 7
 2− 4
 √111
 = −0.9966
 α = 175o17′6′′.
 • Kut izmedu vektora ~a i ~c iznosi 32o8′11′′.
 Skalarna projekcija vektora ~a na smjer vektora ~b je broj:
 a~b =~a ·~b|~b|
 .
 Predznak projekcije je negativan ako vektori zatvaraju tupi kut.
 Vektorska projekcija vektora ~a na smjer vektora ~b je vektor
 ~a~b =~a ·~b~b2·~b
 kolinearan vektoru ~b.
 Zadatak 4.45 Nadite skalarnu i vektorsku projekciju vektora ~a = 2~p − 3~q na smjer vektora~b = ~p+ ~q, ako je |~p| = 2, |~q| = 3 i ∠(~p, ~q) = 60o.
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Rjesenja izlaze iz definicije. Skalarna projekcija
 a~b =~a ·~b|~b|
 dobiva se nakon racunanja:
 ~p · ~q = |~p| · |~q| · cosπ
 3
 = 2 · 3 · 1
 2= 3;
 ~a ·~b = (2~p− 3~q)(~p+ ~q)
 = 2~p2 − 3~p~q + 2~p~q − 3~q2
 = 8− 9 + 6− 27 = −22.
 |~b|2 = ~b2 = (~p+ ~q)2
 = ~p2 + 2~p~q + ~q2
 = 4 + 6 + 9 = 19
 |~b| =√
 19.
 a~b =−22√
 19= −5.05.
 Vektorska projekcija dobiva se jednim zahvatom vise. Uvazavajuci dobivene rezultate:
 ~a~b =~a ·~b|~b|2·~b
 =−22
 19(~p+ ~q)
 zadatak je priveden zavrsetku.
 4.8 Zadaci za samostalno rjesavanje
 1. Napisite tablicu skalarnog mnozenja za bazicne vektore.Rjesenje: ~i ·~i = ~j ·~j = ~k · ~k = 1; ~i ·~j =~i · ~k = ~j · ~k = 0.
 2. Izracunajte duljine dijagonala paralelograma razapetog vektorima ~a =~i+~j i ~b = ~k−3~j.Rjesenje: duljine dijagonala iznose 2.45 i 4.24 jedinicnih duljina.
 3. Odredite kut izmedu vektora ~a = −~i+~j i ~b =~i− 2~j + 2~k.Rjesenje: kut ima 3π/4 radijana.
 4. Odredite λ tako da vektori 2~i− 3~j i λ~i+ 4~j budu okomiti.Rjesenje: λ = 6.
 5. Nadite duljine stranica i kuteve trokuta s vrhovima A(−1, 2, 3), B = (2, 1, 2) i C =(0, 3, 0).Rjesenje: dvije su stranice po 3.3, jedna je 3.5 jedinicne duljine, kutevi: dva po 58.5o,jedan od 63o.
 6. Odredite skalarnu projekciju vektora ~a =~i+~j + 2~k na smjer vektora ~b =~i−~j + 4~k.Rjesenje: a~b = 1.89
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7. Naci duljine dijagonala paralelograma razapetog vektorima ~a = 2~m + ~n, ~b = ~m − 2~nako su ~m i ~n jedinicni vektori koji zatvaraju kut 60.Rjesenje: duljine dijagonala su 2.6 i 3.6 jedinicnih duljina.
 8. Izracunajte duljine dijagonala paralelograma razapetog vektorima ~a = 2~m + ~n i ~b =
 ~m− 2~n, ako su ~m i ~n jedinicni vektori, a kut koji zatvaraju ∠(~m,~n) =π
 6.
 Rjesenje: |~a+~b| = 2.19, |~a−~b| = 3.90.
 Zadatak 4.46 Odredite parametar λ tako da moduli vektora ~a = (2aλ, λ, λ − 1) i ~b = (λ +1, λ− 2, 0) budu jednaki i odredite kut izmedu njih.
 Rjesenje. Jednakost modula vodi na racun:
 |~a| = |~b|√4a2λ + λ2 + λ2 − 2λ+ 1 =
 √λ2 + 2λ+ 1 + λ2 − 4λ+ 4
 ∣∣∣24a2λ = 4
 λ = 0.
 Nakon nalazenja komponenti vektora i zapisa u ekonomicnom obliku ~a = (2, 0,−1) i ~b =(1,−2, 0), neposrednim uvrstavanjem dobiva se
 cosϕ =~a ·~b|~a| · |~b|
 =2√5√
 5= 0.4,
 iz cega slijedi ϕ = 66o25′19′′.
 Zadatak 4.47 Zadani su vrhovi paralelograma: A(−3,−2, 0), B(3,−3, 1), C(5, 0, 2) i D(−1, 1, 1).Izracunajte kut medu dijagonalama.
 Rjesavanje zadatka treba poceti provjerom vektora koji razapinju paralelogram:
 −→AB = (6,−1, 1)−−→CD = (−6, 1,−1)
 i daju poredak tocaka u paralelogramu: ABCD. Tada su dijagonale:
 −→AC = (8, 2, 2)−−→BD = (−4, 4, 0).
 Konacno je trazeni kut:
 cosϕ =−32 + 8 + 0
 6√
 24√
 2= −24
 48
 ϕ =2π
 3,
 no kako se za kut izmedu pravaca opcenito uzima manji od dva vrsna kuta, to je u ovom
 slucaju kut medu dijagonalamaπ
 3= 60o.
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Zadatak 4.48 Zadane su tocke A(3, 3,−2), B(0,−3, 4), C(0,−3, 0) i D(0, 2,−4). Izracunajtevektorsku projekciju −−→
 CD−→AB.
 Rjesavanje zadatka pocinje nalazenjem komponenti vektora
 −−→AB = (−3,−6, 6)−−→CD = (0, 5,−4)
 a zavrsava uvrstavanjem u formulu:
 −−→AB−−→
 CD=
 −−→AB ·
 −−→CD
 |−−→AB|2
 · (−3~i− 6~j + 6~k)
 =−30− 24
 9 + 36 + 36· (−3~i− 6~j + 6~k)
 =−2
 3(−3~i− 6~j + 6~k)
 = 2~i+ 4~j − 4~k
 4.9 Vektorski produkt
 Vektorski produkt je binarna racunska operacija definirana tako da za dva trodimenzi-onalna vektora ~a = (α1, α2, α3) i ~b = (β1, β2, β3) daje treci vektor
 ~c =
 ∣∣∣∣∣∣~i ~j ~kα1 α2 α3
 β1 β2 β3
 ∣∣∣∣∣∣ ,gdje se kvazideterminanta razvija po prvom retku.
 Zadatak 4.49 Izracunajte vektorski produkt ~a×~b, ako je zadano:
 1. ~a = (1, 3, 2), ~b = (4, 2, 1),
 2. ~a = (1,−2, 0), ~b = (−3, 1, 4),
 3. ~a = (−4, 1,−3), ~b = (−4, 1,−3) (vektorsko kvadriranje),
 4. ~a = (−2, 3,−3), ~b = (0,−4, 3).
 Vektorski produkt u R3 binarna je operacija
 × : R3 ×R3 → R3
 definirana opisom vektora~c = ~a×~b
 koji ima smjer, orijentaciju i iznos opisan slijedecim tvrdnjama:
 1) ~c je okomit na ravninu odredenu vektorima ~a i ~b
 2) ~a, ~b i ~c u navedenom poretku cine desnu bazu
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3) |~c| = |~a×~b| = |~a||~b| · sinϕ odgovara povrsini paralelograma razapetog vektorima ~a i ~b.
 Svojstva vektorskog produkta su:
 a) antikomutativnost ~a×~b = −~b× ~a,
 b) distributivnost ~a× (~b+ ~c) = ~a×~b+ ~a× ~c,
 c) kvaziasocijativnost λ~a× ν~b = λν~a×~b,
 d) mnozenje jednakih vektora ~a× ~a = ~0
 Zadatak 4.50 Nadite duljinu krace visine i povrsinu paralelograma razapetog vektorima 2~b−~ai 3~a+ 2~b, ako je |~a| = 5, |~b| = 4 i kut ∠(~a,~b) = π
 4.
 Rjesenje. povrsina paralelograma:P = a · va,
 gdje je a duljina jedne od stranica, a va visina paralelograma okomita na tu stranicu.Vektorski racun povrsinu paralelograma racuna kao vektorskog produkta vektora odredenih
 stranicama paralelograma:P = |(2~b− ~a)× (3~a+ 2~b)|.
 Distributivnost omogucava mnozenje zagrada ”svaki sa svakim”, no buduci da komutativnostne vrijedi, vazno je pisati produkt u pravilnom poretku. Vrijedi kvaziasocijativnost.
 P = |6~b× ~a+ 4~b×~b− 3~a× ~a− 2~a×~b|.
 Mnozenje jednake vektore ponistava, a antikomutativnost daje:
 P = |6~b× ~a+ 2~b× ~a|= |8~b× ~a|= |8| · |~b| · |~a| · sin π
 4
 = 8 · 4 · 5 ·√
 2
 2= 80
 √2
 Za izracunavanje duljine visine nedostaje duljina stranice. Buduci se iz podataka ne otkrivakoja je dulja stranica, treba izracunati duljine obje stranice. Skalarno mnozenje jednakihvektora daje
 (2~b− ~a)2 = |2~b− ~a|2
 4~b2 − 4~b · ~a+ ~a2 = |2~b− ~a|2
 4 · 16− 4 · 5 · 4 ·√
 2
 2+ 25 = |2~b− ~a|2√
 89− 40√
 2 = |2~b− ~a|
 duljinu prve stranice, dok racun:
 |3~a+ 2~b|2 = (3~a+ 2~b)2
 = 9~a2 + 12~a ·~b+ 4~b2
 = 225 + 120√
 2 + 64
 |3~a+ 2~b| =
 √289 + 120
 √2
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daje duljinu druge stranice paralelograma. Po formuli koja povezuje povrsinu i visinu parale-lograma sa duljinom stranice, dobivaju se dvije visine:
 v1 =80√
 2√89− 40
 √2
 = 19.87,
 v2 =80√
 2√289 + 120
 √2
 = 5.28.
 Trazena je duljina krace i ona iznosi 5.28 jedinicnih duljina.
 Zadatak 4.51 Izracunajte povrsinu paralelograma cije dijagonale odreduju vektori 3~m + 3~n
 i ~m− ~n, gdje su ~m i ~n jedinicni vektori koji zatvaraju kutπ
 6.
 Rjesenje. Za dijagonale paralelograma vrijedi ~a + ~b = 3~m + 3~n, ~a − ~b = ~m − ~n gdje su~a i ~b vektori koji odreduju stranice paralelograma. Rijesiti sustav po ~a i ~b i povrsina je 1.5kvadratnih jedinica.
 Zadatak 4.52 Napisite tablicu vektorskog produkta za bazicne vektore.
 Rjesenje. Tablica:
 × ~i ~j ~k~i ~0 ~k −~j~j −~k ~0 ~i~k ~j −~i ~0
 Zadatak 4.53 Pokazite da je vektorsko mnozenje koordinatno zapisanih vektora moze racunatiformalno kvazideterminantom:
 ~a×~b =
 ∣∣∣∣∣∣~i ~j ~kax ay azbx by bz
 ∣∣∣∣∣∣ .Zadatak 4.54 Neka su ~a =~i+~j i ~b = −~i+ 2~j. Izracunajte ~a×~b.
 Rjesenje. 3~k.
 Zadatak 4.55 Nadite povrsinu i visinu paralelograma razapetog vektorima ~a = 2~j + ~k i ~b =~i+ 2~k.
 Rjesenje. P = 4.6, v = 2.05, a radi se o rombu.
 Zadatak 4.56 Odredite povrsinu trokuta ciji su vrhovi A(1, 1, 1), B(2, 3, 4) i C(4, 3, 2).
 Rjesenje. P = 4.9 kvadratnih jedinica.
 Zadatak 4.57 Odredite jedinicni vektor okomit na vektore ~a =~i+~j + 2~k i ~b = 2~i+~j + ~k.
 Rjesenje. ~n0 = ± 1√11
 (−~i+ 3~j − ~k
 ).
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Zadatak 4.58 Odredite skalarnu i vektorsku projekciju vektora ~a = ~b×~b na vektor ~d =−→AB,
 ako je A = (2,−2,−1), B = (0,−1,−3),~b = −2~i−~j + 3~k i ~c = 2~i+~j + ~k.
 Rjesenje. Potrebno je naci zapise vektora ~a i−→AB:
 ~a =
 ∣∣∣∣∣∣~i ~j ~k−2 −1 32 1 1
 ∣∣∣∣∣∣ = −4~i+ 8~j.
 −→AB = −2~i+~j − 2~k.
 Skalarna projekcija:
 a−→AB
 =8 + 8 + 0√4 + 1 + 4
 =16
 3,
 a vektorska projekcija:
 ~a−→AB
 =16
 9(−2~i+~j − 2~k).
 Zadatak 4.59 Zadani su vektori ~a = (1, 1, 1), ~b = (1, 1, 0) i ~c = (1,−1, 0). Odredite nepoz-nati vektor ~x koji zadovoljava uvjete:
 ~x · ~a = 3
 ~x×~b = ~c
 Rjesenje. Nepoznati vektor ~x treba traziti po komponentama pretpostavkom da je
 ~x = α~i+ β~j + γ~k
 i zadatak se svodi na nalazenje nepoznanica α, β i γ . Jednadzbe izlaze iz uvjeta:
 ~x · ~a = α + β + γ = 3
 ~x×~b =
 ∣∣∣∣∣∣~i ~j ~kα β γ1 1 0
 ∣∣∣∣∣∣ = ~i−~j
 α + β + γ = 3
 −γ~i+ γ~j + (α− β)~k = ~i−~j.
 Koristeci se nezavisnosti vektora baze trodimenzionalnog prostora, dobiva se
 γ = −1
 α = β,
 sto uvrstavanjem u prvi uvjet daje
 2α− 1 = 3
 α = 2
 β = 2
 i trazeni vektor vise nije nepoznat:
 ~x = (2, 2,−1).
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4.10 Mjesoviti produkt
 Definicija i racunanje mjesovitog produkta u koordinatnom zapisu vektora dani su relacijom:
 (~a×~b) · ~c =
 ∣∣∣∣∣∣ax ay azbx by bzcx cy cz
 ∣∣∣∣∣∣Geometrijski, apsolutna vrijednost mjesovitog produkta je volumen paralelepipeda razapetogvetorima ~a,~b i ~c.
 Volumen tetraedra odredenog vektorima ~a,~b i ~c racuna se po formuli:
 Vtetraedra =1
 6|(~a×~b) · ~c|.
 Komplanarni vektori su oni vektori koji leze u jednoj ravnini.
 Svojstva mjesovitog produkta:
 a) Ciklickom zamjenom poretka vektora mjesoviti se produkt ne mijenja. Zamjenabilo koja dva vektora u mjesovitom produktu povlaci promjenu predznaka.
 b) Zamjenom vektorskog i skalarnog produkta mjesoviti produkt se ne mijenja
 c) Mjesoviti produkt jednak je nuli kod komplanarnih vektora.
 Zadatak 4.60 Izracunajte mjesoviti produkt (~a×~b) · ~c, ako je zadano:
 1. ~a = (1, 3, 2), ~b = (4, 2, 1), ~c = (3, 4, 1)
 2. ~a = (1,−2, 0), ~b = (−3, 1, 4), ~c = (2,−5, 1)
 3. ~a = (−4, 1,−3), ~b = (−4, 1,−3), ~c = (3, 4, 1)
 4. ~a = (−2, 3,−3), ~b = (0,−4, 3), ~c = (0,−4, 3)
 5. ~a = (2, 1, 3), ~b = (1, 4, 2), ~c = (3, 5, 5)
 Zadaci
 1. Naci volumen i visinu paralelepipeda razapetog vektorima
 ~a = 2~i−~j − ~k~b =~i+ 3~j − ~k~c =~i+~j + 4~k
 .
 Rjesenje. V = 33, v = 4.4
 2. Koliki je volumen tetraedra razapetog vektorima iz prvog zadatka? Rjesenje. V = 5.5
 3. Pokazite da su vektori ~a = −~i+3~j+2~k, ~b = 2~i−3~j−4~k i ~c = −3~i+12~j+6~k komplanarnii rastavite vektor ~c na komponente u smjeru vektora ~a i ~b. Rjesenje. V = 0, ~c = 5~a+~b
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4. Zadani su vektori ~a = (1, 1, 1) i~b = (1,−2, 0). Nadite takav vektor ~c koji je komplanaran
 s ~a i ~b, okomit na ~a i ~c ·~b = 14. Rjesenje. ~c = (4,−5, 1)
 Zadatak 4.61 Dokazite da tocke A(2,−1,−2), B(1, 2, 1), C(2, 3, 0) i D(5, 0,−6) pripadajujednoj ravnini.
 Rjesenje. Volumen tetraedra s vrhovima ABCD jednak je nuli samo ako sve cetiri tockeleze u ravnini. Dokaz tvrdnje slijedi iz jednakosti
 1
 6(−→AB ×
 −→AC) ·
 −−→AD = 0
 (−→AB ×
 −→AC) ·
 −−→AD = 0.
 Mjesoviti produkt vektora:
 −−→AD = 3~i+~j − 4~k−→AB = −~i+ 3~j + 3~k−→AC = 4~j + 2~k.
 Racuna se determinantom:∣∣∣∣∣∣3 1 −4−1 3 30 4 2
 ∣∣∣∣∣∣ = 3(6− 12)− (−2)− 4(−4)
 = 3(−6) + 2 + 16
 = −18 + 18
 = 0
 i tvrdnja zadatka je dokazana.
 Zadatak 4.62 Odredite jedinicni vektora okomit na vektore ~a = (−2,−6,−1) i ~b = (1, 2, 0),
 a koji s vektorom ~c = (2,−1, 0) zatvara siljasti kut. U smjeru tog vektora odredite vektor ~d
 tako da vektori ~a,~b i ~d razapinju paralelepiped volumena 18 kubicnih jedinica.
 Rjesenje. Prvi korak je nalazenje jednog vektora koji je sigurno okomit na vektore ~a i ~b:
 ~a×~b =
 ∣∣∣∣∣∣~i ~j ~k−2 −6 −11 2 0
 ∣∣∣∣∣∣ = 2~i−~j + 2~k.
 Postoji beskonacno mnogo vektora koji su okomiti na ~a i na ~b, jer vektor 2~i−~j+2~k pomnozenbilo kojim skalarom, ponovo ce biti vektor okomit na ~a i ~b.
 Slijedeci uvjet je siljatost kuta koji dobiveni vektor zatvara sa zadanim vektorom ~c =(2,−1, 0):
 cosϕ =(~a×~b) · ~c|~a×~b||~c|
 =4 + 1√
 4 + 1 + 4 ·√
 4 + 1=
 5
 3√
 5=
 √5
 3,
 odakle je
 ϕ = cos−1√
 5
 3= 41o48′37′′,
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pa slijedi da dobiveni vektor 2~i−~j + 2~k zatvara siljasti kut s vektorom ~c.Buduci je
 |~a×~b| =√
 4 + 1 + 4 = 3,
 jedinicni vektor okomit na vektore ~a = (−2,−6,−1) i ~b = (1, 2, 0), koji s vektorom ~c =(2,−1, 0) zatvara siljasti kut je vektor
 (~a×~b)0 =1
 3(2~i−~j + 2~k).
 Vektor ~d koji se u zadatku trazi ima isti smjer, pa je
 ~d = λ · 1
 3(2~i−~j + 2~k).
 Zahtjev da ~d s vektorima ~a i ~b razapinje paralelepiped volumena 18 kubicnih jedinica dajejednadzbu za λ:
 |
 ∣∣∣∣∣∣2λ3
 −λ3
 2λ3
 −2 −6 −11 2 0
 ∣∣∣∣∣∣ | = 18
 |λ3| · |
 ∣∣∣∣∣∣2 −1 2−2 −6 −11 2 0
 ∣∣∣∣∣∣ | = 18
 |λ|3
 (2 · 2 + 1 + 2 · 2) = 18
 |λ| =18 · 3
 9λ1 = 6 λ2 = −6.
 Zadatak ima dva vektora kao konacno rjesenje, zbog dvije moguce orijentacije istog smjera:
 ~d1 = 4~i− 2~j + 4~k~d2 = −4~i+ 2~j − 4~k.
 Zadatak 4.63 Izracunajte volumen paralelepipeda ciji su bridovi odredeni vektorima ~m =~a +~b + ~c, ~n = ~a +~b− ~c i ~p = ~a−~b + ~c, ako je poznato samo to da vektori ~a,~b i ~c razapinjuparalelepiped volumena 3/4 kubicne jedinice.
 Rjesenje. Buduci vektori ~a,~b i ~c nisu ortonormirani, ne moze se koristiti determinanta u nalazenju mjesovitogprodukta. Ostaje samo definicija:
 V = |(~m× ~n) · ~p|= |((~a+~b+ ~c)× (~a+~b− ~c)) · (~a−~b+ ~c)|.
 Buduci je vektorsko mnozenje distributivno glede zbrajanja smije se vektorski mnoziti zagrade po nacelu”svaki sa svakim” uz obavezan oprez postivanja poretka u vektorskom umnosku:
 V = |(~a×~b− ~a× ~c+~b× ~a−~b× ~c+ ~c× ~a+ ~c×~b) · (~a−~b+ ~c)|= |(2~c× ~a+ 2~c×~b) · (~a−~b+ ~c)|,
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jer je mnozenje antikomutativno, pa svaka zamjena mjesta vektora u vektorskom produktu povlaci promjenupredznaka.
 Skalarno mnozenje je distributivno, pa se zagrade ponovo mnoze po nacelu ”svaki sa svakim”. Izostavljenisu monomi u kojima se dvaput javlja isti vektor, jer imaju vrijednost nula.
 V = | − 2(~c× ~a) ·~b+ 2(~c×~b) · ~a|= |2(~c×~b) · ~a+ 2(~c×~b) · ~a|,
 jer svaka zamjena vektora u mjesovitom produktu povlaci promjenu predznaka produkta. Konacno:
 V = |4(~c×~b) · ~a)|
 = 4 · 3
 4= 3
 po uvjetu u zadatku.
 4.11 Problemski zadaci
 U sljedecim zadacima pokusajte dokazati tvrdnje. Zadaci nemaju rjesenja. Ispravnost dokazasastoji se u logicnom slijedu tvrdnji koje proizlaze iz definicija i teorema koji su dokazani uprethodnom dijelu zbirke.
 1. Dokazite da su za svaka tri po volji odabrana vektora ~a,~b i ~c vektori ~a−~b, ~b−~c i ~c−~akomplanarni.
 2. Dokazite da za vektore napisane po komponentama ortonormirane baze trodimenzional-nog sustava
 ~a = ax~i+ ay~j + az~k
 ~b = bx~i+ by~j + bz~k
 ~c = cx~i+ cy~j + cz~k
 vrijedi
 (~a×~b) · ~c =
 ∣∣∣∣∣∣ax ay azbx by bzcx cy cz
 ∣∣∣∣∣∣ .3. Dokazati da za bilo koja 4 trodimenzionalna vektora vrijedi
 (~a×~b) · (~c× ~d) =
 ∣∣∣∣∣ ~a~c ~a~d~b~c ~b~d
 ∣∣∣∣∣ .Uputa: Svaki se trodimenzionalni vektor moze raspisati po komponentama ortogonalne baze. Algebar-ska razrada lijeve i desne strane vodi na podudarnost.
 4.12 Ispitni zadaci s vektorima
 Na ispitu se provjerava razumijevanje vektorskog racuna u sto vecem opsegu.
 Zadatak 4.64 Vektor ~n komplanaran je s vektorima ~p i ~q, pri cemu je |~p| = 2, |~q| = 4 i∠(~p, ~q) = π/4. Ako je ~n · ~p = 8 i ~n · ~q = 16 odredite
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a) jedinicni vektor vektora ~n kao linearnu kombinaciju vektora ~p i ~q,
 b) |~n+ ~q|
 c) ∠(~n, ~p).
 Rjesenje. Komplanarnost vektora ~n, ~p i ~q podrazumijeva da se vektor ~n moze napisati kaolinearna kombinacija vektora ~p i ~q:
 ~n = α~p+ β~q.
 Nepoznati skalari α i β dobivaju se iz uvjeta koji prelaze u jednadzbe. Prvi uvjet daje prvujednadzbu za α i β:
 ~n · ~p = 8
 (α~p+ β~q) · ~p = 8
 α~p2 + β~q · ~p = 8
 4α + β · 2 · 4 · 1
 2= 8
 4α + 4β = 8,
 a drugi uvjet drugu jednadzbu:
 ~n · ~q = 16
 (α~p+ β~q) · ~q = 16
 α~p · ~q + β~q2 = 16
 4α + 16β = 16.
 Sustav {4α + 4β = 8
 4α + 16β = 16
 ima rjesenje α = 43, β = 2
 3, pa je vektor ~n linearna kombinacija
 ~n =4
 3~p+
 2
 3~q.
 Sada se mogu rjesavati zahtjevi zadatka.
 a) Vektor ~n = 43~p+ 2
 3~q nije jedinicni:
 |~n| =√
 (3~p+
 2
 3~q)2
 =
 √16
 9~p2 +
 16
 9· ~p · ~q +
 4
 9~q2
 =2
 3
 √4~p2 + 4~p · ~q + ~q2
 =2
 3
 √16 + 16 + 16 = 8
 √3
 3.
 Jedinicni vektor u smjeru ~n dobiva se nakon mnozenja
 ~n0 =1
 |~n|· ~n =
 3
 8√
 3· 2
 3(2~p+ ~q)
 59

Page 60
						

i daje rjesenje pod a):
 ~n0 =
 √3
 6~p+
 √3
 12~q.
 b) Racunanjem
 ~n+ ~q =4
 3~p+
 2
 3~q + ~q
 =4
 3~p+
 5
 3~q.
 |~n+ ~q| =1
 3
 √16~p2 + 40~p · ~q + 25~q2
 =1
 3
 √64 + 160 + 400 =
 1
 3
 √624 = 4
 √39
 3
 dolazi se do rjesenja.
 c) Analogno, koristeci rezultat b) dijela zadatka i uvjet zadatka,
 cosϕ =~n · ~p|~n| · |~p|
 =8
 8√3
 3· 2
 =
 √3
 2
 ϕ = ∠(~n, ~p) =π
 6.
 Zadatak 4.65 Nadite vektor ~c kolinearan vektoru ~a+~b, ako je ~a ·~b = 5, ~c ·~b = 18 i |~b| = 2.
 Napisite vektor ~c kao linearnu kombinaciju vektora ~a i ~b.
 Rjesenje. Kolinearnost vektora ~c i vektora ~a+~b algebarski se zapisuje
 ~c = λ(~a+~b),
 gdje λ ∈ R treba otkriti. Jednadzba koja odreduje λ izlazi iz uvjeta:
 ~c ·~b = λ(~a+~b) ·~b = 18,
 koji zbog ~a ·~b = 5 prelazi u
 λ(~a ·~b+~b2) = 18
 λ(5 + 4) = 18
 λ = 2,
 pa je vektor~c = 2~a+ 2~b.
 Zadatak 4.66 Nadite vektor ~x okomit na vektore
 ~a = (3, 2, 1)
 ~b = (2,−1, 3)
 ~c(1, 1,−1)
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Rjesenje. Nepoznati vektor trazimo u opcenitom zapisu
 ~x = (α, β, γ)
 uz uvjete da skalarni produkt ponistava okomite vektore:
 ~x · ~a = 3α + 2β − γ = 0
 ~x ·~b = 2α− β + 3γ = 0
 ~x · ~c = α + β − γ = 0.
 Sustav jednadzbi ima samo jedno rjesenje:
 α = β = γ = 0
 pa je jedini vektor okomit na tri ocito nekomplanarna vektora nuzno jedino nulvektor:
 ~x = ~0.
 Zadatak 4.67 Zadani su vektori−→OA = (1, 1, 1),
 −−→OB = (4, 4, 4),
 −→OC = (3, 5, 5),
 −−→OD =
 (2, 2m, 3m+ 1) i vektor ~a = 3~i− 5~j + 2~k.
 a) Odredite m tako da−−→AD bude okomit na vektor ~a.
 b) Izracunajte volumen tetraedra ABCD.
 Rjesenje.
 a) Vektor:−−→AD =
 −−→OD −
 −→OA =~i+ (2m− 1)~j + 3m~k
 i uz uvjet okomitosti koji ponistava skalarni produkt:−−→AD ⊥ ~a⇒
 −−→AD · ~a = 0
 3− 5(2m− 1) + 6m = 0
 3− 10m+ 5 + 6m = 0
 8 = 4m
 m = 2
 b) Za nadenu vrijednost m = 2 vektori koji razapinju tetraedar su:−→AB = (3, 3, 3)−→AC = (2, 4, 4)−−→AD = (1, 3, 6)
 i volumen tetraedra
 V =1
 6|
 ∣∣∣∣∣∣3 3 32 4 41 3 6
 ∣∣∣∣∣∣ |V =
 1
 6|(3 · 12− 3 · 8 + 3 · 2)|
 V =1
 6|(36− 24 + 6)|
 iznosi 3 kubicne jedinice.
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Zadatak 4.68 Izracunajte velicinu kuta sto ga zatvaraju jedinicni vektori ~m i ~n, ako suvektori ~s = ~m+ 2~n i ~t = 5~m− 4~n okomiti.
 Rjesenje. Postupak nije dugacak, ali je zahtjevan za razumijevanje:
 ~s ⊥ ~t⇒ ~s · ~t = 0
 (~m+ 2~n)(5~m− 4~n) = 0
 5~m2 + 10~m~n− 4~m~n− 8~n2 = 0
 6~m~n = 3
 |~m||~n| cosϕ =1
 2⇒ ϕ =
 π
 3
 Zadatak 4.69 Tri jedinicna, ali ne i ortogonalna vektora ~i, ~j i ~k zatvaraju kuteve: ∠(~i,~j) =
 π/4, ∠(~j,~k) = π/2 i ∠(~k,~i) = 2π/3. Ako je ~a =~i−~j + ~k, a ~b =~i+~j, nadite |~a×~b|.Rjesenje. Poznata svojstva distributivnosti i antikomutativnosti redom daju
 ~a×~b = (~i−~j + ~k)× (~i+~j)
 = −~j ×~i+ ~k ×~i+~i×~j + ~k ×~j= 2~i×~j + ~k ×~i+ ~k ×~j
 |~a×~b| =
 √(~a×~b)2
 =
 √4(~i×~j)2 + (~k ×~i)2 + (~k ×~j)2 + 4(~i×~j)(~k ×~i) + 2(~k ×~j)(~k ×~i) + 4(~i×~j)(~k ×~j)
 =
 √7
 2,
 jer je, primjerice:(~i×~j)2 = |~i×~j|2 = |~i|2|~j|2 sin2(π/4) = 1/2,
 dok je po 3. problemskom zadatku:
 (~k ×~j)(~k ×~i) =
 ∣∣∣∣∣ ~k~k ~k~i~j~k ~j~i
 ∣∣∣∣∣ ,a skalarne produkte valja racunati po definiciji:
 ~k~i = |~k||~i| cos(2π/3) = −1/2.
 Zadatak 4.70 Tocke A(2, 0, 0), B(0, 3, 0), C(0, 0, 6) i D(2, 3, 8) vrhovi su piramide. Izracunajte
 a) volumen piramide
 b) visinu na stranicu ABC
 Rjesenje.
 a) Vektori koji odreduju trostranu piramidu su:
 −−→AB = −2~i+ 3~j−→AC = −2~i+ 6~k−−→AD = 3~j + 8~k
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a volumen piramide dobiva se racunom:
 V = |16
 ∣∣∣∣∣∣−2 3 0−2 0 60 3 8
 ∣∣∣∣∣∣ |=
 1
 6|(−2 · (−18)− 3 · (−16))|
 1
 6|84| = 14.
 b) Visina na stranicu ABC kao na osnovicu dobiva se iz srednjoskolske formule
 V =B · v
 3,
 gdje je V - volumen piramide, B - povrsina osnovice i v - visina piramide mjerena od osnovice povrsineB. Povrsina osnovice dobiva se kao polovica apsolutne vrijednosti vektorskog produkta:
 B =1
 2|−−→AB ×
 −→AC|
 =1
 2|
 ∣∣∣∣∣∣~i ~j ~k−2 3 0−2 0 6
 ∣∣∣∣∣∣ |=
 1
 2|18~i+ 12~j + 6~k|
 = 3|3~i+ 2~j + ~k|= 3
 √9 + 4 + 1 = 3
 √14
 Sada ostaje izracunati duljinu visine v:
 v =3V
 B=
 42
 3√
 14=√
 14 = 3.7
 i zadatak je rijesen
 Zadatak 4.71 Zadani su vektori ~a = (2λ, 1, 1 − λ), ~b = (−1, 3, 0) i ~c = (5,−1, 8). Odredite parametar λ
 tako da vektor ~a zatvara jednake kutove s vektorima ~b i ~c. Za takav λ odredite nagib vektora ~a prema ravniniodredenoj vektorima ~b i ~c. Za isti λ odredite volumen i jednu od visina paralelepipeda konstruiranog nadvektorima ~a,~b i ~c.
 Rjesenje. Buduci se kut izmedu vektora nalazi u intervalu [0, π], to ce jednakost kosinusa povlaciti jednakostkutova:
 ~a ·~b|~a||~b|
 =~a · ~c|~a||~c|
 .
 Mnozenje modulom vektora ~a i uvrstavanje koordinata vektora ~a,~b i ~c daje:
 −2λ+ 3√10
 =2λ+ 7√
 90| · 3√
 10
 −6λ+ 9 = 2λ+ 7
 −8λ = −2
 λ =1
 4
 i prvi dio zahtjeva je zadovoljen.Nagib vektora ~a prema ravnini odredenoj vektorima ~b i ~c u stvari je kut pravca koji ima smjer vektora ~a
 i jedne od ravnina paralelnih vektorima ~b i ~c. Taj kut definira se kao siljasi kut pravca i njegove vertikalne
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projekcije (sjene) u ravnini. Vektorski racun omogucava nalazenje kuta koji zatvaraju vektor ~a i vektor okomit
 na vektore ~b i ~c:
 ~b× ~c =
 ∣∣∣∣∣∣~i ~j ~k−1 3 05 −1 8
 ∣∣∣∣∣∣ = 24~i+ 8~j − 14~k.
 Kut se racuna po standardnoj formuli:
 cosϕ =~a · (~b× ~c)|~a||~b× ~c|
 =12 + 8− 21
 2√14 + 1 + 9
 16 ·√
 836
 =9.5√
 1.8125√
 836= 0.24405
 ϕ = 75o52′28′′
 i daje komplement kuta kojeg zatvara smjer vektora ~a i ravnina odredena vektorima ~b i ~c. Trazeni kut:
 ψ = 14o7′32′′.
 Volumen paralelepipeda kojeg zatvaraju vektori ~a,~b i ~c racuna se pomocu determinante:
 V =
 ∣∣∣∣∣∣12 1 3
 4−1 3 05 −1 8
 ∣∣∣∣∣∣ =1
 2· 24 + 8 +
 3
 4· (−14) = 9.5,
 sto je bilo i za ocekivati iz prethodnog racunanja kuta.Ako se za visinu odabere upravo visina na bazu - paralelogram razapet vektorima ~b i ~c, koristeci rezultat
 B = |~b× ~c| =√
 836
 i srednjeskolsku formuluV = B · v
 dobiva se
 v =V
 B=
 9.5√836
 = 0.32
 i zadatak je u potpunosti rijesen
 4.13 Zadaci za vjezbu
 Zadaci su namijenjeni samostalnom rjesavanju. Zadatke koje ne mozete rijesiti sami, rijesite u suradnji sdemonstratorom, asistentom, profesorom ili instruktorom. Ipak, prije no sto potrazite strucnu pomoc, bilo bidobro kad bi samostalno rijesili barem tri postavljena zadatka.
 Zadaci
 1. Pokazite da su vektori ~a = −~i + 5~k, ~b = 2~i + 3~j + 7~k i ~c = −10~i − 9~j − ~k komplanarni, pa rastavitevektor ~c u smjeru vektora ~a i ~b.Rjesenje: ~c = 5~a+~b.
 2. Vektori ~a i ~b zadani su tako, da je |~a| = 3, |~b| = 4, a kut medu njima je 120o. Kolika je duljina vektora
 ~c = 2~a− 1.5~b?Rjesenje: |~c| = 10.4 jedinicne duljine.
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3. Odredite volumen i oplosje trostrane piramide ciji su vrhovi tocke A(0, 0, 1), B(2, 3, 5), C(6, 2, 3) iD(3, 7, 2).Rjesenje: V = 20 kubicnih, a O = 56.2 kvadratne jedinice (Oplosje tijela je ukupna povrsina plohakoje omeduju tijelo).
 4. Tocke A(−3,−2, 0), B(3,−3, 1) i C(5, 0, 2) tri su uzastopna vrha paralelograma ABCD. Odrediteopseg i povrsinu tog paralelograma. Nadite koordinate cetvrtog vrha D.Rjesenje. O = 19.81 jedinicnih duljina, P = 20.78 kvadratne jedinice. D = (−1, 1, 1).
 5. Zadani su vrhovi trokuta A(2, 1, 1), B(3, 1, 4) i C(0, 2, 1). Izracunajte povrsinu zadanog trokuta iduljinu visine spustene iz vrha C:Rjesenje. P = 3.4 kvadratne jedinice, h = 2.1 jedinicne duzine.
 6. Odredite parametar t tako da tocke A(t+2, 7,−2), B(3, 2,−1), C(9, 4, 4) i D(1, 5, 0) leze u istoj ravnini.Odredite povrsinu cetverokuta ABCD.Rjesenje: t = − 89
 13 , P = 24.3 kvadratne jedinice.
 7. Zadani su vektori ~a =~i−~j+ 3~k, ~b = −~i+ 3~j i ~c = 5~j− 2~k. Prikazite vektor ~c kao linearnu kombinacijuvektora ~a, ~b i ~a×~b.Rjesenje: komponente vektora ~c su redom (− 25
 47 ,12194 ,−
 1994 ).
 8. Na osi OZ nadite tocku A, tako da tocka A zajedno s tockama: B = (2, 3, 5), C = (6, 2, 3) i D = (3, 7, 2)odreduje trostranu piramidu volumena 20 kubicnih jedinica. Odredite duljinu visine zadane piramidekoja je spustena iz vrha A.Rjesenja: zA = 257/17, h = 5.3 jedinicne duljine.
 9. Zadani su vektori ~a =~i+~j, ~b =~i−~j i ~c = −~j + 2~k. Odrediti vektor ~d iz uvjeta ~c · ~d = 1 i ~d×~a = ~b, azatim naci vektorsku projekciju vektora ~d na smjer vektora ~c.Rjesenje: ~d = (−3,−3,−1), ~d~c = (0,−1/5, 2/5).
 10. Koordinate tocke D tri su uzastopna prirodna broja. Nadite koordinate tocke D tako da tocka Dzajedno s tockama A = (1,−2, 4), B = (0,−2,−3) i C = (4, 5,−1) zatvara tetraedar volumena 35/3kubicnih jedinica.Rjesenje provjerite sami.
 11. Nadite skalarnu i vektorsku projekciju vektora ~a = ~b × ~c na vektor ~d =−−→AB, ako je ~b = −2~i −~j + 3~k,
 ~c = 2~i+~j + ~k, A(2,−2,−1), B(0,−1,−3).
 Rjesenje: skalarna projekcija 163 , vektorska: ~a~d = − 16
 9 (2~i−~j + 2~k)
 12. Zadani su vektori ~a = ~i + ~j + 4~k, ~b = ~i − 2~j i ~c = 3~i + m~j + 4~k. Odredite m tako da vektori ~a,~b i ~cbudu komplanarni i izrazi ~c kao linearnu kombinaciju vektora ~a i ~b.Rjesenje: m = −3, ~c = ~a+ 2~b.
 13. Zadane su tocke A(1, 1, 1), B(4, 4, 4), C(3, 5, 5) i D(2, 2m, 3m+1), te vektor ~a = 3~i−5~j+2~k. Odredite:
 (a) m, tako da vektor−−→AD bude okomit na ~a
 (b) volumen tetraedra ABCD
 rjesenje: m = 2, V = 3.
 14. Odrediti m tako da vektor ~a = 12~i + m~j + 3
 4~k zatvaraju jednake kutove s vektorima ~b = −~i + 3~j i
 ~c = 5~i−~j + 8~k.Rjesenje: m = 1.
 4.14 Zadaci iskljucivo za samostalno rjesavanje
 1. Zadani su vektori: ~m = 2~a +~b − ~c i ~n = −3~a +~b − ~c, gdje su ~a, ~b i ~c jedinicni vektori koji zatvarajukuteve: ∠(~a,~b) = π
 6 , ∠(~a,~c) = π3 i ∠(~b,~c) = π
 6 . Izracunajte duljine dijagonala paralelograma kojegrazapinju vektori ~m i ~n.
 2. Tri uzastopna vrha paralelograma su A(−1,−1, 2), B(0, 1,−3), C(−4, 0,−2). Nadite cetvrti vrh iodredite duljinu krace visine paralelograma.
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3. Pokazite da tocke A(2, 3, 4), B(1, 3,−2), C(−1, 0, 2) i D(3,−3, 4) ne leze u jednoj ravnini. Koliko bivisok bio tetraedar odreden tim tockama kad bi ga postavili na plohu odredenu tockama ABC?
 4. Vektori ~a, ~b i ~c razapinju paralelepiped volumena 8 kubicnih jedinica. Koliki volumen ce imati parale-lepiped kojeg ce razapinjati vektori 2~a+~b+ ~c, ~a+ 2~b+ ~c i 3~a− 2~b− ~c?
 5. Neka su ~a i ~b vektori za koje vrijedi: |~a| = 4, |~b| = 5, a kut izmedu vektora ~a i ~b iznosi 60o. Nadite veci
 kut u paralelogramu kojeg razapinju vektori 3~a+ 2~b i 2~a− 3~b.
 6. Zadane su tocke: A(2,−3, 3), B(0, 2, 1) i C(−3,−2, t). Odredite parametar t tako da trokut ∆ABCima povrsinu 16 kvadratnih jedinica.
 7. Zadane su tocke: A(t,−2, 1), B(0, 2, 0) i C(−1, 2,−3). Odredite parametar t tako da trokut ∆ABCima povrsinu 18 kvadratnih jedinica.
 8. Odredite prvu koordinatu x tocke D ako tocke A(2, 3, 1), B(4, 0, 3), C(5, 5,−2) i D(x, 1, 2) odredujutetraedar u kojem visina spustena iz vrha D ima duljinu v = 18 jedinicnih duljina.
 9. Odredite drugu koordinatu y tocke C, ako tockeA(5, 1, 4), B(−1,−1,−1), C(2, y, 3) iD(3, 2, 1) odredujutetraedar u kojem visina spustena iz vrha C ima duljinu v = 15 jedinicnih duljina.
 10. Da li tocke A(−2, 1,−3), B(1, 1, 0), C(3, 6, 9), i D(1, 8, 2) leze u istoj ravnini. Ako leze, izrazite vektor−−→AB kao linearnu kombinaciju vektora
 −→AC i
 −−→AD. Ako ne leze, izracunajte volumen tetraedra ciji su to
 vrhovi.
 11. Izracunajte skalarnu projekciju vektora ~a = (3,−12, 4) na vektor ~b = ~c × ~d, ako je ~c = (−1, 0, 2) i~d = (1, 3,−4).
 12. Tetraedar ABCD ima volumen od 12.5 kubicnih jedinica. Ako su poznata tri vrha tetredra: A(2, 0,−1),
 B(3,−1, 5) i C(4, 4, 4), odredite koordinate cetvrtog vrha D, ako je vektor−−→AD u smjeru vektora
 3~i+ 2~j + ~k.
 13. Izracunajte duljine stranica i povrsinu paralelograma razapetog vektorima ~a = 2~m + ~n i ~b = ~m − 2~n,ako je |~m| = 2, |~n| = 4, dok je kut ∠(~m,~n) = π/3.
 14. Vektori ~m i ~n su takvi da je |~m| = 2, |~n| = 3, a kut ∠(~m,~n) = π/4. Kakav kut zatvaraju vektori
 ~= 3~m− 2~n i ~b = 4~m+ 5~n koji predstavljaju linearne kombinacije vektora ~m i ~n?
 15. Napisite komponente vektora ~x za koji je ~x · ~a = 4, ~x · ~b = −2 i ~x · ~c = −7, ako su zadani vektori~a = 2~i− 3~j, ~b = −~j − ~k i ~c =~i+~j − ~k.
 16. Odredite vektor duljine 7 koji je okomit na vektore ~a = 2~i+ 3~j − 4~k i ~b = 3~i−~j + ~k.
 17. Tocke A(1, 0, 2), B(−3,−2, 1), C(2, 1, 1) iD(−1,−1, 1) vrhovi su tetraedra. Odredite volumen tetraedrai duljinu visine spustene iz vrha D.
 18. Tocke A(3, 2, 0), B(−3, 3,−1) i D(1,−1,−1) vrhovi su paralelograma ABCD. Odredite opseg, povrsinui koordinate vrha C u zadanom poretku vrhova paralelograma.
 Rjesenja zadataka.
 1. Kraca dijagonala ima 0.78 i dulja 5 jedinicnih duljina.
 2. Cetvrti vrh D = (−5,−2, 3), a kraca visina je ona na stranicu AB i iznosi 3.73 jedinicne duljine.
 3. V = 19 6= 0, a visina na ABC iznosi 4.7 jedinicnih duljina.
 4. V = 32 kubicne jedinice.
 5. Veci kut je 114o47′29′′.
 6. Dva su rjesenja: t1 = 5.78, t2 = −1.85.
 7. Analogno: t1 = 6.941, t2 = −6.54
 8. x1 = 70.385, x2 = −61.985.
 9. y1 = 9.28, y2 = −13.03.
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10. Ne leze, V = 19.5 kubicnih jedinica.
 11. Skalarna projekcija: −6/7.
 12. D = (11, 6, 2).
 13. Duljine stranica: |~a| = 4√
 3 ∼ 7, |~b| = 2√
 13 ∼ 7.2 jedinicnih duljina. P = 20√
 3 ∼ 34.6 jedinicnihduljina.
 14. Tupi kut, jer je kosinus negativan.
 15. Rjesenje: ~x = (−1,−2, 4).
 16. Trazeni vektor je7√318
 (−~i− 14~j − 11~k).
 17. V = 16 kubicne jedinice, a visina h = 0.16 jedinicne duljine.
 18. O = 2√
 38 + 2√
 14 = 19.8 jedinicnih duljina, P =√
 432 = 20.8 kvadratnih jedinica, C = (−5, 0,−2).
 5 Funkcije jedne realne varijable
 Neka su D i K neprazni skupovi. Ako postoji pravilo koje svakom elementu skupa D pridruzuje jedan isamo jedan element skupa K, govori se o funkcijskom preslikavanju skupa D u skup K ili funkciji :
 f : D→ K.
 Uobicajen je zapisy = f(x)
 gdje je
 x ∈ D ⊆ R - varijabla
 y ∈ K ⊆ R - vrijednost funkcije
 f(x) - pravilo koje svakom elementu x pridruzi element y ∈ K.
 U ovom poglavlju zadaci su vezani uz proucavanje osobina funkcija jedne realne varijable: y = f(x), gdje jex ∈ D, f(x) formula, a y vrijednost funkcije za konkretni x ∈ D. Skup svih mogucih vrijednosti funkcijenaziva se slikom: R(f)
 Svaka formula ima prirodno podrucje definicije, domenu D. Nalazenje domene nuzno je zbog potpuneanalize ponasanja funkcije: rasta ili pada, ekstrema, konveksnosti i konkavnosti, injektivnosti, surjektivnostii bijektivnosti koja daje mogucnost definicije inverza funkcije, parnosti i neparnosti.
 Realni brojevi su racionalni ili iracionalni. Svi realni brojevi mogu se predociti kao tocke brojevnog pravca,mogu se unositi u digitrone i dobivati kao rezultati racunanja digitronom.
 Elementarne funkcije su funkcije koje se ne mogu napisati kao kompozicije jednostavnijih funkcija. Slijedeelementarne funkcije koje se nalaze u programima dzepnih racunala.
 Opca potencija zadaje se formulomf(x) = xa,
 gdje je a realan broj. Domena ovisi o eksponentu.
 Zadatak 5.1 Ispitajte domene i nacrtajte grafove za p ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 12 ,13 ,−1,−2,− 1
 2 ,−13}
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Eksponencijalna funkcija ima formuluf(x) = ax,
 gdje je a > 0, a 6= 1. Domenu funkcije cine svi realni brojevi, dok slici funkcije pripadaju samopozitivni brojevi
 R(f) =< 0,+∞ > .
 Istice se prirodna eksponencijalna funkcija
 f(x) = ex.
 Primjer 5.1 Nacrtajte graf funkcijey = 2x
 uzimajuci za istaknute vrijednosti argumenta {−2,−1, 0, 1, 2}.
 Logaritamska funkcija inverz je eksponencijalne funkcije. Zadana je formulom
 f(x) = loga x,
 za a > 0, a 6= 1 i rjesava jednadzbux = ay
 po y:y = loga y.
 Efektivno racunanje digitronom izvodi se pomocu identiteta:
 loga x =log x
 log a=
 lnx
 ln a,
 gdje su
 - log x = log10 x: Briggsov logaritam baze 10 i
 - lnx = loge x: prirodni logaritam baze e
 logaritmi koji u digitronima imaju instalirane programe.
 Primjer 5.2 Nacrtajte graf funkcijey = log2 x
 uzimajuci istaknute vrijednosti iz domene: {1, 2, 4, 8, 16, 1/2, 1/4, 1/8, 1/16}.
 Trigonometrijske funkcije primjenjuju se u racunanju udaljenosti do nepristupacnih objekata i u opisu pe-riodickih pojava. Tri su osnovne trigonometrijske funkcije ciji se programi nalaze u dzepnim racunalima.
 Domena funkcija y = sinx i y = cosx je cjeli skup realnih brojeva, dok funkcija y = tgx ima prekide:
 D(tg) = R \ {π2
 + kπ, k ∈ Z},
 kao i funkcija y = ctgx:D(ctg) = R \ {kπ, k ∈ Z},
 koja nema poseban program u digitronima, jer je:
 ctgx =1
 tgx.
 Ciklometrijske funkcije su inverzi posebno definiranih glavnih vrijednosti trigonometrijskih funkcija.
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Arkus-sinus inverz je bijektivne funkcije
 Sin : [−π2,π
 2]→ [−1, 1]
 i predstavlja preslikavanje:
 arcsin : [−1, 1]→ [−π2,π
 2]
 definirano opisno:y = arcsinx⇔ x = sin y.
 Graf funkcije konstruirajte uzimajuci za argumente:
 {−1,−√
 3
 2,−√
 2
 2,−1
 2, 0,
 1
 2,
 √2
 2,
 √3
 2, 1}
 Posljedica definicije je raspon kutova koje digitroni daju programom sin−1: od −90o do 90o.Vrijednosti kutova racunajte u radijanima radi dekadskog sustava na Y -koordinatnoj osi.
 Arkus-kosinus inverz je bijektivne funkcije
 Cos : [0, π]→ [−1, 1]
 i predstavlja preslikavanjearccos : [−1, 1]→ [0, π]
 definirano opisnoy = arccosx⇔ x = cos y.
 Graf funkcije konstruirajte uzimajuci za argumente:
 {−1,−√
 3
 2,−√
 2
 2,−1
 2, 0,
 1
 2,
 √2
 2,
 √3
 2, 1}
 i racunajuci vrijednosti funkcije u radijanima! Posljedica ovakve definicije je raspon kutova od 0do 180o koji se na digitronu dobiju pritiskom na cos−1.
 Arkus-tangens definiran je na cijelom R, no ogranicen je vrijednostima −π2 i π2 koje su mu nedostizne.Inverz je bijektivne funkcije
 Tg : (−π2,π
 2)→ R
 koja pokazuje da polukruznica ima dvije tocke vise od cijelog pravca. Na milimetarskom papirunacrtajte graf funkcije
 y = arctgx
 uzimajuci argumente
 {−100,−10,−√
 3,−1,−√
 3
 3, 0,
 √3
 3, 1,√
 3, 10, 100}.
 Racunati u radijanima.
 Arkus-kotangens nema programa na racunalu, jer je
 arcctgx =
 arctg 1x , x > 0
 π2 , x = 0
 π + arctg 1x , x < 0
 Apsolutna vrijednost realnog broja x je nenegativni broj |a| definiran formulama{a za a ≥ 0−a za a < 0
 .
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Zadatak 5.2 Izracunajte izrazf(b)− f(a)
 b− aza funkciju f : R→ R zadanu formulom f(x) = x2.
 Rjesenje. Najprije se izracunaju vrijednosti funkcije za x = a i x = b:
 f(a) = a2, f(b) = b2.
 Nakon toga slijedi:f(b)− f(a)
 b− a=b2 − a2
 b− a= a+ b
 Zadatak 5.3 Neka je f : N⇒ R funkcija zadana formulom:
 f(n) =
 (1 +
 1
 n
 )n.
 Popunite tablicu:
 n 1 10 1000 100 000 1 000 000 100 000 000f(n)
 Zadatak 5.4 Neka je f : Z⇒ R funkcija zadana formulom:
 f(z) =
 (1 +
 1
 z
 )z.
 Popunite tablicu:
 z −10 −1000 −100, 000 −1.000, 000 −100.000, 000f(z)
 Rjesenje. 2.86797, 2.71964, 2.71829, 2.71828, 2.71828
 5.1 Ponavljanje elementarnih funkcija
 Za studente koji su propustili nauciti u srednjoj skoli detalje vazne za nastavak skolovanja na tehnickimfakultetima.
 Polinomi su funkcije oblikaf(x) = anx
 n + an−1xn−1 + . . .+ a1x+ a0.
 Polinomi se dijele prema stupnju. Polinom je normiran, ako je an = 1. Polinomi su definirani na cijelomR. Grafovi polinoma nultog, prvog i drugog stupnja trebali bi biti poznati iz dosadasnjeg skolovanja.Ostali polinomi crtaju se prema orijentirima:
 - nultockama, za cije nalazenje nema algoritma u slucaju da stupanj polinoma prelazi cetiri,
 - vrijednostima za x = 0 koje predstavljaju ordinatu sjecista s osi 0Y .
 Zadatak 5.5 Nacrtati grafove slijedecih funkcija:
 1. y = 3
 2. y = − 12x+ 3
 3. y = x2 − x− 2
 4. y = x2 − x+ 2
 5. y = −x2 + x− 2
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6. y = x3 − x2 − 4x+ 4
 7. f(x) = x3 − 3x+ 2
 8. f(x) = x3 + 3x2 + 2x
 9. f(x) = (x2 + x)(x− 2)
 10. f(x) = x3 − 32x
 2
 11. y = x2(x2 − 1)
 12. y = 2x4 − x3 − 16x2 − 3x+ 18
 Rjesenje. Orijentiri za grafove polinoma su nultocke. Ako su racionalne, nultocke su medusobni omjeridjelitelja koeficijenta uz clan najveceg eksponenta i djelitelja slobodnog clana.
 Racionalna funkcija omjer je dvaju polinoma. Funkcija nije definirana u nultockama nazivnika.
 Zadatak 5.6 Prikazite graficki slijedece racionalne funkcije:
 1. f(x) = x2
 x2−4
 2. f(x) = x3
 x2−1
 3. y = x2+8x+15x2(x2−9)
 Rastav na parcijalne razlomke je prikaz racionalne funkcije kao zbroja racionalnih funkcija ciji je nazivniknajvise polinom drugog stupnja.
 Zadatak 5.7 Rastavite na parcijalne racionalne funkcije funkciju:
 f(x) =x2 + 2
 x3 + 5x2 + 6x
 Rjesenje. Prvi korak je rastav nazivnika na proste faktore:
 f(x) =x2 + 2
 x(x+ 2)(x+ 3).
 Postupak je obratan svodenju na zajednicki nazivnik:
 f(x) =A
 x+
 B
 x+ 2+
 C
 x+ 3=
 x2 + 2
 x(x+ 2)(x+ 3).
 Nepoznati brojevi A,B i C dobivaju se nakon mnozenja posljednje jednakosti zajednickim nazivnikom, pozi-vajuci se na teorem o jednakosti polinoma:
 A(x+ 2)(x+ 3) +Bx(x+ 3) + Cx(x+ 2) = x2 + 2
 iz cega izlazi sustav od tri jednadzbe s tri nepoznanice:
 A+B + C = 1
 5A+ 3B + 2C = 0
 6A = 2,
 cije rjesenje je: A = 13 , B = −3 i C = 11
 3 . Rastav je
 x2 + 2
 x3 + 5x2 + 6x=
 1
 3
 1
 x− 3
 1
 x+ 2+
 11
 3
 1
 x+ 3.
 Zadatak 5.8 Odredite slijedece rastave racionalnih funkcija na parcijalne razlomke:
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1. 2x+1x3+x
 2. 2(x−1)(x−2)(x−3) .
 3. x2
 (x−1)2(x+1) .
 4. 4(x2−1)2 .
 5. 1x4−1 .
 6. x2+1(x2+x+1)2 .
 7. x4+1x3(x2+1) .
 8. 8x4+4 .
 Rastave provjerite algebarskim zbrajanjem racionalnih funkcija na desnim stranama rastava.
 Rjesenja zadataka.
 1. Rastav ide slicno kao u zadatku:2x+ 1
 x3 + x=A
 x+Bx+ C
 x2 + 1,
 a treba uociti da je stupanj brojnika za jedan manji od stupnja nazivnika.
 2. Klasika:2
 (x− 1)(x− 2)(x− 3)=
 A
 x− 1+
 B
 x− 2+
 C
 x− 3.
 3. Zbog dvostrukog prostog faktora x− 1 u nazivniku:
 x2
 (x− 1)2(x+ 1)=
 A
 (x− 1)2+
 B
 x− 1+
 C
 x+ 1.
 Brojnik prve racionalne funkcije polinom je za jedan manji od polinoma koji se u nazivniku kvadrira.
 4. Slucaj dva dvostruka prosta faktora:
 4
 (x2 − 1)2=
 A
 (x− 1)2+
 B
 x− 1+
 C
 (x+ 1)2+
 C
 x+ 1.
 5. Sjetiti se algebarskih izraza:1
 x4 − 1=Ax+B
 x2 + 1+
 C
 x− 1+
 D
 x+ 1.
 6. Rastavx2 + 1
 (x2 + x+ 1)2=
 Ax+B
 (x2 + x+ 1)2+
 Cx+D
 x2 + x+ 1.
 7. Slucaj trostrukog prostog faktora x:
 x4 + 1
 x3(x2 + 1)=
 A
 x3+B
 x2+C
 x+Dx+ E
 x2 + 1.
 8. Konacno, vrlo slozen rastav koji moze malo tko pogoditi:
 8
 x4 + 4=
 Ax+B
 x2 + 2x+ 2+
 Cx+D
 x2 − 2x+ 2
 izlazi iz rjesavanja jednadzbex4 + 4 = 0
 u polju kompleksnih brojeva.
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Rjesenja zadataka. Rastavi zadanih racionalnih funkcija u zadacima 1-8:
 1. 1x + 2−x
 x2+1
 2. 1x−1 −
 2x−2 + 1
 x−3
 3. 12(x−1)2 + 3
 4(x−1) + 14(x+1)
 4. 1(x−1)2 −
 1x−1 + 1
 (x+1)2 + 1x+1
 5. − 12(x2+1) + 1
 4(x−1) −1
 4(x+1)
 6. 1x2+x+1 −
 x(x2+x+1)2
 7. 1x3 − 1
 x + 2xx2+1
 8. x+2x2+2x+2 −
 x−2x2−2x+2
 5.2 Operacije s funkcijama. Kompozicija funkcija.
 Funkcije jedne realne varijable zadane formulama f(x) i g(x) mogu se zbrajati
 (f + g)(x) = f(x) + g(x),
 oduzimati(f − g)(x) = f(x)− g(x),
 mnoziti(f · g)(x) = f(x) · g(x)
 i dijeliti
 (f
 g)(x) =
 f(x)
 g(x), g(x) 6= 0.
 Kompozicija funkcija f(x) i g(x) u oznaci
 (g ◦ f)(x) = g(f(x))
 moguca je samo u slucaju da je slika funkcije f(x) sadrzana u domeni funkcije g(x).
 Identiteta je funkcija zadana formulomi(x) = x
 i ima svojstvo da jei ◦ f = f ◦ i = f.
 Injektivna funkcija ima svojstvo da razlicite tocke domene ne mogu imati zajednicku sliku u kodomeni:
 x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2).
 Surjektivna funckija dostize svaku vrijednost iz kodomene:
 ∀y ∈ K, ∃x ∈ D, f(x) = y.
 Bijekcija je injekcija i surjekcija istovremeno i nuzan je uvjet za definiciju inverza funkcije.
 Inverzna funkcija funkcije f(x) je funkcija u oznaci f−1(x) sa svojstvom
 f ◦ f−1 = f−1 ◦ f = i,
 gdje je i identiteta. Samo bijekcije imaju inverzne funkcije. Inverzne funkcije su ponovo bijekcije.
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Funkcije y = lnx, ln : (0,+∞)→ R i y = ex, e() : R→ (0,+∞) primjeri su inverznih funkcija.
 Zadatak 5.9 Ako je f(x) = cos x2 , g(x) = −πx, zapisite kompoziciju (f ◦ g)(x)(−113)?
 Rjesenje. Uvrstavanjem u formulu za racunanje
 (f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(−π · (−113)) = f(113π) = cos113π
 2= 0.
 Zadatak 5.10 Odredite kompozicije f ◦ g, g ◦ f , f ◦ f i g ◦ g za funkcije
 1. f(x) = 2x− 3, g(x) = x+ 3
 2. f(x) = − 12x+ 1, g(x) = 2
 3x−53
 3. f(x) = 2x+ 1, g(x) = x2 − 1
 Rjesenje.
 1.
 (f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(x+ 3) = 2(x+ 3)− 3 = 2x+ 3
 (g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(2x− 3) = 2x− 3 + 3 = 2x
 (f ◦ f)(x) = f(f(x)) = f(2x− 3) = 2(2x− 3)− 3 = 4x− 9
 (g ◦ g)(x) = g(g(x)) = g(x+ 3) = x+ 3 + 3 = x+ 6
 2. analogno: (f ◦ g)(x) = − 13x+ 11
 6 , (g ◦ f)(x) = − 13x− 1, (f ◦ f)(x) = 1
 4x+ 12 , (g ◦ g)(x) = 4
 9x−259 .
 3. (f ◦ g)(x) = 2x2 − 1, (g ◦ f)(x) = 4x2 + 4x, (f ◦ f)(x) = 4x+ 3, (g ◦ g)(x) = x4 − 2x2.
 Zadatak 5.11 Za realne funkcije f(x) = |x| i g(x) = log2 x odredite kompozicije f ◦ g i g ◦ f . Nacrtajtegrafove funkcija.
 Rjesenje. Kompozicija (f ◦ g)(x) = | log2 x| ima graf funkcije y = | log2 x| smjesten u prvom kvadrantu.Nultocka je (1, 0). Izmedu y-osi i nultocke, funkcija pada po krivulji slicnoj grafu kvadratne funkcije, dok odnultocke raste po krivulji slicnoj grafu drugog korjena. U tocki (1, 0) ima ”siljak”.
 5.3 Dekompozicija funkcije. Inverz funkcije
 Nakon ponavljanja osnovnih elementarnih funkcija, citalac kroz niz zadataka stice vrlo vaznu vjestinu razlucivanjaformula slozenih funkcija bitnih za savladavanje tehnike deriviranja slozenih funkcija.
 Zadatak 5.12 Slijedece funkcije napisite u obliku kompozicije niza elementarnih funkcija:
 1. y = log2 x
 2. y =3√
 sin2 x
 3. y = 5(3x+1)2
 4. y = ln(2x2 − 3)
 5. y = ln√
 2x− 1
 6. f(x) = sin ln arccos(x2 + 2)
 Rjesenje.
 1. y = (f ◦ g)(x), gdje su: f(x) = x2, g(x) = log x.
 2. y = (f ◦ g ◦ h)(x), gdje su: f(x) = 3√x, g(x) = x2 i h(x) = sinx.
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3. y = (f ◦ g ◦ h)(x), gdje su: f(x) = 5x, g(x) = x2 i h(x) = 3x+ 1
 4. y = (f ◦ g)(x), gdje je g(x) = 2x2 − 3 polinom, a f(x) = lnx
 5. y = (f ◦ g ◦h)(x), gdje je h(x) = 2x− 1 linearna funkcija, g(x) =√x = x
 12 opca potencija i f(x) = lnx
 6. f(x) = (f1 ◦ f2 ◦ f3 ◦ f4)(x), gdje su f1(x) = sinx, f2(x) = lnx, f3(x) = arccosx i f4(x) = x2 + 2
 trazene elementarne funkcije koje se ne mogu vise rastaviti na kompoziciju funkcija.
 Zadatak 5.13 Odredite formulu funkcije inverzne funkciji
 y =x− 2
 x+ 1
 Rjesenje. Algebarskim metodama transformira se jednakost tako da na jednoj strani ostane sam x. Mnozenjemjednakosti nazivnikom x+ 1 dobiva se:
 y(x+ 1) = x− 2.
 Mnozenje zagrade i prebacivanje pribrojnika koji sadrze x na desnu stranu daju novu jednakost:
 xy − x = −2− y.
 Izlucivanje x:x(y − 1) = −y − 2
 i dijeljenje s y − 1:
 x =−y − 2
 y − 1=−(y + 2)
 −(1− y)
 daju formulu inverzne funkcije koja se obicno zapisuje kao:
 y−1 =x+ 2
 1− x,
 radi isticanja da se radi o inverznoj funkciji.
 Zadatak 5.14 Napisite formulu inverzne funkcije i odredite domenu inverzne funkcije za funkciju zadanuformulom:
 y =ex − 2e−x
 ex + e−x+ 2
 Rjesenje. Algebarskim metodama doci do eksplicitne formule za x:
 y =ex − 2e−x
 ex + e−x+ 2| · (ex + e−x)
 (ex + e−x)y = ex − 2e−x + 2ex + 2e−x
 e−x · y = ex(3− y)
 ln(e−x · y) = ln(ex(3− y))
 −x+ ln y = x+ ln(3− y)
 ln y − ln(3− y) = 2x
 x =1
 2ln
 y
 3− y
 y−1 =1
 2ln
 x
 3− x.
 Domena inverzne funkcije podudara se s rjesenjem nejednadzbe
 x
 3− x> 0
 i zapisuje se kaoD = 〈0, 3〉.
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Zadatak 5.15 Odredite inverz funkcije
 y = 2 sin(3x− π
 3) + 1.
 Rjesenje. Analogno prethodnom:
 y − 1 = 2 sin(3x− π
 3)| : 2
 y − 1
 2= sin(3x− π
 3)| arcsin
 arcsiny − 1
 2= 3x− π
 3
 arcsiny − 1
 2+π
 3= 3x| : 3
 y−1 =1
 3arcsin
 x− 1
 2+π
 9
 Zadatak 5.16 Napisite formulu inverzne funkcije za
 y =ecos x − 1
 2 + ecos x
 Rjesenje. Mnozenje formule nazivnikom daje
 (2 + ecos x)y = ecos x − 1
 yecos x − ecos x = −1− 2y
 ecos x(y − 1) = −1− 2y| : (1− y)
 ecos x =1 + 2y
 1− y|ln
 cosx = ln1 + 2y
 1− y| arccos
 x = arccos ln1 + 2y
 1− y
 y−1 = arccos ln1 + 2y
 1− y
 Implicitno zadana funkcija y = y(x) je formula u dvije varijable
 F (x, y) = 0.
 Uz odredenje uvjete nedegeneracije moguce je iz formule implicitno zadane funkcije izraziti eksplicitnofunkciju
 y = f(x).
 Zadatak 5.17 Funkciju2 sin(y − 1) + 2x− 1 = 0, y = y(x)
 napisite u eksplicitnom obliku i odredite joj podrucje definicije.
 Rjesenje.
 2 sin(y − 1) = 1− 2x| : 2
 sin(y − 1) =1− 2x
 2| arcsin
 y − 1 = arcsin1− 2x
 2
 y = arcsin1− 2x
 2+ 1
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Podrucje definicije rjesenje je sistema nejednadzbi
 −1 ≤ 1− 2x
 2≤ 1| · 2
 −2 ≤ 1− 2x ≤ 2| − 1
 −3 ≤ −2x ≤ 1| : (−2)
 3
 2≥ x ≥ −1
 2
 koji daje
 D = [−1
 2,
 3
 2].
 Zadatak 5.18 Napisite inverznu funkciju y−1 za funkciju implicitno zadanu formulom:
 y3 − 2 + log3(x− 1) = 0
 Rjesenje. Algebarski se nastoji eksplicitno izraziti x. Koristi se inverzibilnost x = 3log3 x:
 log3(x− 1) = 2− y3|3()
 x− 1 = 32−y3
 x = 1 + 32−y3
 y−1 = 1 + 32−x3
 Zadatak 5.19 Napisite eksplicitni oblik inverzne funkcije y−1 funkcije y = y(x) zadane implicitno:
 y2 + sin3 x− 2y + 5 = 0.
 Odredite domenu inverzne funkcije.
 Rjesenje. Eksplicitni izraz za x dobiva se algebarskim zahvatima:
 sin3 x = −y2 + 2y − 5| 3√
 x = arcsin 3√−y2 + 2y − 5
 Domena se dobiva rjesavanjem sistema nejednadzbi
 −1 ≤ −y2 + 2y − 5 ≤ 1.
 Desna nejednadzba daje
 0 ≤ −y2 + 2y − 4
 y1,2 =−2±
 √4− 16
 −2,
 nepostojanje realnih nultocaka, sto znaci da je izraz
 −y2 + 2y − 4
 negativan za svaki y ∈ R. Domena je prazan skup i funkcija, iako ima algebarski zapis, nije definirana.Uostalom, jednadzba
 y2 + sin3 x− 2y + 5 = 0
 nije rjesiva po y
 y1,2 =2±
 √4− 4(5 + sin3 x)
 2,
 odnosno nema realne korjene ni za jedan x ∈ R.
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5.4 Domena slozene funkcije
 Domena funkcije je skup X iz definicije pojma funkcije. Za funkcije realne varijable vrijedi X ⊂ R.
 Zadatak 5.20 Odredite domenu funkcije
 f(x) =x− 2
 2x− 1.
 Rjesenje. Dijeljenje nulom nije definirano, pa iz uvjeta
 2x− 1 6= 0
 slijedi da se u formulu mogu uvrstavati svi realni brojevi osim 12 . Domena funkcije zapisuje se skupovno
 D(f) = R \ {1
 2} =< −∞, 1/2 > ∪ < 1/2,+∞ > .
 Zadatak 5.21 Odredite domenu funkcije zadane formulom
 f(x) =ln(1 + x)
 x− 1.
 Rjesenje. Funkcija je definirana za x− 1 6= 0 i za 1 + x > 0. Domena je unija intervala:
 D =< −1, 1 > ∪ < 1,∞ >
 Zadatak 5.22 Nadite domenu funkcije
 f(x) =√
 1− 2x+ 3 arcsin3x− 1
 2.
 Rjesenje. Prvi pribrojnik definiran je u slucaju 1 − 2x ≥ 0, sto povlaci 1 ≥ 2x i x ≤ 12 . Drugi pribrojnik
 definiran je za
 −1 ≤ 3x−12 ≤ 1| · 2
 −2 ≤ 3x− 1 ≤ 2|+ 1
 −1 ≤ 3x ≤ 3| : 3
 −1
 3≤ x ≤ 1.
 Domena funkcije je skup realnih brojeva vecih od − 13 i manji od 1 i od 1
 2 . Slijedi da je domena interval
 D = [−1
 3,
 1
 2].
 Zadatak 5.23 Odredite podrucje definicije funkcije
 y =
 √x2 − 5x+ 6
 x− 1
 Rjesenje. Nazivnik ne smije biti jednak nuli, pa je ocito da mora biti x 6= 1.Drugi korjeni mogu se vaditi samo iz nenegativnih brojeva:
 x2 − 5x+ 6 ≥ 0.
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Izraz pod korjenom moze biti pozitivan, negativan ili nula. Prvo se izracunaju vrijednosti x za koje je
 x2 − 5x+ 6 = 0
 x1,2 =5±√
 25− 24
 2x1 = 3, x2 = 2.
 Predznak trinoma x2 − 5x+ 6 analizira se pomocu nultocaka na brojevnom pravcu:
 x < −∞, 2 > 2 < 2, 3 > 3 < 3,+∞ >x2 − 5x+ 6 + 0 − 0 +
 Ako se na brojevni pravac nanesu nultocke 2 i 3, tada je skup realnih brojeva, koji je pravcem predocen,podijeljen na tri intervala:
 (−∞, 2) ∪ (2, 3) ∪ (3,+∞).
 Neki od intervala sadrze rjesenja nejednadzbe, a neki ne.Testiranje intervala (−∞, 2) sastoji se u tome, da se jedna vrijednost unutar intervala, primjerice x = −10
 uvrsti u nejednadzbux2 − 5x+ 6 ≥ 0.
 Iz cinjenice da tvrdnja100 + 50 + 6 ≥ 0
 vrijedi, zakljucuje se da je nejednadzbax2 − 5x+ 6 ≥ 0
 zadovoljena za svaki broj iz (−∞, 2).Analogno, iz intervala (2, 3) nasumice odabran broj 2.5 daje
 6.25− 12.5 + 6 ≥ 0
 kao neistinitu tvrdnju i zakljucak da (2, 3) nije dio domene.Posljednji interval provjerava se testiranjem
 x2 − 5x+ 6 ≥ 0
 za x = 10 koji se nalazi unutar intervala (3,+∞). Test
 100− 50 + 6 ≥ 0
 daje istinitu tvrdnju i rjesenje nejednadzbe
 x2 − 5x+ 6 ≥ 0
 u zapisu(−∞, 2) ∪ (3,+∞).
 Ako se uvazi zahtjev x 6= 1, dobiva se domena
 D = (−∞, 1) ∪ (1, 2] ∪ [3,+∞),
 gdje obicna zagrada uz granicu intervala znaci da domena ne sadrzi rubnu tocku, dok uglata zagrada potvrdujeda rubna tocka smije biti uvrstena u formulu funkcije.
 Zadatak 5.24 Nadite domenu funkcijey = ln
 (1 + e−x
 ).
 Rjesenje. Prirodni logaritam racuna se samo za pozitivne brojeve, pa mora vrijediti:
 1 + ex > 0,
 sto je ispunjeno za svaki realan broj x, pa jeD = R.
 79

Page 80
						

Zadatak 5.25 Napisite domenu funkcije zadane formulom
 y = arcsin(lnx)
 Rjesenje. Prvi je uvjet x > 0 radi racunanja logaritma.Drugi je uvjet
 −1 ≤ lnx ≤ 1
 zbog domene arkus sinusa. Buduci je eksponencijalna funkcija f(x) = ex monotono rastuca, vrijedi
 e−1 ≤ eln x ≤ e,
 odakle slijedi1
 e≤ x ≤ e.
 Domena funkcije tako je
 D(f) = [1
 e, e]
 buduci su svi brojevi iz intervala pozitivni.
 Zadatak 5.26 Nadite podrucje definicije funkcije
 y = log[1− log(x2 − 5x+ 16)]
 Rjesenje. Prvi je uvjetx2 − 5x+ 16 ≥ 0.
 Realnih nultocaka
 x1,2 =5±√
 5− 64
 2
 nema pa ili svi brojevi zadovoljavaju nejednadzbu ili niti jedan. Provjera za x = 0 daje
 02 − 5 · 0 + 16 > 0
 stoga nejednadzbu zadovoljava svaki realan broj.Drugi uvjet je
 1− log(x2 − 5x+ 16) > 0
 radi racunanja logaritma. Rjesavanje nejednadzbe
 1− log(x2 − 5x+ 16) > 0
 log(x2 − 5x+ 16) < 1
 log(x2 − 5x+ 16) < log 10
 uz uvazavanje logaritma kao rastuce funkcije,
 x2 − 5x+ 16 < 10
 x2 − 5x+ 6 < 0
 svodi se na nalazenje nultocaka
 x2 − 5x+ 6 = 0
 x1 = 2, x2 = 3
 i testiranje intervala(−∞, 2), (2, 3), (3,∞)
 od kojih jedino tockex ∈ (2, 3)
 zadovoljavaju nejednadzbu i to je ujedno domena
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Zadatak 5.27 Odredite podrucje definicije funkcije
 y = − x
 4− x2+ ln(x3 − x).
 Rjesenje. Prvi pribrojnik definiran je zax 6= ±2.
 Drugi pribrojnik je definiran na rjesenju nejednadzbe
 x3 − x > 0.
 Rjesavanje nejednadzbe svodi se na rjesavanje jednadzbe
 x3 − x = 0
 x(x2 − 1) = 0
 x(x− 1)(x+ 1) = 0
 x1 = 0, x1 = 1, x2 = −1
 i ispitivanje podobnosti intervala
 (−∞,−1) (−1, 0) (0, 1) (1,+∞).
 Konacno, uz uvazavanje uvjeta prvog pribrojnika
 D = (−1, 0) ∪ (1, 2) ∪ (2,+∞)
 Zadatak 5.28 Ispitajte domenu funkcije
 y = ln sin(x− 3) +√
 16− x2
 Rjesenje. Drugi pribrojnik moze se racunati za
 x ∈ [−4, 4].
 Prvi pribrojnik definiran je za rjesenja nejednadzbe
 sin(x− 3) > 0
 0 + 2kπ ≤ x− 3 ≤ π + 2kπ|+ 3, k ∈ Z3 + 2kπ ≤ x ≤ 3 + π + 2kπ, k ∈ Z.
 Beskonacno mnogo intervala realnih brojeva zadovoljava nejednadzbu, no samo za k = 0 interval
 (3, 3 + π)
 i za k = −1 interval(3− 2π, 3− π)
 imaju zajednickih elemenata sa segmentom[−4, 4]
 iz prvog dijela zadatka.Konacno rjesenje je unija intervala:
 x ∈ (3− 2π, 3− π) ∪ (3, 4].
 Zadatak 5.29 Istrazite podrucje u kojem je definirana funkcija
 y =√
 3− log2(x− 1).
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Rjesenje. Logaritam je definiran samo za pozitivne brojeve pa
 x− 1 > 0
 povlaci prvi uvjet:x ∈ (1,+∞).
 Drugi je zahtjev na racunanje parnih korjena
 3− log2(x− 1) ≥ 0
 log2(x− 1) ≤ 3
 log2(x− 1) ≤ log2 8
 x− 1 ≤ 8
 x ≤ 9.
 Oba uvjeta zadovoljavaju tocke poluotvorenog intervala
 (1, 9]
 i to je podrucje na kojem je funkcija definirana.
 Zadatak 5.30 Istrazite domenuy = x
 1x + arctg ln(x2 + 1).
 Rjesenje. Prvi pribrojnik je moguce racunati kao
 e1x ln x
 i stoga je potrebno da x bude pozitivan broj.Logaritam u drugom pribrojniku moguce je racunati za svaki realan broj buduci je
 x2 + 1 > 0, ∀x ∈ R.
 Arkus-tangens moguce je definirati na cijelom RKonacno
 D(y) = (0,∞).
 Zadatak 5.31 Odredite domenu funkcije
 y =
 √(x− 1)2(x+ 1)
 x2 − 4x+ 3.
 Rjesenje. Domena se, radi drugog korjena, podudara s rjesenjem nejednadzbe
 (x− 1)2(x+ 1)
 x2 − 4x+ 3≥ 0.
 Rjesavanje se svodi na nalazenje nultocaka brojnika x1 = 1 i x2 = −1, a zatim i nazivnika:
 x1,2 =4±√
 16− 12
 2; x3 = 1, x4 = 3.
 Ispitivanjem intervala(−∞,−1) (−1, 1) (1, 3) (3,+∞)
 dolazi se do domene:
 - za x = −2(x− 1)2(x+ 1)
 x2 − 4x+ 3< 0,
 pa interval (−∞,−1) nije u domeni
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- za x = 0(x− 1)2(x+ 1)
 x2 − 4x+ 3> 0
 i interval [−1, 1) dio je domene, a vrijednost x = 1 iskljucena je radi nazivnika,
 - za x = 2(x− 1)2(x+ 1)
 x2 − 4x+ 3< 0
 i interval otpada kao dio domene.
 KonacnoD = [−1, 1).
 Slika funkcije je skup vrijednosti koje funkcija moze postici. Oznaka za kodomenu:
 R(f) = {f(x) : x ∈ D(f)}.
 Zadatak 5.32 Odredite sliku funkcija
 1. f(x) = x2 − 6x+ 5.
 2. f(x) = 2 + 3 sinx.
 Rjesenje.
 1. Izlucivanjem potpunog kvadrata iz formule
 f(x) = x2 − 6x+ 5 = (x− 3)2 − 9 + 5 = (x− 3)2 − 4
 dobiva se izraz u kojem se od uvijek pozitivne vrijednosti (x − 3)2 oduzima 4. Najmanja vrijednostfunkcije moze biti −4, dok najveca nije ogranicena:
 R(f) = [−4,+∞ > .
 2. Buduci je−1 ≤ sinx ≤ 1,
 mnozenjem s tri i dodavanjem 2 svakoj strani slozene nejednakosti dobiva se :
 −1 ≤ 2 + 3 sinx ≤ 5
 i konacnoR(f) = [−1, 5].
 Funkcija se naziva periodickom ako postoji period funkcije T , broj koji ima svojstvo da za svaki realanbroj x iz domene vrijedi
 f(x+ T ) = f(x).
 Najmanji pozitivan realni broj τ s navedenim svojstvom naziva se temeljnom periodom funkcije.
 Trigonometrijske funkcije sinus i kosinus imaju period 2kπ, k ∈ Z, a tangens i kotangens imaju periodkπ, k ∈ Z.
 Zadatak 5.33 Odredite osnovni period funkcija
 1. f(x) = cos 8x
 2. f(x) = sin 6x+ tg4x
 Rjesenje.
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1. Period T nalazi se po definiciji:
 cos 8(x+ T ) = cos 8x
 8(x+ T ) = 8x+ 2π
 8x+ 8T = 8x+ 2π
 T =2π
 8
 2. Temeljni period prvog pribrojnika je 2π6 = π
 3 a drugog π4 , pa je temeljni period funkcije najmanji
 zajednicki visekratnik π3 i π
 4 , sto ispada π.
 Funkcija je parna ako ne mijenja vrijednost uvrstavanjem suprotnih brojeva:
 f(−x) = f(x),
 a aneparna je ako pri uvrstavanju suprotnih varijabli vrijednost funkcije mijenja predznak:
 f(−x) = −f(x).
 Vecina funkcija nije niti parna, niti neparna, no svaku je funkciju moguce napisati kao zbroj parnei neparne funkcije:
 f(x) =f(x) + f(−x)
 2+f(x)− f(−x)
 2.
 Zadatak 5.34 Ispitajte parnost i neparnost slijedecih funkcija:
 1. f(x) = x2 3√x+ 2 sinx
 2. f(x) = 2x + 2−x
 3. f(x) = |x| − 5ex2
 4. f(x) = x2 + 5x
 5. f(x) = log x+3x−3
 Rjesenja zadataka.
 1. Uvrstiti −x na mjesto x i koristiti srednjoskolsko znanje.
 f(−x) = (−x)2 3√−x+ 2 sin(−x)
 = x2 · (− 3√x)− 2 sinx
 = −x2 3√x− 2 sinx
 = −(x2 3√x+ 2 sinx)
 = −f(x),
 pa je funkcija neparna.
 2. Ponovo se racuna
 f(−x) = 2−x + 2−(−x) = 2−x + 2x = f(x)
 i funkcija je parna po definiciji.
 3. Racunf(−x) = | − x| − 5e(−x)
 2
 = |x| − 5ex2
 = f(x)
 dokazuje da je funkcija parna.
 4. U ovom slucajuf(−x) = (−x)2 + 5(−x) = x2 − 5x,
 pa funkcija nije niti parna jer je f(x) 6= f(−x), a niti neparna: f(−x) 6= f(x).
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5. Koristeci srednjoskolsku matematiku:
 f(−x) = log−x+ 3
 −x− 3= log
 −(x− 3)
 −(x+ 3)
 = logx− 3
 x+ 3= log(
 x+ 3
 x− 3)−1
 = − logx+ 3
 x− 3= −f(x),
 pokazuje se neparnost funkcije.
 5.5 Elementarni zadaci o funkcijama
 Zadaci su vezani uz osnovne pojmove o funkcijama i korisni su za prijelaz iz srednjoskolske elementarnematematike prema ciljevima vise matematike. Ako naucite rjesavati sljedece zadatke, savladat cete osnovealgebre elementarnih funkcija.
 Prirodna domena osnova je proucavanja funkcija jer predstavlja skup realnih brojeva za koje je moguceizracunati vrijednost funkcije.
 Osobine preslikavanja su injektivnost, surjektivnost i bijektivnost. Svaka je funkcija surjektivna ako sekodomena ogranici sa slikom funkcije R(f).
 Parnost, neparnost i periodicnost su pravilnosti koje imaju neke funkcije.
 1. Odredite prirodne domene slijedecim funkcijama:
 (a) f(x) =√
 4− x2 + 1x
 (b) f(x) = arccos(x2 − 1)
 (c) f(x) = 1xe2
 (d) f(x) = x−2cos 2x
 (e) f(x) = 2x2+3x−√x2−4
 (f) f(x) = log(3x− 1) + 2 log(x+ 1)
 (g) f(x) =√
 x2−x −
 √sinx
 (h) y = ctg lnx
 (i) y =√
 ln x−4x+2 +
 √4− 3x− x2
 2. Odredite slike slijedecih funkcijskih preslikavanja:
 (a) f(x) = |x|+ 1
 (b) f(x) = 5x
 (c) f(x) =√
 16− x2
 (d) f(x) = −x2 + 8x− 13
 (e) f(x) = 1− 3 cosx
 (f) f(x) = 4−x2
 3. Ispitajte parnost i neparnost funkcija zadanih formulama:
 (a) f(x) = x4 sin 7x
 (b) f(x) = 5|x| − 33√x2
 (c) f(x) = x4 − 3x2 + x
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(d) f(x) = |x|+ 2
 (e) f(x) = |x+ 2|(f) f(x) = log cosx
 (g) f(x) = 16x−14x
 4. Odredite temeljne periode funkcija zadanih formulama:
 (a) f(x) = sin 5x
 (b) f(x) = −2 cos(x3
 )+ 1
 (c) f(x) = log cos 2x
 (d) f(x) = tg3x+ cos 4x
 Rjesenja zadataka. uvodnih zadataka
 1. Domene:
 (a) [−2, 0) ∪ (0, 2]
 (b) [0, 4]
 (c) (−∞, 0) ∪ (0,∞)
 (d) x 6= 2k+14 π, k ∈ Z
 (e) (−∞,−2] ∪ [2,+∞)
 (f) ( 13 ,∞)
 (g) 〈0, 2〉(h) x 6= ekπ, k ∈ Z(i) [−4,−2), jer ln x−4
 x+2 ≥ 0⇒ x−4x+2 ≥ 1 iz cega slijedi x−4x+2−1 ≥ 0, a svodenjem na zajednicki nazivnik
 −6x+2 ≥ 0⇒ x+ 2 < 0, a zajedno s uvjetom drugog pribrojnika slijedi predlozeno rjesenje.
 2. Slike:
 (a) [1,+∞)
 (b) (−∞, 0) ∪ (0,∞)
 (c) [0, 4]
 (d) (−∞, 3)
 (e) [−2, 4]
 (f) (0, 1]
 3. Parnost
 (a) neparna
 (b) parna
 (c) niti parna niti neparna
 (d) parna
 (e) niti parna niti neparna
 (f) parna
 (g) neparna
 4. Temeljni periodi:
 (a) 2π5
 (b) 6π
 (c) π
 (d) π
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5.6 Grafovi elementarnih funkcija
 Graf funkcije y = f(x) je skup uredenih parova
 Γ = {(x, y) : y = f(x)}.
 Ako su uredeni parovi interpretirani kao koordinate tocaka, dobiva se krivulja u koordinatnoj ravnini iz kojese zorno mogu uociti osobine funkcije.
 Parna funkcija ima graf simetrican u odnosu na os y. Primjeri su: y = x2, y = |x|, y = cosx.
 Neparnoj funkciji graf je centralno simetrican obzirom na ishodiste. Primjeri su: y = x3, y = x3 + x,y = x3 − x, y = sinx, y = tgx.
 Rastuca je ona funkcija za koju vrijedi:
 x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2)
 Iz grafa se vidi da je y = ex primjer rastuce funkcije. Rastuce su jos y = lnx, y = 23x+ 1 i y =
 √x.
 Padajuca je funkcija za koju vrijedi suprotna tvrdnja:
 x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2).
 Primjer padajuce funkcije je y = ctgx, ali i y = − 23x+ 2, y = e−x, y = 12
 x .
 Ogranicena je ona funkcija kojoj je slika{f(x), x ∈ D}
 ogranicen skup:∃m,M ∈ R, ∀x ∈ D(f), m ≤ f(x) ≤M.
 Primjer ogranicene funkcije je y = arcsinx. Ogranicene funkcije su i y = arccosx, y = arctgx iy = arcctgx.
 5.7 Zadaci konstrukcije grafova
 Konstrukcija grafova na pocetnoj razini oslanja se na predznanje iz srednje skole. Grafovi linearnih funkcijasu pravci i njihovo crtanje spada u opcu kulturu. Grafovi polinoma su parabole. Grafovi racionalnih funkcijasu hiperbole. Crtaju se nalazenjem karakteristicnih tocaka: sjecista s koordinatnim osima, rubova domene...
 Zadatak 5.35 Konstruirajte graf funkcije
 y =
 {2− x, x ≤ 30.1x2, x > 3
 Rjesenje. Lijevo od x = 3 graf funkcije je pravac i tocka (3,−1) pripada pravcu. Desni dio grafa je dioparabole. Ova funkcija ima prekid prve vrste.
 Sinusoida y = sinx je krivulja koja opisuje pojave koje se periodicki mijenjaju, a karakteristicnog je valnogizgleda. Karakterizira je pocetak periode, zavrsetak periode i sredina periode u kojima je vrijednostfunkcije nula. Prva cetvrtina periode poprima prvu vrijednost amplitude, a posljednja cetvrtina drugu,suprotnu vrijednost periode. Uvrijezeno je jednu vrijednost amplitude zvati brijegom, a drugu dolomvala. Jedan period obicno nazivamo jednim valom.
 Zadatak 5.36 Konstruirajte graf funkcije
 y = 3 sin(2x− π
 3).
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Rjesenje. Sinusoida ima amplitudu A = 3. Period sinusoide je
 T =2π
 2= π.
 Pocetak jedne od perioda sinusoide je rjesenje jednadzbe
 2x0 −π
 3= 0
 x0 =π
 6.
 Zavrsetak periode tada je
 x4 =π
 6+ π =
 7π
 6.
 Sredina periode je
 x2 =π6 + 7π
 6
 2=
 2π
 3.
 Prva amplituda dostize se u tocki
 x3 =π6 + 2π
 3
 2=
 5π
 12
 i iznosi 3. Druga amplituda je u
 x3 =2π3 + 7π
 6
 2=
 11π
 12
 i iznosi−3. Ostaje nacrtati pravokutni koordinatni sustav u ravnini i istaknuti na ordinati tocke 0, 1, 2, 3,−1,−2,−3,a na apscisi 0, π, 2π,−π, vodeci racuna da je π ∼ 3. Zatim ucrtati tocke
 (π
 6, 0); (
 2π
 3, 0); (
 7π
 6, 0); (
 5π
 12, 3), (
 11π
 12,−3)
 i provuci jednu periodu. Zatim nastaviti po potrebi na jednu, odnosno drugu stranu.Crtanje grafova pretpostavlja i umjetnicku crtu. Obzirom na tocnost i pouzdanost, crtezi se u matematici
 smatraju netocnim i nepouzdanim i sluze samo kao izvor kvalitativnih informacija.Svejedno, okusajte se u crtanju grafova u slijedecim zadacima. Danas grafove crtaju i bolja dzepna
 racunala.
 1. U istom koordinatnom sustavu nacrtajte redom grafove: y = x2, y = (x− 1)2, y = x2 − 4.
 2. Nacrtajte u istom koordinatnom sustavu grafove funkcija: y = x3, y = (x− 1)3, y = x3 + 2, y = |x3|.
 3. Odredite domenu i nacrtajte graf funkcije
 y =2− x1 + x
 .
 4. Konstruirajte grafove slijedecih funkcija:
 (a) y = x3−x3 , definirano na zatvorenom intervalu [−4, 4].
 (b) y = x2(2− x)2 na zatvorenom intervalu [−3, 3].
 (c) y =√x+√
 4− x na podrucju definicije funkcije.
 (d) y = 0.5x+ 2−x na zatvorenom intervalu [0, 5].
 (e) y = 1x2+4
 (f) y = x2+1x
 (g) y = sin(3x− π2 ) + 1
 (h) y = −2 cos(2x+ 1)
 (i) y = arcsin(x− 2)
 (j) y = x+ 1 + sin(x− 1)
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(k) y = sinx+ cosx
 (l) y =
 {−x2, x < 03x x ≥ 0
 (m) y =
 4− x, x < −15 −1 ≤ x ≤ 0
 x2 + 5 x > 0
 5. Nacrtajte graf funkcije y = sinx, graf funkcije y = sin 2x i graf y = sin 12x.
 6. Koristeci se identitetom cosα = sin(α+ π2 ), nacrtajte graf funkcije y = cos(x− π
 4 )
 6 Limes ili granicna vrijednost
 Osnovni pojam matematicke analize. Centralni pojam je niz, suvislo konstruiranje brojeva koji nema kraja:
 x = 0.1, 0.01, 0.001, . . . x→ 0+
 x = −0.1,−0.01,−0.001, . . . x→ 0−
 x = 1.9, 1.99, 1.999, . . . x→ 2−
 Zadatak 6.1 Konstruirajte nizove tako da
 • x→ 2+
 • x→ −3+
 • x→ −3−
 • x→∞
 • x→ −∞
 Rjesenje.
 • 2.1, 2.01, . . .
 • −2.9,−2.99, . . .
 • −3.1,−3.01, . . .
 • 10, 100, . . .
 • −10,−100, . . .
 Nizovi sluze za ispitivanje ponasanja formula u nedefiniranim, granicnim situacijama.
 Primjer 6.1 Ispitati dijeljenje nulom.
 Konstruira se niz varijabli1, 0.1, 0.01, . . . 10−n . . .
 koje uvrstavanjem u formulu f(x) = 1x generiraju niz
 1, 10, 100, . . . 10n . . .
 Prirodno je reci da niz varijabli tezi k nuli, dok niz vrijednost funkcija tezi beskonacnost. Zapis rezultataprovedene analize:
 limx→0
 1
 x=∞.
 Pedantnosti radi, ispravno bi analizu trebalo napisati kao
 limx→0+
 1
 x= +∞,
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radi razlike u odnosu na niz varijabli−1,−0.1 . . .
 koji takoder tezi k nuli, no niz vrijednost funkcija
 −1,−10,−100 . . .
 tezi u minus beskonacnost:
 limx→0−
 1
 x= −∞.
 6.1 Limes niza
 Niz realnih brojeva je takvo nabrajanje brojeva kod kojeg postoji algoritam za dobivanje clana u nizuovisno o rednom broju na kojem se taj clan nalazi. Postoji funkcija
 a : N → R
 u oznacia(n) = an.
 Limes niza je broj a koji ima svojstvo
 ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, n ≥ n0 ⇒ |an − a| < ε.
 Oznaka:limn→∞
 an = a.
 Niz koji ima limes naziva se konvergentnim. Limes niza nazivamo granicnom vrijednosti niza.
 Divergentni nizovi su svi koji nisu konvergentni. Ili imaju beskonacan limes, sto obiljezavamo
 limn→∞
 a(n) =∞,
 ili im se limes ne moze odrediti, kao primjerice
 limn→∞
 sinn.
 Neki osnovni limesi:
 1. limn→∞
 1
 n= 0
 2. limn→∞
 an = 0, |a| < 1
 3. limn→∞
 |a|n =∞
 4. limn→∞
 n√a = 1, a > 0
 5. limn→∞
 |a|n
 n!= 0
 6. limn→∞
 n√n = 1
 7. limn→∞
 (1 +1
 n)n = e
 8. limn→∞
 (1 +x
 n)n = ex
 Svojstva limesa vrlo su prirodna:
 1. limn→∞
 (an + bn) = limn→∞
 an + limn→∞
 bn
 2. limn→∞
 (k · an) = k · limn→∞
 an
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3. limn→∞
 (an · bn) = limn→∞
 an · limn→∞
 bn
 4. limn→∞
 anbn
 =limn→∞
 an
 limn→∞
 bn
 Neodredeni oblici:0
 0,∞∞, ∞−∞, 1∞, 0 · ∞.
 Zadaci odredivanja granicnih vrijednosti nizova.
 1. Odredite limes niza ciji je opci clan
 an =n+ 1
 2n
 Rjesenje.
 limn→∞
 n+ 1
 2n:n
 n= limn→∞
 1 + 1n
 2=
 1
 2,
 jer je
 limn→∞
 1
 n= 0
 2. Izracunajte limes niza zadanog opcim clanom
 an = (3n2 + n− 2
 4n2 + 2n+ 7)3.
 Rjesenje.
 limn→∞
 (3n2 + n− 2
 4n2 + 2n+ 7)3 = ( lim
 n→∞
 3n2 + n− 2
 4n2 + 2n+ 7:n
 n)3
 = ( limn→∞
 3 + 1n −
 2n2
 4 + 2n + 7
 n2
 )3
 = (3
 4)3 =
 27
 64
 3. Izracunajte:
 limn→∞
 3√
 2n3 − 1√2n2 − 1
 =
 Rjesenje.
 limn→∞
 3√
 2n3 − 1√2n2 − 1
 :n
 n= limn→∞
 3
 √2− 1
 n3√2− 1
 n2
 =3√
 2√2
 4. Nadite:limn→∞
 n√
 3n.
 Rjesenje.limn→∞
 n√
 3 · n√n = 1.
 5. Odredite:limn→∞
 82n+13n−2 .
 Rjesenje.
 8limn→∞
 2n+ 1
 3n− 2 = 823 = 4
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6. Odredite:
 limn→∞
 (n− 2
 n)n.
 Rjesenje.
 limn→∞
 (1− 2
 n)n = lim
 n→∞(1 +
 1n−2
 )n =
 (limn→∞
 (1 +1n−2
 )n−2
 )−2= e−2.
 7. Rijesite:
 limn→∞
 (2n+ 3
 2n)n.
 Rjesenje.
 limn→∞
 (1 +3
 2n)n = e
 32
 8. Utvrdite:limn→∞
 (√n2 + 5n+ 1−
 √n2 − n).
 Rjesenje.
 limn→∞
 (√n2 + 5n+ 1−
 √n2 − n) ·
 √n2 + 5n+ 1 +
 √n2 − n√
 n2 + 5n+ 1 +√n2 − n
 = limn→∞
 6n+ 1√n2 + 5n+ 1 +
 √n2 − n
 :n
 n
 =6
 2= 3
 9. Izracunajte:
 limn→∞
 n+ sinn
 2n+ sinn.
 Rjesenje. Koristiti
 limn→∞
 sinn
 n= 0
 radi ogranicenosti funkcije sinx i dijeliti brojnik i nazivnik s n:
 limn→∞
 n+ sinn
 2n+ sinn:n
 n= limn→∞
 1 + sinnn
 2 + sinnn
 =1
 2.
 10. Doznajte:
 limn→∞
 3n + 4n + 5n
 2n + 6n.
 Rjesenje. Dijeliti najvecom potencijom:
 limn→∞
 3n + 4n + 5n
 2n + 6n:
 6n
 6n= limn→∞
 ( 12 )n + ( 2
 3 )n + ( 56 )n
 ( 13 )n + 1
 = 0.
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6.2 Limes funkcije
 Primjer 6.2 Odrediti domenu funkcije f(x) = sin xx . Konstruirajte niz varijabli xn, sa svojstvom
 limx→∞
 xn = 0.
 Ocjenitelimn→∞
 f(xn).
 Rjesenje. Racunati vrijednosti sinusa za kutove u radijanima:
 xn 0.1 0.01 0.001 0.0001sin xnxn
 0,998334 0,9999833 0,9999998 0,9999999
 Pretpostavka:
 limx→0+
 sinx
 x= 1.
 Zbog parnosti funkcije:
 f(−x) =sin(−x)
 −x=− sinx
 −x= f(x),
 slijedi
 limx→0−
 sinx
 x= 1.
 Konacno, moze se pisati
 limx→0
 sinx
 x= 1.
 Limes funkcije f(x) kada x tezi broju c je A u zapisu
 limx→c
 = A
 ako za svaki izbor niza x1, x2, . . . , xn, . . . za kojeg bi
 limx→c
 xn = c,
 vrijedi da jelimx→c
 f(xn) = A.
 Uobicajen je sljedeci kriterij utvrdivanja limesa funkcije:
 Funkcija f(x) ima limes u tocki c ako je
 limx→c−
 f(x) = limx→c+
 f(x).
 Svojstva limesa funkcije: 1. limx→c
 [f1(x) + f2(x)] = limx→c
 f1(x) + limx→c
 f2(x)
 2. limx→c
 [f1(x) · f2(x)] = limx→c
 f1(x) · limx→c
 f2(x)
 3. limx→c
 [f1(x)
 f2(x)] =
 limx→c
 f1(x)
 limx→c
 f2(x).
 4. Ako je f(x) neprekidna funkcija, tada je limx→c
 f(g(x)) = f(
 limx→c
 g(x))
 Neodredeni oblici:0
 0,∞∞, ∞−∞, 1∞.
 Odredeni oblici:A
 0→∞, A
 ∞→ 0,
 ∞0→∞ 01 → 0, . . .
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Zadatak 6.2 Odredite eksperimentalno
 limx→1
 lnx
 x− 1.
 Rjesenje. Promatranjem nizova varijabli i pripadnih vrijednosti funkcije
 f(x) =ln(1 + x)
 x:
 dobivamo
 xn 0.9 0.99 0.999 0.9999f(xn) 1.0536 1.00503 1.0005 1.00005
 odnosno
 xn 1.1 1.01 1.001 1.0001f(xn) 0.9531 0.99503 0.9995 0.99995
 pa je opravdano pretpostaviti da je
 limx→0
 ln(1 + x)
 x= 1,
 jer je
 limx→0+
 ln(1 + x)
 x= limx→0−
 ln(1 + x)
 x= 1.
 Zadatak 6.3 Odredite konvergentnim nizovima
 limx→0
 ex − 1
 x
 Rjesenje. Ispitivanja nizova varijabli i vrijednosti funkcija
 f(x) =ex − 1
 x
 daju primjerice:
 xn 0.1 0.01 0.001 0.0001f(xn) 1,051709 1,005017 1,000500 1,000050
 odnosno
 xn -0.1 -0.01 -0.001 -0.0001f(xn) 0,951626 0,995017 0,999500 0,999950
 iz cega se zakljucuje da funkcija ima limes i da vrijedi:
 limx→0
 ex − 1
 x= 1.
 Zadatak 6.4 Izracunajtelimx→0
 (1 + x)1x .
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Rjesenje. U poglavlju o realnim brojevima istrazeno je
 limn→∞
 (1 +1
 n)n = e ∼ 1.271828.
 Transformacijom izraza dobiva se
 limx→0
 (1 +11x
 )1x ,
 odnosnolimx→0
 (1 + x)1x = e
 Zadatak 6.5 Izracunajte
 limx→0
 ax − 1
 x.
 Rjesenje. U rjesavanju zadataka koriste se svojstva limesa funkcija i eksperimentalno dobiveni limesi:
 limx→0
 ex ln a − 1
 x= lim
 x→0
 (ex ln a − 1) ln a
 x ln a= /x ln a = t/
 = limt→0
 et − 1
 t· ln a = ln a · 1 = ln a
 Zadatak 6.6 Izracunajte limes funkcije
 limx→3
 x2 + 4
 x2 + 2x+ 2
 Rjesenje. Analiza limesa funkcije pocinje uvrstavanjem vrijednosti kojoj tezi varijabla x:
 limx→3
 9 + 4
 9 + 6 + 2.
 Ako je oblik funkcije unutar limesa odreden, analizi je kraj:
 limx→4
 x2 + 4
 x2 + 2x+ 2=
 13
 17.
 Zadatak 6.7 Odredite
 limx→∞
 √1 + x2 − 1
 x.
 Rjesenje. Uvrstavanjem sve vecih i vecih brojeva u brojnik i nazivnik, dobivaju se i u brojniku i u nazivnikusve veci i veci brojevi pa je oblik limesa neodreden:
 ∞∞.
 Dijeljenjem brojnika i nazivnika s x dobiva se
 limx→∞
 √1x2 + 1− 1
 x
 1= 1.
 Zadatak 6.8 Odredite
 limx→a
 √x−√a
 x− a.
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Rjesenje. Uvrstavanjem se dobiva neodredeni oblik
 ∞∞.
 Mnozeci brojnik i nazivnik izrazom√x+√a iracionalnost ce se prebaciti iz brojnika u nazivnik:
 limx→a
 √x−√a
 x− a·√x+√a√
 x+√a
 = limx→a
 x− a(x− a)(
 √x+√a)
 =1
 2√a.
 Zadatak 6.9 Izracunajte
 limx→0
 sin 2x
 x.
 Rjesenje. Koristeci limes dobiven eksperimentalno i supstituciju:
 limx→0
 sin 2x
 x· 2
 2= 2 · lim
 x→0
 sin 2x
 2x/t = 2x/
 = 2 limt→0
 sin t
 t= 2.
 Zadatak 6.10 Odredite
 limx→∞
 sinx
 x.
 Rjesenje. Zadani limes ima oblikA
 ∞,
 gdje A poprima vrijednost−1 ≤ A ≤ 1.
 Limes je jednak nuli jer je−1
 x≤ A
 x≤ 1
 x,
 a granicne vrijednosti vanjskih strana su nule.
 Zadatak 6.11 Odredite
 limx→0
 sin 5x
 sin 2x.
 Rjesenje. Prosirivanjem brojnika i nazivnika dobiva se:
 limx→0
 sin 5x
 sin 2x·
 55x22x
 = limx→0
 sin 5x5x
 sin 2x2x
 · 5
 2
 =5
 2· 1
 1=
 5
 2.
 Zadatak 6.12 Odredite
 limx→0
 1− cosx
 x2.
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Rjesenje. Transformacijom formule pod limesom, koristenjem identiteta
 sin2 x =1− cos 2x
 2
 dobiva se
 limx→0
 1− cosx
 x2= lim
 x→0
 2 sin2 x2
 x2
 = 2 limx→0
 sin2 x2
 4 · (x2 )2
 =2
 4· ( limx→0
 sin x2
 x2
 )2
 =1
 2· (1)2 =
 1
 2.
 Zadatak 6.13 Rijesite
 limx→0
 (sin 3x
 x)x+1.
 Rjesenje. Analizira se baza u nadi da ce dobiveni oblik biti odreden:
 ( limx→0
 (sin 3x
 3x· 3))
 limx→0
 1 + x= (3 · 1)1 = 3.
 Zadatak 6.14 Odredite limes funkcije
 limx→∞
 (x+ 1
 2x+ 1)x
 2
 .
 Rjesenje. Analogno prethodnom zadatku:
 ( limx→∞
 x(1 + 1x )
 x(2 + 1x )
 )limx→∞
 x2= ( lim
 x→∞
 1 + 1x
 2 + 1x
 )∞
 = (1
 2)∞ = 0.
 Zadatak 6.15 Za proizvoljnu realnu vrijednost konstante c 6= 0 dokazite
 limx→∞
 (1 +c
 x)x = ec.
 Rjesenje. Trik je u algebarskoj preobrazbi:
 limx→∞
 (1 +1xc
 )x = limx→∞
 ((1 +1xc
 )xc )c
 = ( limx→∞
 (1 +1xc
 )xc )c
 = /supstitucijax
 c= t/
 = ( limt→∞
 (1 +1
 t)t)c = ec.
 Supstitucija je korektna jer je
 limx→∞
 x
 c= limt→∞
 t =∞.
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Zadatak 6.16 Izracunajte
 limx→∞
 (x− 1
 x+ 1)x.
 Rjesenje. Dijeljenjem brojnika i nazivnika unutar zagrade s x dobiva se:
 limx→∞
 (1− 1
 x
 1 + 1x
 )x = limx→∞
 (1− 1x )x
 (1 + 1x )x
 =
 =e−1
 e= e−2.
 Zadatak 6.17 Odredite
 limx→∞
 (x− 1
 x+ 3)x+2.
 Rjesenje. Pocetna analiza daje neodredenost tipa
 1∞.
 Nizom algebarskih transformacijama navodimo na oblik iz jednog od prethodnih zadataka:
 limx→∞
 (x+ 3− 4
 x+ 3)x+2 = lim
 x→∞(1− 4
 x+ 3)x+2
 = limx+3→∞
 ((1 +−4
 x+ 3)x+3)
 x+2x+3
 = (e−4)limx→∞x+ 2
 x+ 3 = (e−4)1 = e−4
 Zadatak 6.18 Izracunajtelimx→0
 (1 + sinx)1x
 Rjesenje. Pozivajuci se na Zadatak 6.4 koji je rezultirao
 limx→0
 (1 + x)1x = e,
 rjesava se analogno prethodnom zadatku
 limx→0
 (1 + sinx)1
 sin x ·sin xx = ( lim
 sin x→0(1 + sinx)
 1sin x )
 limx→0
 sinx
 x
 = e1 = e.
 Zadatak 6.19 Odredite
 limx→0
 tgx− sinx
 x3.
 Rjesenje.
 limx→0
 sin xcos x − sinx
 x3= lim
 x→0
 sinx
 cosx· 1− cosx
 x3
 = limx→∞
 1
 cosx· limx→0
 sinx
 x· limx→0
 2 sin2 x2
 4 · (x2 )2
 = 1 · 1 · 2
 4=
 2
 2.
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Jednostrani limesi racunaju se kad nacin konvergencije niza varijabli xn daje razlicite rezultate pa jepotrebno posebno naznaciti nacin konvergencije. Jednostranim limesima ispituje se ponasanje funkcijana rubovima domene.
 Zadatak 6.20 Analizirajte
 limx→1+
 x
 1− x.
 Rjesenje. Uvrstavanjem x = 1 u formulu funkcije ciji limes treba naci dobiva se:
 1
 −0,
 jer je 1− x < 0 za x > 1. Limes se moze odrediti. Korektna analiza izgleda:
 limx→1+
 x
 1− x=
 limx→1+ x
 limx→1+ 1− x=
 1
 −0= −∞.
 U racunanju se obicno drugi korak preskace ako je iz konteksta jasno o cemu se radi.
 Zadatak 6.21 Ispitajte limese:
 a)
 limx→−∞
 x√x2 + 1
 ,
 b)
 limx→∞
 x√x2 + 1
 .
 Rjesenje. U oba slucaja valja podijeliti brojnik i nazivnik najvecom potencijom, a to je x.
 a) Nakon dijeljenja, uvazavajuci x = −√x2, dobije se
 limx→−∞
 1
 −√
 1 + 1x2
 = −1.
 b) Analogno, no ovaj put je x =√x2, dobije se
 limx→∞
 1√1 + 1
 x2
 = 1.
 Zadatak 6.22 Ispitajte funkciju
 f(x) =1
 1 + e1x
 u tocki prekida, odnosno ispitajte:
 limx→0−
 1
 1 + e1x
 i
 limx→0+
 1
 1 + e1x
 .
 Rjesenje. Postepena analiza daje
 1
 1 + elimx→0−
 1
 x
 =1
 1 + e−∞=
 1
 1 + 0= 1,
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dok je u drugom slucaju1
 1 + elimx→0+
 1
 x
 =1
 1 + e+∞=
 1
 ∞= 0.
 Kaze se da funkcija
 f(x) =1
 1 + e1x
 ima u nuli prekid prve vrste jer su limesi razliciti, ali konacni.
 Zadatak 6.23 Ispitajte ponasanje funkcije u tocki prekida x = 2, odnosno odredite
 a)
 limx→2+
 x
 x− 2,
 b)
 limx→2−
 x
 x− 2.
 Rjesenje.
 a) Neposredna analiza:
 limx→2−
 x
 x− 2=
 2
 −0= −∞,
 gdje2
 −0
 predstavlja niz2
 −0.1,
 2
 −0.01,
 2
 −0.001, . . .
 sve negativnijih brojeva u sto se mozete i sami uvjeriti.
 b) Slicno je
 limx→2+
 x
 x− 2=
 2
 +0= +∞.
 6.3 Zadaci za samostalno racunanje granicnih vrijednosti
 Zadaci su provjera razumijevanja granicnih vrijednosti nizova i funkcija. Rijesiti sedam je dovoljno, deset jedobro, cetrnaest je vrlo dobro, a ako sve znate rijesiti, to je izvrsno.
 1. Zadan je niz:
 3,5
 2,
 7
 3,
 9
 4,
 11
 5, . . . ...
 Nastavite niz s bar tri nova clana. Odredite opci clan i 1000. clan niza. Odredite limes niza.
 2. Nastavite niz7
 3,
 10
 5,
 13
 7, . . .
 Odredite formulu za dobivanje opceg clana niza i granicnu vrijednost niza.
 3. Odredite granicnu vrijednost niza
 1
 2,
 5
 3,
 9
 4, . . . ,
 4n− 3
 n+ 1, . . .
 4. Ispitajte konvergenciju niza
 1,1
 3,
 1
 5, . . .
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5. Nadite
 limx→4
 5x+ 2
 2x+ 3.
 6. Odredite
 limx→∞
 3x+ 5
 2x+ 7.
 7. Izracunajte
 limx→3
 x2 − 9
 x2 − 3x.
 8. Ispitajte
 limx→1
 x3 − x2 − x+ 1
 x3 + x2 − x− 1.
 9. Pokusajte odrediti
 limx→0
 5√
 (1 + x)3 − 1
 x
 supstitucijom 1 + x = y5.
 10. Nadite
 limx→0
 1− cos 5x
 x2.
 Koristite se trigonometrijskim identitetima.
 11. Rijesite
 limx→∞
 x3 + 2x2 + 3x+ 4
 4x3 + 3x2 + 2x+ 1.
 12. Nadite
 limx→∞
 3x4 − 2√x8 + 3x+ 4
 .
 13. Otkrijte
 limx→∞
 (√x2 + 8x+ 3−
 √x2 + 4x+ 3).
 14. Istrazite
 limx→∞
 (x2 + 5x+ 4
 x2 − 3x+ 7)x.
 15. Ispitajte limese s lijeva i s desna funkcije
 f(x) =1
 x+ 21
 x−3
 u tocki x = 3.
 16. Odredite limese s lijeva i s desna funkcije
 f(x) = e1
 x−a
 za x = a.
 Rjesenja zadataka.
 1. 136 ,
 157 ,
 178 , . . ., an = 2n+1
 n , a1000 = 20011000 , lim
 n→∞
 2n+ 1
 n= 2.
 2. 169 ,
 1911 , . . ., lim
 n→∞
 3n+ 4
 2n+ 1=
 3
 2.
 3. Granicna vrijednost je 4.
 4. Niz konvergira k nuli, an =1
 2n− 1.
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5. Nakon uvrstavanja dobije se22
 11= 2.
 6. Dijeljenje brojnika i nazivnika s x daje3
 2.
 7. Rastav brojnika i nazivnika na proste faktore ukida neodredenost: limx→3
 x+ 3
 x= 2.
 8. Rastaviti brojnik i nazivnik izlucivanjem x2 iz prva dva pribrojnika. Skracivanje daje granicnu vrijed-nost 0.
 9. Nakon supstitucije limy→1
 y3 − 1
 y5 − 1= limy→1
 (y − 1)(y2 + y + 1)
 (y − 1)(y4 + y3 + y2 + y + 1)=
 3
 5.
 10. Koristenjem identiteta sin2 5x
 2=
 1− cos 5x
 2dobije se lim
 x→0
 2 sin2 5x2
 x2= 2 lim
 x→0
 (sin 5x
 2
 x
 )2
 = 2 ·(5
 2)2 =
 25
 2.
 11. Dijeljenjem brojnika i nazivnika najvecom potencijom daje:
 limx→∞
 1 + 2x + 3
 x2 + 4x3
 4 + 3x + 2
 x2 + 1x3
 =1
 4.
 12. Nakon dijeljenja brojnika i nazivnika najvecom potencijom:
 limx→∞
 3− 2x4√
 1 + 3x7 + 4
 x8
 =3
 1= 3.
 13. U ovom zadatku neodredenost oblika ∞ − ∞ uklanja se mnozenjem i dijeljenjem izraza izrazom(√x2 + 8x+ 3 +
 √x2 + 4x+ 3), nakon cega se dobiva:
 limx→∞
 4x√x2 + 8x+ 3 +
 √x2 + 4x+ 3
 .
 Dijeljenjem brojnika i nazivnika s x, limes je jednak 2.
 14. Dijeljenjem brojnika i nazivnika unutar zagrade:
 x2 − 3x+ 7
 x2 − 3x+ 7+
 8x− 3
 x2 − 3x+ 7= 1 +
 8x− 3
 x2 − 3x+ 7
 i transformacijom
 limx→∞
 [(1 +8x− 3
 x2 − 3x+ 7)x2−3x+7
 8x−3 ]x(8x−3)
 x2−3x+7
 prelazi u
 elimx→∞
 8x2 − 3x
 x2 − 3x+ 7 = e8.
 15. Kada x → 3−, tada 1x−3 → −∞ i 2
 1x−3 → 0 pa je lim
 x→3−f(x) =
 1
 3. U drugu ruku, x → 3+, onda
 1
 x− 3→ +∞, 2
 1x−3 →∞ pa je lim
 x→3+f(x) = 0.
 16. Analogno, limx→a−
 f(x) = 0 i limx→a+
 f(x) = +∞.
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6.4 Mjesoviti zadaci o funkcijama
 Slijedeci zadaci poredani su sistemom slucajnog odabira. Zadatke koje ne znate rijesiti, preskocite. AkoVam se rijesenje ne podudara s ponudenim, posaljite zadatak na e-mail [email protected]. Zadaci u kojima jepotrebno dokazati tvrdnju nemaju rjesenja. Zadaci u kojima treba nacrtati sliku nemaju sliku rjesenja, vecsamo njen opis.
 1. Odredite domenu racionalne funkcije
 f(x) =x2 + 8x+ 15
 x2(x2 − 9),
 ispitajte ponasanje u rubnim tockama domene i rastavite funkciju na parcijalne razlomke.
 2. Neka je f(x) = tgx, g(x) = ctgx, h(x) = sinx i k(x) = cosx. Dokazite da je
 f(x) + g(x) =1
 h(x) · k(x).
 3. Odredite (f ◦ g)(x) i (g ◦ g)(x), ako je
 f(x) =2− x3x− 1
 , g(x) =x+ 1
 2x− 1.
 4. Ako je
 f(x) = log1 + x
 1− x, g(x) =
 3x+ x3
 3x2 + 1,
 dokazite da je(f ◦ g)(x) = 3 · f(x).
 5. Neka su f(x) = 2x + 1, g(x) = x3 i h(x) = 1x . Uvjerite se da je kompozicija funkcija asocijativna
 operacija.
 6. Za slijedece funkcije odredite elementarne funkcije f(x) i g(x) koje cine njihovu kompoziciju (f ◦ g)(x).Nadalje, odredite domenu i nacrtajte grafove funkcija y = (f ◦ g)(x).
 (a) (f ◦ g)(x) =√
 1− x2,
 (b) (f ◦ g)(x) = sin 2x,
 (c) (f ◦ g)(x) = arcsin 1+xx−3 ,
 (d) (f ◦ g)(x) = 1x2+x+2 ,
 (e) (f ◦ g)(x) = e1
 1−x ,
 (f) (f ◦ g)(x) = ln 2x+13x2−x+1 .
 Rjesenja zadataka.
 1. Domena: (−∞,−3) ∪ (−3, 0) ∪ (0, 3) ∪ (3,+∞). Nadalje: limx→±∞ f(x) = 0; limx→0 f(x) = +∞,limx→ 3+f(x) = +∞, limx→ 3−f(x) = −∞ i limx→−3 f(x) = −1/27. Nultocka funkcije je (−5, 0).Funkcija se moze neprekidno dodefinirati: f(−3) = −1/27. Rastav na parcijalne razlomke: − 8
 9x −5
 3x2 + 89(x−3) .
 2. Tvrdnja je tocna.
 3. Trazene kompozicije: (f ◦ g)(x) = 3x−3x+4 , (g ◦ f)(x) = 2x−1
 5−5x .
 4. Jednakost vrijedi.
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5. Asocijativnost je svojstvo poznato iz mnozenja realnih brojeva:
 (a · b) · c = a · (b · c).
 Tako treba provjeriti da vrijedi
 ((f ◦ g) ◦ h) = (f ◦ (g ◦ h))(x)
 (f ◦ g)(1
 x) = f((g ◦ h)(x))
 f(g(1
 x)) = f(g(
 1
 x))
 f(1
 x3) = f(
 1
 x3)
 2
 x3+ 1 =
 2
 x3+ 1
 6. Rjesena redom:
 (a) Funkcije sastavnice su polinom g(x) = −x2 + 1 i funkcija drugog korjena: f(x) =√x. Domena:
 D = [−1, 1]. Graf je gornja polukruznica sa centrom u ishodistu radijusa 1 s tockama (−1, 0) i(1, 0).
 (b) Funkcija je slozena od g(x) = 2x i f(x) = sinx. Domena je R, a graf je sinusoida amplitude 1,perioda π i nultockama u {±kπ2 , k ∈ Z}.
 (c) Radi se o slaganju racionalne funkcije g(x) = 1+xx−3 i ciklometrijske funkcije f(x) = arcsinx.
 Domena je rjesenje sustava
 −1 ≤ 1 + x
 x− 3≤ 1
 uz obavezno iskljucenje: x 6= 3. Rjesavanje lijeve nejednadzbe:
 −1 ≤ 1 + x
 x− 3
 0 ≤ 1 +1 + x
 x− 3
 0 ≤ x− 3 + 1 + x
 x− 3
 0 ≤ 2x− 2
 x− 3
 daje ogranicenje: x ∈ (−∞, 1] ∪ (3,+∞). Analogno, desna nejednadzba:
 1 + x
 x− 3− 1 ≤ 0
 4
 x− 3≤ 0
 daje x ∈ (−∞, 3). Zajedno, domena je (−∞, 1]. O grafu se zna da je jedina nultocka (−1, 0).Tocka (1,−π2 ) rubna je tocka grafa s desna. Iz limx→∞(f ◦ g)(x) = arcsin 1 = π
 2 . Ispitivanja semogu opisati krivuljom koja sdesna pocinje u (1,−π2 ), os 0y sijece u arcsin 1
 3 = −0.34, os 0x utocki −1 i priljubljuje se pravcu y = π
 2 za x→ −∞.
 (d) Funkcija se moze promatrati kao kompozicija polinoma g(x) = x2 + x + 2 i racionalne funkcijeg(x) = 1
 x . Domena je R. Za x→ ±∞ vrijednosti kompozicije teze k nuli. Svodenjem nazivnikana potpun kvadrat:
 (f ◦ g)(x) =1
 (x+ 12 )2 + 7
 4
 dobiva se informacija da su vrijednosti kompozicije pozitivni brojevi i da se najveca vrijednostdobiva za x = − 1
 2 u iznosu 47 . Graf je zvonolika krivulja iznad osi x, s maksimumom u (− 1
 2 ,74 ),
 koja os y sijece u tocki s ordinatom 12 . Graf je bez siljaka.
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(e) Slaganjem racionalne g(x) = 11−x i eksponencijalne f(x) = ex funkcije dobiva se funkcija defini-
 rana na cijelom R izuzev x = 1. Ispitivanjem jednostranih limesa dobiva se limx→1+(f ◦g)(x) = 0i limx→1−(f ◦ g)(x) = +∞ dobiva se prekid druge vrste, jer je limes s jedne strane konacan, doks druge strane nije. Ispitivanjem se dobiva da je limx→±∞(f ◦ g)(x) = 1 sto znaci da se krivuljagrafa s desne i s lijeve strane asimptotski priblizava pravcu y = 1. Os y graf sijece u tocki (0, 1).Krivulja grafa crta se slijeva i pocinje uz pravac y = 1 pa se kroz tocku (0, 1) penje prema vertikalix = 1 kojoj se asimptotski priblizava. Desna strana pocinje u (1, 0) i kao parabola se asimptotskipriblizava pravcu y = 1.
 (f) Funkcija je nastala slaganjem racionalne funkcije g(x) = 2x+13x2−x+1 i prirodnog logaritma f(x) =
 lnx. Domena je rjesenje nejednadzbe
 2x+ 1
 3x2 − x+ 1> 0| · (3x2 − x+ 1) > 0
 x > −1
 2
 Nultocka se trazi jednadzbom
 2x+ 1
 3x2 − x+ 1= 1| · (3x2 − x+ 1)
 3x2 − 3x = 0
 3x(x− 1) = 0
 x1 = 0, x2 = 1
 koja daje dvije nultocke. Ispitivanje:
 limx→ 1
 2
 ln2x+ 1
 3x2 − x+ 1= ln 0 = −∞,
 daje zakljucak da graf funkcije pocinje uz vertikalu x = − 12 , raste preko ishodista, dostize
 maksimum izmedu 0 i 1 u nepoznatoj tocki, spusta se kroz (1, 0) ispod osi x i, buduci jelimx→+∞ ln 2x+1
 3x2−x+1 = ln 0 = −∞, odlazi u −∞ kao obrnuta kvadratna parabola.
 6.5 Neprekidnost funkcije
 Promjena varijable moze uzrokovati promjenu vrijednosti funkcije. Neka je
 y = f(x)
 formula koja racuna vrijednost funkcije y za vrijednost varijable x. Kaze se da je funkcija f(x) neprekidna utocki x0 ako
 ∀ε > 0 ∃δ > 0, |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.
 Analogna je definicija pomocu limesa. Funkcija je neprekidna u tocki x0 svoje domene, ako je
 limx→x+
 0
 f(x) = limx→x−0
 f(x) = f(x0).
 Elementarne funkcije, funkcije dobivene racunskim operacijama i komponiranjem elementarnih funkcija ne-prekidne su u tockama u kojima su definirane.
 Primjer 6.3 Funkcija zadana formulama
 f(x) =1
 3 + 21
 x−3
 ima u tocki x0 = 3 prekid prve vrste:limx→3+
 f(x) = 0,
 dok jelimx→3−
 f(x) = 0.33.
 Iz ispitivanja se vidi da su limesi konacni, ali se razlikuju.
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Napomena 6.1 Uvjet neprekidnosti po prvoj definiciji nije ispunjen jer ε > 0, primjerice ε = 2, za kojivrijedi:
 ∀δ > 0 ∃x |x− 3| < δ ⇒ |f(x) + 18| > 2.
 za svaki δ > 0 dovoljno je uzeti x > 0.
 Primjer 6.4 Funkcija
 y =sinx
 x
 neprekidna je na cijelom podrucju definicije jer je dobivena kvocijentom elementarnih funkcija.
 Primjer 6.5 Funkcija
 f(x) =
 {sin xx , x 6= 01 x = 0
 je neprekidna u nuli, jer je, doduse eksperimentalno, pokazano da je
 limx→0+
 sinx
 x= limx→0−
 sinx
 x= 1.
 Primjer 6.6 Funkcija
 f(x) =
 {ex−1x , x 6= 03 x = 0
 ima prekid u tocki x = 0 jer je eksperimentalno pokazano:
 limx→0+
 ex
 x= limx→0+
 ex
 x= 1 6= 0.
 Isto tako, moguce je naci ε > 0 tako da
 ∀δ > 0∃x |x− 0| < δ ⇒ |f(x)− 3| > ε.
 Taj ε moze biti i 12 .
 Primjer 6.7 Funkcijaf(x) = |x|
 neprekidna je u svakoj tocki domene R. Funkcija |x| definirana je formulama:
 f(x) = |x| ={
 x, x ≥ 0−x, x < 0
 Buduci jelimx→0−
 −x = limx→0+
 x = 0 = f(0)
 funkcija je neprekidna.
 Primjer 6.8 Funkcija
 f(x) =3− 2x
 1 + x
 nije definirana za x = −1. Ispitivanja limesa:
 limx→−1−
 3− 2x
 1 + x= −∞, lim
 x→−1+3− 2x
 1 + x= +∞
 pokazuju da graf funkcije ima u tocki x = −1 prekid druge vrste.
 Zadatak 6.24 Odredite parametar a tako da funkcija
 f(x) =
 {sin xx , x < 0
 5x4 − 2x+ a, x ≥ 0
 bude neprekidna na R.
 Rjesenje. Ocito je a = 1.
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6.6 Hiperbolne funkcije
 Funkcijama se pokusavaju opisati pojave u prirodi i drustvu s ciljem da se otkrivanjem veze uzroka i posljedicepredvide ponasanja bez provociranja pojave pokusima. Hiperbolne funkcije uvedene su u matematiku kaorjesenja jednadzbi gibanja. Naknadno je uocena geometrijska analogija trigonometrijskih funkcija na jedinicnojkruznici i hiperbolnih funkcija na jedinicnoj hiperboli x2 − y2 = 1.
 Kosinus hiperbolni je funkcija definirana formulom:
 chx =ex + e−x
 2.
 Zadaci: 1. Odredite domenu funkcije y = chx.
 2. Ispitajte limese na rubovima domene.
 3. Odredite sjecista s koordinatnim osima.
 4. Ispitajte parnost funkcije
 5. Nacrtajte graf funkcije y = chx.
 Rjesenja zadataka: 1. Domena je R;
 2. limx±∞
 chx = +∞;
 3. Os 0y sijece u (0, 1);
 4. Parna je;
 5. Graf je slican paraboli y = x2 + 1.
 Sinus hiperbolni je funkcija definirana formulom:
 shx =ex − e−x
 2.
 Zadaci: 1. Odredite domenu funkcije y = shx.
 2. Ispitajte limese na rubovima domene.
 3. Odredite sjecista s koordinatnim osima.
 4. Ispitajte parnost funkcije
 5. Nacrtajte graf funkcije y = shx.
 Rjesenja zadataka: 1. D = R;
 2. limx→±∞
 shx = ±∞;
 3. Graf ide tockom (0, 0);
 4. Neparna je;
 5. Graf je slican y = x3.
 Tangens hiperbolni definira se analogno trigonometrijskom:
 thx =shx
 chx.
 Zadaci: 1. Odredite domenu funkcije y = thx.
 2. Ispitajte limese na rubovima domene.
 3. Odredite sjecista s koordinatnim osima.
 4. Ispitajte parnost funkcije
 5. Nacrtajte graf funkcije y = thx.
 Rjesenja zadataka: 1. D = R.
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2. limx→±∞
 thx = ±1;
 3. S = (0, 0);
 4. Neparna;
 5. Graf se nalazi u pruzi izmedu y = ±1 i slican je okrenutoj y = x3.
 Kotangens hiperbolni definira se poput trigonometrijskog:
 cthx =chx
 shx.
 Zadaci: 1. Odredite domenu funkcije y = cthx.
 2. Ispitajte limese na rubovima domene.
 3. Odredite sjecista s koordinatnim osima.
 4. Ispitajte parnost funkcije
 5. Nacrtajte graf funkcije y = cthx.
 Rjesenja zadataka: 1. D = R;
 2. limx→0±
 cthx = ±∞, limx→±∞
 cthx = ±1;
 3. Nema sjecista;
 4. Neparna;
 5. Poput dviju grana hiperbole: donja u III kvadrantu ispod y = −1, gornja u I kvadrantu iznady = 1.
 Osnovne formule hiperbolnih funkcija:
 ch2x− sh2x = 1
 thx · cthx = 1
 sh2x = 2shx · chxch2x = ch2x+ sh2x
 Zadatak 6.25 Dokazite algebarski vjerodostojnost formula hiperbolnih funkcija.
 Zadatak 6.26 Dokazite Moivreovu formulu:
 (chx± shx)n = chnx± shnx.
 Rjesenje. Dokaz provedite matematickom indukcijom.
 Area funkcije inverzne su funkcije hiperbolnih funkcija.
 Zadatak 6.27 Izrazite funkcije Archx, Arshx, Arthx i Arcthx pomocu elementarnih funkcija.
 Rjesenje.
 Archx = ln(x+√x2 − 1);
 Arshx = ln(x+√x2 + 1);
 Arthx =1
 2ln
 1 + x
 1− x;
 Arcthx =1
 2lnx+ 1
 x− 1.
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7 Derivacija funkcije
 Derivacija funkcije pokazatelj je trenda ponasanja funkcije nakon male promjene vrijednosti varijable.
 7.1 Definicija derivacije
 Neka je
 • x . . . trenutna vrijednost nezavisne varijable, argumenta;
 • f(x) . . . formula u kojoj je jedina varijabla x;
 • y = f(x) . . . vrijednost funkcije zapisana eksplicitno;
 • ∆x = dx . . . promjena nezavisne varijable;
 • ∆y . . . promjena vrijednosti funkcije;
 • dy . . . prvi diferencijal ili prvi ili glavni ili linearni dio promjene vrijednosti funkcije proporcionalanpromjeni nezavisne varijable dx.
 • U duhu navedenih oznaka:∆y = f(x+ dx)− f(x).
 Zadatak 7.1 Odredite dy za funkciju zadanu formulom y = x2.
 Rjesenje.
 ∆y = f(x+ dx)− f(x)
 = (x+ dx)2 − x2
 = 2xdx+ dx2
 Prvi ili glavni ili linearni dio promjene vrijednosti funkcije ∆y u ovom primjeru:
 dy = 2xdx.
 Prva derivacija funkcije zadane formulomy = f(x)
 u oznakamay′ = f ′(x)
 je formula koja racuna omjer
 y′ =dy
 dx
 za zadanu funkciju ili
 limdx→0
 ∆y
 dx.
 Zadatak 7.2 Odredite formule prvih derivacija funkcija:
 1. y = 12
 2. y = x
 3. y =1
 x
 4. y =√x
 5. y = sinx
 6. y = cosx
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Rjesenja zadataka.
 1. Funkcija je konstanta pa vrijedi:
 f(x) = f(x+ dx) = 12 ⇒ ∆y = f(x+ dx)− f(x) = 12− 12 = 0
 y′ =dy
 dx=
 0
 dx= 0
 bez obzira na dx.
 2. Slicno kao u prethodnom:
 f(x) = x
 f(x+ dx) = x+ dx
 y′ =dy
 dx=dx
 dx= 1.
 3. Sada je
 f(x) =1
 x
 f(x+ dx) =1
 x+ dx
 ∆y =1
 x+ dx− 1
 x=x− (x+ dx)
 x(x+ dx)
 ∆y =−dx
 x(x+ dx).
 y′ = limdx→0
 −dxx(x+ dx)
 dx= − 1
 x2.
 4. U ovom slucaju racionalizirat ce se brojnik:
 f(x) =√x
 f(x+ dx) =√x+ dx
 ∆y = f(x+ dx)− f(x) =√x+ dx−
 √x
 y′ = limdx→0
 ∆y
 dx= limdx→0
 [√x+ dx−
 √x
 dx·√x+ dx+
 √x√
 x+ dx+√x
 ]y′ = lim
 dx→0
 x+ dx− xdx(√x+ dx+
 √x)
 = limdx→0
 dx
 dx(√x+ dx+
 √x)
 y′ =1
 2√x.
 5. Adicione formule i provjereni limes
 limdx→0
 sinx
 x= 1
 koriste se u deriviranju funkcije sinusa:
 f(x) = sinx
 f(x+ dx) = sin(x+ dx) = sinx cos dx+ sin dx cosx
 ∆y = sinx cos dx− sin dx cosx− sinx
 y′ = limdx→0
 sinx cos dx− sin dx cosx− sinx
 dx
 y′ =sin dx cosx
 dx
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zbog cos dx→ 1 za dx→ 0. Nadalje je
 y′ =sin dx
 dx· cosx
 y′ = cosx
 6. Potpuno analogno prethodnom zadatku, koristenjem istog limesa i adicione formule: cos(x + dx) =cosx cos dx− sinx sin dx dobiva se
 y′ = − sinx.
 Derivacija funkcije jedne varijable y = f(x) je nova funkcija varijable x ako postoji granicna vrijednost
 f ′(x) = limdx→0
 f(x+ dx)− f(x)
 dx.
 Tada se kaze da je funkcija derivabilna ili glatka u tocki x iz domene. Detalje pogledajte u udzbeniku[1].
 Zadatak 7.3 Odredite derivaciju eksponencijalne funkcije
 f(x) = ex
 preko limesa dobivenog eksperimentalno:
 limx→0
 ex − 1
 x= 1.
 Rjesenje.
 (ex)′ = limdx→0
 ex+dx − ex
 dx= limdx→0
 exedx − ex
 dx
 = limdx→0
 exedx − 1
 dx
 = ex limdx→0
 edx − 1
 dx= ex.
 Zadatak 7.4 Nadite formulu derivacije funkcije prirodnog logaritma
 f(x) = lnx
 koristeci algebru i eksperimentalno dobiven
 limt→1
 ln(t)
 t− 1= 1.
 Rjesenje.
 (lnx)′ = limdx→0
 ln(x+ dx)− lnx
 dx
 = limdx→0
 ln x+dxx
 dx:x
 x= limdx→0
 1x ln(1 + dx
 x )
 1 + dxx − 1
 =1
 xlim
 1+ dxx →1
 ln(1 + dxx )(
 1 + dxx
 )− 1
 =1
 x.
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7.2 Tehnika deriviranja
 Deriviranje je operator nad formulama koji svakoj napisanoj formuli f(x) pridruzi tocno jednu formuluf ′(x) koja se naziva derivacijom pocetne fomule.
 Deriviranje ima dva svojstva koja se isticu:
 • Linearnost(αf + βg)′ = αf ′ + βg′.
 • Newton-Leibnitzovo svojstvo(fg)′ = f ′ · g + f · g′.
 Buduci se gotovo svaka formula dobiva zbrajanjem, oduzimanjem, mnozenjem, dijeljenjem ili komponira-njem elementarnih formula, potrebno je znati derivaciju svake elementarne funkcije i postupke deriviranjau slucaju da se formule zbrajaju, oduzimaju, mnoze, dijele ili se komponiraju.
 Do sada su pokazane derivacije eksponencijalne funkcije:
 f(x) = ex ⇒ f ′(x) = ex,
 koja je jedina jednaka svojoj derivaciji, zatim prirodne logaritamske funkcije
 y = lnx ⇒ y′ =1
 x,
 trigonometrijske funkcije sinusa(sinx)′ = cosx
 i nesto drugacije derivacije kosinusa(cosx)′ = − sinx.
 Slijede derivacije ostalih osnovnih elementarnih funkcija.
 7.2.1 Deriviranje opce potencije
 Opca potencija je funkcija oblikaf(x) = xn
 gdje je n fikan realni broj. Deriviranje je lagano pokazati u slucaju da je n prirodni broj.
 Zadatak 7.5 Odredite formulu derivacije potencije
 f(x) = xn
 koristeci se formulom za potenciranje binoma navedenom u algebarskom dodatku.
 Rjesenje.
 (xn)′ = limdx→0
 (x+ dx)n − xn
 dx
 = limdx→0
 xn + nxn−1dx+ n(n−1)2 xn−2dx2 + . . .+ dxn − xn
 dx
 = limdx→0
 nxn−1dx+ n(n−1)2 xn−2dx2 + . . .+ dxn
 dx
 = limdx→0
 (nxn−1 +n(n− 1)
 2xn−2dx+ . . .+ dxn−1)
 = nxn−1.
 Veliki broj funkcija moze se svesti na oblik opce potencije
 f(x) = xa,
 gdje je a negativan broj, razlomak, a moze biti i nula. Derivacija opce potencije tako postaje siroko primjenjiva.Vazno je upamtiti:
 y = xa ⇒ y′ = a · xa.Samostalno rijesite slijedece zadatke.
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1. Derivirajte opce potencije:
 a) y = x4 b) y = x10 c) y = x−3
 d) y = x−6 e) y = x23 f) y = x
 75
 g) y = x−34 h) y = x−
 53 k) y = x2,5
 2. Slijedece funkcije napisite u obliku potencija, pa derivirajte:
 a) y = 3√x b) y = 6
 √x c) y =
 5√x3
 d) y = 1x4 e) y = 1
 x5 f) y = 14√x
 g) y = 17√x4
 h) y = x25√x4 k) y = x5
 6√x7
 Rjesenja zadataka.
 1. Neposredno, po formuli:
 a) y′ = 4x3 b) y′ = 10x9 c) y′ = −3x−4
 d) y′ = −6x−7 e) y′ = 23x− 1
 3 f) y′ = 75x
 25
 g) y′ = − 34x− 7
 4 h) y′ = − 53x− 8
 3 k) y′ = 2.5x1.5
 2. Svaku je funkciju potrebno prevesti u oblik opce potencije, a onda derivirati po ugledu na prvi zadatak.U algebarskom dodatku na kraju skripte podsjetite se osnovnih stvari iz algebre.
 (a) y = x13 ⇒ y′ = 1
 3x− 2
 3 = 1
 33√x2
 (b) y = x16 ⇒ y′ = 1
 6x− 5
 6 = 1
 66√x5
 (c) y = x35 ⇒ y′ = 3
 5x− 2
 5 = 3
 55√x2
 (d) y = x−4 ⇒ y′ = −4x−5 = − 4x5
 (e) y = x−5 ⇒ y′ = −5x−6 = − 5x6
 (f) y = x−14 ⇒ y′ = − 1
 4x− 5
 4 = − 14x 4√x
 (g) y = x−47 ⇒ y′ = − 4
 7x− 11
 7 = − 4
 7x7√x4
 (h) y = x2 · x 45 = x
 145 ⇒ y′ = 14
 5 x95 = 14x
 4√x4
 5
 (i) y = x5
 6√x7
 = x5
 x76
 = x236 ⇒ y′ = 23
 6 x176 = 23x2 6√
 x5
 6
 7.2.2 Deriviranje formule mnozene konstantom
 Uz uvjet da je poznata derivacija formule f(x) moguce je derivirati formulu
 y = c · f(x), y′ = c · f ′(x).
 Dokaz je vrlo ocit:
 (c · f(x))′ = limdx→0
 c · f(x+ dx)− c · f(x)
 dx= limdx→0
 c · f(x+ dx)− f(x)
 dx= c · f ′(x).
 Derivacija logaritamske funkcije proizvoljne baze, zahvaljujuci identitetu
 logb x =lnx
 ln b
 jednaka je
 f(x) = logb x ⇒ f ′(x) =1
 ln b· 1
 x=
 1
 x ln b.
 Zadatak 7.6
 Derivirajte slijedece funkcije:
 a) y = 3x2 b) y = 6 3√x c) y = 5
 x4
 d) y = 6ex e) y = sin x3 f) y = 5x3
 9
 Rjesenje. a) y′ = 6x; b) y′ = 23√x2
 ; c) y′ = − 20x5 ; d) 6ex; e) y′ = 1
 3 cosx; f) y′ = 53x
 2
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7.2.3 Derivacija zbroja i razlike
 Uz uvjet poznavanja derivacija formula f(x) i g(x) moguce je derivirati
 y = f(x) + g(x)
 y′ = f ′(x) + g′(x)
 Dokaz je jednostavan i nalazi se u [1]. Derivirajte slijedece funkcije:
 1. y = 3x3 + 4x2 − 5x− 2
 2. y = 2√x− 3x
 2+
 2
 x
 3. y =1
 x+
 2
 x2+
 3
 x3
 4. y =1
 x+
 1
 2√x
 +13√x
 5. y = sinx− cosx
 6. y = x√x
 7. y =3√x2 − 2√
 x
 8. y = (2− x)x+ (x− 1)(x+ 2)
 9. Napisite prvu derivaciju funkcije f(x) =x
 3− 3√x.
 Rjesenja zadataka.1. y′ = 9x2 + 8x − 5; 2. y′ = 1√
 x− 3
 2 −2x2 ; 3. y′ = − 1
 x2 − 4x3 − 9
 x4 ; 4. y′ = − 1x2 − 1
 4x√x− 1
 3x 3√x
 ; 5.
 y′ = cosx+ sinx; 6. y′ = 32
 √x; 7. y′ = 2
 3 3√x
 + 1x√x
 ; 8. y′ = 3;
 9. f ′(x) = 13 −
 1
 33√x2
 .
 7.2.4 Derivacija umnoska funkcija
 Ako su poznate derivacije funkcija f(x) i g(x), tada je moguce derivirati njihov umnozak:
 (f(x) · g(x))′ = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x).
 Primjer 7.1 Derivirati funkcijuy = x3arctgx
 Rjesenje.
 y′ = 3x2arctgx+ x3 · 1
 1 + x2.
 Zadatak 7.7 Derivirati slijedece umnoske
 1. y = x lnx
 2. y = x2ex
 3. y = (2− x2) cosx+ 2x sinx
 Rjesenje.
 1. y′ = lnx+ 1
 2. y′ = 2xex + x2ex
 3. y′ = x2 sinx
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7.2.5 Derivacija kvocijenta funkcija
 Ukoliko je moguce derivirati formulu f(x) koja se nalazi u brojniku i g(x) iz nazivnika, tada je moguce odlucitise na derivaciju kvocjenta tih dviju funkcija:
 y =f(x)
 g(x)
 y′ =f ′(x) · g(x)− f(x) · g′(x)
 (g(x))2
 Dokaz.
 (f
 g(x))′ = (
 f(x)
 g(x))′ = lim
 dx→0
 f(x+dx)g(x+dx) −
 f(x)g(x)
 dx
 = limdx→0
 g(x) · f(x+ dx)− f(x) · g(x+ dx)− g(x) · f(x) + g(x) · f(x)
 dx · g(x) · g(x+ dx)
 =1
 g(x)limdx→0
 1
 g(x+ dx)[ limdx→0
 f(x+ dx)− f(x)
 dxg(x)− lim
 dx→0
 g(x+ dx)− g(x)
 dxf(x)]
 =1
 g(x)· 1
 g(x)· [f ′(x)g(x)− g′(x)f(x)]
 Primjer 7.2 Derivirati funkciju
 y =arcsinx
 x
 Rjesenje.
 y′ =x · 1√
 1−x2− arcsinx · 1x2
 .
 Primjer 7.3 Odrediti formulu prve derivacije funkcije
 f(x) =sinx− cosx
 sinx+ cosx.
 Rjesenje.
 f ′(x) =(cosx+ sinx)(sinx+ cosx)− (sinx− cosx)(cosx− sinx)
 (sinx+ cosx)2=
 2
 (sinx+ cosx).
 Odredite formule prvih derivacija slijedecih funkcija:
 1. y =x+ 2
 x− 3
 2. y =x
 lnx
 3. y =ex
 x2
 4. y =ln2x
 x
 5. y =sinx
 cosx
 6. y =
 √x
 lnx
 7. Izracunajte vrijednost f ′(−2) funkcije y =x3
 x2 + 3.
 115

Page 116
						

8. Napisite formulu prve derivacije funkcije y′ =cosx− 1
 cosx− sinx.
 Rjesenja zadataka.
 1.y′ = −5(x−3)2 ; 2. y′ = ln x−1
 ln2 x; 3. y′ = ex(x−2)
 x3 ; 4. y′ = 2 ln x−ln2 xx2 ; 5. y′ = 1
 cos2 x ; 6. y′ = ln x−12√x ln2 x
 ; 7.
 y′ = x4+9x2
 (x2+3)2 = 5249 ; y′ = 1−sin x−cos x
 (cos x−sin x)2 .
 7.3 Derivacija inverzne funkcije
 Formula dobivanja vrijednosti funkcije y = f(x) opisuje funkcijsko pridruzivanje vrijednosti funkcije y ivarijable x, a formula y′ = dy
 dx = f ′(x) opisuje kako se varijabli x pridruzuje vrijednost prve derivacijey′.
 Inverzna formula funkcije dobiva se formalno izrazavanjem varijable x preko vrijednosti funkcije y kojapostaje varijabla inverzne funkcije: f−1(x) = y.
 Formula derivacije inverzne funkcije tada glasi
 x′ =dx
 dy=(f−1(y)
 )′=
 1
 f ′(x)=
 1
 f ′(f−1(y)).
 Uobicajena oznaka varijable je x: (f−1(x)
 )′=
 1
 f ′(f−1(x)).
 Primjer 7.4 Derivirati funkciju inverznu funkciji sinusa.
 Rjesenje. Funkcija sinusa zapisuje se formulom
 y = sinx.
 Slijedi:
 y′ =dy
 dx= cosx
 x = arcsin y
 x′ =dx
 dy= (arcsin y)′ =
 1
 cosx=
 1√1− sin2 x
 =1√
 1− y2
 pa u slucaju da je funkcija zadana formulom
 f(x) = arcsinx = sin−1 x,
 njena derivacija glasi:
 f ′(x) = (arcsinx)′ =1√
 1− x2.
 Zadatak 7.8 Izvedite derivaciju funkcijef(x) = arccosx.
 Rjesenje. Funkcija je inverz funkcijey = cosx.
 Slijedi:
 y′ =dy
 dx= − sinx
 x′ =dx
 da= − 1
 sinx
 (arccos y)′ = − 1
 sinx= − 1√
 1− cos2 x= − 1√
 1− y2
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koji daje rjesenje
 f ′(x) = (arccosx)′ = − 1√1− x2
 .
 Zadatak 7.9 Derivirajte y = lnx.
 Rjesenje. Uobicajeni formalni racun daje:
 y = lnx
 x = ey
 x′ = ey
 y′ =1
 x′=
 1
 ey=
 1
 eln x=
 1
 x.
 Zadatak 7.10 Izvedite derivaciju funkcijey = arctgx.
 Rjesenje. Analogno prethodnom zadatku:
 y = arctgx
 x = tgy
 x′ =1
 cos2 y
 y′ = cos2 y =1
 tg2y + 1=
 1
 x2 + 1.
 7.4 Derivacija kompozicije funkcija
 Komponirane formule su formule u kojoj jedna formula za argument ima drugu formulu.
 Moguce je deriviranje ako su poznate derivacije formula koje se komponiraju:
 y = f(g(x)) ⇒ y′ = f ′(g(x)) · g′(x).
 Dekompozicija formule y = (f ◦ g)(x) = f(g(x)) sastoji se od dviju formula: y = f(z) i z = g(x) paformalno slijedi:
 y′ =dy
 dx=dy
 dz· dzdx
 = f ′(z) · g′(x) = f(g(x)) · g′(x).
 Primjer 7.5 Derivirati funkciju y = (x2 − 3x+ 4)3.
 Rjesenje. Moguce je kubirati zagradu, pa onda derivirati kao produkt. Jednostavniji je pristup kao funkcijislozenoj od formula
 f(z) = z3
 z = g(x) = x2 − 3x+ 4
 koje se znaju derivirati:
 f ′(z) = 3z2
 z′ = g′(x) = 2x− 3.
 Postupak derivacije slozene funkcije daje: y′ = 3(x2 − 3x+ 4)2 · (2x− 3).
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Primjer 7.6 Napisati formulu prve derivacije funkcije y = ln sinx.
 Rjesenje. Tretiranjem formule po uputi za slozene, deriviranje tece s lijeva na desno:
 y′ =1
 sinx· cosx = ctgx.
 Primjer 7.7 Napisati prvi izvod funkcije
 y = 2x2
 .
 Rjesenje. Prvi izvod u literaturi predstavlja prvu derivaciju
 y = 2x2
 y′ =dx
 dy=?
 dekompozicija : y = 2z z = x2
 dy
 dz= 2z ln 2
 dz
 dx= 2x
 y′ =dy
 dx=dy
 dz
 dz
 dx= 2z ln 2 · 2x
 = 2z+1x ln 2
 = 2x2+1x ln 2
 Zadatak 7.11 Odredite derivaciju opce eksponencijalne funkcije: y = ax.
 Rjesenje. Opca eksponencijalna funkcija je kompozicija:
 y = ax = ea ln x,
 koja se derivira postupno:y′ = ex ln a · ln a = ax ln a.
 Zadatak 7.12 Odredite formule prvih derivacija funkcija zadanih formulama:
 1. y =√x2 + 1
 2. y =√
 2x3 − 1
 3. y = sin2x
 4. y = sin2x
 5. y = ex2−x
 6. y = ln x−23−2x
 Rjesenja zadataka.
 1. y′ = x√x2+1
 2. y′ = 3x2√2x3−1
 3. y′ = 2 cos 2x
 4. y′ = 2 sinx cosx = sin 2x
 5. y′ = (2x− 1)ex2−x
 6. y′ = 3−2xx−2 ·
 −1(3−2x)2 = −1
 (x−2)(3−2x)
 118

Page 119
						

7.5 Ponavljanje tehnike deriviranja. Derivacija drugog reda. De-rivacije viseg reda
 Ova tocka namijenjena je samostalnoj vjezbi nalazenja formula prve derivacije. Tablice deriviranja elemen-tarnih funkcija su dostupne, u skripti izvedene pa ako se ne mozete snaci, vrijeme je da izaberete neki drugistudij.
 1. Derivirajte funkcijuy = arcsin 2x.
 Rjesenje.
 y′ =1√
 1− (2x)2· (2x)′ =
 2√1− 4x2
 .
 2. Napisite formulu prve derivacije funkcije
 y = 5 · e−x2
 Rjesenje.
 y′ = 5 · e−x2
 · (−x2)′ = −10xe−x2
 .
 3. Derivirajtey = ln2 x− ln(lnx).
 Rjesenje.
 y′ = 2 lnx(lnx)′ − 1
 lnx· (lnx)′ =
 1
 x(2 lnx− 1
 lnx).
 4. Odredite derivaciju za
 y =1
 5x2 .
 Rjesenje. Priprema
 y = 5−x2
 olaksava deriviranje
 y′ = 5−x2
 · (−x2)′ · ln 5 = −2x · ln 5
 5x2 .
 5. Odredite prve derivacije slozenih funkcija
 (a) y =√xex + x
 (b) y =3√
 sin2 x− (arcsinx)3
 (c) y = arctg(lnx) + ln(arctgx)
 (d) y = ln cos x−1x
 Rjesenja zadataka.
 (a) y′ = 12√xex+x
 · (ex + xex + 1)
 (b) priprema olaksava deriviranje
 y = sin23 x− (arcsinx)3
 y′ =2
 3sin−
 13 x sin′ x− 3(arcsinx)2 arcsin′ x
 y′ =2 cosx
 3 3√
 sinx− 3 arcsin2 x√
 1− x2.
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(c) y′ = 11+ln2 x
 · 1x + 1arctgx ·
 11+x2 .
 (d) y′ = 1cos x−1
 x
 · (− sin x−1x ) · 1
 x2 = − 1x2 tg
 x−1x .
 6. Deriviranjem derivacije dobiva se funkcija koja se naziva drugom derivacijom u oznaci y′′. Formalno jedruga derivacija derivacija po x prve derivacije:
 y′′ =dy′
 dx=d(dydx
 )dx
 =d
 dx
 (dy
 dx
 )=d2y
 dx2,
 gdje jed2y
 dx2
 formalni zapis koji se cita: ”Dvaput deriviran y po varijabli x. Napisite formule druge derivacijeslijedecih funkcija.
 (a) y = 7x3
 (b) y = 34x
 3√x
 (c) y = 27x
 3√x− 4
 11x5√x+ 2
 15x7√x
 (d) y = (x2 + 2x+ 2)e−x
 (e) y = 3x3 lnx− x3
 (f) y = 23x
 32x
 (g) y = x2 sinx+ 2x cosx− 2 sinx
 (h) y = ln(2x3 + 3x2)
 (i) y =√
 1− 3x2
 (j) y = x arccos x2 −√
 4− x2
 (k) y =√x arcsin
 √x+√
 1− x(l) y = (sin x
 2 − cos x2 )2
 (m) y = cos3 x3
 (n) y = ln tg 2x+14
 (o) y = ln√
 1+sin x1−sin x
 Rjesenja zadataka.
 (a) y′′ = 84x4 ;
 (b) y′′ = 1
 33√x2
 (c) y′′ = 12x√x(5− 18x2 + 13x4)2
 (d) y′′ = xe−x(x− 2)
 (e) y′′ = 9x(2 lnx+ 1)
 (f) y′′ =(89
 )xln 8
 9
 (g) y′′ = 2x cosx− x2 sinx
 (h) y′′ = 6 2x2−8x−3(2x2+3x)2
 (i) y′′ = −3(1−3x2)
 √1−3x2
 (j) y′′ = − 1√4−x2
 (k) y′′ = 14x
 (1√1−x −
 arcsin√x√
 x
 )120
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(l) y′′ = sinx
 (m) y′′ = 83 · sin
 2 x3 cos x3 − cos3 x3
 (n) y′′ = − cos 2x+12
 sin2 2x+12
 (o) y′′ = sin xcos2 x
 7. U sljedecim zadacima izracunajte vrijednosti prvih derivacija u zadanim tockama.
 (a) Odredite y′(1) ako je funkcija zadana formulom
 y = x3.
 (b) Za
 y = 2x4 −√
 3
 odredite y′(2).
 (c) Izracunajte y′(−1) za
 y =1
 x.
 (d) Kolika je vrijednost y′(0), ako jey =√
 1 + 2x.
 (e) Funkcija je zadana formulom
 f(x) = x3 + 3√x+
 13√x.
 Izracunajte f ′(−1).
 (f) Koliko je f ′(64) ako jef(x) = 6
 √x.
 (g) Ako je
 y =1
 5x5 − 2
 3x3 + 4x−
 √10,
 koliko je y′(0)?
 (h) Neka je
 z =1√x.
 Odredite z′(4).
 (i) Nadite vrijednost prve derivacije funkcije u tocki x = 27.
 f(x) =4
 3√x2− 3
 x 3√x.
 (j) Naci y′(0) za funkciju
 y =2x+ 3
 4.
 (k) Neka je
 z = (√
 2−√t)2.
 Odredite brzinudz
 dt= z′(t)
 u tocki t = 14
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(l) Jednadzba gibanja glasi
 s =
 (1− 1
 3√t
 )2
 .
 Izracunajte s′(8), odnosno brzinu na kraju 8. sekunde.
 (m) Broj uplata lota Q ovisi o broju dobitnika k po formuli
 Q =1000k2
 k2 + 1.
 Izracunajte Q′(5), tj. granicnu vrijednost broja uplata kod poznatog broja od 5 dobitaka.
 (n) Funkcija ima formulu
 f(x) =
 √x√
 x+ 1.
 Treba izracunati y′(0).
 (o) Izracunati y′(−1) za graf funkcije y = f(x) formule
 f(x) =3√x+ 1
 3√x− 1
 .
 (p) Za vrijednost argumenta x = π/3, izracunajte vrijednost prve derivacije funkcije
 y =x sinx
 1 + tgx.
 (q) Ako je x = 1, y = x arcsinx, koliko je y′?
 (r) Neka je
 y = arctgx− x
 1 + x2.
 Izracunati y′(−1).
 (s) Formula za racunanje vrijednosti funkcije glasi:
 y =1
 (1− x2)5.
 Odredite y′(2).
 (t) Za formulu
 y =
 √2x− 1
 x
 izracunajte y′(5)
 (u) Racunajte y′(0) ako je
 y =
 √1− x1 + x
 .
 (v) Funkcija je zadana formulomf(x) = sin2 x3.
 Izracunajte y′(−1.5).
 (w) Zavisna varijabla racuna se po formuli y = arccos(1− 2x). Koliko je y′(1/4)?
 (x) Odredite y′(4) iz formule
 y = arcsin2
 x.
 (y) Ako je y = ln sinx i x = π/4, koliko je y′?
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(z) Za
 y = ln(x+√x2 + 9)
 izracunati y′(−4).
 Rjesenja zadataka. a)y′(1) = 3; b)y′(2) = 64 c)y′(−1) = −1; d)y′(0) = 1; e)f ′(−1) = 3; f)y′(64) =1/192; g)y′(0) = 4; h)z′(4) = −1/16; i)y′(27) = − 20
 37 ; j)y′(0) = 1/2; k)dzdt (14 ) = 1− 2
 √2; l)s′(8) = /48;
 m)Q′(5) = 14.79, (znaci da svaki slijedeci dobitak kod poznatih 5 dobitaka donosi otprilike 15 novih
 uplata); n)y′(0) → +∞; o)−1/6; p)√
 32 −
 π2√39
 (1+√3)2≈ −0.14; q)y′(1) → ∞ r)y′(−1) = 1/2; s) 20
 36 ≈ 0.027;
 t)y′(5) = − 475 ; u)y′(0) = −1; v)−13.5 sin 3.375 cos 3.375 ≈ 6.727; w)y′( 1
 4 ) = 4/√
 3; x)y′(4) = −1/4√
 3;y)y′(π/4) = 1; z)y′(4) = 1/5.
 8. Izracunajte f(3) i f ′(3) za funkciju zadanu formulom
 f(x) = ln 4
 √x− 1
 x+ 1+ 3 ln
 4
 √x2 + 1
 x2 − 1+
 1
 2arctanx.
 Rjesenje. Jednostavnosti racunanja radi, treba iskoristiti svojstva logaritma:
 f(x) =1
 4lnx− 1
 x+ 1+
 3
 4lnx2 + 1
 x2 − 1+
 1
 2arctanx
 f(3) = −1
 4ln 2 +
 3
 4ln 5− 3
 2ln 2 +
 1
 2arctan 3 = 0.61859
 f(x) =1
 4ln(x− 1)− 1
 4ln(x+ 1) +
 3
 4ln(x2 + 1)− 3
 4ln(x2 − 1) +
 1
 2arctanx
 f ′(x) =1
 4(x− 1)− 1
 4(x+ 1)+
 6x
 4(x2 + 1)− 3x
 2(x2 − 1)+
 1
 2(x2 + 1)
 f ′(x) = 0
 7.6 Tangenta i normala na graf funkcije
 Tangenta na graf funkcije y = f(x) je pravac koji se najbolje priljubljuje krivulji grafa:
 Γf = {(x, y), y = f(x)}
 Jednadzba tangente pretpostavlja poznavanje triju velicina:x0 . . . apscisa diralista,y0 = f(x0) . . . ordinata diralista,y′(x0) = f ′(x0) = k. . . vrijednost prve derivacije u x0.Jednadzba tangente je jednadzba pravca koji prolazi diralistem s koeficijentom smjera
 k = tg ϕ = y′(x0),
 gdje je ϕ kut koji pravac zatvara s pozitivnim smjerom osi 0X:
 y − y0 = k(x− x0).
 Normala je pravac koji diralistem prolazi okomito na tangentu. Jednadzba normale glasi
 y − y0 = −1
 k(x− x0).
 1. Nacrtajte grafove slijedecih funkcije i napisite jednadzbe tangenata na grafove u tockama koje su zadaneslijedecim podacima:
 (a) graf y = 2x− x2, u tocki s x = 12
 (b) krivulja y = 12x u tocki x = 4
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(c) funkcija y =√x, u tocki y = 3
 2. Nadite jedndzbu tangente i normale
 (a) na krivulju y = 3√x− 1 u tocki (1, 0).
 (b) na krivulju y = arcsin x−12 u sjecistu s x-osi.
 (c) na krivulju y = e1−x2
 u sjecistima s pravcem y = 1.
 3. Formula glasi
 y = lnx+√
 1− x2x
 .
 Koliko je y′(1)? Napisite jednadzbu tangente i jednadzbu normale na graf funkcije zadane formulom.
 4. Zadana je formulaf(x) = ln(2 + e−x +
 √ex + e−x + 4)
 Odredite tocku u kojoj graf funkcije y = f(x) sijece os 0y i koeficijent smjera tangente na graf u tojtocki.
 5. Odredite koordinate tocke u kojoj os apscisa sijece tangentu povucenu na graf funkcije y = x2 u tockis ordinatom y = 4.
 6. Izracunajte koordinate tocaka u kojima koordinatne osi sijece tangenta povucena na y = lnx u tocki sapscisom x = 1.
 7. Kolika je povrsina koju s koordinatnim osima odredjuje tangenta povucena na graf sinusoide y =3sin(2x− π
 4 ) u tocki s apscisom x = 3π4 .
 Rjesenja zadataka
 1. a)4x− 4y + 1 = 0; b)y = − 34x+ 6; c)y = 1
 6x+ 32
 2. Tangenta i normala redom: a)x = 1, y = 0; b)x−2y−1 = 0, 2x+y−2 = 0; c)2x+y−3 = 0, x−2y+1 = 0za (1, 1); 2x− y + 3 = 0, x+ 2y − 1 = 0 za (−1, 1).
 3. Iz y′ = 1x+√1−x2
 · −1−x2
 x√1−x2
 ocito je y′(1)→∞, sto daje za tangentu vertikalu x = 1, a za normalu y = 0.
 4. y0 = f(0) = ln(3 +√
 6), y′(0) = − 13+√6.
 5. Uvjete da im je ordinata y = 4 imaju dva diralista: (2, 4) i (−2, 4), pa postoje dvije tangente: y = 4x−4i y = −4x− 4 koje sijeku os apscisa u x1 = 1 i x = −1.
 6. Diraliste je (1, 0), tangenta y = x− 1, sjecista s koordinatnim osima su (1, 0) i (0,−1).
 7. Diraliste ( 3π4 ,−
 3√2
 2 ), tangenta
 y +3√
 2
 2= −3
 √2(x− 3π
 4),
 a trazena povrsina P = 3√2
 32 (3π − 2)2.
 7.7 Derivacija implicitno zadane funkcije
 Svaka jednakost u kojoj su dvije varijable predstavlja u ravnini R2 krivulju, a jednakost
 F (x, y) = 0
 provjerava da li tocka T = (x, y) pripada krivulji. Primjeri su jednadzbe parabole, hiperbole, elipse i kruzniceiz srednje skole.
 Uz odredene uvjete jednadzba F (x, y) = 0 implicitno definira y kao funkciju od x. Jedan od uvjeta je davertikala sijece pripadnu krivulju samo u jednoj tocki.
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Primjer 7.8 Jednadzba jedinicne kruznicex2 + y2 = 1
 definira funkciju
 y =√
 1− x2
 na gornjoj polukruznici i funkciju
 y = −√
 1− x2
 na donjoj.
 Derivaciju y′ implicitno zadane funkcije nalazimo derivirajuci
 F (x, y) = 0
 po varijabli x smatrajuci y funkcijom koja ovisi o x po nepoznatoj formuli. Geometrijska interpretacija y′ jekoeficijent smjera tangente na krivulju
 F (x, y) = 0
 Primjer 7.9 Odrediti y′ implicitno zadane funkcije formulom
 x2 + y2 = 1.
 Rjesenje. Derivacija lijeve i desne strane po varijabli x daje:
 2x+ 2y · y′ = 0
 y′ = −xy
 formulu za racunanje koeficijenta smjera tangente na kruznicu
 x2 + y2 = 1.
 Koeficijent smjera y′ →∞ za y → 0 sto je ocito, jer su jednadzbe tangenata u tim tockama x = 1 i x = −1.
 Primjer 7.10 Napisite jednadzbu za y′ ako je y zadana implicitno formulom
 x3 + y3 − 6xy = 0.
 Rjesenje. Deriviranjem lijeve i desne strane po x dobiva se:
 3x2 + 3y2y′ − 6(y + xy′) = 0
 3x2 − 6y = 3y′(2x− y2)| : 3(2x− y2)
 x2 − 2y
 2x− y2= y′
 Zadatak 7.13 Odredite formulu prve derivacije funkcije y(x) zadane implicitno:
 lnx+ e−yx = 9.
 Rjesenje. Deriviranjem po x dobiva se trazena ovisnost y′ o koordinatama (x, y):
 1
 x− e−
 yx · y
 ′x− yx2
 = 0| · x2
 x = e−yx (y′x− y)|e
 yx
 xeyx + y = xy′
 eyx +
 y
 x= y′
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Zadatak 7.14 Nadite y′ iz formuletgy = xy.
 Rjesenje. Deriviranje lijeve i desne strane:
 1
 cos2 yy′ = y + xy′
 y′ =y cos2 y
 1− x cos2 y
 daje trazenu formulu.
 Zadatak 7.15 Napisite prvu derivaciju formule y′ zadanu implicitno:
 xy = yx.
 Rjesenje. Logaritmiranjem lijeve i desne strane formulu pripremiti, a onda derivirati:
 xy = yx | lny lnx = x ln y |′
 y′ lnx+y
 x= ln y +
 x
 yy′
 y′ =x ln y − yy lnx− x
 · yx
 Rijesite sljedece zadatke:
 1. Nadite y′ ako je y zadana formulom
 y3 =x− yx+ y
 .
 2. Funkcija y zadana je implicitno formulom
 ey = x+ y.
 Napisati formulu za y′.
 3. Naci formulu y′ iz formule3√x2 + 3
 √y2 =
 3√a2,
 gdje je a proizvoljna konstanta.
 Rjesenja zadataka.
 1. y′ = 2y3y2(x+−y2)+2x
 2. y′ = 1ey−1
 3. y′ = − 3√
 yx .
 Primjer 7.11 Izracunati vrijednost y′ u tocki (−1, 0) krivulje
 arctgy
 x− ln
 √x2 + y2 = 0
 zadane implicitno.
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Rjesenje. Formulu kojom je zadana krivulja treba derivirati po varijabli x:
 1
 1 +(yx
 )2 · y′x− yx2− 1√
 x2 + y21
 2√x2 + y2
 (2x+ 2yy′) = 0
 Zatim se uvrstavanjem vrijednost koordinata tocke: x = −1, y = 0, dobiva jednadzba u kojoj je jedinanepoznanica y′:
 1
 1 + 0
 −y′ − 0
 1− 1
 1
 1
 2(−2 + 0) = 0
 iz koje izlaziy′(−1, 0) = −1.
 Zadatak 7.16 Odredite y′(1, 1) funkcijexy = yx.
 Rjesenje. Implicitna formula treba se logaritmiranjem svesti u oblik pogodan za deriviranje:
 lnxy = ln yx
 y lnx = x ln y |′
 y′ lnx+ y1
 x= ln y + x
 1
 yy′
 y′ = 1
 Izracunajte vrijednosti derivacija implicitno zadanih funkcija.
 1. Funkcijex2
 9· y
 2
 4= 1 u tocki s ordinatom y = 2.
 Rjesenje. Dva su rjesenja: y′(2, 3) = − 23 i y′(2,−3) = 2
 3 .
 2. Funkcije x2 + xy + y2 = 6 u tocki s apscisom x = −2.Rjesenje. Ponovo su dva rjesenja: y(−2, 3) = 1
 4 i y(−2,−1) = − 54 .
 3. Funkcije xy − tan y = 0 u tocki (0, π).Rjesenje. y′(0, π) = π.
 4. Funkcije√x+√y = 4 u tocki za koju je y = 4.
 Rjesenje. y′(4, 4) = −1.
 5. Funkcije ey + xy = e u tocki (0, 1).Rjesenje. y′(0, 1) = −e−1.
 6. Funkcije x ln y − y lnx = 1 u tocki za koju je x = 1.Rjesenje. y′(1, e) = e2 − e.
 Zadatak 7.17 Odrediti vrijednost prve derivacije y′ funkcije
 ex sin y − e−y cosx = 0
 u tocki s ordinatom y = 0.
 Rjesenje. Apscisa tocke moze biti bilo koji x = (2k + 1)π2 i nije jednoznacna, pa postoji beskonacnomnogo rjesenja ovog zadatka. Derivacija po x daje
 ex sin y + ex cos y · y′ + y′e−y cosx+ e−y sinx = 0.
 Uvrstavanjem se dobiva za proizvoljni k ∈ Z:
 y′((2k + 1)π
 2) = (−1)k+1e(2k+1)π2 .
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7.8 Diferencijal funkcije
 Prirast funkcije zadane formulom y = f(x) pri promjeni varijable ∆x racuna se oduzimanjem
 ∆y = f(x+ ∆x)− f(x).
 Diferencijal funkcije u oznaci dy = df = df(x) je glavni dio prirasta funkcije koji linearno ovisi o infi-nitezimalnoj promjeni varijable ∆x = dx preko koeficijenta proporcionalnosti koji ovisi o vrijednostivarijable x kod koje se diferencijal racuna:
 dy = f ′(x) · dx.
 Primjer 7.12 Odrediti formulu diferencijala funkcije
 y = arcsinx
 za vrijednost argumenta x = 1/2. Odredite arcsin 0.45 pomocu prvog diferencijala:
 Rjesenje.
 y′ =1√
 1− x2
 dy =1√
 1− x2dx
 y′(
 1
 4
 )=
 2√3
 dx = 0.45− 0.5 = −0.05
 dy =2√3· −1
 20= − 1
 10√
 3
 arcsin 0.2 = arcsin 1/2 + d arcsin 1/2(−0.05) =π
 6− 1
 10√
 3
 Rijesite sljedece zadatke:
 1. Napisite prve diferencijale funkcija:
 (a) y = (3x2 − x)3/2 u tocki x = −1
 (b) y = 2x − 3−x +√x u tocki x = 1
 (c) y = ln(cos 1x )− 1
 x za x = 4π
 2. Odredite pomocu diferencijala odgovarajucih funkcija:
 (a)√
 101
 (b) ln 3
 (c) e0.05
 (d) arctg2
 (e) sin 69o
 (f) tg40o
 3. Ako je
 y =1 + lnx
 x− x lnx,
 provjerite da vrijedi:2x2dy = (x2y2 + 1)dx.
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4. Provjerite da
 arctgy
 x= ln
 √x2 + y2
 zadovoljava diferencijalnu jednadzbu:
 x(dy − dx) = y(dx+ dy).
 5. Izracunajte dfx=2 ako jef(x) =
 √x+ 1− ln(1 +
 √x+ 1).
 6. Kako glasi formula za dy, ako jey = (x− 3)
 √x.
 Rjesenja zadataka.
 1. Diferencijali:
 (a) dy = −21dx
 (b) dy = (ln 4 + 13 ln 3 + 1
 2 )dx = 2.25dx
 (c) dy = π2
 8 dx
 2. Priblizno racunanje:
 (a)√
 101 =√
 100 + 12√100· 1 = 10 + 1
 20 = 10.05
 (b) ln 3 = ln e+ 1e · (3− e) = 1 + 3
 e − 1 = 3e ≈ 1.1
 (c) e0.05 = e0 + e0 · 0.05 = 1.05
 (d) arctg2 = arctg√
 3 + 11+(√3)2· (2−
 √3) = π
 3 + 2−√3
 4 = 4π+6−3√3
 12 ≈ 18.56−5.1912 = 13.35
 12 = 1.11
 (e) sin 69o = sin 60o + cos 60o · 9o · π180o =
 √32 + 1
 2 ·π20 ≈
 1.732 + 0.157
 2 = 0.865 + 0.078 = 0.943
 (f) tg40 = tg45 + 1cos2 45 · (−5o) · π
 180 = 1− 2 · π36 ≈ 1− 3.1418 = 1− 0.174 = 0.826
 3. Provjera potvrduje jednakost.
 4. Dokaz zavrsava trazenom jednakosti.
 5. dfx=2 =√1+x4
 1−x4 |x=2 · dx = −√1715 dx.
 6. dy = 3x−32√x
 7.9 Logaritamsko deriviranje
 Logaritamsko deriviranje neophodno je kad se varijabla javlja u bazi i eksponentu, a moze biti i zgodno jeralgebarski pojednostavljuje izraze potenciranja i korjenovanja.
 Primjer 7.13 Derivirajtey = xx.
 Rjesenje. Logaritmiranjem lijeve i desne strane dobiva se
 ln y = x lnx
 koji deriviramo kao implicitno zadanu funkciju:
 1
 y· y′ = lnx+ x · 1
 x.
 Moguce je pocetnu jednakost transformirati u
 y = eln xx
 = ex ln x
 i dobiti eksplicitno:y′ = xx(lnx+ 1).
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Zadatak 7.18 Napisite prvu derivaciju funkcije
 y = (sinx)x.
 Rjesenje. Potpuno isti postupak kao u prethodnom primjeru daje:
 ln y = x ln sinx1
 yy′ = ln sinx+ x
 1
 sinxcosx
 y′ = (sinx)x(ln sinx+ x · tgx
 Zadatak 7.19 Derivirajtey = x
 √x.
 Rjesenje. Logaritmiranje i implicitno deriviranje daje
 ln y =√x lnx
 1
 y· y′ =
 1
 2√x· lnx+
 √x · 1
 x
 y′ = x√x ·(
 lnx
 2√x
 +1√x
 )
 Zadatak 7.20 Derivirajte funkciju i napisite formulu prve derivacije ako je
 y = xxx
 .
 Rjesenje.
 ln y = xx lnx | lnln ln y = x lnx+ ln lnx |′
 1
 ln y· y′
 y= lnx+ 1 +
 1
 lnx· 1
 x
 ∣∣∣∣ · y ln y
 y′ = y ln y
 (lnx+ 1 +
 1
 x lnx
 )= xx
 x
 · xx lnx ·(
 lnx+ 1 +1
 x lnx
 )= xx
 x
 · xx(
 ln2 x+ lnx+1
 x
 )Logaritamski derivirajte sljedece funkcije:
 1.y = cossin x x.
 2.
 y =
 (1 +
 1
 x
 )x.
 3. Odredite podrucje definicije funkcije
 y = x · 3
 √(x− 2)2(x+ 1)
 (x− 1)5.
 Napisite jednadzbe tangente i normale na graf zadane funkcije u tocki T (3, ?). Koliku povrsinu omedujutangenta, normala i os ordinata.
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4. Izracunajte y′(−2) ako je
 y =3
 √1 + x3
 1− x3.
 Rjesenja zadataka.
 1. y′ = (cosx)sin x(
 cosx · ln cosx− sin2 xcos x
 );
 2. y′ =(1 + 1
 x
 )x · (ln(1 + 1x )− 1
 x+1
 )3. Jedino ogranicenje predstavlja nultocka nazivnika D = R \ {5}. Vrijednost funkcije u zadanoj tocki:
 y(3) = 3 · 3
 √1 · 425
 =3
 2.
 Logaritmiranje prije deriviranja:
 ln y = lnx+1
 3(2 ln(x− 2) + ln(x+ 1)− 5 ln(x− 1))
 1
 y· y′ =
 1
 x+
 2
 3· 1
 x− 2+
 1
 3· 1
 x+ 1− 5
 3· 1
 x− 12
 3· y′ =
 1
 3+
 2
 3+
 1
 12− 5
 6
 y′ =3
 8
 - tangenta: 3x− 8y + 3 = 0;
 - normala: 16x+ 6y − 57 = 0
 - sjeciste tangente s osi 0y: yt = 38
 - sjeciste normale s osi 0y: yn = − 192
 - povrsina trokuta:
 P =a · v
 2= 13
 11
 16.
 4. y′(−2) = 863
 3
 √79 ≈ 0.12
 7.10 Derivacija funkcije zadane parametarski
 Postoje krivulje cije tocke po koordinatama generira parametar t. Uz uvjet da na intervalu x ∈ [a, b] svakivertikalni pravac sijece krivulju u samo jednoj tocki, moguce je uspostaviti funkcijsku ovisnost koordinatey o koordinati x.
 Poznata krivulja koju bi opisivala svjetiljka zalijepljena na rub kotaca bicikla polumjera a dok se vozi poravnoj cesti je cikloida. Koordinate cikloide generirane kutom t za koji se zakrenuo kotac bicikla racunajuse po formulama
 x = a(t− sin t)
 y = a(1− cos t)
 Tocka cikloide dobiva se uvrstavanjem parametra t u formule koje daju njene koordinate.Derivacija ovisi o parametru t. Formula derivacije kao funkcije od parametra t jest:
 y′ =dy
 dx=
 dydtdxdt
 =y
 x,
 gdje su y i x derivacije koordinatnih funkcija koje ovise o t.Derivacija y′ na parametarski zadanoj cikloidi tako je
 y′ =sin t
 1− cos t
 i definirana je za svaki t osim u nultockama nazivnika.
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Zadatak 7.21 Odredite tocke u kojima prva derivacija gore analizirane funkcije ima prekid. Ispitajte
 limt→0+
 y′ i limt→0−
 y′
 i generalizirajte limese u tockama prekida.
 Rjesenje. Limesi:
 limt→0+
 y′ = limt→0+
 sin t
 1− cos t= limt→0+
 sin tt
 sin2 t2 ·t
 ( t2 )2·4
 =
 =1
 1 · 04= +∞
 limt→0−
 y′ = −∞
 ukazuju da cikloida u tockama prekida prve derivacije ima ”siljke”Odredite derivacije y′ koje predstavljaju koeficijente smjera tangenti parametarski zadanih krivulja u
 slijedecim zadacima.
 1. Krivulja je zadana parametarski {x = 1
 t+1
 y =(
 tt+1
 )2Odredite derivaciju y′ = dy
 dx .
 2. Parametarski zadanoj funkciji {x =√t
 y = 3√t
 odredite derivaciju. Rijesite se parametra t i napisite implicitnu i eksplicitnu jednadzbu za funkcijuy = y(x).
 3. Ako je {x = e−t
 y = e2t
 parametarski zadana krivulja, odredite formulu prve derivacije i izracunajte vrijednost derivacije zatocku odredenu parametrom t = 0.
 4. Krivulja je zadana parametarski: {x = 2at
 1+t2
 y = a(1−t2)1+t2
 Odredite derivacijudy
 dx.
 5. Dokazite da funkcija y zadana parametarski jednadzbama{x = 2t+ 3t2
 y = t2 + 2t3
 zadovojava diferencijalnu jednadzbu:
 y =
 (dy
 dx
 )2
 + 2
 (dy
 dx
 )3
 .
 Rjesenja zadataka.
 1. Derivacija dydx = −2t
 t+1
 2. Derivacija: y′ = 23 6√t . Formula: y3 = x2, graf se sastoji od dva gornja dijela dviju parabola sa ”siljkom”
 u iskodistu i osima duz osi OX.
 3. dydx = −2e3t, vrijednost y′(0) = −2.
 4. dydx = −2t
 1−t2 .
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7.11 Derivacije viseg reda
 Derivacija funkcije ponovo je funkcija.Definira se druga derivacija y′′, treca derivacija u oznaci y′′′, cetvrta u oznaci y(IV ) i tako dalje . . .Rijesite zadatke:
 1. Odredite cetvrtu derivaciju y(IV ) polinoma
 y = 3x5 − 2x4 + 4x3 + x2 − 6x+ 1.
 2. Izracunajte vrijednost y′′(0) za funkciju
 y = ex2
 .
 3. Odredite formulu pete derivacije funkcijey = ln 2x.
 Kako bi glasila formula 10. derivacije? A n-te?
 4. Pokazite da funkcija
 y =1
 2x2ex
 zadovoljava diferencijalnu jednadzbuy′′ − 2y′ + y = ex.
 Rjesenja zadataka.
 1. y(IV ) = 360x− 48;
 2. y′′ = 2ex2
 (2x2 + 1), y′′(0) = 2;
 3. y(V ) = 24x5 ; y(X) = − 9!
 x10 ; y(n) = (−1)n−1 (n−1)!xn .
 Primjer 7.14 Pokazati da formula druge derivacije
 d2y
 dx2
 kod funkcije koja je parametarski zadana glasi:
 y′′ =yx− yxx3
 .
 Primjena formalnog racuna daje:
 y′′ =d
 dx
 (dy
 dx
 )=
 d(dydx
 )dx
 =
 d( dydx )dtdxdt
 =
 ddt
 (yx
 )x
 yx−xyx2
 x=
 yx− yxx3
 Zadatak 7.22 Odredite y′′ na elipsi zadanoj parametarski:{x = a cos ty = b sin t
 Rjesenje. Druga derivacija y′′ = − ba2 sin3 t
 .
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7.12 Primjena derivacija u geometriji
 Derivacija u geometriji ima znacajnu ulogu u proucavanju kvalitativnih osobina krivulja i ploha. Idejatangente u svojoj generalizaciji omogucava lokalnu organizaciju zakrivljenih ploha u ravninske.
 1. Odredite domenu funkcije
 y = lnx+ 1
 x− 1
 i napisite jednadzbu tangente u tocki s apscisom x = 2.
 2. Izracunajte povrsinu sto je tangenta na krivulju
 y = x · arcsin
 √x
 1 + x+ arctg
 √x−√x,
 povucena u tocki s apscisom x = 3 zatvara s koordinatnim osima.
 3. Odredite domenu funkcije
 y =
 √4− x2x− 1
 + x sin 4x
 i napisite jednadzbu tangente u tocki s apscisom x = 1.
 4. Odredite jednadzbu tangente koja je na kruznicu x2 + y2 = 25 povucena u tocki (3, y < 0).
 5. Izracunajte velicinu povrsine koju s koordinatnim osima zatvara tangenta povucena na hiperbolu 9x2−16y2 = 144 u tocki (x < 0, 3)
 6. U kojoj je tocki krivulje y2 = 2x3 tangenta okomita na pravac 4x− 3y + 2 = 0?
 7. Napisite jednadzbu tangente i normale na krivulju
 yey = ex+1
 u tocki T (0, 1) zadane krivulje. Koliku povrsinu zatvaraju tangenta i normala s osi apscisa?
 8. Funkcija je zadana formulom
 f(x) = 2 arccosx− 1
 2+π
 3.
 Nadite formulu inverzne funkcije. Nacrtajte inverznu funkciju i odre-dite jednadzbu tangente u tockiT (π3 , ?) grafa inverzne funkcije.
 9. Odredite jednadzbe tangenata na graf funkcije
 y =1− x2x+ 3
 okomitih na pravac 5x− y − 2 = 0.
 10. Izracunajte vrijednost parametra k za koju je tangenta na graf funkcije
 y = ln(kx2 − x+ 1)
 povucena u tocki s apscisom x = 3 okomita na pravac x+ y + 5 = 0.
 11. Koliku duljinu na tangenti, povucenoj na krivulju
 arctgx
 y+x
 y= ln(x2 + y2)
 u tocki (0, 1), odreduju tocke u kojima tangenta sijece koordinatne osi?
 12. Odredite domenu funkcije
 y = lnx− 1
 x+ 1
 i nacrtajte u koordinatnom sustavu tangentu na graf funkcije povucenu u tocki s apscisom x = 2.Koliku duljinu ima dio tangente izmedu njenih sjecista s koordinatnim osima?
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13. Napisati jednadzbu tangente i normale povucene na graf funkcije
 y = (2x)3x
 u tocki s apscisom x = 12 .
 14. Napisite jednadzbe tangente i normale na krivulju
 x3 + y2 + 2x− 6 = 0
 u tocki u kojoj je ordinata y = 3.
 15. Odredite jednadzbu tangente i normale na krivulju
 y4 = 4x4 + 6xy
 u tocki (1, 2).
 16. Naci jednadzbu tangente na krivuljuxy − tgx = 0
 u tocki A(π4 , ?).
 17. Izracunajte povrsinu koju s osi 0x zatvaraju tangente na krivulju
 3x2 − xy2 − 3y + x = 0
 u tockama s ordinatom y = 1.
 18. Krivulja je zadana jednadzbom:ey sinx− e−x cos y = 0.
 Pokazite da tocka x = 0, y = π2 pripada krivulji. Napisite jednadzbu tangente povucene u zadanoj
 tocki na zadanu krivulju.
 19. Funkcija f(x) = ln(x +√x2 + 1) naziva se area-sinus hiperbolni. Napisite formulu inverza i prvu
 derivaciju inverza zadane funkcije. Odredite jednadzbe tangente i normale na graf inverzne funkcije utocki s apscisom x = 0.
 20. Funkcija je zadana formulom
 y =1
 2arcsin
 y − 1
 3+π
 2.
 Napisite jednadzbu normale na graf funkcije inverzne zadanoj funkciji u tocki s apscisom x = π4 .
 Nacrtajte graf inverzne funkcije.
 21. Funkcija je zadana formulom
 f(x) = ln1− 3√x√
 1 + 3√x+
 3√x2.
 Odredite domenu. Izracunajte f(0). Nadite jednadzbu tangenta na graf u ishodistu.
 Kut pod kojim se sijeku krivulje u sjecistu racuna se kao kut izmedu tangenata na krivulje unjihovom sjecistu. Za kut ϕ izmedu krivulja y = f(x) i y = g(x) u zajednickoj tocki (x0, y0 =f(x0) = g(x0)) vrijedi:
 tgϕ =f ′(x0)− g′(x0)
 1 + f ′(x0)g′(x0).
 22. Pod kojim kutevima sinusoide y = sinx i y = sin 2x sijeku os apscisa u ishodistu koordinatnog sustava?
 23. Pod kojim se kutom sijeku parabole y = (x− 2)2 i y = −4 + 6x− x2?
 24. Pod kojim se kutem sijeku parabole y = x2 i y = x3?
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25. Pokazite da se krivulje y = 4x2 + 2x− 8 i y = x3 − x+ 10 diraju u tocki (3, 34). Hoce li se dirati u utocki (−2, 4)?
 26. Pokazite da se hiperbole xy = a2 i x2 − y2 = b2 sijeku pod pravim kutom.
 Rjesenja zadataka.
 1. Domena je rjesenje nejednadzbex+ 1
 x− 1> 0
 koja se rjesava, nakon nalazenja nultocaka brojnika i nazivnika, analizom predznaka na brojevnompravcu:
 x : −∞ −1 1 ∞x+1x−1 + 0 − ! +
 i glasi: D =< −∞,−1 > ∪ < 1,+∞ >. Za tangentu imamo x-koordinatu diralista x0 = 2. Drugakoordinata dobiva se po formuli
 y0 = ln 3.
 Koeficijent smjera tangente jednak je iznosu prve derivacije u tocki diralista:
 y′ =x− 1
 x+ 1· x− 1− (x+ 1)
 (x− 1)2=−2
 x2 − 1
 k = y′(x0) = −2
 3,
 tako da jednadzba tangente moze biti
 y = −2
 3x+
 4
 3+ ln 3.
 2. Koeficijent smjera tangente dobiva se postepeno:
 y′ = arcsin
 √x
 1 + x+ x · 1√
 1− x1+x
 · 1
 2√
 x1+x
 · 1 + x− x(1 + x)2
 +1
 1 + x· 1
 2√x− 1
 2√x
 y′(3) = arcsin
 √3
 4+ 3 · 1√
 1− 34
 · 1√3
 1
 16+
 1
 4· 1
 2√
 3− 1
 2√
 3=π
 3+
 √3
 8− 3
 8√
 3
 =π
 3
 Druga koordinata diralista dobiva se uvrstavanjem u funkcijsku formulu:
 y0 = 3 · arcsin
 √3
 4+ arctg
 √3−√
 3 =4π − 3
 √3
 3.
 Jednadzba tangente za one koji, kao i vasi autori, nemaju racunaljku, glasi:
 y − 4π − 3√
 3
 3=π
 3(x− 3).
 Bez digitrona, sjecista pravca s osi 0x i 0y su
 x =3√
 3
 π+ 1
 y =√
 3 +π
 3
 Trazena povrsina je povrsina pravokutnog trokuta i glasi:
 P =1
 2·
 (3√
 3
 π+ 1
 )·(√
 3 +π
 3
 )=
 9
 2π+√
 3 +π
 6,
 priblizno u apsolutnoj vrijednosti 3.688 kvadrata.
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3. Domena je rjesenje4− x2x− 1
 ≥ 0.
 Nultocke brojnika i nazivnika na brojevnom pravcu daju
 x : −∞ 12 4 +∞
 4−x2x−1 − ! + 0 −
 domenu: D =< 12 , 4]. Za tangentu treba:
 x0 = 1
 y0 =
 √3
 1+ sin 4 =
 √3 + sin 4
 y′ =1
 2√
 4−x2x−1
 · −(2x− 1)− 2(4− x)
 (2x− 1)2+ sin 4x+ x cos 4x · 4
 y′(1) =1
 2√
 3· −1− 6
 1+ sin 4 + 4 cos 4
 Jednadzba tangente glasi
 y −√
 3− sin 4 =
 (− 7
 2√
 3+ sin 4 + 4 cos 4
 )(x− 1)
 ili priblizno y = −5.4x− 4.4.
 4. Deriviranjem lijeve i desne strane po x dobiva se
 2x+ 2yy′ = 0
 y′ = −xy.
 Tocka diralista ima koordinate (3,−4), pa je
 y′(3,−4) =3
 4
 i jednadzba tangente glasi:
 y =3
 4x− 25
 4.
 5. Prva koordinata diralista dobiva se uvrstavanjem druge u jednadzbu hiperbole
 9x2 = 144 + 16 · 9x2 = 32
 x = −4√
 2
 Koeficijent smjera tangente dobiva se iz derivacije implicitno zadane funkcije:
 18x− 32yy′ = 0
 y′ =18 · (−4)
 √2
 32 · 3= −3
 √2
 4
 otkuda jednadzba tangente glasi:
 y − 3 = −3√
 2
 4(x+ 4
 √2).
 Rjesavanjem jednadzbi nakon uvrstavanja x = 0, odnosno y = 0 dobivaju se sjecista s osi 0y u y = −3i s osi 0x u x = − 4√
 2. Povrsina je pravokutnog trokuta
 P =
 ∣∣∣∣12 ·(− 4√
 2
 )· (−3)
 ∣∣∣∣ = 3√
 2 kvadrata.
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6. Formula za racunanje koeficijenta smjera tangente u proizvoljnoj tocki krivulje dobiva se deriviranjem:
 2yy′ = 6x2
 y′ =3x2
 y
 Zahtjev za okomitost tangente i zadanog pravca daje uvjet:
 y =4
 3x+
 2
 3⇒ k =
 4
 3⇒ y′ = −3
 4=
 3x2
 y
 koji se uvrsti u jednadzbu krivulje:
 16x4 = 2x3 | : 2x2 6= 0
 x =1
 8
 y = −41
 64= − 1
 16
 i daje rjesenje.
 7. Koeficijent smjera tangente, tangenta i normala dobivaju se:
 eyy′ + yeyy′ = ex+1 |(0, 1)
 y′e+ y′e = e
 y′ =1
 2
 tangenta . . . y =1
 2x+ 1
 normala . . . y = −2x+ 1
 Tangenta sijece os 0x u tocki (−2, 0), a normala u (1/2, 0). Trazena povrsina
 P =2.5 · 1
 2= 1.25 kvadrata.
 8. Inverz je formula koja racuna x preko y:
 y
 2− π
 6= arccos
 x− 1
 2
 cos(y
 2− π
 6
 )=
 x− 1
 2
 2 cos(y
 2− π
 6
 )+ 1 = x
 f−1(x) = 2 cos(x
 2− π
 6
 )+ 1 | cosα = sin(x+
 π
 2)
 f−1(x) = 2 sin(x
 2+π
 3
 )+ 1
 Crta se sinusoida amplitude 2, periode 4π, pocetka u −2π/3, koja je podignuta za 1. Tocka grafa
 y = 2 sin(x
 2+π
 3
 )+ 1
 u kojem treba povuci tangentu je
 x0 =π
 3
 y0 = 2 sinπ
 2+ 1 = 3,
 koeficijent smjera je
 y′ = 2 cos(x
 2+π
 3
 )· 1
 2= 0,
 pa jednadzba tangente glasi:y − 3 = 0.
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9. Koeficijent smjera tangente na pravacy = 5x− 2
 ocito je
 y′ = −1
 5
 y′ =−(2x+ 3)− 2(1− x)
 (2x+ 3)2=
 −5
 (2x+ 3)2
 −1
 5=
 −5
 (2x+ 3)2⇒
 2x+ 3 = 5 2x+ 3 = −52x = 2 2x = −8x = 1 x = −4y = 0 y = 5
 −5 = −1,
 stoga postoje dvije tangente:
 t1 . . . x+ 5y + 9 = 0
 t2 . . . x+ 5y − 1 = 0.
 10. Tangenta povucena na zadani graf u tocki x = 3 ima koeficijent smjera
 y′ =1
 kx2 − x+ 1· (2kx− 1)
 y′(3) =1
 9k − 2· (6k − 1)
 y = −x− 5 ⇒ y′ = 1
 9k − 2 = 6k − 1
 k =1
 3
 11. Derivacija lijeve i desne strane po varijabli x:
 1
 1 +(xy
 ) · y − xy′y2
 +y − xy′
 y2=
 1
 x2 + y2(2x+ 2yy′)
 1
 1· 1
 1+
 1
 1=
 1
 1· (0 + 2y′)
 2 = 2y′
 y′ = 1
 Tangenta y−1 = x odsjeca koordinatne osi u (0, 1) i (−1, 0), pa po Pitagorinu teoremu trazena duljinaiznosi:
 d2 = 1 + 1
 oko 1.4 jedinicne duljine.
 12. Domena je rjesenje nejednadzbex− 1
 x+ 1> 0
 i dobiva se nakon nalazenja nultocaka brojnika i nazivnika na brojevnom pravcu:
 x : −∞ −1 1 +∞x−1x+1 + ! − 0 +
 Domena je D =< −∞,−1 > ∪ < 1,+∞ >. Ordinata diralista dobiva se racunanjem vrijednostifunkcije:
 y0 = ln1
 3= − ln 3,
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a koeficijent smjera tangente je vrijednost prve derivacije:
 y′ =x+ 1
 x− 1· x+ 1− (x− 1)
 (x+ 1)2
 y′(2) = 3 · 2
 9=
 2
 3,
 a iz jednadzbe tangente y + ln 3 = 23 (x − 2) odrede se sjecista s koordinatnim osima: (0,− 4
 3 − ln 3) i3 ln 32 + 2, 0). Pitagorin poucak daje
 d2 = (4
 3+ ln 3)2 + (
 3 ln 3
 2+ 2)2
 d2 =13 ln2 3
 4+
 26 ln 3
 3+
 52
 9d ≈ 19.22
 13. Diraliste:
 x0 =1
 2
 y0 = (2 · 1
 2)3·
 32 = 1
 Koeficijent smjera tangente logaritamskim deriviranjem:
 ln y = 3x · ln 2x |′1
 yy′ = 3 ln 2x+ 3x
 1
 2x2
 y′ = 3.
 Jednadzba tangente je
 y − 1 = 3(x− 1
 2),
 a normale glasi
 y − 1 = −1
 3(x− 1
 2).
 14. Apscisa diralista dobiva se iz jednadzbe
 x3 + 2x+ 3 = 0
 pogadanjem: x = −1. Talijanski matematicar Cardano nasao je postupak za rjesavanje jednadzbitreceg reda, ali to nazalost prelazi okvire ovog udzbenika. Koeficijent smjera tangente:
 3x2 + 2yy′ + 2 = 0
 y′ = −5
 6
 daje jednadzbe:
 tangente . . . y − 3 = −5
 6(x+ 1)
 normale . . . y − 3 =6
 5(x+ 1)
 15. Derivacija implicitno zadane funkcije daje koeficijent smjera tangente:
 4y3y′ = 16x3 + 6y + 6xy′
 32y′ = 16 + 12 + 6y′
 y′ =14
 13
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nakon cega jednadzba tangente glasi:
 y − 2 =14
 13(x− 1),
 a normale
 y − 2 = −13
 14(x− 1).
 16. Ordinata tocke dobiva se rjesavanjem jednadzbe:
 π
 4y − 1 = 0
 y =4
 π≈ 1.273,
 dok se nakon koeficijenta smjera
 y + xy′ − 1
 cos2 x= 0
 y′ =8
 π− 1 ≈ 1.55
 dobiva jednadzba tangente y − 1.3 = 1.6(x− 0.8) s pristojnom pouzdanoscu.
 17. Dvije su tocke krivulje s istom ordinatom
 3x2 − x− 3 + x = 0
 x1 = 1 x2 = −1y1 = 1 y2 = 1
 Koeficijenti smjerova dobivaju se derivacijom implicitno zadane funkcije:
 3x2 − xy2 − 3y + x = 0
 6x− y2 − 2xyy′ − 3y′ + 1 = 0
 6x− y2 + 1 = y′(2xy + 3)
 6x− y2 + 1
 2xy + 3= y′
 y′(1, 1) =6− 1 + 1
 2 + 3=
 6
 5
 y′(−1, 1) =−6− 1 + 1
 −2 + 3= −6
 i daju dvije tangente:
 y − 1 =6
 5(x− 1)
 y − 1 = −6(x+ 1)
 Tangente sijeku os apscisu u tockama (16 , 0) i (− 5
 6 , 0), a sjeciste tangenti je u (− 23 ,−1). Iz lijepog i
 preglednog crteza moguce je dobiti povrsinu trokuta:
 P =1 · 1
 2= 0.5 kvadrata.
 18. Provjera je trivijalna. Koeficijent smjera tangente nakon deriviranja:
 eyy′ sinx+ ey cosx+ e−x cos y + e−x sin y · y′ = 0 |(0, π/2)
 eπ/2 + y′ = 0
 y′ = −eπ/2 ≈ −4.810
 daje tangentu:
 y − π
 2= −eπ2 x.
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19. Area-sinus hiperbolni Arshx = ln(x+√x2 + 1) ima inverz:
 y = ln(x+√x2 + 1)
 ey = x+√x2 + 1
 (ey − x)2 = x2 + 1
 e2y − 2xey + x2 = x2 + 1
 e2y − 1 = 2xey
 x =e2y − 1
 2ey
 x = f−1(y) =ey − e−y
 2
 shx =ex − e−x
 2,
 sinus hiperbolni. Prva derivacija sinusa hiperbolnog je
 1
 2· (ex − e−x · (−1)) =
 ex + e−x
 2= chx
 ili kosinus hiperbolni. U tocki
 x0 = 0
 y0 = 0
 y′(x0) = 1
 y = x
 20. Inverz:
 2y − π = arcsiny − 1
 3
 sin(2y − π) =y − 1
 33 sin(2y − π) + 1 = x
 f−1(x) = 3 sin(2x− π) + 1.
 Tangenta na graf inverza:
 x0 = π/4
 y0 = f−1(x0) = 3 sin(π/2− π) + 1 = −3 + 1 = −2
 y′ = 3 cos(2x− π) · 2y′(x0) = 0
 tangenta . . . y = −2
 normala . . . x = π/4.
 21. Domena se dobiva rjesavanjem nejednadzbe
 1− 3√x√
 1 + 3√x+
 3√x2
 > 0.
 Nejednadzba se rjesava analizom predznaka brojnika:
 1− 3√x > 0
 x < 1,
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koji je pozitivan za x < 1. Nazivnik je uvijek pozitivan, kao rezultat drugog korjena. Pitanje je da lise korjenovati uvijek moze. Analiza izraza pod korijenom pocinje trazenjem nultocaka:
 1 + 3√x+
 3√x2 = 0
 / 3√x = t/
 1 + t+ t2 = 0
 t1,2 =−1±
 √1− 4
 2t ∈ ø.
 Nepostojanje nultocaka ukazuje da je izraz ispod korijena uvijek pozitivan.
 D = 〈−∞, 1〉.
 Nadalje, f(0) = 0. Za jednadzbu tangente potrebno je odrediti koeficijent smjera:
 f ′(x) =
 √1 + 3√x+
 3√x2
 1− 3√x
 ·− 1
 33√x2
 √1 + 3√x+
 3√x2 − (1− 3
 √x) · 1
 2√
 1+ 3√x+
 3√x2
 (1
 33√x2
 + 23 3√x
 )1 + 3√x+
 3√x2
 =− 1+ 3
 √x+
 3√x2
 3 3√x
 − 12 (1− 3
 √x) · 1+2 3
 √x
 33√x2
 1− x
 =−2− 2 3
 √x− 2
 3√x2 − (1− 3
 √x+ 2 3
 √x− 2
 3√x2)
 6 3√x(1− x)
 =−3− 3 3
 √x
 6 3√x(1− x)
 = − 1 + 3√x
 2 3√x(1− x)
 koji u ishodistu nije izracunljiv. Analizom granicne vrijednosti:
 limx→0− 1 + 3
 √x
 2 3√x(1− x)
 = ±∞
 dobiva se beskonacno velik koeficijent smjera, cije je geometrijsko znacenje vertikala x = 0.
 22. Vrijednosti:
 y′1 = cosx ⇒ y′1(0) = 1
 y′2 = cos 2x · 2 ⇒ y′2(0) = 2
 tgϕ =1− 2
 1 + 2=−1
 3ϕ = 18o
 23. Sjeciste parabola:
 (x− 2)2 = −4 + 6x− x2
 2x2 − 10x+ 8 = 0
 x2 − 5x+ 4 = 0
 x1,2 =5±√
 25− 16
 2=
 5± 3
 2= 4, 1
 y′1 = 2(x− 2)⇒ y′1(4) = 4 y′2(1) = −2
 y′2 = 6− 2x⇒ y′2(4) = −2 y′2(1) = 4
 tgϕ(4) =6
 −7, ϕ = −41o ⇒ 41o
 tgϕ(1) =6
 7, ϕ = 41o.
 Kutevi su u obje tocke jednaki jer se za kut izmedu pravaca uzima siljasti kut.
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24. Parabole imaju dva sjecista: (0, 0) i (1, 1). Koeficijenti smjerova tangenti u sjecistima:
 y′1 = 2x y′1(0) = 0 y′1(1) = 2y′2 = 3x2 y′2(0) = 0 y′2(1) = 3
 ukazuju da se krivulje u ishodistu diraju, dok se u (1, 1) sijeku pod kutem:
 tgϕ =1
 1 + 6=
 1
 7⇒ ϕ = 8o.
 25. Tocka (3, 34) zajednicka je za obje krivulje. Iz racuna:
 y′1 = 8x+ 2 y′1(3) = 26 y′1(−2) = −14y′2 = 3x2 − 1 y′2(3) = 26 y′2(−2) = 11
 ispada da se u prvoj tocki diraju, a u drugoj tocki ne.
 26. Racunaje koeficijenta smjera za obje hiperbole:
 y + xy′ = 0 2x− 2yy′ = 0y′ = − yx y′ = x
 y
 vodi na uvjet okomitosti tangenti u zajednickim tockama
 y′1 · y′2 = −yx· xy
 = −1.
 8 Primjene derivacija
 Jednostavnost i razradenost tehnike deriviranja omogucavaju primjenu derivacija u svim podrucjima ljudskedjelatnosti. U ovoj zbirci su obuhvacene primjene u geometriji.
 8.1 Ekstremi. Intervali monotonosti
 Funkcije koje se obraduju u ovoj tocki eksplicitno su zadane formulom
 y = f(x).
 Funkcija raste na intervalu < a, b > ako vrijedi:
 x1, x2 ∈< a, b >, x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2).
 Ako na intervalu < a, b > vrijedif ′(x) > 0 x ∈< a, b >,
 tada je funkcija (strogo) rastuca na intervalu < a, b >.
 Funkcija pada na intervalu < a, b > ako vrijedi:
 x1, x2 ∈< a, b >, x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2).
 Ako na intervalu < a, b > vrijedif ′(x) < 0 x ∈< a, b >,
 tada je funkcija (strogo) padajuca na intervalu < a, b >.
 Interval monotonosti funkcije je interval na kojem funkcija stalno raste ili stalno pada.
 Lokalni maksimum funkcije je vrijednost funkcije f(x1) za koju postoji δ > 0 tako da
 |x− x1| < δ ⇒ f(x) < f(x1).
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Lokalni minimum funkcije je vrijednost funkcije f(x2) za koju postoji δ > 0 tako da
 |x− x2| < δ ⇒ f(x) > f(x2).
 Singularna tocka domene je ona vrijednost varijable x0 za koju je
 f ′(x0) = 0.
 Lokalni minimumi i maksimumi nazivaju se lokalnim ekstremima funkcije. Lokalni ekstremi funkcijevrijednosti poprimaju samo u singularnim tockama, no postoje singularne tocke u kojima funkcija nepoprima ekstremnu vrijednost.
 Primjer 8.1 Tocka x0 = 0 singularna je tocka funkcije y = x3, no funkcija u toj tocki ne postize lokalniekstrem.
 Dokaz. Prva derivacija y′ = 3x2 ocito pokazuje da je x0 = 0 stacionarna tocka. No, na intervalu x ∈<−∞, 0 > vrijedi da je y(x) < y(0) = 0, dok na intervalu x ∈< 0,+∞ > vrijedi y(x) > y(0) = 0.
 Nuzan uvjet za postojanje ekstrema u tocki x0 je:
 f ′(x0) = 0.
 Dovoljan uvjet za postojanje ekstrema je promjena predznaka prve derivacije u nultocki.
 Druga derivacija svojom pozitivnoscu u singularnoj tocki ukazuje na lokalni minimum, a svojom nega-tivnoscu ukazuje na lokalni maksimum. Slabe strane provjere drugom derivacijom su obaveza derivi-ranja i slucaj kad je i druga derivacija jednaka nuli, kao u primjeru.
 Zadatak 8.1 Odredite intervale monotonosti funkcije
 y = x2 − 2x+ 5.
 Rjesenje. Domena funkcije je R. Nuzan uvjet:
 y′ = 2x− 2
 y′ = 0 ⇔ x = 1
 Analiza predznaka na brojevnom pravcu
 x : −∞ 1 +∞y′ − 0 +y ↘ 4 ↗
 daje:interval pada: < −∞, 1 >interval rasta: < 1,+∞ >minimum u tocki Tmin = (1, 4).
 Zadatak 8.2 Odredite intervale monotonosti funkcije
 y =x
 x− 2.
 Rjesenje. Domena funkcije ocito je
 D =< −∞, 2 > ∪ < 2,+∞ >,
 jer jedini uvjet na racunanje vrijednost funkcije predstavlja dijeljenje koji u nuli nije definirano.Prva derivacija
 y′ =x− 2− x(x− 2)2
 = − 2
 (x− 2)2
 definirana je na cijeloj domeni. Ocito je da prva derivacija poprima samo negativne vrijednost jer je nazivnikkao kvadrat uvijek pozitivan broj.
 Intervali pada funkcije su < −∞, 2 > i < 2,+∞ >.
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Zadatak 8.3 Za funkcijuf(x) = x lnx
 odredite intervale monotonosti.
 Rjesenje. Buduci se logaritmirati mogu samo pozitivni brojevi, domena funkcije je
 D =< 0,+∞ > .
 Prva derivacija
 y′ = lnx+ x · 1
 x= lnx+ 1
 ima nultocku za
 lnx+ 1 = 0
 lnx = −1|e
 x = e−1 =1
 e= 0.36788
 Domena se ovom nultockom dijeli na dva dijela:
 D =< 0,1
 e> ∪ < 1
 e,+∞ > .
 Ni na jednom dijelu nultocaka vise nema. Uzimanjem tocke:
 0.1 ∈< 0, 0.36788 >
 i uvrstavanjem u prvu derivaciju dobiva se
 y′(0.1) = ln 0.1 + 1 = −1.30
 negativna vrijednost, koja zbog neprekidnosti prve derivacije na intervalu< 0, 1e > povlaci da je prva vrijednostnegativna na cijelom intervalu. Naime, promjena predznaka neprekidne funkcije povlaci nuzno postojanjenultocke.
 Analogno, uvrstavanjem vrijednosti varijable 10 ∈< 1e ,+∞ > u formulu prve derivacije
 y′(10) = ln 10 + 1 = 3.30
 dobije se pozitivna vrijednost koja ukazuje da je prva derivacija pozitivna na cijelom intervalu 〈 1e ,+∞〉.Interval rasta funkcije je 1
 e ,+∞ >, a interval pada < 0, 1e >.
 Napomena 8.1 Promjena vrijednosti neprekidne funkcije slicna je promjeni temperature. Negativna tem-peratura pri prirodnom, neprekidnom, prijelazu u pozitivnu mora bar u jednom trenutku biti nula. Eks-plozija mine u snijegu ili pustanje CO2 iz boce u pozaru nisu neprekidne promjene temperature.
 Zadatak 8.4 Ispitajte monotonost funkcije
 y = arcsin(1 + x).
 Rjesenje. Domena funkcije dobiva se iz ogranicenja:
 −1 ≤ 1 + x ≤ 1| − 1
 −2 ≤ x ≤ 0
 D = [−2, 0]
 Prva derivacija
 y′ =1√
 1− (1 + x)2> 0
 daje rast funkcije na cijeloj domeni [−2, 0].
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Zadatak 8.5 Odredite lokalne ekstreme funkcije
 y =x2 − 2x+ 2
 x− 1.
 Rjesenje. Funkcija nije definirana u nultocki nazivnika:
 x− 1 6= 0
 x 6= 1
 D = R \ {1} = < −∞, 1 > ∪ < 1,+∞ > .
 Nultocke prve derivacije:
 y′ =(2x− 2)(x− 1)− (x2 − 2x+ 2)
 (x− 1)2=
 2x2 − 4x+ 2− x2 + 2x− 2
 (x− 1)2= 0
 x2 − 2x
 (x− 1)2= 0| · (x− 1)2
 x(x− 2) = 0
 x1 = 0
 x2 = 2
 Nultocke i tocka prekida dijele skup realnih brojeva na tri dijela:
 < −∞, 0 > ∪ < 0, 1 > ∪ < 1, 2 > ∪ < 2,+∞ > .
 Uvrstavanjem u prvu derivaciju po jedne tocke svakog segmenta dobiva se
 −2 ∈< −∞, 0 > ⇒ y′(−2) =8
 9> 0
 0.5 ∈< 0, 1 > ⇒ y′(0.5) =−0.75
 0.25< 0
 1.5 ∈< 1, 2 > ⇒ y′(1.5) =−0.75
 0.25< 0
 3 ∈< 2,+∞ > ⇒ y′(3) =3
 4> 0
 - tocka lokalnog maksimuma (0,−2), buduci funkcija raste do 0, a zatim pada
 - tocka lokalnog minimuma (2, 2), jer funkcija pada za manje, a raste za vrijednosti varijable vece od 2.
 Zadatak 8.6 Odredite lokalne ekstreme funkcije
 y =x3
 x2 + 3.
 Rjesenje. Buduci je funkcija definirana na cijelom R, nuzan uvjet trazi nultocku prve derivacije:
 y′ =3x2(x2 + 3)− x3(2x)
 (x2 + 3)2=x2(x2 + 9)
 (x2 + 3)2= 0
 x2 = 0
 x0 = 0
 Nultocke druge derivacije dijeli domenu D = R na dva dijela
 < −∞, 0 > ∪ < 0,+∞ > .
 Uvrstavanjem broja −1 ∈< −∞, 0 > u formulu
 y′(−1) =1 · 10
 16> 0,
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a zatim 1 ∈< 0,+∞ >:
 y′ =1 · 10
 14> 0
 postaje jasno da funkcija ne mijenja tok, vec je rastuca na oba dijela. Zbog toga singularna tocka nije tockaekstrema.
 Zadatak 8.7 Odredite lokalne ekstreme funkcije zadane formulom
 y = x2e−x.
 Rjesenje.
 D = Ry′ = 2xe−x + x2e−x · (−1) = xe−x(2− x)
 y′ = 0⇔ xe−x(2− x) = 0
 x1 = 0
 x2 = 2.
 Analiza na brojevnom pravcu daje:
 x −∞ 0 2 +∞y′ − 0 + 0 −y ↘ 0 ↗ 4
 e2 ↘min max
 Zadatak 8.8 Odredite intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcije
 y = x ln2 x.
 Rjesenje. Domena je ogranicena logaritmom:
 D =< 0,+∞ > .
 Nultocke prve derivacije:
 y′ = ln2 x+ x · 2 lnx · 1
 x= 0
 lnx(lnx+ 2) = 0
 x1 = 1
 x2 = e−2
 vode na analizu predznaka prve derivacije na domeni:
 x 0 1e2 1 +∞
 y′ + 0 − 0 +y ↗ 4
 e2 ↘ 0 ↗
 Analiza daje rast funkcije na intervalima
 < 0,1
 e2> ∪ < 1,+∞ >
 i pad funkcije na intervalu
 <1
 e2, 1 > .
 Lokalni maksimum iznosi 4e2 i postize se za x2 = 1
 e2 , a lokalni minimum iznosi 0 i postize se za x1 = 1.
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Zadatak 8.9 Odredite i klasificirajte lokalne ekstreme funkcije
 y = 2 sin 2x+ sin 4x.
 Rjesenje. Domena je R. Prva derivacija:
 y′ = 2 cos 2x · 2 + cos 4x · 4 = 0
 4 cos 2x+ 4 cos 4x = 0| : 4
 cos 2x+ cos2 2x− sin2 2x = 0
 cos 2x+ cos2 2x− (1− cos2 2x) = 0
 2 cos2 2x+ cos 2x− 1 = 0, cos 2x = t
 2t2 + t− 1 = 0
 t1,2 =−1±
 √1 + 8
 4=−1± 3
 4
 t1 = −1; t2 =1
 2
 daje beskonacno mnogo nultocaka:
 cos 2x = −1 cos 2x = 12
 2x = π + 2kπ, k ∈ Z 2x = ±π3 + 2kπ, k ∈ Zx = π
 2 + kπ, k ∈ Z x = ±π6 + kπ, k ∈ Z
 pomocu kojih se analizira predznak prve derivacije na brojevnom pravcu:
 x . . . −π2 −π6π6
 π2
 3π2 ' −
 π2 . . .
 y′ + 0 − 0 + 0 − 0 + 0 −y ↗ 0 ↘ − 3
 2
 √3 ↗ 3
 2
 √3 ↘ 0 ↗ 0 ↘
 Analiza pokazuje da su lokalni minimumi funkcije u tockama {π2 + 2kπ,−π6 + 2kπ}, k ∈ Z, dok lokalnemaksimume funkcija postize u tockama {−π2 + 2kπ, π6 + 2kπ}, k ∈ Z.
 Sljedece zadatke rijesite samostalno.
 1. Odredite intervale monotonosti i ekstreme funkcije zadane formulom
 y =lnx
 x2.
 2. Odredite domenu i intervale monotonosti funkcije
 y =x
 ln2x.
 3. Odredite domenu i intervale monotonosti funkcije
 y =x
 x2 − 1.
 4. Odredite domenu, intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcije
 y = ln2x− 3
 x− 1.
 5. Odredite intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcije
 y = xex−x2
 6. Odredite intervale monotonosti i lokalne ekstreme sljedecih funkcija:
 (a)
 y =2
 3x3 − 2x+ 1,
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(b)
 y =x3 − x2
 e−x,
 (c)y = ln4 x− ln2 x.
 7. Odredite podrucje definicije i klasificirajte lokalne ekstreme funkcije
 y = x− 2 sin2 x.
 8. Odredite lokalne ekstreme funkcije
 y =x3
 x2 + 3.
 9. Odredite intervale monotonosti funkcije
 f(x) =lnx− x
 x.
 Rjesenja zadataka.
 1. Domena D = (0,+∞). Prva derivacija i njena nultocka:
 y′ =1x · x
 2 − 2x lnx
 x4=x(1− 2 lnx)
 x4=
 1− 2 lnx
 x3
 y′ = 0⇔1− 2 lnx = 0
 12 = lnx
 x = e1/2 ≈ 1.649
 Analiza predznaka na brojevnom pravcu
 x : 0 e1/2 +∞y′ ! + 0 −y ! ↗ 1
 2e ↘
 daje odgovore:
 - interval rasta: (0, e1/2),
 - interval pada: (e1/2,+∞),
 - lokalni maksimum M = (e1/2, 12e ).
 2. Zbog nazivnika koji ne smije biti nula i logaritma, domena je
 D =< 0, 1 > ∪ < 1,+∞ > .
 Prva derivacija:
 y′ =ln2 x− x · 2 lnx · 1x
 ln4 x=
 lnx(lnx− 2)
 ln4 x.
 Analiza predznaka provodi se nakon nalazenja nultocaka brojnika i nazivnika:
 lnx = 2 lnx = 0x = e2 ≈ 7.389 x = 1.
 Na brojevnom pravcu:x : 0 1 e2 +∞y′ ! + ! − 0 +
 y ! ↗ ! ↘ e2
 4 ↗dobivaju se odgovori:
 intervali rasta < 0, 1 > ∪ < e2,+∞ >
 interval pada < 1, e2 >
 lokalni minimum (e2,e2
 4)
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3. Domena: D = R \ {−1, 1}. Iz formule prve derivacije
 y′ =x2 − 1− 2x · x
 (x2 − 1)2= − 1 + x2
 (x2 − 1)2
 zakljucuje se da je prva derivacija uvijek negativna pa je funkcija padajuca na cijeloj domeni.
 4. Domena je rjesenje nejednadzbe:2x− 3
 x− 1> 0.
 Nultocke brojnika i nazivnika na brojevnom pravcu daju
 xx : −∞ 1 3/2 +∞
 2x−3x−1 + ! − 0 +
 domenuD =< −∞, 1 > ∪ < 3/2,+∞ > .
 Prva derivacija
 y′ =x− 1
 2x− 3· 2(x− 1)− (2x− 3)
 (x− 1)2=
 2x− 2− 2x+ 3
 (2x− 3)(x− 1)=
 1
 (2x− 3)(x− 1)
 nakon analogne analize daje rastucu monotonost funkcije na cijeloj domeni.
 5. Funkcija je definirana na cijelom R. Prva derivacija i nultocke:
 y′ = ex−x2
 + x · ex−x2
 · (1− 2x) = ex−x2
 · (1 + x− 2x2)
 y′ = 0
 2x2 − x− 1 = 0
 x1,2 =1±√
 1 + 8
 4=
 1± 3
 4= 1,−1
 2,
 brojevni pravac:x : −∞ −1/2 1 +∞y′ − 0 + 0 −y ↘ − e
 −3/4
 2 ↗ 1 ↘
 intervali monotonosti:
 intervali pada : < −∞,−1/2 > ∪ < 1,+∞ >
 interval rasta : < −1/2, 1 >
 lokalni minimum (−1/2,−e−3/4
 2), lokalni maksimum (1, 1)
 6. Rjesenja:
 (a) D = R.
 y′ = 2x2 − 2
 y′ = 0 ⇔ x1 = 1, x2 = −1
 x : −∞ −1 1 +∞y′ + 0 − 0 +y ↗ 7
 3 ↘ − 13 ↗
 raste ⇔ x ∈< −∞,−1 > ∪ < 1,+∞ >
 pada ⇔ x ∈< −1, 1 >
 Tmax = (−1,7
 3) Tmin = (1,−1
 3)
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(b) Podrucje definicije R. Slijedi analiza prve derivacije. Radi jednostavnosti deriviranja, mudro jealgebarski dotjerati formulu funkcije:
 y = ex(x3 − x2).
 Nadalje:
 y′ = ex(x3 − x2) + ex(3x2 − 2x) = ex(x3 + 2x2 − 2x) = xex(x2 + 2x− 2)
 y′ = 0
 x1 = 0
 x2,3 =−2±
 √4 + 8
 2=−2± 2
 √3
 2
 x2 = −1−√
 3 = −2.73
 x3 = −1 +√
 3 = 0.73
 x : −∞ −1−√
 3 0 −1 +√
 3 +∞y′ − 0 + 0 − 0 +
 y ↘ e−1−√3(−14− 8
 √3) ↗ 0 ↘ e−1+
 √3(−14 + 8
 √3) ↗
 intervali pada < −∞,−1−√
 3 > ∪ < 0,−1 +√
 3 >
 intervali rasta < −1−√
 3, 0 > ∪ < −1 +√
 3,+∞ >
 lokalni minimumi : (−1−√
 3,−e−1−√3(14 + 8
 √3) ≈ −1.81),
 (−1 +√
 3,−e−1+√3(−14 + 8
 √3) ≈ −0.30)
 lokalni maksimum (0, 0)
 (c) Domena je < 0,+∞ >. Prva derivacija:
 y′ = 4 ln3 x · 1
 x− 2 lnx · 1
 x=
 2 lnx(2 ln2 x− 1)
 x
 daje nultocke:lnx = 0 ln2 x = 1
 2x1 = 1 lnx2 = 1√
 2lnx3 = − 1√
 2
 x2 = e1√2 ≈ 2 x3 = e
 − 1√2 ≈ 0.5
 koje na brojevnom pravcu daju analizu:
 x : 0 e− 1√
 2 1 e1√2 +∞
 y′ ! − 0 + 0 − 0 +y ! ↘ −1
 4 ↗ 0 ↘ − 14 ↗
 koja iznjedruje
 - intervale pada: < 0, e− 1√
 2 > ∪ < 1, e1√2 >
 - intervale rasta: < e− 1√
 2 , 1 > ∪ < e1√2 ,+∞ >
 - lokalni maksimum: (1, 0)
 - lokalni minimumi: (e− 1√
 2 ,− 14 ), (e
 1√2 ,− 1
 4 ).
 7. Podrucje definicije je R. Prva derivacija
 y′ = 1− 4 sinx cosx = 1− 2 sin 2x
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daje kandidate za ekstreme u stacionarnim tockama:
 y′ = 0
 1 = 2 sin 2x
 2x1 =π
 6+ 2kπ
 x1 =π
 12+ kπ
 2x2 =5π
 6+ 2kπ
 x2 =5π
 12+ kπ
 Analiza predznaka y′ najocitija je na trigonometrijskoj kruznici. Radi neznanja o crtanju kruznice,autori su prisiljeni analizu napraviti na dijelu pravca:
 x : 5π12 − π
 π12
 5π12
 π12
 5π12 + π ≡ 5π
 12 − πy′ 0 + 0 − 0 + 0 − 0
 Analiza klasificira
 - lokalni maksimumi za x = π12 + kπ
 - lokalni minimumi za x = 5π12 + kπ
 8. Domena R. Iz formule
 y′ =3x2(x2 + 3)− 2x · x3
 (x2 + 3)2=x4 + 9x2
 (x2 + 3)2.
 slijedi da prva derivacija nema nultocku, funkcija nema lokalnog ekstrema, a zbog pozitivnosti prvederivacije funkcija je strogo rastuca.
 9. DomenaD =< 0,+∞ > .
 Prva derivacija
 f ′(x) =( 1x − 1)x− (lnx− x)
 x2=
 1− x− lnx+ x
 x2=
 1− lnx
 x2
 je negativna na intervalu < e,+∞ >, a pozitivna na < 0, e >, pa su to i intervali rasta, odnosno pada.
 8.2 Tocke infleksije. Intervali konveksnosti i konkavnosti
 Konveksno prema gore je zakrivljen graf funkcije koji odozdo omeduje konveksni dio ravnine. Na intervalukonveksne zakrivljenosti druga derivacija je pozitivna.
 Konkavno prema gore je zakrivljen graf funkcije koji odozdo omeduje konkavni dio ravnine. Na intervalukonkavne zakrivljenosti druga je derivacija negetivna.
 Tocka infleksije je tocka grafa (x0, f(x0)) u kojoj funkcija mijenja nacin zakrivljenosti. U tocki infleksijedruga derivacija jednaka je nuli, no obrat ne vrijedi.
 Zadatak 8.10 Odredite tocke infleksije grafa funkcije
 y = e−x2
 .
 Rjesenje. Domena funkcije cijeli je R.Prva derivacija
 y′ = e−x2
 · (−2x) = −2xe−x2
 .
 Druga derivacija
 y′′ = −2e−x2
 − 2xe−x2
 · (−2x).
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Nultocke druge derivacije:
 −2e−x2
 (1− 2x2) = 0
 1− 2x2 = 0
 x2 =1
 2
 x1 =
 √2
 2
 x2 = −√
 2
 2.
 Analiza predznaka druge derivacije izvodi se na brojevnom pravcu:
 x −∞ −√22
 √22 +∞
 y′′ + 0 − 0 +y ∪ e−1/2 ∩ e−1/2 ∪
 Zakljucak je da su tocke infleksije (−√22 , e
 −1/2) i (√22 , e
 −1/2).
 Zadatak 8.11 Odredite tocke infleksije polinoma
 y = 3x4 − 10x3 − 12x2 + 12x− 7.
 Rjesenje. Domena je R. Kandidati za tocke infleksije nakon deriviranja su:
 y′ = 12x3 − 30x2 − 24x+ 12
 y′′ = 36x2 − 60x− 24
 36x2 − 60x− 24 = 0| : 12
 3x2 − 5x− 2 = 0
 x1,2 =5±√
 25 + 24
 6x1 = 2
 x2 = −1
 3.
 Analiza na brojevnom pravcu:
 x −∞ − 13 2 +∞
 y′′ + 0 − 0 +y ∪ − 322
 27 ∩ −63 ∪
 pokazuje da se infleksija postize u tockama domene x1 = − 13 i x2 = 2.
 Zadatak 8.12 Odredite intervale monotonosti i tocke infleksije funkcije
 y =x
 1 + x2.
 Rjesenje. Funkcija je definirana na svim realnim brojevima. Prva i druga derivacija daju:
 y′ =1 + x2 − 2x2
 (1 + x2)2=
 1− x2
 (1 + x2)2
 y′′ =−2x(1 + x2)2 − (1− x2) · 2(1 + x2) · 2x
 (1 + x2)4=−2x(1 + x2)(1 + x2 + 2(1− x2))
 (1 + x2)4
 −2x(3− x2)
 (1 + x2)3= 0
 x1 = 0
 x2 = −√
 3
 x3 =√
 3
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Analiza predznaka druge derivacije na brojevnom pravcu daje
 x −∞ −√
 3 0√
 3 +∞y′′ − 0 + 0 − 0 +
 y ∩ −√34 ∪ 0 ∩
 √34 ∪
 intervale konveksnosti:< −√
 3, 0 > ∪ <√
 3,+∞ >,
 intervale konkavnosti:< −∞,−
 √3 > ∪ < 0,
 √3 >
 i tocke infleksije:
 (−√
 3,−√
 3
 4), (0, 0), (
 √3,−√
 3
 4).
 Sljedece zadatke pokusajte rijesiti samostalno.
 1. Odredite intervale zakrivljenosti i tocke infleksije grafova funkcija:
 (a) y = 3x5 − 2x6,
 (b) y =x4
 x3 − 1,
 (c) y = xe1−x,
 (d) y =x
 x2 + 1,
 (e) y =3√
 2x2 − x3,
 (f) y = ln
 √x2 + 1− x√x2 + 1 + x
 ,
 (g) y = arcsin1
 x− 1.
 2. Odredite tocke infleksije funkcija:
 (a) y = e−x2
 ,
 (b) y = 7− 12x+ 12x2 + 10x3 − 3x4,
 (c) y =x
 1− x2,
 (d) y = sin3 x.
 Rjesenja zadataka.
 1. (a) Domena je R. Slijedi
 y′ = 15x4 − 12x5
 y′′ = 60x3 − 60x4 = 60x3(1− x)
 y′′ = 0 ⇔ x1 = 0, x2 = 1
 x : −∞ 0 1 +∞y′′ − 0 + 0 −y ∩ 0 ∪ 1 ∩
 konveksna ⇔ x ∈< 0, 1 >
 konkavna ⇔ x ∈< −∞, 0 > ∪ < 1,+∞ >
 Infleksija : (0, 0) i (1, 1)
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(b) Domena je R \ {1}. Nadalje:
 y′ =4x3(x3 − 1)− x4 · 3x2
 (x3 − 1)2=x6 − 4x3
 (x3 − 1)2
 y′′ =(6x5 − 12x2)(x3 − 1)2 − 2(x3 − 1) · 3x2 · (x6 − 4x3)
 (x3 − 1)4
 y′′ =6x2(x3 − 1)[(x3 − 2)(x3 − 1)− x3(x3 − 4)]
 (x3 − 1)4
 y′′ =6x2(x3 + 2)
 (x3 − 1)3
 y′′ = 0⇔ x1 = 0, x2 = − 3√
 2
 x : −∞ − 3√
 2 0 1 +∞y′′ + 0 − 0 − ! +
 y ∪ 2 3√2−3 ∩ 0 ∩ ! ∪
 .
 Konveksnost ⇔ x ∈< −∞,− 3√
 2 > ∪ < 1,+∞ > .
 Konkavnost ⇔ x ∈< − 3√
 2, 1 >
 Tocke infleksije:
 (− 3√
 2,−2 3√
 2
 3
 ).
 (c) Domena je R. Slijedi prva, druga derivacija, analiza i odgovor:
 y′ = e1−x + xe1−x · (−1) = e1−x(1− x)
 y′′ = −e1−x − e1−x = e1−x(x− 2)
 y′′ = 0 ⇔ x = 2
 x : −∞ 2 +∞y′′ − 0 +y ∩ 2
 e ∪Konkavnost ⇔ x ∈< −∞, 2 > .
 Konveksnost ⇔ x ∈< 2,+∞ > .
 Tocke infleksije:
 (2,
 2
 e
 ).
 (d) Domena funkcije je R. Slijede prva i druga derivacija, analiza i trazeni intervali i tocke infleksije.
 y′ =x2 + 1− x · 2x
 (x2 + 1)2=x2 + 1− 2x2
 (x2 + 1)2=
 1− x2
 (x2 + 1)2
 y′′ =−2x(x2 + 1)2 − (1− x2) · 2(x2 + 1) · 2x
 (x2 + 1)4
 =−2x(x2 + 1)2[(x2 + 1) + (2− 2x2)]
 (x2 + 1)4
 =−2x(3− x2)
 (x2 + 1)3
 y′′ = 0 ⇔ x1 = 0 ili x2 =√
 3 ili x3 = −√
 3
 x : −∞ −√
 3 0√
 3 ∞y′′ − 0 + 0 − 0 +y ∩ ∪ ∩ ∪
 intervali konveksnosti: 〈−∞,−√
 3〉 ∪ 〈0,√
 3〉intervali konkavnost: 〈−
 √3, 0〉 ∪ 〈
 √3,+∞〉
 tocke infleksije:
 (−√
 3,−√
 3
 4
 ), (0, 0)i
 (√
 3,
 √3
 4
 )
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(e) Racunanje vrijednosti funkcije nema ogranicenja pa je D = R. Prva i druga derivacija:
 y′ =1
 3 3√
 (2x2 − x3)2· (4x− 3x2) =
 4x− 3x2
 3 3√
 (2x2 − x3)
 y′′ =1
 3·
 (4− 6x) · 3√
 (2x2 − x3)2 − 2(4x−3x2)
 3 3√
 (2x2−x3)2· (4x− 3x2)√
 (2x2 − x3)4
 =3(4− 6x)(2x2 − x3)− 2(4x− 3x2)2
 3 3√
 (2x2 − x3)4 · 3 3√
 2x2 − x3
 =3(8x2 − 4x3 − 12x3 + 64x4)− 2(16x2 − 24x3 + 9x4)
 9 3√
 (2x2 − x3)5
 =−8x2
 9 3√
 (2x2 − x3)5.
 Analiza predznaka druge derivacije slijedi nakon otkrivanja nultocaka brojnika i nazivnika. Nultockebrojnika:
 x1,2 = 0
 Nultocke nazivnika:
 2x2 − x3 = 0
 x2(2− x) = 0
 x1 = 0 x2 = 2
 Analiza zakrivljenosti na brojevnom pravcu
 x : −∞ 0 2 +∞y′′ − ? − ? +y ∩ 0 ∩ 0 ∪
 daje interval konkavnosti < −∞, 2 > i interval konveksnosti < 2,+∞ >. Tocka (2, 0) je tockagrafa u kojoj funkcija mijenja zakrivljenost pa je to tocka infleksije.
 (f) Domena funkcije je rjesenje nejednadzbe√x2 + 1− x√x2 + 1 + x
 > 0.
 Buduci ni brojnik ni nazivnik nemaju nultocaka, rjesenje nejednadzbe je cijeli R ili nejednadzbuuopce nije moguce zadovoljiti. Buduci postoji y(0),
 D = R.
 Deriviranje:
 y′ =
 √x2 + 1 + x√x2 + 1− x
 ·
 (2x
 2√x2+1
 − 1)
 (√x2 + 1 + x)−
 (2x
 2√x2+1
 + 1)
 (√x2 + 1− x)
 (√x2 + 1 + x)2
 =x−√x2 + 1 + 2x2
 2√x2+1
 − x− (x+√x2 + 1− 2x2
 2√x2+1
 − x)
 x2 + 1− x2
 =x2 − 1√x2 + 1
 y′′ =2x√x2 + 1− (x2 − 1) x√
 x2+1
 x2 + 1=
 2x3 + 2x− x3 + x√x2 + 1
 (x2 + 1)
 =x3 + 3x√(x2 + 1)3
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Nazivnik je uvijek pozitivan. Nultocke brojnika omogucavaju analizu predznaka druge derivacijena brojevnom pravcu:
 x(x2 + 3) = 0
 x = 0x : −∞ 0 +∞y′′ − 0 +y ∩ 0 ∪
 Infleksija : (0, 0)
 konveksnost : ⇔ x ∈< 0,+∞ >
 konkavnost : ⇔ x ∈< −∞, 0 >
 (g) Prvi je problem domena:
 −1 ≤ 1
 x− 1≤ 1.
 Rjesava se posebno lijeva, posebno desna nejednadzba:
 −1 ≤ 1x−1
 1x−1 ≤ 1
 0 ≤ 1 + 1x−1
 1x−1 − 1 ≤ 0
 0 ≤ x−1+1x−1
 1−x+1x−1 ≤ 0
 0 ≤ xx−1
 2−xx−1 ≤ 0
 Rjesenje lijeve nejednadzbe je < −∞, 0] > ∪ < 1,+∞ >, rjesenje desne < −∞, 1 > ∪[2,+∞ >,a obje nejednadzbe mogu zadovoljiti brojevi iz intervala
 < −∞, 0] ∪ [2,+∞ > .
 Konveksnost, konkavnost i tocke infleksije zahtijevaju deriviranje:
 y′ =1√
 1− 1(x−1)2
 · −1
 (x− 1)2=
 −1√(x− 1)4 − (x− 1)2
 = −((x− 1)4 − (x− 1)2
 )− 12
 y′′ =1
 2
 ((x− 1)4 − (x− 1)2
 )− 32 ·(4(x− 1)3 − 2(x− 1)
 )=
 (x− 1)(4x2 − 8x+ 4− 2)
 2√
 [(x− 1)4 − (x− 1)2]3
 =(x− 1)(4x2 − 8x+ 2)
 2√
 [(x− 1)4 − (x− 1)2]3
 =(x− 1)(2x2 − 4x+ 1)√
 [(x− 1)4 − (x− 1)2]3
 Nultocke brojnika su x1 = 1, x2 = 2−√2
 2 i x3 = 2+√2
 2 . Nultocke nisu u domeni. Analiza predznakadruge derivacije na domeni:
 x : −∞ 0 2 +∞y′′ − ! izvan domene ? +y ∩ −π2 ? π
 2 ∪
 daje konveksnost za < 2,+∞ > i konkavnost za < −∞, 0 >. Tocaka infleksije nema.
 2. (a) Domena funkcije je R. Derivacije:
 y′ = e−x2
 · (−2x) = −2xe−x2
 y′′ = −2e−x2
 − 2xe−x2
 · (−2x)
 = −2e−x2
 (1− 2x2)
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Nuzan uvjet infleksije:
 −2e−x2
 (1− 2x2) = 0
 1− 2x2 = 0
 x1 =1√2
 x2 = − 1√2
 Analiza predznaka druge derivacije daje
 x : −∞ − 1√2
 1√2
 +∞y′′ + 0 − 0 +
 y ∪ e−12 ∩ e−
 12 ∪
 Tocke infleksije su(− 1√
 2, e−
 12
 )i(
 1√2, e−
 12
 ).
 (b) Domena polinoma je R. Derivacije:
 y′ = −12 + 24x+ 30x2 − 12x3
 y′′ = 24 + 60x− 36x2
 daju nultocke druge derivacije x1 = 2 i x2 = − 13 . Buduci analiza predznaka druge derivacije daje
 promijenu predznaka, tocke infleksije su (2, 63) i(− 1
 3 ,5227
 ).
 (c) Domena je R \ {−1, 1}. Nakon deriviranja dobiva se ishodiste kao tocka infleksije.
 y′ =3x2 + 1
 (1− x2)2
 y′′ =2x(3x2 + 5)
 (1− x2)3
 (d) Domena funkcije je R. Derivacije:
 y′ = 3 sin2 x · cosx
 y′′ = 6 sinx cosx− 3 sin3 x = 3 sinx(2 cosx− sin2 x)
 ukazuju na nultocke druge derivacije:
 sinx = 0 2 cosx− sin2 x = 0x = kπ, k ∈ Z 2 cosx− (1− cos2 x) = 0
 cosx = tt2 + t− 1 = 0
 t1,2 =−1±
 √5
 2
 x1 = arccos
 √5− 1
 2+ 2kπ, k ∈ Z
 x2 = − arccos
 √5− 1
 2+ 2kπ, k ∈ Z
 ,
 zbog prirodnog ogranicenja −1 ≤ cosx ≤ 1.
 Buduci su sve nultocke druge derivacije jednostruke, druga derivacija u nultockama mijenja pred-znak, pa su to ujedno tocke infleksije (grafa) funkcije. Radi jednostavnosti primjene, izracunatje
 arccos
 √5− 1
 2= 0.90456 ≈= 0.905
 pa slijedi
 (kπ, 0), k ∈ Z(0.905 + 6.28k, 0.486), k ∈ Z
 (−0.905 + 6.28k,−0.486), k ∈ Z.
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8.3 L’Hospitalovo pravilo
 Neodredjenost u racunanju limesa dolazi kada uvrstavanje vrijednosti c dovodi do diskusije tipa
 limx→c
 f(x)
 g(x)=
 0
 0,
 odnosno
 limx→c
 f(x)
 g(x)=∞∞.
 L’Hospital je dokazao: ako u tom slucaju postoji
 limx→c
 f ′(x)
 g′(x)
 onda je taj limes jednak pocetnom.
 Primjer 8.2 L’Hospitalovo je pravilo ocito na primjeru
 limx→0
 sinx
 x= L′H = lim
 x→0
 cosx
 1= 1,
 sto je u poglavlju o limesu funkcije pokazano pokusom.
 Zadatak 8.13 Primjenom L’Hospitalovog pravila odredite
 limx→0
 ln sin 2x
 ln sinx
 Rjesenje. Ocito da uvrstavanje u formulu funkcije ciji se limes trazi dovodi do nedoumice:
 limx→0
 ln sin 2x
 ln sinx=−∞−∞
 .
 L’Hospital predlaze deriviranje posebno brojnika i nazivnika:
 limx→0
 ln sin 2x
 ln sinx= lim
 x→0
 1sin 2x · cos 2x · 2
 1sin x · cosx
 = 2 limx→0
 tgx
 tg2x=
 0
 0
 = L′H = 2 limx→0
 1cos2 x · 2
 1cos2 2x · 2
 = 1
 Zadatak 8.14 Odredite
 limx→0
 lnx
 ctgx.
 Rjesenje. Buduci uvrstavanje
 limx→0
 lnx
 ctgx=−∞∞
 daje neodredenost, pokusava se deriviranjem brojnika i nazivnika doci do odredivog izraza
 limx→0
 lnx
 ctgx= L′H = lim
 x→0
 1x
 − 1sin2 x
 = − limx→0
 sin2 x
 x= −0
 0.
 Primjena L’Hospitalovog pravila nije ogranicena:
 − limx→0
 sin2 x
 x= L′H = − lim
 x→0
 2 sinx cosx
 1=
 0
 1= 0,
 a uzastopno ponavljanje pravila garantira da je konacni limes jednak pocetnom.
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Primjenom L’Hospitalovog pravila] odredite slijedece limese:
 1. limx→∞
 x20
 e2x= (0).
 2. limx→∞
 lnx
 x= (0).
 3. limx→∞
 x+ arctgx
 x= (1).
 4. limx→0
 x cosx− sinx
 x3= (−1
 3).
 5. limx→∞
 3√x
 lnx= (∞).
 6. limx→0
 (1− cosx) · cotx = (0).
 7. limx→∞
 ex
 x5= (∞).
 8. limx→1
 lnx
 x− 1= (1).
 9. limx→0
 tanx− sinx
 sin3 x= (
 1
 2).
 10. limx→0
 cotx
 lnx= (−∞).
 Oprezno s L’Hospitalovim pravilom:
 limx→∞
 x+ sinx
 x− sinx
 Rjesenje. L’Hospitalovo pravilo u ovom slucaju daje
 limx→∞
 1 + cosx
 1− cosx
 koji se ne moze odrediti. Stoga pocetni limes rjesavamo pouzdanom klasikom:
 limx→∞
 x+ sinx
 x− sinx:x
 x= limx→∞
 1 + sin xx
 1− sin xx
 = 1,
 jer je
 limx→∞
 sinx
 x= 0
 zbog ogranicenih vrijednosti sinx i neogranicene vrijednosti kojom se sinx dijeli.
 U neodredene oblike spadaju:
 limx→c
 f(x) · g(x) = 0 · ∞
 limx→c
 f(x)− g(x) = ∞−∞
 limx→c
 f(x)g(x)
 = 1∞; 00; ∞0.
 Elementarnim transformacijama i koristenjem zamjene limesa i neprekidnih funkcija navedeni se oblicitransformiraju u izraze na koje se smije primijeniti L’Hospitalovo pravilo.
 Zadatak 8.15 Izracunajtelimx→0
 arcsinxctgx.
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Rjesenje. Trigonometrijskim identitetom
 ctgx =1
 tgx
 dobiva se zapis funkcije na koji se moze primijeniti L’Hospitalovo pravilo:
 limx→0
 arcsinxctgx = limx→0
 arcsinx
 tgx=
 0
 0
 = L′H = limx→0
 1√1−x2
 1cos2 x
 = limx→0
 cos2 x√1− x2
 =1
 1
 = 1
 Zadatak 8.16 Odreditelimx→∞
 x(e1x − 1)
 Rjesenje. U ovom slucaju izraz se transformira u formulu:
 limx→∞
 x(e1x − 1) = lim
 x→∞
 e1x − 11x
 = L′H = limx→∞
 e1x · −1x2
 − 1x2
 = limx→∞
 e1x = e0
 = 1
 Zadatak 8.17 Odredite
 limt→0+
 [1
 t− ln(1 + t)
 t2
 ].
 Rjesenje. Uvrstavanjem kriticne vrijednosti dobiva se zaista
 ∞−∞.
 Za primjenu L’Hospitalovog pravila funkcija mora biti racilonalna:
 limt→0+
 [1
 t− ln(1 + t)
 t2
 ]= lim
 t→0
 t− ln(1 + t)
 t2=
 0
 0
 = L′H = limt→0
 1− 11+t
 2t=
 1
 2limt→0
 t
 t(t+ 1)
 = L′H =1
 2limt→0
 1
 t+ 1=
 1
 2
 Rijesite samostalno sljedece zadatke:
 1. limx→π
 2
 (π − 2x) · tgx = (2).
 2. limx→0
 x · lnx = (0).
 3. limx→∞
 x6 · e−x (0).
 4. limx→0
 (1
 x− 1
 ex − 1) = (
 1
 2).
 5. limx→0
 (1
 x sinx− 1
 x2) = (
 1
 6).
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6. limx→+∞
 [x− x2 ln
 (1 +
 1
 x
 )]= (
 1
 2)).
 dosjetka:
 limx→+∞
 [x2(
 1
 x− ln(1 +
 1
 x)
 )]= limx→∞
 1
 x− ln(1 +
 1
 x)
 1
 x2
 = . . .
 Zadatak 8.18 Odreditelimx→0
 (sinx)tgx
 Rjesenje. Uvrstavanjem se dobiva neodredeni oblik 00. Za racunanje limesa koristi se transformacija
 (sinx)tgx = eln(sin x)tgx
 = etgx·ln sin x
 koja se poziva na odnos medusobno inverznih funkcija:
 eln a = a.
 Nadalje, zbog neprekidnosti eksponencijalne funkcije, moguce je zapisati:
 limx→0
 etgx·ln sin x = elimx→0
 ln sinx
 ctgx
 pa se racunanje svodi na nalazenje
 elimx→0
 ln sinx
 ctgx = L′H = e
 limx→0
 1
 sinxcosx
 − 1
 sin2 x
 = e− limx→0
 (sin2 x · ctgx)= e0
 = 1
 Odredite i posljednje limese:
 1. limx→0
 xx = (1).
 2. limx→0
 x1
 x−1 = (∞).
 3. limx→0
 (ctgx)1
 ln x = (e−1).
 4. limx→0
 (1 + x2)1x = (1).
 5. limx→0
 (e2x + x)1x = (e3).
 6. limx→1
 (tanπx
 4)tan
 πx
 2 = (e−1).
 7. limx→0
 (π
 2− arctgx)
 1ln x = (1).
 8. limx→0
 x1
 ln(1−e−x) = (e).
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8.4 Asimptote grafa funkcije
 Postoje vertikalnax = c ⇔ lim
 x→cf(x) = ±∞
 horizontalnay = d ⇔ lim
 x→∞f(x) = d
 mozebitno kosa
 y = kx+ l
 k = limx→∞
 f(x)
 xl = lim
 x→∞(f(x)− kx)
 Zadatak 8.19 Naci asimptote grafa funkcije
 y =x2√x2 − 1
 .
 Rjesenje. Domena funkcije bit ce rjesenje nejednadzbe:
 x2 − 1 > 0.
 Nejednadzba se rjesava nalazenjem onih tocaka x na brojevnom pravcu, za koje je
 x2 − 1 = 0
 x2 = 1
 x1 = 1 x2 = −1
 Analiza predznaka izraza x2 − 1 na brojevnom pravcu dat ce interval u kojem je izraz x2 − 1 pozitivan:
 x : −∞ −1 1 +∞x2 − 1 : + 0 − 0 +
 Buduci da nazivnik iskljucuje nultocke, domena je:
 D = (−∞,−1) ∪ (1,+∞).
 Vertikalne asimptote traze se u rubovima domene:
 limx→−1
 x2√x2 − 1
 =1
 0= +∞,
 pa je pravac x = −1 prva vertikalna asimptotaRacunanje
 limx→1
 x2√x2 − 1
 =1
 0= +∞,
 daje i drugu vertikalnu asimptotu x = 1 i to su jedine vertikalne asimptote.Horizontalna asimptota trazi se ispitivanjem limesa u beskonacnim rubovima domene
 limx→+∞
 x2√x2 − 1
 :x2
 x2= lim
 x→+∞
 1√x2
 x4 − 1x4
 /x2 =√x4/
 =1√
 0− 0= +∞
 pa nema horizontalne asimptote prema +∞. Posve analogno nema je ni prema −∞ jer je zbog parnostifunkcije graf simetrican:
 (−x)2√(−x)2 − 1
 =x2√x2 − 1
 .
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Svejedno je da li se uvrstavaju pozitivni ili njima suprotni, negativni brojevi.Kosa asimptota trazi koeficijent smjera:
 k = limx→+∞
 x2√x2−1x
 = limx→+∞
 x√x2 − 1
 :x
 x
 k = limx→+∞
 1√x2
 x2 − 1x2
 /x > 0⇒ x =√x2/
 k = limx→+∞
 1√1− 0
 = 1
 i odsjecak na osi y:
 l = limx→+∞
 (x2√x2 − 1
 − x)
 = limx→+∞
 x2 − x√x2 − 1√
 x2 − 1
 =∞−∞∞
 .
 L’Hospitalovo pravilo ovdje nema uporista za primjenu, buduci je neodreden brojnik. Preostaje pokusajprebacivanja iracionalnosti iz brojnika u nazivnik, racionalizacija brojnika:
 limx→+∞
 x2 − x√x2 − 1√
 x2 − 1· x
 2 + x√x2 − 1
 x2 + x√x2 − 1
 = limx→+∞
 x4 − x2(x2 − 1)
 x2√x2 − 1 + x(x2 − 1)
 = limx→+∞
 x2
 x2√x2 − 1 + x3 − x
 :x3
 x3= lim
 x→+∞
 1x
 1 ·√
 x2
 x2 − 1x2 + 1− 1
 x2
 l =0
 1 + 1− 0= 0
 Rezultati pokazuju da postoji kosa asimptota za x→ +∞:
 y = x.
 Asimptota se za drugu stranu domene, x→ −∞ trazi analognim postupkom:
 k = limx→−∞
 x2√x2−1x
 = limx→−∞
 x√x2 − 1
 :x
 x
 /x < 0⇒ x = −√x2/
 k = limx→−∞
 1
 −√
 x2
 x2 − 1x2
 k = limx→−∞
 1
 −√
 1− 0= −1.
 Analogno se racuna koficijent l u jednadzbi kose asimptote y = kx+ l:
 l = limx→−∞
 (x2√x2 − 1
 + x
 )= lim
 x→−∞
 x2 + x√x2 − 1√
 x2 − 1
 l = limx→+∞
 x2 + x√x2 − 1√
 x2 − 1· x
 2 − x√x2 − 1
 x2 − x√x2 − 1
 = limx→−∞
 x4 − x2(x2 − 1)
 x2√x2 − 1− x(x2 − 1)
 = limx→−∞
 x2
 x2√x2 − 1− x3 + x
 :x3
 x3= lim
 x→−∞
 1x
 1 · (−√
 x2
 x2 − 1x2 )− 1 + 1
 x2
 l =0
 −1− 1 + 0= 0
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pa je asimptota kojoj se graf funkcije priljubljuje za izuzetno negativne vrijednosti argumenta:
 y = −x.
 Zadatak 8.20 Odredite asimptote krivulje
 y =2x3
 x2 − 4.
 Rjesenje.Vertikalna asimptota nalazi se na temelju domene:
 D = R \ {−2, 2}.
 Ispitivajuci
 limx→−2−
 2x3
 x2 − 4=−16
 −0= −∞
 limx→−2+
 2x3
 x2 − 4=−16
 +0= +∞
 limx→2−
 2x3
 x2 − 4=
 16
 −0= −∞
 limx→2+
 2x3
 x2 − 4=
 16
 +0= +∞
 dobivaju se dvije vertikalne asimptote:x = −2 i x = 2.
 Horizontalne asimptote dobiti se mogu nakon ispitivanja
 limx→−∞
 2x3
 x2 − 4:x3
 x3=
 21x −
 4x3
 =2
 −0= −∞
 limx→+∞
 2x3
 x2 − 4:x3
 x3=
 21x −
 4x3
 =2
 +0= +∞
 koje pokazuje da ih nema.Kose asimptote postoje ako postoje konacni limesi:
 k = limx→+∞
 2x3
 x2−4x
 = limx→+∞
 2x2
 x2 − 4:x2
 x2= limx→+∞
 2
 1− 4x2
 = 2
 l = limx→+∞
 (2x3
 x2 − 4− 2x
 )= limx→+∞
 2x3 − 2x(x2 − 4)
 x2 − 4
 l = limx→+∞
 8x
 x2 − 4:x2
 x2= 0
 koji u ovom zadatku daju desnu kosu asimptotu
 y = 2x.
 Lijeva beskonacnost ispituje se u nadi da postoji i lijeva asimptota:
 k = limx→−∞
 2x3
 x2−4x
 = limx→−∞
 2x2
 x2 − 4:x2
 x2= limx→−∞
 2
 1− 4x2
 = 2
 l = limx→−∞
 (2x3
 x2 − 4− 2x
 )= limx→−∞
 2x3 − 2x(x2 − 4)
 x2 − 4
 l = limx→−∞
 8x
 x2 − 4:x2
 x2= 0.
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Asimptota kojoj se graf funkcije priljubljuje tezeci u beskonacnost s lijeve strane je isti pravac
 y = 2x.
 Zadatak 8.21 Odredite asimptote funkcije
 y =
 √x3
 x+ 3.
 Rjesenje. Domena funkcije dobiva se rjesavanjem nejednadzbe
 x3
 x+ 3≥ 0.
 Rjesenja nejednadzbe nalaze se analizom predznaka izrazax3
 x+ 3na brojevnom pravcu. Analiza se provodi
 nakon nalazenja nultocaka brojnika i nazivnika, jer je za te x-eve nemoguce odrediti predznak razlomka:
 x3 = 0⇒ x1 = 0
 x+ 3 = 0⇒ x2 = −3.
 Analiza na brojevnom pravcu:
 x : −∞ −3 0 +∞x3
 x+4 + ! − 0 +
 daje domenu kao uniju podrucja na kojim razlomak poprima pozitivne vrijednosti. Tocka -3 iskljucuje se izdomene jer dijeljenje nulom nije definirano. Domena je tako:
 < −∞,−3 > ∪[0,+∞ > .
 Vertikalna asimptota dobiva se ispitivanjem limesa:
 limx→−3
 √x3
 x+ 3=
 √−27
 0= +∞
 limx→0
 √x3
 x+ 3=
 √0
 3= 0.
 U ovom slucaju, jedina vertikalna asimptota je
 x = −3.
 Slijedi ispitivanje horizontalne asimptoticnosti:
 limx→−∞
 √x3
 x+ 3=
 √lim
 x→−∞
 x3
 x+ 3:x3
 x3
 =
 √lim
 x→−∞
 1
 0− 0= +∞
 limx→+∞
 √x3
 x+ 3=
 √lim
 x→+∞
 x3
 x+ 3:x3
 x3
 =
 √lim
 x→+∞
 1
 0 + 0= +∞.
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Kosa asimptota zahtijeva nalazenje koeficijenta smjera i odsjecka na osi y:
 k = limx→+∞
 √x3
 x+3
 x= limx→+∞
 √x
 x+ 3:
 √x
 x
 k = limx→+∞
 √1
 1 + 3x
 = 1
 l = limx→+∞
 (√x3
 x+ 3− x
 )
 = limx→+∞
 √x3 − x
 √x+ 3√
 x+ 3·√x3 + x
 √x+ 3√
 x3 + x√x+ 3
 = limx→+∞
 x3 − x2(x+ 3)√x3(x+ 3) + x(x+ 3)
 = limx→+∞
 −3x2√x3(x+ 3) + x(x+ 3)
 :x2
 x2
 = limx→+∞
 −3√x3
 x3 · (xx + 3x ) + 1 · (1 + 3
 x
 =−3
 1 + 1= −3
 2.
 Slijedi da je desna kosa asimptota
 y = x− 3
 2.
 Lijeva asimptota dobiva se nakon slicne analize. Koeficijent smjera dobiva se analogno:
 k = limx→−∞
 √x3
 x+3
 x= limx→−∞
 −√
 x
 x+ 3:
 √x
 x
 /jer je x < 0⇒ x = −√x2/
 k = − limx→−∞
 √1
 1 + 1x
 = −1
 Slican racun za l:
 l = limx→−∞
 (√x3
 x+ 3+ x
 )
 = limx→−∞
 √x3 + x
 √x+ 3√
 x+ 3·√x3 − x
 √x+ 3√
 x3 − x√x+ 3
 = limx→−∞
 x3 − x2(x+ 3)√x3(x+ 3)− x(x+ 3)
 = limx→−∞
 −3x2√x3(x+ 3)− x(x+ 3)
 :x2
 x2
 = limx→−∞
 −3√x3
 x3 · (xx + 3x )− 1 · (1 + 3
 x )
 =−3
 1 + 1= −3
 2,
 nazalost, ne pali, jer se u racunanju javljaju nedefinirani izrazi poput√x3 koji za x→ −∞ ipak nije definiran.
 Stoga navedeno nema smisla, ali se malim trikom moze prispodobiti na analogiju:
 limx→−∞
 (√x3
 x+ 3+ x
 )= limx→+∞
 (√−x3−x+ 3
 − x
 )= limx→+∞
 (√x3
 x− 3− x
 )
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Korektan racun za l:
 l = limx→+∞
 (√x3
 x− 3− x
 )
 = limx→+∞
 √x3 − x
 √x− 3√
 x− 3·√x3 + x
 √x− 3√
 x3 + x√x− 3
 = limx→+∞
 x3 − x2(x− 3)√x3(x− 3) + x(x− 3)
 = limx→+∞
 3x2√x3(x− 3) + x(x− 3)
 :x2
 x2
 = limx→+∞
 3√x3
 x3 · (xx + 1x ) + 1 · (1 + 3
 x )
 =3
 1 + 1=
 3
 2,
 pa je lijeva asimptota
 y = −x+3
 2.
 Sljedece zadatke pokusajte rijesiti samostalno. Nemojte odmah gledati u rjesenja. Odredite prvo do-menu, a zatim ispitajte limese na rubovima domene. Oni ukazuju na postojanje ili izostanak vertikalnihi horizontalnih asimptota. Postojanje horizontalne asimptote iskljucuje kosu asimptotu.
 1. Odredite asimptote slijedecih krivulja:
 (a) y =x3
 x2 − 1,
 (b) y =x+ 1√x2 + 2
 ,
 (c) y =√x2 − 4.
 (d) y =x3
 2(x+ 1)2,
 (e) y = x
 √x− 1
 x− 2,
 (f) y = xe1x ,
 (g) y = ln(e+1
 x)x,
 (h) y =sinx
 x,
 (i) y = 2x+ arctanx
 2,
 Rjesenja zadataka.
 1. (a) Vertikalne asimptote: x = 1 i x = −1, horizontalnih nema, kosa asomptota: y = x.
 (b) Vertikalnih asimptota nema. Horizontalne asimptote: y = 1 i y = −1.
 (c) Vertikalnih i horizontalnih nema. Kose asimptote su: y = x za x→ +∞ i y = −x za x→ −∞.
 (d) Vertikalna asimptota je x = −1. Kosa asomptota: y = 12x− 1.
 (e) Vertikalna asimptota: x = 2. Horizontalne nema. Kosa asomptota: y = x+ 12 .
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(f) Vertikalna: x = 0. Kosa asimptota: y = x+ 1. Racun:
 limx→0+
 x · e 1x = 0 · e+∞ = 0 · ∞ = neodr.
 limx→0+
 x · e 1x = lim
 x→0+
 e1x
 1x
 = L′H = limx→0+
 e1x · −1x2
 −1x2
 = limx→0+
 e1x =∞
 limx→0−
 x · e 1x = 0 · e−∞ = 0 · 0 = 0.
 limx→∞
 x · e 1x = ∞ · e0 =∞
 k = limx→∞
 x · e 1x
 x= lim
 x→∞e
 1x = e0 = 1
 l = limx→∞
 (xe
 1x − x
 )= lim
 x→∞
 e1x − 11x
 = L′H = limx→∞
 e1x · −1x2
 −1x2
 = limx→∞
 e1x = e0 = 1.
 (g) Vertikalna asimptota ex+ 1 = 0. Kosa asimptota: y = x+ 1e .
 Svojstvo logaritmiranja potencija daje zapis formule:
 y = x ln
 (e+
 1
 x
 ).
 Domenu cine brojevi koji zadovoljavaju
 e+1
 x> 0
 Nejednadzba se rjesava analizom predznaka izraza
 e+1
 x
 na brojevnom pravcu:
 e+1
 x= 0
 x = −1
 ex : −∞ −1/e 0 ∞e+ 1
 x + 0 − ! +
 Domena je D =< −∞,− 1e > ∪ < 0,+∞ >. Ispitavanje rubova domene:
 limx→−1/e
 x · ln(e+
 1
 x
 )= −1
 e· (−∞) = +∞
 limx→0
 x · ln(e+
 1
 x
 )= 0 · (−∞) = neodr.
 limx→0
 ln(e+ 1
 x
 )1x
 = L′H = limx→0
 1e+ 1
 x
 · −1x2
 −1x2
 = limx→0
 1
 e+ 1x
 = 0
 limx→±∞
 x · ln(e+
 1
 x
 )= ±∞ · ln e = ±∞
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Kosa asimptota:
 k = limx→∞
 x ln(e+ 1
 x
 )x
 = 1
 l = limx→∞
 (x ln
 (e+
 1
 x
 )− x)
 = limx→∞
 ln(e+ 1x )− 1
 1x
 L′H = limx→∞
 1e+ 1
 x
 · −1x2 − 0
 −1x2
 =1
 e
 (h) Vertikalne asimptote nema. Horizontalna asimptota je x-os.
 (i) Vertikalne i horizontalne asimptote nema. Kosa asimptota je y = 2x+ π2 :
 k = limx→∞
 2x+ arctan x2
 x= lim
 x→∞
 (2 +
 arctan x2
 x
 )= 2 +
 π2
 ∞= 2 + 0 = 2
 l = limx→∞
 (2x+ arctan
 x
 2− 2x
 )=
 π
 2
 8.5 Kvalitativni graf funkcije
 Crtanje kvalitativnog grafa podrazumijeva graficki opis domene, intervala rasta, pada i ekstreme, konveksne,konkavne zakrivljenosti i tocaka infleksije te konacno asimptota.
 Zadatak 8.22 Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije:
 y = x2e1x .
 Rjesenje.
 (i) Domenu funkcije cine svi brojevi osim 0, dakle D = R \ {0}.
 (ii) Analiza predznaka prve derivacije
 y′ = 2xe1x + x2e
 1x · −1
 x2
 vodi na rjesavanje jednadzbe:
 y′ = 0
 e1x · (2x− 1) = 0
 x1 =1
 2
 nakon koje slijedi ispitivanje monotonosti:
 x : −∞ 0 12 +∞
 y′ − ! − 0 +
 y ↘ ! ↘ e2
 4 ↗
 Druga derivacija
 y′′ =1
 x2e
 1x (2x2 − 2x+ 1)
 nema nultocku, predznak ne mijenja ni u tocki prekida pa je pozitivna na cijeloj domeni, sto znaci daje graf konveksan.
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(iii) Ponasanje na rubovima domene:
 limx→−∞
 x2e1x = ∞ · e0 =∞
 limx→0−
 x2e1x = 0 · e−∞ = 0
 limx→0+
 x2e1x = 0 · e+∞ = lim
 x→0+
 e1x
 1x2
 = L′H = limx→0+
 −1x2 e
 1x
 −2x3
 =
 = limx→0+
 e1x
 2x
 = L′H = limx→0+
 −1x2 e
 1x
 −2x2
 =1
 2e+∞ = +∞
 limx→−∞
 x2e1x = ∞ · e0 =∞
 limx→∞
 x2e1x = ∞
 Kvalitativni graf prepustamo citaocu.
 Zadatak 8.23 Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije
 y =x3
 2(x+ 1)2.
 Rjesenje. Domena funkcijeD = R \ {−1}.
 Prva derivacija ima formulu
 y =x2(x+ 3)
 2(x+ 1)3
 iz koje se ocitavaju nultocke: x1 = 0 i x2 = −3 koje su potrebne u analizi rasta i pada funkcije:
 x −∞ −3 0 +∞y′ − 0 + 0 +y ↘ − 27
 8 ↗ 0 ↗
 iz koje je vidljiva tocka minimuma (−3,− 278 ).
 Druga derivacija:
 y′′ =3x
 (x+ 1)4
 ima nultocku u nuli. Analiza predznaka druge derivacije:
 x : −∞ 0 +∞y′′ − 0 +y ∩ 0 ∪
 daje tocku infleksije (0, 0).Vertikalnu asimptotu x = −1 pokazuje
 limx→−1
 x3
 2(x+ 1)2= +∞.
 Horizontalne asimptote nema, a kosa asimptota:
 k = limx→∞
 x3
 2(x+1)2
 x= limx→∞
 x2
 2(x+ 1)2=
 1
 2
 l = limx→∞
 (x3
 2(x+ 1)2− 1
 2x
 )= limx→∞
 x3 − x(x+ 1)2
 2(x+ 1)2= −1
 ima jednadzbu
 y =1
 2x− 1
 i asimptota je kojoj graf prijanja na obje strane prema beskonacnosti.
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1. Nacrtajte grafove slijedecih funkcija:
 (a) y = x3 +x4
 4,
 (b) y =x
 x2 + 1,
 (c) y = x+1
 x,
 (d) y =x3 − 3x+ 2
 x2 + 1,
 (e) y =x− 2√x2 + 2
 ,
 (f) y = xe−x,
 (g) y =ex
 x,
 (h) y = xe1
 x−2 ,
 (i) y = x2 lnx,
 (j) y =
 √x
 ln2 x,
 (k) y =1− lnx
 1 + lnx.
 2. Ispitajte tok funkcije i skicirajte graf:
 (a) y =2x
 ln2 x,
 (b) y =e−3x
 1− x,
 (c) y = xe−1x ,
 (d) y = arctanx
 x+ 1,
 (e) y =x2 + 1
 2x+ 1,
 (f) y =(3x+ 2)2
 3x− 1,
 (g) y = x√
 1− x2.
 3. Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije zadane formulom
 y = x2e1x .
 4. Nacrtajte kvalitativni graf funkcije
 y = arcsin1
 1 + x2.
 5. Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije
 y =
 √x3
 x− 2.
 9 Integrali i primjene
 Integralni racun rjesava vrlo jednostavno izreciv, no i netrivijalno rjesiv problem izracunavanja povrsine rav-ninskog lika. Osim u geometriji, integralima se rjesavaju problemi gibanja, potrosnje energije pa i ekonomskiproblemi.
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9.1 Definicija odredenog integrala
 Primjer 9.1 Izracunajte povrsinu omedenu u koordinatnoj ravnini vertikalama x = 2, x = 4, osi apcisa igrafom funkcije f(x) = 3.
 Rjesenje. Nakon crtanja, lako se izracuna da povrsina iznosi 6 kvadratnih jedinica.
 Odredeni integral u oznaci ∫ 4
 2
 3dx
 predstavlja zadatak naveden u primjeru. Rjesenje zadatka zapisuje se∫ 4
 2
 3dx = 6.
 Zadatak 9.1 Izracunajte povrsinu omedenu pravcem y = 3x, vertikalama x = 0 i x = 3, te osi 0x. Zapisitezadatak pomocu oznake za odredeni integral.
 Rjesenje. Nakon crtanja, zadatak se svodi na racunanje povrsine pravokutnog trokuta i dobiva se 13.5kvadratnih jedinica. Zapisano integralom: ∫ 3
 0
 3xdx = 13.5
 Zadatak 9.2 Odredite povrsinu omedenu pravcem y = 2x + 5 odozgo, vertikalama x = −2 i x = 3 slijeva isdesna, te osi apscisa odozdo. Izrazite zadatak integralom.
 Rjesenje. Nakon crtanja, povrsina dobivenog trapeza jednaka je
 P =a+ c
 2· v =
 11 + 1
 2· 5 = 30
 kvadratnih jedinica. Zadatak iskazan integralom:∫ 3
 −2(2x+ 5)dx = 30
 kvadratnih jedinica.
 Zadatak 9.3 Nacrtajte problem ∫ 10
 0
 (10− x)dx
 i izracunajte integral.
 Rjesenje. U koordinatnoj ravnini nacrta se pravac x+y = 10 i trazeni integral upravo je povrsina pravokutnogtrokuta i iznosi 50 kvadrata.
 Newton-Leibnitzova formula daje uputu za racunanje povrsine ispod grafa funkcije y = f(x), iznad osiapscisa, lijevo od vertikale x = b i desno od x = a:∫ b
 a
 f(x)dx = F (x)|ba = F (b)− F (a),
 gdje jeF ′(x) = f(x).
 Najveci problem koji se sastoji u nalazenju antiderivacije podintegralne funkcije.
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Antiderivacija je problem koji se naziva neodredenim integralom:∫f(x)dx.
 Antiderivaciju potenciranja uvijek je moguce pronaci:∫xndx =
 xn+1
 n+ 1+ c, n 6= −1∫
 1
 x· dx = ln |x|+ c,
 gdje je apsolutna vrijednost zato jer bi inace podintegralna funkcija bila definirana na vecem podrucjuod primitivne funkcije.
 Jedino pravilo koje vrijedi prilikom integriranja je∫(α · f(x) + β · g(x))dx = α ·
 ∫f(x)dx+ β ·
 ∫g(x)dx.
 Pogadanje antiderivacije jedini je nacin rjesavanja neodredenog integrala i nije uvijek moguc. Algebar-skim metodama, supstitucijom i parcijalnom integracijom podintegralna funkcija moze se pripremitido oblika prepoznatljivog za pogadanje.
 Rijesite Newton-Leibnitzovom formulom nekoliko slijedecih zadataka.
 1. Izracunajte povrsinu koju omeduju graf funkcije
 y = x2,
 vertikalni pravci x = 1 i x = 3 i os apscsa: y = 0.
 2. Izracunajte povrsinu koju omeduju parabola xy = 12, os apscisa i vertikale x = 2 i x = 6.
 3. Odredite velicinu jednog od dijelova koje parabola
 y = x3 − 4x
 zatvara s koordinatnom x-osi.
 4. Odredite velicinu povrsine ispod grafa funkcije
 y =√x
 koja se duz x-osi proteze od 0 do 9.
 5. Koliko je velika jedna od povrsina koju sinusoida y = sinx zatvara s x-osi?
 Rjesenja zadataka.
 1. P = 26/3;
 2. 12 ln 3;
 3. 16;
 4. 18;
 5. 2.
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9.2 Neposredno integriranje
 Jedini nacin rjesavanja integrala je pogadanje formule koja derivirana daje podintegralnu formulu. Diferencijaldx ukazuje na varijablu u podintegralnoj funkciji. Ostali brojevi koji se javljaju ispod integrala su konstante.Integrirati se moze samo po jednoj varijabli.
 Tablica neodredenih integrala
 1. ∫dx = x+ c
 2. ∫xn · dx =
 xn+1
 n+ 1+ c, n 6= −1
 3. ∫dx
 x· dx = ln |x|+ c
 4. ∫ex · dx = ex + c;
 ∫axdx =
 ax
 ln a+ c
 5. ∫sinx · dx = − cosx+ c;
 ∫cosx · dx = sinx+ c
 6. ∫dx
 cos2 x· dx = tgx+ c;
 ∫dx
 sin2 xdx = −ctgx+ c
 7. ∫dx
 x2 + a2=
 1
 a· arctg x
 a+ c
 8. ∫dx
 x2 − a2=
 1
 2a· ln |x− a
 x+ a|+ c
 9. ∫dx√x2 +A
 = ln |x+√x2 +A|+ c
 10. ∫dx√a2 − x2
 = arcsinx
 a+ c
 11. ∫ √a2 − x2 · dx =
 x
 2·√a2 − x2 +
 a2
 2· arcsin
 x
 a+ c
 12. ∫ √x2 +A · dx =
 x
 2·√x2 +A+
 A
 2· ln∣∣∣x+
 √x2 +A
 ∣∣∣+ c
 Ostali neodredjeni integrali, ako su rijeseni, mozda se nalaze u nekom od prirucnika namjenjenog inzenjerimaili studentima. Opet valja napomenuti da nije svaki integral rjesiv.
 Zadatak 9.4 Odredite ∫ √2pxdx.
 Rjesenje. U podintegralnoj funkciji broj p je konstanta pa zbog linearnosti operatora antiderivacije:∫ √2pxdx =
 ∫ √2p ·√xdx =
 √2p ·
 ∫x
 12 dx =
 √2p · x
 32
 32
 + c,
 sto se moze, ali i ne mora srediti. Ovisno o zadatku.
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Zadatak 9.5 Odredite ∫(x2 + 1)(x2 − 2)
 3√x2
 dx.
 Rjesenje. ∫(x2 + 1)(x2 − 2)
 3√x2
 dx =
 ∫x4 − x2 − 2
 x23
 dx
 =
 ∫ (x
 103 − x 4
 3 − 2x−23
 )dx
 =x
 133
 133
 − x73
 73
 − 2x
 13
 13
 + c
 =3x4 3√x
 13− 3x2 3
 √x
 7− 6 3√x+ c.
 Zadatak 9.6 Odredite ∫dx
 x2 + 7.
 Rjesenje. Jednostavnom primjenom tablice∫dx
 x2 + 7=
 1√7arctg
 x√7
 + c.
 Zadatak 9.7 Rijesite ∫tg2xdx.
 Rjesenje. Pomocu osnovnih trigonometrijskih identiteta podintegralna funkcija poprima oblik pogodan zapogadanje primitivne funkcije:∫
 tg2xdx =
 ∫sin2 x
 cos2 xdx =
 ∫1− cos2 x
 cos2 xdx
 =
 ∫ (1
 cos2 x− cos2 x
 cos2 x
 )dx
 =
 ∫1
 cos2 xdx−
 ∫dx = tgx− x+ c
 Zadatak 9.8 Integrirajte ∫dx
 3x2 + 5.
 Rjesenje. Izlucivanjem 3 u nazivniku dobiva se∫dx
 3x2 + 5=
 1
 3
 ∫dx
 x2 + 53
 =1
 3
 1√53
 arctanx√53
 + c.
 Zadatak 9.9 Odredite ∫(ax − bx)2
 axbxdx.
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Rjesenje. ∫a2x − 2axbx + b2x
 axbxdx =
 ∫ (ab
 )xdx− 2
 ∫dx+
 ∫ (b
 a
 )xdx
 =1
 ln(ab
 ) · (ab
 )x− 2x+
 1
 ln(ba
 ) · ( ba
 )x.
 Zadatak 9.10 Izracunajte ∫ 1
 0
 3xexdx.
 Rjesenje. Racunanje odredenog integrala izvodi se po Newton-Leibnitzovoj formuli i sastoji se od nalazenjaprimitivne funkcije za podintegralnu funkciju. Pravilom o potenciranju potencija jednakih baza, moguce jepodintegralnu funkciju svesti na oblik iz tablice:∫ 1
 0
 3xexdx =
 ∫ 1
 0
 (3e)xdx =(3e)x
 ln 3e
 ∣∣∣∣10
 =3e
 ln 3e− 1
 ln 3e= 3.40932.
 Zadatak 9.11 Odredite vrijednost odredenog integrala∫ −1−2
 x− 2
 x3dx.
 Rjesenje. Algebarskom transformacijom ∫ −1−2
 (x
 x3− 2
 x3
 )dx
 integral se svede na dva integrala opcih potencija∫ −1−2
 x−2dx− 2
 ∫ −1−2
 x−3dx.
 Primjenom tablice i Newton-Leibnitzove formule dobiva se
 x−1
 −1
 ∣∣∣∣−1−2− 2
 x−2
 −2
 ∣∣∣∣−1−2
 =
 = 1− 1
 2− 2
 (1
 −2− 1
 −8
 )=
 =1
 2− 2 · −3
 8
 =5
 4.
 Zadatak 9.12 Izracunajte ∫ 3e2
 e2
 [1
 x(1−√x)− 1 +
 √x√
 x(1− x)
 ]dx.
 Rjesenje. svodenjem podintegralnog izraza na zajednicki nazivnik dobiva se:∫ 3e2
 e2
 1 +√x−√x(1 +
 √x)
 x(1− x)dx =
 ∫ 3e2
 e2
 1− xx(1− x)
 dx
 = lnx|3e/2e/2 = ln3e
 2− ln
 e
 2= ln 3
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Primjenom tablice i jedinog pravila odredite formule u slijedecim zadacima.
 1. Neposredno integrirajte:
 (a)
 ∫ (1− xx
 )2
 dx.
 (b)
 ∫x+ 1√x
 dx.
 (c)
 ∫ √x4 + x−4 + 2
 x3dx.
 (d)
 ∫ √1− sin 2x dx.
 2. Odredite vrijednosti odredenih integrala:
 (a)
 ∫ 1
 0
 dx
 1 + x.
 (b)
 ∫ π6
 −π3tg2x · dx.
 3. Izracunajte vrijednosti odredenih integrala:
 (a)
 ∫ 8
 −1
 3√x · dx.
 (b)
 ∫ 2
 1
 dx√1 + x2
 .
 Rjesenja zadataka.
 1. Neodredeni integrali
 (a) −1/x− 2 lnx+ x+ c
 (b) 2√x
 3 (x+ 3) + c
 (c)
 ∫ √x4 + x−4 + 2
 x3dx =
 ∫ √x4 + 1
 x4 + 2
 x3dx =
 ∫ √x8+1+2x4
 x4
 x3dx =
 ∫ √(x4+1)2
 x2
 x3dx =∫
 x4 + 1
 x5dx =
 ∫ (1
 x+ x−5
 )dx = lnx+
 x−4
 −4+ c = lnx− 1
 4x4+ c
 (d) ∫ √1− sin 2x dx =
 ∫ √sin2 x− 2 sinx cosx+ cos2 xdx =
 ∫ √(sinx− cosx)2dx =∫
 | sinx− cosx|dx =
 {sinx− cosx, x ∈ [− 3π
 4 + 2kπ, π4 + 2kπ], k ∈ Zcosx− sinx, x ∈ [π4 + 2kπ, 5π4 + 2kπ], k ∈ Z
 2. Odredeni integrali
 (a) 0.693,
 (b) 0.73.
 3. Analogno
 (a) 11.25
 (b) 0.56
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Slijedeci zadaci su slozeniji zadaci neposrednog integriranja. Integrirajte algebarskim svodenjem integralana tablicne.
 1. Integrirajte
 a)∫
 (3− x2)3dx b)∫ (
 ax + a2
 x2 + a3
 x3
 )dx
 c)∫
 (1− x2)√x√xdx d)
 ∫2x+1−5x−1
 10x dx
 e)∫e3x+1ex+1 dx f)
 ∫ctg2xdx
 g)∫x2dx1+x2 h)
 ∫ √x2+1−
 √x2−1√
 x4−1 dx
 2. Izracunajte
 a)∫ 1
 0x 3√xdx = b)
 ∫ 256
 1
 √x√x√xdx =
 c)∫ −1−3
 dxx3 = d)
 ∫ −2−4
 dx3√x
 =
 e)∫ 3
 1dxx√x
 = f)∫ 0
 2(2 + x2)3dx =
 g)∫ −1−3
 x3−2x+4x dx = h)
 ∫ 4
 3x2
 1−x2 dx =
 i)∫ 2π
 0(2 sinx+ 3 cosx)dx = j)
 ∫ 1
 −3(x2 + 2x− 3)dx =
 3. Izracunajte:a)∫ 1
 0(3x − 4x)dx b)
 ∫ 1
 −1 5x3−xdx
 Rjesenja zadataka.
 1.
 a)27x− 9x3 +9x5
 5− x7
 7+ c b)a lnx− a2
 x− a3
 2x2+ c
 c)4
 7x
 4√x3 − 4
 15x3
 4√x3 + c d)
 2
 −5x ln 5+
 1
 5 · 2x ln 2+ c
 e)1
 2e2x − ex + x+ c f)− ctgx− x+ c
 g)x− arctgx+ c h) ln |x+√x− 1|+ ln |x−
 √x− 1|+ c
 2. (a)3
 7;
 (b)8
 15(215 − 1);
 (c) −4
 9;
 (d)3
 2
 (3√
 4− 3√
 16)
 ;
 (e) 2√3− 2;
 (f) −10424
 35;
 (g) 162
 3+ 4 ln 3;
 (h) −1.09;
 (i) 0;
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(j) −102
 3
 3. (a)2
 ln 3− 3
 ln 4;
 (b)16
 15(ln 5− ln 3)
 9.3 Metoda supstitucije
 Metoda supstitucije sastoji se u zamjeni dijela formule pod integralnoj funkciji koja ovisi o x, zapisanog kaok(x), formulom koja ce ovisiti o novoj varijabli t:
 k(x) = ϕ(t)
 Izbor k(x) mora biti takav da je moguce potpuno uvesti varijablu t pod integral:
 k(x) = ϕ(t)
 x = k−1(ϕ(t))
 Potrebno je zamijeniti i diferencijal dx sa dt. Preslikavanje
 x −→ k(x)
 mora biti bijektivno definirana funkcija.
 Zadatak 9.13 Supstitucijom odredite ∫3√
 5− 6xdx.
 Rjesenje. Nema pravila koji dio podintegralne funkcije zamijeniti i koju funkciju izabrati za zamjenu. Uovom slucaju dobro je uzeti:
 5− 6x = t3
 −6dx = 3t2dt
 dx = − t2
 2dt
 jer nakon uvrstavanja dobiva se prepoznatljiva podintegralna funkcija∫3√t3 · −t
 2dt
 2
 = −1
 2
 ∫t3dt = −1
 2
 t4
 4+ c.
 Buduci zadatak trazi nalazenje primitivne funkcije za 3√
 5− 6x, u rezultat se mora vratiti varijabla x
 t = 3√
 5− 6x
 pa je trazena primitivna funkcija: ∫3√
 5− 6xdx = −1
 8
 (3√
 5− 6x)4
 + c.
 Zadatak 9.14 Odredite ∫2x− 5
 x2 − 5x+ 7dx.
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Rjesenje. Ovaj integral posebno je znacajan jer je u brojniku sadrzana derivacija nazivnika. Cijeli senazivnik zamijeni novom varijablom
 x2 − 5x+ 7 = t
 (2x− 5)dx = dt
 jer je tada integral po novoj varijabli bitno jednostavniji:∫dt
 t= ln |t|+ c = ln |x2 − 5x+ 7|+ c.
 Zadatak 9.15 Odredite ∫x2ex
 3
 dx.
 Rjesenje. U ovom je zadatku faktor x2 jednak do na konstantu derivaciji argumenta eksponencijalne funkcije:∫x2ex
 3
 dx = /x3 = t
 3x2dx = dt/
 =
 ∫x2 · et · dt
 3x2
 =1
 3
 ∫etdt =
 1
 3et + c
 =1
 3ex
 3
 + c
 Zadatak 9.16 Pogodnom supstitucijom rijesite ∫xdx√1− x4
 Rjesenje. Potrebno je u brojniku otkriti derivaciju izraza x2 pa izvrsiti zamjenu
 x2 = t
 2xdx = dt∫x dt2x√1− t2
 =1
 2
 ∫dt√
 1− t2
 =1
 2arcsin t+ c =
 1
 2arcsinx2 + c
 Ovaj zadatak je vrlo tezak i zahtijeva puno iskustva.
 Zadatak 9.17 Rijesite ∫ex
 ex − 1dx.
 Rjesenje. Supstitucija
 ex − 1 = t
 exdx = dt∫ex
 ex − 1dx =
 ∫ex
 t· dtex
 =
 ∫dt
 t= ln |t|+ c = ln |ex − 1|+ c
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Zadatak 9.18 Supstitucijom odredite ∫ √arcsinx
 1− x2dx.
 Rjesenje. Ponekad je zgodno zamijeniti nezgodnu funkciju jednostavnom:∫ √arcsinx
 1− x2= / arcsinx = t
 1√1− x2
 dx = dt
 dx =√
 1− x2dt/
 =
 ∫ √t√
 1− x2·√
 1− x2dt
 =
 ∫t12 dt =
 t32
 32
 + c
 =2
 3(arcsinx)
 32 + c
 Zadatak 9.19 Rijesite neodredeni integral ∫x−√arctg2x
 1 + 4x2dx.
 Rjesenje. Prije supstitucije integral se rastavi:∫x−√arctg2x
 1 + 4x2dx =
 ∫x
 1 + 4x2dx−
 ∫ √arctg2x
 1 + 4x2dx/ 1 + 4x2 = t arctg2x = s
 8xdx = dt 11+(2x)2 · 2dx = ds
 dx = dt8x dx = (1+4x2)ds
 2
 /
 =
 ∫x
 t· dt
 8x−∫ √
 s
 1 + 4x2· (1 + 4x2)ds
 2
 =1
 8
 ∫dt
 t− 1
 2
 ∫s
 12 ds
 =1
 8ln(1 + 4x2)− 1
 2· 2
 3arctg2x
 32 + c
 Zadatak 9.20 Odredite ∫a · e−mxdx.
 Rjesenje. Supstitucija −mx = t daje:∫a · et · dt
 −m= − a
 met + c = − a
 me−mx + c
 Zadatak 9.21 Odredite ∫(cosx+ sinx)2dx.
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Rjesenje. Nakon kvadriranja∫(cos2 x+ 2 cosx sinx+ sin2 x)dx =
 ∫dx+
 ∫sin 2xdx
 = /2x = t, dx =dt
 2
 = x+
 ∫sin t · dt
 2= x+
 1
 2· (− cos t) + c
 = x− 1
 2cos 2x+ c
 Zadatak 9.22 Odredite ∫tgxdx.
 Rjesenje. Definicija tangensa i cinjenica da je sinus derivacija kosinusa daju∫tgxdx =
 ∫sinx
 cosxdx =
 / cosx = t− sinxdx = dtdx = dt
 − sin x
 /
 =
 ∫sinx
 t· dt
 − sinx
 = −∫dt
 t= − ln |t|+ c
 = − ln | cosx|+ c
 kao primitivnu funkciju.
 Zadatak 9.23 Odredite ∫sin2 x cosxdx
 Rjesenje. Supstitucijasinx = t
 cosxdx = dt
 daje ∫t2dt =
 t3
 3=
 sin3 x
 3+ c.
 Zadatak 9.24 Odredite primitivnu funkciju ∫cos2 xdx.
 Rjesenje. Koristiti identitet
 cos2 x =1 + cos 2x
 2i supstituciju ∫
 1 + cos 2x
 2dx =
 1
 2
 ∫dx+
 1
 2
 ∫cos 2xdx
 = /2x = t, 2dx = dt/
 =1
 2x+
 1
 2
 ∫cos t
 dt
 2
 =1
 2x+
 1
 2· 1
 2· (sin t)
 =1
 2x+
 1
 4sin 2x+ c
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Kod rjesavanja neodredenog integrala rezultat nije jednoznacan. Tocnost primitivne funkcije dovoljno jeprovjeriti deriviranjem. Derivacija mora biti jednaka podintegralnoj funkciji.
 1. Zamjenom varijabli integrirajte
 (a)
 ∫xdx√1− x2
 ,
 (b)
 ∫x2√
 1 + x3 dx,
 (c)
 ∫dx√
 x (1 + x),
 (d)
 ∫sin
 1
 x· dxx2,
 (e)
 ∫dx√
 x(1− x),
 (f)
 ∫dx
 x lnx ln lnx,
 (g)
 ∫arctg x24 + x2
 dx,
 (h)
 ∫e
 1x
 x2dx,
 (i)
 ∫ex√a− bexdx,
 (j)
 ∫sin5 x · cosx dx.
 2. Pogodno odabranom supstitucijom integrirajte:
 (a)
 ∫sin(lnx)
 xdx,
 (b)
 ∫1 + sin 3x
 cos2 3xdx,
 (c)
 ∫sinx− cosx
 sinx+ cosxdx,
 (d)
 ∫x · ctg(x2 + 1)dx,
 (e)
 ∫1
 x lnxdx,
 (f)
 ∫dx
 x(4− ln2 x),
 (g)
 ∫esin
 2 x · sin 2xdx,
 (h)
 ∫earctgx + x ln(1 + x2) + 1
 1 + x2dx.
 Rjesenja zadataka.
 1. Supstitucija:
 (a) ∫xdx√1− x2
 =
 {1− x2 = t2
 −2xdx = 2tdt
 }=
 ∫−tdtt
 = −t = −√
 1− x2 + c
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(b) ∫x2√
 1 + x3dx =
 {1 + x3 = t2
 3x2dx = 2tdt
 }=
 ∫x2 · t · 2tdt
 3x2=
 2
 3· t
 3
 3
 =2
 9
 √(1 + x3)3
 (c) ∫dx√
 x (1 + x)=
 {x = t2
 dx = 2tdt
 }=
 ∫2tdt
 t(1 + t2)= 2arctg
 √x+ c
 (d) ∫sin
 1
 x· dxx2
 =
 {1x = t
 −1x2 dx = dt
 }=
 ∫sin t · −x
 2dt
 x2= cos
 1
 x+ c
 (e) ∫dx√
 x(1− x)=
 {x = t2
 dx = 2tdt
 }=
 ∫2tdt
 t ·√
 1− t2= 2 arcsin
 √x+ c
 (f) ∫dx
 x lnx ln lnx=
 {lnx = t1xdx = dt
 }=
 ∫xdt
 x · t · ln t=
 =
 {ln t = s1t dt = ds
 }=
 ∫tds
 t · s= ln(ln(lnx)) + c
 (g)
 ∫arctg x24 + x2
 dx =
 arctg x2 = t1
 1+ x2
 4
 · 12dx = dt
 dx = 4+x2
 2 dt
 =
 ∫t
 4 + x2· 4 + x2
 2dt
 =1
 2· t
 2
 2=
 1
 4arctg2
 x
 2+ c
 (h) ∫e
 1x
 x2dx =
 {1x = t
 −1x2 dx = dt
 }=
 ∫et
 x2· (−x2)dt = −e 1
 x + c
 (i) ∫ex√a− bexdx =
 {a− bex = t2
 −bexdx = 2tdt
 }=
 ∫ex · t · 2tdt
 −bex= −2
 b· t
 3
 3
 = − 2
 3b
 (√a− bex
 )3+ c
 (j) ∫sin5 x · cosx dx =
 {sinx = t
 cosxdx = dt
 }=
 ∫t5dt =
 1
 6sin6 x+ c
 2. Prikladno je odabrati:
 (a) ∫sin(lnx)
 xdx =
 {lnx = t1xdx = dt
 }=
 ∫sin t
 x· xdt = − cos lnx+ c
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(b) ∫1 + sin 3x
 cos2 3xdx =
 ∫1
 cos2 3xdx+
 ∫sin 3x
 cos2 3xdx
 =
 {3x = t
 3dx = dtcos 3x = s
 − sin 3x · 3dx = ds
 }=
 ∫1
 cos2 t
 dt
 3+
 ∫sin 3x
 s2· ds
 −3 sin 3x
 =1
 3tg3x− 1
 3· s−1
 −1=
 1
 3tg3x+
 1
 3 cos 3x+ c
 (c) ∫sinx− cosx
 sinx+ cosxdx =
 {sinx+ cosx = t
 (cosx− sinx)dx = dt
 }=
 ∫sinx− cosx
 t· dt
 cosx− sinx= − ln | sinx+ cosx|+ c
 (d) ∫x · ctg(x2 + 1)dx =
 {x2 + 1 = t2xdx = dt
 }=
 ∫x · ctgt · dt
 2x=
 1
 2
 ∫cos t
 sin tdt
 =
 {sin t = s
 − cos tdt = ds
 }=
 1
 2
 ∫−dss
 = − ln | sin(x2 + 1)|+ c
 (e) ∫1
 x lnxdx =
 {lnx = tdxx = dt
 }=
 ∫1
 x · t· xdt = ln(lnx) + c
 (f) ∫dx
 x(4− ln2 x)=
 {lnx = t1xdx = dt
 }=
 ∫xdt
 x(4− t2)= −
 ∫dt
 t2 − 4
 = − 1
 2 · 2ln
 ∣∣∣∣ lnx− 2
 lnx+ 2
 ∣∣∣∣+ c
 (g)
 ∫esin
 2 x · sin 2xdx =
 sin2 x = t2 sinx cosxdx = dt
 sin 2xdx = dt
 =
 ∫etdt = esin
 2 x + c
 (h) ∫earctgx + x ln(1 + x2) + 1
 1 + x2dx =
 ∫earctgx
 1 + x2dx+
 ∫x ln(1 + x2)
 1 + x2dx+
 ∫dx
 1 + x2
 =
 {arctgx = t1
 1+x2 dx = dtln(x2 + 1) = s1
 x2+12xdx = ds
 }=
 ∫et
 1 + x2· (1 + x2)dt+
 ∫x · s
 1 + x2· (x2 + 1)ds
 2x+ arctgx
 = earctgx +1
 2· s
 2
 2+ arctgx
 = earctgx +1
 4ln2(x2 + 1) + arctgx+ c
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9.4 Integral racionalne funkcije
 Racionalne funkcije su omjeri polinoma. Racionalne funkcije jedine su koje mozemo racunati pomocu cetiriosnovne racunske operacije. Racionalne funkcije se mogu u potpunosti integrirati. Integriranje se provodidirektno ili metodom supstitucije.
 Primjer 9.2 Dokazite neodredeni integral iz tablice∫1
 x2 − a2dx =
 1
 2aln
 ∣∣∣∣x− ax+ a
 ∣∣∣∣+ c
 Rjesenje. Racionalnu funkciju potrebno je rastaviti na parcijalne razlomke:
 1
 x2 − a2=
 A
 x− a+
 B
 x+ a| · (x− a)(x+ a)
 1 = A(x+ a) +B(x− a)
 x = a⇒ 1
 2a= A
 x = −a⇒ 1
 −2a= B
 1
 x2 − a2=
 12a
 x− a−
 12a
 x+ a
 Nakon cega se integrira supstitucijom∫dx
 x2 − a2=
 1
 2a
 ∫dx
 x− a− 1
 2a
 ∫dx
 x+ a
 =1
 2a(ln |x− a| − ln |x+ a|) =
 1
 2aln
 ∣∣∣∣x− ax+ a
 ∣∣∣∣+ c.
 Zadatak 9.25 Integrirajte ∫dx
 x3 + 1.
 Rjesenje. Potrebno je rastaviti racionalnu funkciju u jednostavnije racionalne funkcije.
 1
 x3 + 1=
 A
 x+ 1+
 Bx+ C
 x2 − x+ 1| · (x3 + 1)
 1 = A(x2 − x+ 1) + (Bx+ C)(x+ 1)
 x = −1 :1 = A · 3A = 1
 3
 x = 0 :1 = 1
 3 + CC = 2
 3
 x = 1 :1 = 1
 3 + 2B + 43
 B = − 13
 .
 188

Page 189
						

Integriranje je sada jednostavnije.∫dx
 x3 + 1=
 1
 3
 ∫dx
 x+ 1+
 ∫ − 13x+ 2
 3
 x2 − x+ 1dx
 =1
 3ln |x+ 1| − 1
 6
 ∫2x− 4
 x2 − x+ 1
 =1
 3ln |x+ 1| − 1
 6
 ∫2x− 1
 x2 − x+ 1− 1
 2
 ∫dx
 x2 − x+ 1
 =
 x2 − x+ 1 = t(2x− 1)dx = dt
 x− 12 = s
 dx = dsx2 − 1 + 1
 4 = s2
 =
 1
 3ln |x+ 1| − 1
 6
 ∫dt
 t+
 1
 2
 ∫ds
 s2 + 34
 =1
 3ln |x+ 1| − 1
 6ln(x2 − x+ 1) +
 1
 2· 1√32
 · arctgx− 1
 2√32
 =1
 3ln |x+ 1| − 1
 6ln(x2 − x+ 1) +
 1√3arctg
 2x− 1√3
 + c.
 Zadatak 9.26 Odredite ∫x3 + 1
 x3 − 5x2 + 6xdx.
 Rjesenje. Brojnik ima stupanj jednak nazivniku. Moguce je dijeljenje brojnika i nazivnika:
 (x3 + 1) : (x3 − 5x2 + 6x) = 1
 −x3 + 5x2 − 6x
 5x2 − 6x+ 1
 x3 + 1
 x3 − 5x+ 6x= 1 +
 5x2 − 6x+ 1
 x3 − 5x2 + 6x
 Zadatak je sada jednostavniji:∫x3 + 1
 x3 − 5x+ 6xdx =
 ∫dx+
 ∫5x2 − 6x+ 1
 x3 − 5x2 + 6xdx.
 Integral racionalne funkcije zahtijeva faktorizaciju nazivnika:
 x3 − 5x2 + 6x = x(x2 − 5x+ 6) = x(x2 − 3x− 2x+ 6) = x(x− 3)(x− 2).
 Racionalna funkcija rastavlja se na parcijalne razlomke:
 5x2 − 6x+ 1
 x3 − 5x2 + 6x=
 A
 x+
 B
 x− 2+
 C
 x− 3| · (x3 − 5x2 + 6x)
 5x2 − 6x+ 1 = A(x− 2)(x− 3) +Bx(x− 3) + Cx(x− 2)
 x = 0 : A =1
 6
 x = 3 : C =28
 3
 x = 2 : B = −9
 2
 i integral sada glasi:∫x3 + 1
 x3 − 5x2 + 6xdx =
 ∫dx+
 ∫ 16
 xdx+
 ∫ − 92
 x− 2dx+
 ∫ 283
 x− 3dx
 = x+1
 6ln |x| − 9
 2ln |x− 2|+ 28
 3ln |x− 3|+ c.
 Supstitucijom se velik broj integrala svodi na integrale racionalnih funkcija.
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Zadatak 9.27 Odredite primitivnu funkciju: ∫dx
 e2x − ex.
 Rjesenje. Supstitucija ex = t, exdx = dt daje∫ dtt
 t2 − t=
 ∫dt
 t2(t− 1)
 1
 t2(t− 1)=
 A
 t+B
 t2+
 C
 t− 1| · t2(t− 1)
 1 = At(t− 1) +B(t− 1) + Ct2
 t = 0 : B = −1
 t = 1 : C = 1
 t = 2 : A = −1∫dt
 t2(t− 1)= −
 ∫dt
 t−∫dt
 t2+
 ∫dt
 t− 1
 = − ln |t|+ 1
 t+ ln |t− 1|
 = −x+ e−x + ln |ex − 1|+ c
 Zadaci :
 1. Integrirajte slijedece racionalne funkcije.
 (a) ∫5x− 8
 x3 − 4x2 + 4xdx
 (−2 lnx+ 2 ln(x− 2)− 1x−2 + c)
 (b) ∫2x+ 3
 (x− 2)(x+ 5)· dx
 (ln(x− 2)(x+ 5) + c)
 (c) ∫x4
 x3 − 1dx(
 x2
 2 + 13 ln |x− 1| − 1
 6 ln(x2 + x+ 1)− 1√3
 arctan 2x+1√3
 + c)
 (d) ∫x2 + 1
 x2 − 5x+ 6· dx =
 (x− 5 ln |x− 2|+ 10 ln |x− 3|+ c)
 (e) ∫x2 + 1
 (x+ 1)2 · (x− 1)· dx(
 12 ln |x2 − 1|+ 1
 x+1 + c)
 (f) ∫x2 + 5x+ 4
 x4 + 5x2 + 4· dx
 − 56 ln(x2 + 4) + 5
 6 ln(x2 + 1) + arctanx+ c
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2. Izracunajte odredene integrale slijedecih racionalnih funkcija:
 (a) ∫ 2
 1
 dx
 x2 + 5x= (
 1
 5ln
 12
 7)
 (b) ∫ 4
 3
 x2
 x2 − 3x+ 2dx = (1− ln 3 + 5 ln 2)
 (c) ∫ 0
 −2
 2x− 3
 (x− 2)2dx = (
 1
 4− 2 ln 2)
 (d) ∫ 0
 −1
 x3
 x2 + x+ 1dx = (−3
 2− 2π
 3√
 3)
 (e) ∫ 0
 − 12
 x6
 x2 − 1dx =, (−0, 0014)
 (f) ∫ 3
 2
 x3 + x2
 x3 − 3x+ 2dx = (2.08134)
 (g) ∫ 1
 0
 x4
 x2 + 3dx = (−6.08822)
 9.5 Zamjena varijabli u odredenom integralu
 Rezultat odredenog integrala je broj. Promjena varijable integriranja povlaci i promjenu granica:∫ b
 a
 f(x)dx =
 ∫ β
 α
 f(ϕ(t))dt;a = ϕ(α)b = ϕ(β)
 Primjer 9.3 Treba izracunati ∫ a
 0
 x2√a2 − x2dx
 Rjesenje. U ovom zadatku pogodna je trigonometrijska supstitucija:
 x = a sin t
 dx = a cos tdt
 t = arcsinx
 aα = arcsin 0 = 0
 β = arcsin 1 =π
 2.
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Nakon supstitucije i promjene granica:∫ a
 0
 x2√a2 − x2dx =
 ∫ π2
 0
 a2 sin2 t ·√a2 − a2 sin2 t · cos t dt
 =
 ∫ π2
 0
 a2 sin2 t · a ·√
 1− sin2 t · cos t dt
 = a4∫ π
 2
 0
 sin2 t cos2 tdt
 =1
 4a4∫ π
 2
 0
 sin2 2tdt
 =1
 4a4∫ π
 2
 0
 1− cos 4t
 2dt
 =a4π
 8
 Zadatak 9.28 Izracunajte ∫ ln 5
 0
 ex√ex − 1
 ex + 3dx
 Rjesenje. Supstitucija mijenja granice:
 ex − 1 = t2
 exdx = 2tdtex + 3 = t2 + 4
 tD =√e0 − 1 = 0
 tG =√eln 5 − 1 = 2
 i novi integral glasi: ∫ 2
 0
 ex · tt2 + 4
 · 2tdt
 ex= 2
 ∫ 2
 0
 t2
 t2 + 4dt
 = 2
 ∫ 2
 0
 t2 + 4− 4
 t2 + 4dt = 2
 ∫ 2
 0
 dt− 8
 ∫ 2
 0
 dt
 t2 + 4
 = 2t|20 − 8 · 1
 2arctg
 t
 2|20
 = 4− 4(π
 4− 0) = 4− π
 Zadatak 9.29 Izracunajte ∫ 5
 0
 dx
 2x+√
 3x+ 1.
 Rjesenje. Supstitucija3x+ 1 = t2
 3dx = 2tdtdx = 2
 3 tdt
 x = t2−13
 t =√
 3x+ 1tD = 1tG = 4
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daje integral racionalne funkcije:∫ 4
 1
 23 tdt
 2 · t2−13 + t=
 ∫ 4
 1
 tdt
 t2 − 1 + 32 t
 =1
 2
 ∫ 4
 1
 2t+ 32 −
 32
 t2 − 1 + 32 t
 =1
 2
 ∫ 4
 1
 2t+ 32
 t2 − 1 + 32 tdt− 1
 2· 3
 2
 ∫ 4
 1
 dt
 (t+ 34 )2 − 25
 16
 =
 t2 − 1 + 32 t = v
 (2t+ 32 )dt = dv
 vD = 32
 vG = 21
 t+ 34 = s
 dt = dssD = 7
 4sG = 19
 4
 =1
 2
 ∫ 21
 32
 dv
 v− 3
 4
 ∫ 194
 74
 ds
 s2 − 2516
 =1
 2ln v|213
 2− 3
 4· 1
 2 · 54· ln∣∣∣∣s− 5
 4
 s+ 54
 ∣∣∣∣ | 19474
 =1
 2
 (ln 21− ln
 3
 2
 )− 3
 10
 (ln
 72
 6− ln
 12
 3
 )=
 1
 2ln 14− 3
 10ln
 7
 2≈ 0.94
 Izracunajte vrijednosti odredenih integrala:
 1. ∫ 9
 5
 x2 ·√x− 5 · dx(
 625621
 )2. ∫ ln 2
 0
 √ex − 1dx(
 2− π2
 )3. ∫ e
 1
 lnxdx
 x√
 1 + lnx(43 −
 2√2
 3
 )4. Izracunajte
 a)∫ 4
 3x(x2 − 13)23dx b)
 ∫ 0
 −2(5− 2x)9dx
 c)∫ 6
 2
 √2x− 3dx d)
 ∫ 10
 2x√
 2x+5dx
 e)∫ 0
 −12x−31−x dx f)
 ∫ 2
 0e−
 52xdx
 g)∫ π/20
 sin 2xdx h)∫ 3
 02x+3
 x2+3x−10dx
 i)∫ e1
 ln xx dx j)
 ∫ 1
 −22x+5
 x2+5x+4dx
 j)∫ π/2π/3
 sin3 xdx k)∫ π/2π/6
 sin5 x cosxdx
 Rjesenja zadataka. a)−5.86 · 1012; b)1.73 · 108; c)823 ; d)11 1
 3 ; e)−2.69; f)0.4; g)1; h)− ln 0.8; i) 12 ; j)
 1124 ; k) 21
 128 .
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9.6 Integrali trigonometrijskih funkcija
 Integrali trigonometrijskih funkcija rjesavaju se neposredno, primjenom iz srednje skole naucenih trigonome-trijskih identiteta.
 Primjer 9.4 Izracunajte: ∫ 1
 0
 sin(2t+ 3) cos(3t− 1)dt.
 Ovakav zadatak rjesava se primjenom formula za pretvaranje produkta trigonometrijskih funkcija u zbroj:
 • sinα cosβ = 12 [sin(α+ β) + sin(α− β)]
 • sinα sinβ = 12 [cos(α− β)− cos(α+ β)]
 • cosα cosβ = 12 [cos(α− β) + cos(α+ β)]
 Rjesenje. ∫ 1
 0
 sin(2t+ 3) cos(3t− 1)dt =1
 2
 ∫ 1
 0
 sin(5t+ 2)dt+1
 2
 ∫ 1
 0
 sin(4− t)dt
 =1
 2· − cos(5t+ 2)
 5|10 +
 1
 2· − cos(4− t)
 −1|10
 = − 1
 10(cos 7− cos 2)− 1
 2(cos 3− cos 4) ≈ 0.05
 Integrirajte primjenom formula za pretvaranje umnoska trigonometrijskih funkcija u zbroj.
 1. ∫ 2π
 0
 sin(2x− π) · sin(x
 3+π
 2)dx.(
 − 153140
 ).
 2. ∫ 1
 0
 −3 cos(2πϕ+π
 2) · 3 cos(−3πϕ− π
 4)dϕ
 (0)
 3. ∫ π/6
 0
 sin 5x cosxdx
 − 124
 4. ∫ π/2
 0
 sinx · sin x2· sin x
 3dx =
 1 173385 −
 123770
 √3
 Integrali tipa ∫sinm x cosn xdx
 trivijalni su ako je bar jedan od cijelih brojeva m ili n neparan. Primjerice, za m = 2k + 1 integralprelazi u ∫
 sin2k · cosn x · sinxdx = −∫
 (1− cos2 x)k cosn xd(cosx)
 koji supstitucijom cosx = t prelazi u rjesivi integral polinoma:∫(1− t2)k · tndt.
 Analogno u slucaju da je n = 2k + 1 neparan broj.
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Primjer 9.5 ∫sin6 x · cos9 xdx =
 ∫sin6 x · cos8 x · cosxdx
 =
 ∫sin6 x(1− sin2 x)4 · d(sinx) = / sinx = t/
 =
 ∫t6(1− t2)4dt =
 ∫t6(1− 4t2 + 6t4 − 4t6 + t8)dt
 =t7
 7− 4
 t9
 9+ 6
 t11
 11− 4
 t13
 13+t15
 15+ c
 =sin7 x
 7− 4
 sin9 x
 9+ 6
 sin11 x
 11− 4
 sin13 x
 13+
 sin15 x
 15+ c.
 Integrali tipa ∫sinm x cosn xdx
 u kojim su potencije parne rjesavaju se identitetima:
 sin2 x =1
 2(1− cos 2x)
 cos2 x =1
 2(1 + cos 2x)
 sinx cosx =1
 2sin 2x.
 Primjer 9.6∫cos2 3x sin4 3xdx =
 ∫(cos 3x sin 3x)2 · sin2 3xdx
 =
 ∫sin2 6x
 4· 1
 2(1− cos 6x)dx =
 1
 8
 ∫sin2 6xdx− 1
 8
 ∫sin2 6x cos 6xdx
 =1
 8
 ∫1
 2(1− cos 12x)dx− 1
 8
 ∫sin2 6x · 1
 6d(sin 6x)
 =1
 16x− 1
 16· sin 12x
 12− 1
 48
 sin3 6x
 3+ c
 Izracunajte sljedece integrale:
 1.
 ∫ 1
 0
 sin5 xdx
 2.
 ∫ π
 2
 sin4 x cos3 xdx
 3.
 ∫ 4.5
 2
 dx
 cosx
 4.
 ∫ 2π
 1
 sin4 5x cos6 5xdx
 Rjesenja zadataka.
 1. 0.089;
 2. 0;
 3. −3.76;
 4. 3π27 .
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Trigonometrijska supstitucija svaku podintegralnu funkciju transformira u rjesivi oblik racionalne funk-cije:
 tgx
 2= t
 dx =2dt
 1 + t2
 sinx =2t
 1 + t2
 cosx =1− t2
 1 + t2
 Primjer 9.7 Rijesite ∫dx
 1 + sinx+ cosx.
 Rjesenje. Univerzalna supstitucija daje∫dx
 1 + sinx+ cosx=
 ∫ 2dt1+t2
 1 + 2t1+t2 + 1−t2
 1+t2
 =
 ∫2dt
 2 + 2t=
 ∫dt
 1 + t= ln |1 + t|+ c = ln |1 + tg
 x
 2|+ c
 Zadatak 9.30 Univerzalnom trigonometrijskom supstitucijom integrirajte∫dx
 cosx+ 2 sinx+ 3.
 Rjesenje. ∫dx
 cosx+ 2 sinx+ 3=
 ∫ 2dt1+t2
 1−t21+t2 + 4t
 1+t2 + 3
 =
 ∫2dt
 2t2 + 4t+ 4=
 ∫dt
 t2 + 2t+ 2=
 ∫dt
 (t+ 1)2 + 1
 = arctg(t+ 1) = arctg(1 + tgx
 2) + c
 Osnovna metoda integriranja je pazljivo gledanje i zahtijeva iskustvo.
 Primjer 9.8 Integrirajte ∫1 + 2 cosx
 sinx(3− cosx)dx.
 Rjesenje. Integral rjesava supstitucija:∫1 + 2 cosx
 sinx(3− cosx)dx =
 /cosx = t
 − sinxdx = dt
 /=
 ∫1 + 2t
 sinx(3− t)· dx
 − sinx=
 =
 ∫1 + 2t
 (1− t2)(t− 3)dt.
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Rastav na parcijalne razlomke:
 1 + 2t
 (1− t)(1 + t)(t− 3)=
 A
 1− t+
 B
 1 + t+
 C
 t− 3
 1 + 2t = A(1 + t)(t− 3) +B(1− t)(t− 3) + C(1− t)(1 + t)
 t = 1 : A = −3
 4
 t = 3 : C = −7
 8
 t = −1 : B =1
 8.
 Integriranje: ∫1 + 2t
 (1− t2)(t− 3)dt = −3
 4
 ∫dt
 1− t+
 1
 8
 ∫dt
 1 + t− 7
 8
 ∫dt
 t− 3
 =3
 4ln |1− t|+ 1
 8ln |1 + t| − 7
 8ln |t− 3|
 =3
 4ln |1− cosx|+ 1
 8ln |1 + cosx| − 7
 8ln | cosx− 3|+ c.
 Integrirajte prema naznacenim uputama.
 1. Integrirajte:
 (a) univerzalnom supstitucijom: ∫dx
 (2 + cosx) · sinx.(
 16 ln
 tg2 x2
 tg2 x2+3 + c.)
 (b) supstitucijom cosx = t: ∫sinxdx
 cosx ·√
 1 + sin2 x+ c.(
 12√2
 ln∣∣∣√2−cos2 x+
 √2√
 2−cos2 x+√2
 ∣∣∣) .(c) ∫
 sinx
 sinx+ 2 cosx· dx.(
 25
 (x+ ln 1+tg2 x
 |1+tg x−tg2 x|
 )).
 2. Integrirajte supstitucijom sinx = t: ∫cos3 x− cos5 x
 sin2 x+ sin4 xdx.
 (− sinx+ 2arctg sinx+ c).
 3. Supstitucijom t = tgx rijesite:
 (a) ∫sin2 x
 1 + sin2 xdx.(
 16 tg
 2 x− 14 tg x+
 √28 arctg(
 √2tg x) + c.
 )(b) ∫ π
 0
 2dx
 4 sin2 x+ 9 cos2 xdx.(
 π12 .)
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4. Izracunajte:
 (a)
 ∫ π/2
 −π/2
 dx
 2 + cosx
 (b)
 ∫ π/2
 π/3
 dx
 5 + 4x
 (c)
 ∫ 2π/3
 π/2
 cosx
 1 + cosxdx
 (d)
 ∫ π/2
 0
 sinx
 sinx+ cosxdx
 Rjesenja zadataka.
 (a)1√3
 ln
 √3 + 1√3− 1
 ;
 (b) 0.05133;
 (c) 1 +π
 6−√
 3;
 (d) ln 2 +π
 4
 9.7 Integrali iracionalnih funkcija
 Funkcije u kojima se javljaju mastovite kombinacije korjena integriraju se supstitucijama. Ruski matematicarCebisev otkrio je uvjete pod kojima postoje primitivne funkcije iracionalnih funkcija, no to se nece razmatratiu ovom udzbeniku.
 Primjer 9.9 Rijesitedx
 x4√
 1 + x2.
 Rjesenje. Supstitucija je vrlo egzoticna:
 ∫dx
 x4√
 1 + x2=
 1x2 + 1 = z2
 − 2x3 dx = 2zdz1+x2
 x2 = z2
 1 + x2 = x2z2
 =
 ∫−zx3dzx4 · xz
 = −∫dz
 x2
 = −∫
 (z2 − 1)dz = z − z3
 3+ c
 =
 √1
 x2+ 1
 (2
 3− 1
 3x2
 )+ c.
 Nisu ipak sve supstitucije egzoticne. Vecinom su prirodne:
 Primjer 9.10 Integrirajte ∫x3dx√
 (1 + 2x2)3.
 Rjesenje. Prirodna supstitucija uklanja drugi korjen:∫x3dx√
 (1 + 2x2)3=
 {1 + 2x2 = z2
 4xdx = 2zdz
 }=
 ∫x3 · zdz2x
 z3=
 =1
 2
 ∫ z2−12 · dzz2
 =1
 4
 ∫dz − 1
 4
 ∫z−2dz
 =1
 4
 √1 + 2x2 +
 1
 4√
 1 + 2x2+ c.
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Zadatak 9.31 Pogodnom supstitucijom rijesite integral:∫ 64
 1
 3√x
 x(√x+ 3√x)dx.
 Rjesenje. ∫ 64
 1
 3√x
 x(√x+ 3√x)dx =
 {x = t6 tD = 1
 dx = 6t5dt tG = 2
 }=
 ∫ 2
 1
 t2 · 6t5dtt6(t3 + t2)
 =
 ∫ 2
 1
 dt
 t(t+ 1)
 1
 t(t+ 1)=
 A
 t+
 B
 t+ 1
 1 = A(t+ 1) +Bt
 t = 0, A = 1 t = −1, B = −1∫ 64
 1
 3√x
 x(√x+ 3√x)dx = 6
 ∫ 2
 1
 1
 t− 6
 ∫ 2
 1
 1
 t+ 1
 = 6(ln |t| − ln |t+ 1|)|21 ≈ 1.73
 Integrali koje je Cebisev proucavao imaju zapis∫xm(a+ bxn)pdx, m, n, p ∈ Q
 i rjesivi su u tri slucaja:
 • p ∈ Z• m+1
 n cijeli broj, supstitucija
 a+ bxn = zq, p =s
 q.
 • m+1n + p cijeli broj, supstitucija
 ax−n + b = zq.
 9.7.1 Trigonometrijska supstitucija
 Iako nisu uvijek pogodne, moguce je primijeniti ih u situacijama ako integral sadrzi iracionalnosti:
 √a2 − x2 x = a sin t√x2 − a2 x = a
 cos t√x2 + a2 x = a · tg t.
 Tada se podintegralna funkcija svodi na trigonometrijsku, trigonometrijska na racionalnu, a racionalna sefunkcija uvijek moze integrirati.
 Primjer 9.11 ∫ √1− x2dx =
 {x = sin t
 dx = cos tdt
 }=
 ∫cos t · cos tdt =
 ∫1 + cos 2t
 2dt
 =1
 2t+
 1
 4sin 2t =
 1
 2arcsinx+
 1
 2+
 1
 2sin t cos t
 =1
 2+
 1
 2x√
 1− x2 + c
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Primjer 9.12
 ∫dx
 (x2 + a2)32
 =
 {x = a · tg tdx =
 a
 cos2 tdt
 }=
 ∫ a
 cos2 tdt
 (a2tg2t+ a2)32
 =1
 a3
 ∫adt
 cos2 t ·(
 1cos2 t
 ) 32
 =1
 a2
 ∫dt
 cos2 t · 1cos3 t
 =1
 a2
 ∫cos tdt =
 1
 a2sin t+ c =
 /sin t =
 tg t√1 + tg2 t
 =a · tg t√
 a2 + a2tg2 t
 /=
 x
 a2√a2 + x2
 + c
 Primjer 9.13 ∫x2√x2 − 2
 dx =
 /x =
 √2
 cos t
 dx =√2 sin tcos2 t dt
 /=
 ∫ 2cos2 t√2
 cos2 t − 2·√
 2 sin t
 cos2 tdt
 =
 ∫ 2cos2 t
 √2√
 sin2 tcos2 t
 ·√
 2 sin t
 cos2 tdt =
 ∫2dt
 cos3 t
 =
 ∫2 cos tdt
 cos4 t= / sin t = s cos tdt = ds/ = 2
 ∫ds
 (1− s2)2
 1
 (1− s)2(1 + s)2=
 A
 1− s+
 B
 1 + s+
 C
 (1− s)2+
 D
 (1 + s)2| · (1− s2)2
 1 = A(1− s)(1 + s)2 +B(1 + s)(1− s)2 + C(1 + s)2 +D(1− s)2
 s = 1⇒ C =1
 4, s = −1⇒ D =
 1
 4
 s = 0⇒ A+B =1
 2, s = 2⇒ 3A−B =
 1
 2⇒ A = B =
 1
 4
 2
 ∫ds
 (1− s2)2=
 1
 2
 ∫ds
 1− s+
 1
 2
 ∫ds
 1 + s+
 1
 2
 ∫ds
 (1− s)2+
 1
 2
 ∫ds
 (1 + s)2
 =1
 2(− ln |1− s|+ ln |1 + s|) +
 1
 2(1− s)− 1
 2(1 + s)
 =1
 2ln
 ∣∣∣∣1 + sin t
 1− sin t
 ∣∣∣∣+sin t
 cos2 t
 =1
 2ln
 ∣∣∣∣∣∣1 +
 √1− 2
 x2
 1−√
 1− 2x2
 ∣∣∣∣∣∣+
 √1− 2
 x2
 2x2
 + c
 Zadaci koji se rjesavaju pogodnom supstitucijom.
 1. Rjesite supstitucijom:
 (a)
 ∫x(3x2 − 1)6dx.
 (b)
 ∫cosxdx√1 + sin2 x
 .
 (c)1 + x
 1 +√xdx.
 (d)
 ∫ln 2x
 x ln 4xdx.
 (e)
 ∫dx√ex − 1
 .
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(f)
 ∫dx
 x√x2 − 1
 .
 Rjesenja zadataka.
 1. Rjesenja kako slijede
 (a) 142 (3x2 − 1)7 + c.;
 (b) ln | sinx+√
 1 + sin2 x|+ c.;
 (c) 23x√x− x+ 4
 √x− 4 ln(
 √x+ 1) + c.;
 (d) ln 2x+ ln 2 · ln | ln |4x||+ c
 (e) 2arctg√ex − 1 + c
 (f) arctg√x2 − 1 + c
 9.8 Parcijalna integracija
 Primjenjuje se kada je moguce u podintegralnoj funkciji razluciti dva faktora:∫f(x)dx =
 ∫u(x) · dv(x) ,
 gdje jedv(x) = v′(x) · dx.
 Metoda parcijalne integracije ne nalazi primitivnu funkciju odmah, vec nalazenje prebacuje na drugi faktorpodintegralne funkcije u nadi da ce tada biti jednostavnije:∫
 u(x) · dv(x) = u(x) · v(x)−∫v(x) · du(x).
 Primjer 9.14 Integrirajte ∫x lnxdx.
 Rjesenje. Funkciju u(x) mudro je izabrati tako da se deriviranjem pojednostavni. Faktor koji ostaje dv(x)treba biti moguce integrirati. Buduci je ovo jedini univerzalni naputak, odabir je prepusten rjesavacu. Pogreskenema, jedino nije pozeljno dobiti slozeniju podintegralnu funkciju od prethodne. Odluka
 u = lnx dv = xdx
 du = 1xdx v = x2
 2
 prebacuje integraciju na jednostavniju funkciju:∫x lnxdx =
 x2
 2lnx−
 ∫x2
 2· 1
 xdx
 =x2 lnx
 2− 1
 2· x
 2
 2+ c
 Primjer 9.15 Odredite ∫arcsinxdx
 Rjesenje. U primjeru je iskljucena svaka dvojba:
 u = arcsinx dv = dxdu = 1√
 1−x2dx v = x
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Dobiveni integral integrira se supstitucijom:∫arcsinxdx = x arcsinx−
 ∫xdx√1− x2
 =
 {1− x2 = t2
 −2xdx = 2tdt
 }= x arcsinx−
 ∫x tdt−xt
 = x arcsinx+√
 1− x2 + c.
 Zadatak 9.32 Izintegrirajte ∫ln(x+
 √1 + x2)dx.
 Rjesenje.∫ln(x+
 √1 + x2)dx =
 {u = ln(x+
 √1 + x2) dv = dx
 du = 1√1+x2
 dx v = x
 }= x ln(x+
 √1 + x2)−
 ∫xdx√1 + x2
 =
 {1 + x2 = t2
 2xdx = 2tdt
 }= x ln(x+
 √1 + x2 −
 ∫tdt
 t
 = x ln(x+√
 1 + x2 −√
 1 + x2 + x
 Moguce je zavrtiti se u krug:
 Zadatak 9.33 Izracunajte ∫ex cosxdx.
 Rjesenje. ∫ex cosxdx =
 {u = cosx dv = exdx
 du = − sinxdx v = ex
 }= ex cosx+
 ∫ex sinxdx
 =
 {u = sinx dv = exdx
 du = cosxdx v = ex
 }= ex cosx+ ex sinx−
 ∫ex cosxdx
 Pocetak i zavrsetak daju neodredeni integral kao rjesenje jednadzbe s jednom nepoznanicom:∫ex cosxdx = ex cosx+ ex sinx−
 ∫ex cosxdx∫
 ex cosxdx+
 ∫ex cosxdx = ex cosx+ ex sinx∫ex cosxdx =
 ex(cosx+ sinx)
 2
 Zadatak 9.34 Izracunajte ∫ 3π4
 π4
 x cosx
 sin2 xdx.
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Rjesenje. Kombinacija parcijalne integracije i supstitucije
 ∫ 3π4
 π4
 x cosx
 sin2 xdx =
 u = x dv = cos x
 sin2 xdx
 du = dx
 sinx = tcosxdx = dtdv = 1
 t2
 v = − 1sin x
 = − x
 sinx
 ∣∣∣ 3π4π4
 +
 ∫ 3π4
 π4
 dx
 sinx
 = − π√2
 +
 ∫ tg 3π8
 tg π8
 2dt1+t2
 2dt1+t2
 = − π√2
 + ln t|tg3π8
 tg π8= −0.45864
 Zadatak 9.35 Izracunajte ∫ e
 1
 sin lnxdx.
 Rjesenje. Jednakost s odredenim integralom:∫ e
 1
 sin lnxdx =
 {u = sin lnx dv = dx
 du = cos lnx · dxx v = x
 }= x sin lnx|e1 −
 ∫ e
 1
 cos lnxdx
 =
 {u = cos lnx dv = dx
 du = − sin lnxdxx v = x
 }= e sin 1− (x cos lnx|e1 +
 ∫ e
 1
 sin lnxdx)
 2
 ∫ e
 1
 sin lnxdx = e sin 1− e cos 1 + 1∫ e
 1
 sin lnxdx ≈ 0.9
 Zadaci:
 1. Parcijalnom itegracijom integrirajte, pa deriviranjem provjerite tocnost rjesenja:
 (a)
 ∫ (lnx
 x
 )2
 dx,
 (b)
 ∫x2 · sin 2x · dx,
 (c)
 ∫e√x · dx,
 (d)
 ∫x · sin2 x · dx,
 (e)
 ∫x · arctgx · dx,
 (f)
 ∫cos2 x lnxdx.
 2. Izracunajte vrijednosti odredenog integrala primjenom parcijalne integracije:
 (a)
 ∫ e2
 e
 lnxdx, (e2),
 (b)
 ∫ 2e
 e
 x lnxdx, (1
 4e2(8 ln 2 + 3).
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(c)
 ∫ e
 1
 ln2 x · dx, (0.718).
 (d)
 ∫ 1
 −1x2e−xdx, (e− 5
 e).
 (e)
 ∫ 1
 0
 x2arctgx
 x2 + 1dx (−0.08).
 (f)
 ∫ π/2
 0
 x sinxdx, (1).
 (g)
 ∫ π
 0
 e−x cosxdx, (1
 2+
 1
 2eπ).
 Zahtjevnost zadataka integriranja svodi se na primjenu identiteta koji nisu uobicajeni.
 Zadatak 9.36 Odredite ∫earctgx
 (1 + x2)32
 dx
 Rjesenje.∫earctgx
 (1 + x2)32
 dx =
 /t = arctgxdt = 1
 1+x2 dx
 /=
 ∫et√
 1 + tg2tdt =
 /cos t =
 1√1 + tg2t
 /∫et cos tdt =
 {u = et dv = cos tdt
 du = etdt v = sin t
 }= et sin t−
 ∫et sin tdt =
 {u = et dv = sin tdt
 du = etdt v = − cos tdt
 }= et sin t+ et cos t−
 ∫et cos tdt∫
 et cos tdt =et
 2(sin t+ cos t) =
 earctgx
 2√
 1 + x2(x+ 1),
 a nejasnoce pojasnite u prirucniku. Zadatak je doista tezak.
 9.9 Primjene neodredenog integrala
 Diferencijalna jednadzba je jednadzba u kojoj se trazi formula funkcije, a u jednadzbu ulaze formulederivacija trazene funkcije. Neodredeni integral je sredstvo za rjesavanje jednostavnih diferencijalnihjednadzbi.
 Gibanje je promjena polozaja u odnosu na fiksiranu tocku prostora 0. Jednadzba gibanja je funkcija kojaracuna polozaj tijela s(t) u odnosu na zadani trenutak t. Brzina gibanja u trenutku t racuna se poformuli v(t) = s(t) za proizvoljni trenutak t. Akceleracija u trenutku t:
 a(t) = v(t) = s(t).
 Cesto je poznatom silom ili impulsom odredena akceleracija tijela, kao u svemiru pri paljenju motora.
 Zadatak 9.37 Tijelo se giba pravocrtno s ubrzanjem koje se mijenja po formuli
 a = 6t− 12.
 U pocetnom je trenutku t = 0 imalo pocetnu brzinu v0 = 9m/s i nalazilo se na s0 = 10m desetom metru odtocke orijentira. Odredite:
 a) brzinu i zakon gibanja tocke,
 b) iznos ubrzanja, brzine i polozaj tocke u 2. sekundi gibanja,
 c) trenutak u kojem je brzina najmanja.
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Rjesenje.
 a) brzina je rjesenje diferencijalne jednadzbe po varijabli t:
 v = 6t− 12 |∫
 dt
 v =
 ∫(6t− 12)dt
 v = 3t2 − 12t+ c
 gdje je c konstanta koja se nalazi iz takozvanog pocetnog uvjeta:
 v0 = v(t0) = 9
 3 · 02 − 12 · 0 + c = 9
 c = 9
 pa je formula za racunanje trenutacne brzine:
 v(t) = 3t2 − 12t+ 9.
 Jednadzba gibanja koja racuna trenutacan polozaj tijela na pravcu u odnosu na tocku orijentira rjesenjeje jednadzbe
 s = 3t2 − 12t+ 9 |∫
 dt
 s(t) = t3 − 6t2 + 9t+ c
 s0 = s(0) = c = 10
 s(t) = t3 − 6t2 + 9t+ 10
 b) vrijednosti ubrzanja, brzine i polozaj tijela u drugoj sekundi ubrzanja jesu redom
 a(2) = 0
 v(2) = −3m/s
 s(2) = 12m
 c) nuzan uvjet lokalnog ekstrema funkcije v = v(t) je
 v = 0
 6t− 12 = 0
 t = 2
 pa je u drugoj sekundi brzina najmanja. Ovdje se radi o brzini suprotnoj od smjera akceleracije, jer sedo druge sekunde tijelo usporava ali sve blaze i blaze. Nakon druge sekunde tijelo se pocinje ubrzavati.
 Zadatak 9.38 Na visini od 30 metara izbacen je kamen vertikalno brzinom od 20m/s. Odredite formulu zaracunanje trenutne brzine i visine leta u polju sile teze s g = 9.81m/s2. Izracunajte najvecu visinu leta ivrijeme za koje ce pasti. Otpor zraka zanemarite.
 Rjesenje.
 a(t) = g = −9.81
 v(t) =
 ∫adt =
 ∫−gdt = −gt+ c
 v(0) = 20m/s = −g · 0 + c
 v(t) = −gt+ 20
 h(t) = s(t) =
 ∫(−gt+ 20)dt = −g t
 2
 2+ 20t+ c
 h(0) = 30 = −g · 0 + 20 · 0 + c
 h(t) = −g t2
 2+ 20t+ 30
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Najveci domet je maksimum funkcije h(t). Nuzan uvjet maksimuma daje moguci trenutak t:
 h(t) = 0 = −gt+ 20⇒ t =20
 g≈ 2.04s,
 h(2) = −g 4
 2+ 20 · t+ 30 = 50m.
 Iz jednadzbe gibanja moguce je izracunati trenutak t u kojem ce tijelo biti na visini h(t) = 0:
 0 = −g t2
 2+ 20t+ 30
 t1,2 =−20±
 √400 + 600
 −10=−20±
 √1000
 −10= 5.16
 Buduci je izuzetno mala vjerojatnost puta u proslost, let ce trajati malo vise od 5 sekundi. U slucaju da setijelo ne giba pravocrtno, nastoji se gibanje rastaviti na komponente i odrediti jednadzba gibanja za svakukomponentu.
 Primjer 9.16 Granata iz haubice ispaljena je pocetnom brzinom v0 pod kutom ϕ prema horizontali. Odreditigibanje granate.
 Rjesenje. Gibanje se rastavlja u komponentu visine h(t) na kojoj je granata i komponentu horizontalneudaljenosti od mjesta lansiranja s(t). Visina u trenutku t jednaka je
 h(t) = v0t sinϕ− g
 2t2,
 dok se udaljenost od mjesta ispaljivanja racuna po formuli
 s = v0t cosϕ.
 Dobivene jednadzbe predstavljaju parabolu u hs koordinatnom sustavu, a parabola se dobiva eliminacijomparametra t:
 t =s
 v0 cosϕ
 h = v0s
 v0 cosϕsinϕ− g
 2
 s2
 v20 cos2 ϕ
 h = s · tgϕ− g
 2v20 cos2 ϕs2
 Zadatak 9.39 Izracunajte za koji kut se pri istoj brzini granate ostvaruje najveci domet?
 Rjesenje. Domet je druga nultocka jednadzbe parabole u (h, s) koordinatnom sustavu:
 s2 = D =v20g
 sin 2ϕ
 i najveci je za ϕ = 45o. Zadaci
 1. Svemirski brod ubrzava po formuli a = 12t2 + 6t. Sekundu nakon pocetka ubrzavanja brod je imaobrzinu 8m/s i nalazio se na 6. metru od tocke orijentira. Odredite jednadzbu gibanja broda i izracunajtebrzinu i polozaj u trenutku ubrzavanja. Izracunajte brzinu i polozaj 5 sekundi od pocetka ubrzavanja.Koloki je put brod presao u 5. sekundi od pocetka ubrzavanja?Rjesenje. s = t4 + t3 + t+ 3, v = 4t3 + 3t2 + 1, s(0) = 3pc, v0 = 1pc/s, v(5) = 576m/s, s(5) = 758m,put u 5. sekundi je 758− 305 = 453m
 2. Tijelo je izbaceno u zrak brzinom v0. Odredite formulu za racunanje trenutne brzine i visine.Rjesenje. v(t) = −gt+ v0t, s = − g2 t
 2 + v0t.
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9.10 Primjene odredenog integrala
 Odredeni integrali primjenjuju se za izracunavanje ukupnosti velicina.
 9.10.1 Primjene odredenog integrala u geometriji
 Newton-Leibnitzova formula primjenjuje se u slucaju da je povrsina u x0y ravnini omedena vertikalama x = ai x = b slijeva i sdesna, grafom funkcije y = f(x) s gornje, a grafom funkcije y = g(x) s donje strane:
 P =
 ∫ b
 a
 (f(x)− g(x))dx.
 Ako se dio ravnine nalazi izmedu horizontala y = c i y = d, a lijeva i desna krivulja imaju implicitne jednadzbex = ϕ(y) i x = ψ(y), tada se povrsina tog dijela ravnine moze racunati formulom∫ d
 c
 (ϕ(y)− ψ(y))dy.
 Primjer 9.17 Povrsina koju zatvaraju y = x3, pravac y = 8 i os 0y racuna se integralom∫ 8
 0
 3√ydy =
 y43
 43
 ∣∣∣∣∣8
 0
 = 12
 Primjer 9.18 Dio ravnine omeden hiperbolom
 x2
 a2− y2
 b2= 1
 i pravcem x = 2a ima povrsinu koja se racuna integralom:
 P =b
 a
 ∫ 2a
 a
 √x2 − a2dx =
 {x = a
 cos t a = acos t ⇒ t = 0
 dx = a sin tcos2 t 2a = 2a
 cos t ⇒ t = π/3
 }= 2
 b
 a
 ∫ π/3
 0
 ∫a
 sin t
 cos t· a sin t
 cos tdt = 2ab
 ∫ π/3
 0
 sin2 t
 cos3 tdt
 =
 {sin t = s sin 0 = 0
 cos tdt = ds sinπ/3 =√32
 }= 2ab
 ∫ √3
 2
 0
 s2
 (1− s2)2
 s2
 (1− s2)2=
 A
 1− s+
 B
 1 + s+
 C
 (1− s)2+
 D
 (1 + s)2(1− s2)2
 s2 = A(1 + s)2(1− s) +B(1− s)2(1 + s) + C(1 + s)2 +D(1− s)2
 s = 1⇒ C =1
 4, s = −1⇒ D =
 1
 4
 s = 0⇒ A+B = −1
 2, s = 2⇒ 3A−B = −1
 2; A = B = −1
 4
 =ab
 2
 (ln(1− s)− ln(1 + s) +
 1
 1− s− 1
 1 + s
 )∣∣∣∣√
 32
 0
 =ab
 2ln
 (2−√
 3
 2 +√
 3
 )+
 √3
 14
 Zadatak 9.40 Izracunajte povrsinu obaju dijela na koje parabola y2 = 2x dijeli krug x2 + y2 ≤ 8.
 Rjesenje. Tocke u kojim se sijeku parabola i kruznica su{y2 = 2x
 x2 + y2 = 8⇒ x2 + 2x− 8 = 0
 x1,2 =−2±
 √4 + 32
 2=−2± 6
 2= 2
 y = ±2
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Radi ocite simetricnosti, racuna se povrsina omedena parabolom, kruznicom i osi 0x:
 P =
 ∫ 2
 0
 (√8− y2 − y2
 2
 )dy =
 {y = 2
 √2 sin t 0 = 2
 √2 sin t⇒ t = 0
 dy = 2√
 2 cos tdt 2 = 2√
 2 sin t⇒ t = π/4
 }= 8
 ∫ π/4
 0
 cos2 tdt− 1
 2
 y3
 3
 ∣∣∣∣20
 = 4
 ∫ π/4
 0
 (1 + cos 2t)dt− 8
 6= π + 2− 4
 3
 = π +2
 3
 Jedan od trazenih dijelova ima duplo vecu povrsinu od trazene i iznosi
 P1 = 2π +4
 3,
 dok je povrsina drugog, veceg dijela dopunjak do povrsine citavog kruga
 6π − 4
 3.
 Zadatak 9.41 Izracunajte povrsinu zatvorenu pravcem y = 2x izmedu parabola y = x2i y =x2
 2
 . Rjesenje. Iz crteza je jasno da se povrsina racuna u dva dijela:
 P =
 ∫ 2
 0
 (x2 − x2
 2)dx+
 ∫ 4
 2
 (2x− x2
 2)dx = (
 x3
 3− x3
 6)
 ∣∣∣∣20
 + (x2 − x3
 6)
 ∣∣∣∣42
 =8
 3+
 32
 3+ 16− 64
 6− 4 +
 8
 6= −16
 3
 Vrijednost Povrsine je pozitivna. Za ngativan rezultat je zasluzna kriva orijentacija.
 Zadaci racunanja povrsine dijela ravnine omedenog grafovima funkcija i koordinatnih osi:
 1. Izracunajte povrsine koje su omedjene:
 (a) parabolom y = 4x− x2 i osi apscisa, (10.67).
 (b) grafom funkcije y = lnx, osi OX i pravcem x = e, (1).
 (c) lukom krivulje y = tgx, x = π4 i osi x, (0.35).
 (d) dijelom grafa y = x3 − 3x+ 2, osi x i vertikalama u tockama lokalnih ekstrema funkcije. (4)
 2. Izracunajte povrsinu ogranicenu krivuljama:
 (a) y = sinx, y = cosx osi apscisa i pravcem 2x = π, (0.6).
 (b) y = ex, y = e−x i pravcem x = 1, (1.1).
 (c) y = 11+x2 i y =
 x2
 2. (1.2)
 3. Izracunajte povrsinu lika omedenog krivuljom y = x2 i pravcem y = 4. (10 23 .)
 4. Izracunajte velicinu povrsine koju omeduje os ordinata i grafovi funkcija y = tgx i y = 23 cosx. (0.189)
 5. Izracunajte velicinu povrsine omedene pravcima x = 0, y = e, lukom hiperbole xy = 4 i normalom utocki (1, 4) zadane hiperbole. Normala je okomica na tangentu u diralistu. (1.62)
 6. Izracunajte velicinu povrsine koju odreduju grafovi funkcija y = lnx i y = ln2 x. (1.71)
 7. Izracunajte povrsinu izmedu hiperbole xy = 2 i pravca 2y + x = 5. (0.98)
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8. Odredite velicinu povrsine omedene krivuljom
 y = sin(x
 2+π
 6)
 i pravcima y = 1 i x = 0. (3.83)
 9. Odredite velicinu povrsine omedene krivuljama y2 = x, xy = 1, x = 3 i osi apscisa. (1.7)
 10. Odredite velicinu povrsine omedene krivuljama: y = 1− x2, y = 3 + 2x− x2 i osi apscisa. (7.33)
 11. Izracunajte povrsinu omedenu krivuljama y =√x+ 2 i y = 1
 2x+ 1.
 (4
 3
 )12. Nadite velicinu povrsine omedene:
 (a) parabolom y = 2x− x2 i pravcem x+ y = 0. (4.5)
 (b) grafom y = 2x, horizontalom y = 2 i osi x = 0. (0.56)
 13. Odredite velicinu povrsine omedjene
 (a) grafom funkcije y = | log x| i osi apscisa od x = 0.1 do x = 10. (6.4)
 (b) krivuljama y = (x+ 1)2 i x = sin(πx) i osi apscisa y = 0 za 0 ≤ y ≤ 1. (0.97)
 Zadatak 9.42 Izracunajte povrsinu omedenu krivuljom x = y2 − 2y + 2 i pravcem 2x+ y = 9.
 Rjesenje. Krivulja je parabola okrenuta, zbog pozitivnosti y2, prema pozitivnom dijelu osi 0x. Jed-nadzba y2 − 2y + 2 = 0 nema rjesenja, pa parabola ne presijeca os 0y. Iz modificirane jednadzbex = (y − 1)2 + 1 dobiva se tjeme u (1, 1). Sjecista pravca i elipse su:{
 x = y2 − 2y + 22x+ y = 9
 ⇒ 9− y2
 = y2 − 2y + 2
 2y2 − 3y − 5 = 0
 y1,2 =3±√
 9 + 40
 4= −1;
 5
 2
 x1 = 5; x2 =13
 4
 T1 = (−1, 5) T2 = (5
 2,
 13
 4)
 Iz ovih podataka moguce je nacrtati pravac i parabolu. Trazenu povrsinu lakse je dobiti integralomduz osi 0y:
 P =
 ∫ 5/2
 −1
 (9− y
 2− (y2 − 2y + 2)
 )dy =
 ∫ 5/2
 −1
 (5
 2+
 3
 2y − y2
 )dy
 =
 (5
 2y +
 3
 2
 y2
 2− y3
 3
 )∣∣∣∣5/2−1
 =25
 4+
 3
 2
 25
 8− 125
 24−(−5
 2+
 3
 4+
 1
 3
 )= 7
 7
 48
 Zadatak 9.43 Izracunajte velicinu povrsine koja je omedena krivuljama y2 = 2x+ 1 i y = x− 1.
 Rjesenje. Za x = 0 u jednadzbi parabole dobivaju se sjecista s osi ordinata: (0, 1) i (0,−1). Sjecistas pravcem su (0,−1) i (4, 3).
 P =
 ∫ 3
 −1(y + 1− y2 − 1
 2)dy =
 16
 3
 14. Izracunajte povrsinu ogranicenu krivuljama 2x = y2 i 2y = x2. (4/3)
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9.10.2 Volumen rotacionog tijela
 Rotaciono tijelo nastaje rotacijom geometrijski odredene povrsine oko neke istaknute osi.Ako se povrsina u koordinatnoj ravnini nalazi s jedne strane osi 0x, ako je slijeva i sdesna omedena
 vertikalama x = a, x = b, ako se gornja granica moze opisati jednadzbom y = f(x), a donja y = g(x), tada sevolumen tijela koje nastaje rotacijom povrsine oko osi 0x racuna integralom
 V = π
 ∫ b
 a
 (f2(x)− g2(x)
 )dx
 Primjer 9.19 Izracunajte volumen tijela koje nastaje rotacijom oko osi x povrsine omedene krivuljama y =|x3| i y = −x2 + 2.
 V = π
 ∫ 1
 0
 ((−x2 + 2)2 − x6
 )dx = π
 ∫ 1
 0
 (x4 − 4x2 + 4− x6)dx
 = π
 [x5
 5− 4
 x3
 3+ 4x− x7
 7
 ]∣∣∣∣10
 =286
 105πjed3
 Zadatak 9.44 Izracunajte volumen tijela koje nastaje rotacijom oko osi x povrsine omedene krivuljama 4y =x2 i y2 = 4x.
 Rjesenje. Nakon nalazenja sjecista y = x2
 4x4
 16 = 4xx(x3 − 43) = 0
 ⇒ x = 4 y = 4⇒ T (4, 4)
 i crtanja parabola, volumen je jednak
 V = π
 ∫ 4
 0
 [(√
 4x)2 −(x2
 4
 )2]dx = π
 (4 · x
 2
 2− 1
 16
 x5
 5
 )∣∣∣∣40
 =96
 5π
 Povrsina koja rotira moze biti smjestena u potpunosti s desne strane osi 0y i biti odredena s
 0 ≤ a ≤ x ≤ b
 ig(x) ≤ y ≤ f(x).
 Ako takva povrsina rotira oko osi 0y, volumen kroz koji povrsina u prostoru prolazi racuna se po formuli:
 V = 2π
 ∫ b
 a
 (f(x)− g(x))dx.
 9.10.3 Duljina luka krivulje
 Duljina krivulje grafa y = f(x) od tocke (a, f(a)) do (b, f(b)) jednak je
 la,b =
 ∫ b
 a
 √1 + (f ′(x))2dx.
 Primjer 9.20 Odredite duljinu krivulje y = arcsin e−x od tocke x = 0 do tocke x = 1.
 l =
 ∫ 1
 0
 √1 +
 e−2x
 1− e−2xdx =
 ∫ 1
 0
 √1
 1− e−2xdx =
 {1− e−2x = t2
 2e−2xdt = 2tdt
 =
 ∫ √1−e−2
 0
 tdt
 e−2x · t=
 ∫ √1−e−2
 0
 dt
 1− t2
 =1
 2ln
 ∣∣∣∣1− t1 + t
 ∣∣∣∣∣∣∣∣√1−e−2x
 0
 =1
 2lne−√e2 − 1
 e+√e2 − 1
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Zadaci:
 1. Odredite duljinu luka grafa funkcijey = x3/2
 izmedu nultocke i tocke s apscisom x = 4.
 2. Izracunajte duljinu grafa eksponencijalne funkcije
 y = ex
 za −1 ≤ x ≤ 3.
 Rjesenja zadataka.
 1.∫ 4
 0
 √1 + 9
 4xdx = 9.07
 2.∫ 3
 −1√
 1 + e2xdx = /1 + e2x = t2/ = 20.72
 Zadataci
 1. Izracunajte duljinu luka parabole y2 = 5x− x2 izmedu nultocaka.
 2. Izracunajte duljinu lancanice y = ex+e−x
 2 od tocke s apscisom x = 0 do tocke u kojoj je x = a.
 3. Odredite opseg astroidex
 23 + y
 23 = a
 23 .
 4. Izracunajte duljinu luka krivulje
 x =y2
 4− ln y
 2
 od y = 1 do y = e.
 5. Izracunajte duljinu krivuljey = ln sinx
 izmedu tocaka x = π3 i x = 2π
 3 .
 Rjesenja zadataka.
 1. 8.23
 2. s = 12
 ∫ a0
 √e
 2xa + 2 + e
 −2xa dx = 1
 2a(e− 1e )
 3. 6a
 4. e2+14
 5. ln 3
 Parametarski zadanoj krivulji duljina se racuna po formuli
 s =
 ∫ t2
 t1
 √x2(t) + y2(t)dt,
 gdje su x(t) i y(t) formule koje racunaju koordinate tocke krivulje po parametru t.
 Primjer 9.21 Odredite duljinu cikloide
 x = 2(t− sin t)
 y = 2(1− cos t)
 izmedu tocke s parametrom 0 i tocke s parametrom 2π.
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Rjesenje.
 x = 2(1− cos t)
 y = 2 sin t
 x2 + y2 = (1− cos t)
 s =
 ∫ 2π
 0
 8(1− cos t)dt =
 /1− cos t
 2= sin2 t
 2
 /s = 2
 √2
 ∫ 2π
 0
 sint
 2dt = 4 ·
 − cos t212
 ∣∣∣∣2π0
 = 8 · 2 = 16
 10 Nepravi integrali
 Napomena 10.1 Ako funkcija zadana formulom y = f(x) nije definirana samo u jednoj tocki c intervala
 [a, b], tada se
 ∫ b
 a
 f(x)dx definira limesom:
 ∫ b
 a
 f(x) = limε→0
 ∫ c−ε
 a
 f(x)dx+ limε→0
 ∫ b
 c−εf(x)dx.
 gdje je ε > 0.
 Primjer 10.1 Izracunajte integral ∫ 1
 −1
 1
 x2dx.
 Rjesenje. Kako funkcija f(x) =1
 x2nije u tocki x = 0 definirana, a niti ogranicena, to ce biti:
 ∫ 1
 −1
 1
 x2dx = lim
 ε→0
 ∫ 1
 −ε
 1
 x2dx+
 1
 limε
 1
 x2dx =
 = limε→0
 ∣∣∣∣− 1
 x
 ∣∣∣∣ε−1
 + limε→0
 ∣∣∣∣− 1
 x
 ∣∣∣∣1ε
 =
 = limε→0
 (1
 ε− 1
 )+ limε→0
 (−1 +
 1
 ε
 )=∞
 Primjer 10.2 Izracunajte ∫ 1
 0
 1√xdx.
 Rjesenje. Ovdje funkcija nije definirana na rubu intervala:∫ 1
 0
 1√xdx = lim
 ε→0
 ∫ 1
 ε
 1√xdx = lim
 ε→02√x∣∣1ε
 =
 = 2 limε→0
 (1−√ε)
 = 2
 Zadatak 10.1 ∫ 1
 0
 dx√1− x2
 .
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Rjesenje. Podintegralna funkcija nije definirana u gornjoj granici:∫ 1
 0
 dx√1− x2
 = limε→0
 ∫ 1−ε
 0
 dx√1− x2
 = limε→0
 arcsinx|1−ε0 =
 = limε→0
 (arcsin(1− ε)− arcsin 0) =π
 2
 Zadatak 10.2 Odredite vrijednost povrsine ∫ 1
 0
 lnxdx.
 Rjesenje. Radi nedefiniranosti funkcije u donjoj granici∫ 1
 0
 lnxdx = limε→0
 ∫ 1
 ε
 lnxdx.
 Parcijalnom integracijom dobiva se
 limε→0
 (x lnx− x)1ε = lim
 ε→0(1 · ln 1− 1− ε · ln ε+ ε) =
 = −1− limε→0
 ln ε1ε
 =
 L′Hospital
 = −1
 Definicija 10.1 (Nepravi integral) Ako je funkcija y = f(x) definirana i neprekidna u intervalu integracijea granice integracije nisu konacne, govori se o nepravom integralu funkcije y = f(x). Integral postoji akokonvergira limes: ∫ b
 −∞f(x)dx = lim
 a→−∞
 ∫ b
 a
 f(x)dx∫ ∞a
 f(x)dx = limb→∞
 ∫ b
 a
 f(x)dx∫ ∞−∞
 f(x)dx = lima→−∞
 ∫ c
 a
 f(x)dx+ limb→∞
 ∫ b
 c
 f(x)dx, c ∈ R
 Primjer 10.3 Odredite ∫ ∞0
 sinxdx.
 Rjesenje. Po definiciji nepravog integrala∫ ∞0
 sinxdx = limb→∞
 ∫ b
 0
 sinxdx = limb→∞
 (− cosx)|b0 =
 = limb→∞
 (− cos b+ cos 0) = − limb→∞
 cos b+ 1
 Kada b→∞, cos b oscilira od vrijednosti -1 do 1. Granicne vrijednosti nema, integral divergira.
 Zadatak 10.3 Odredite integral ∫ ∞−∞
 dx
 1 + x2.
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Rjesenje. Za c ∈ R moguce je odabrati bilo koji realan broj. Odabir c = 0 mudar je radi lakoce racunanjavrijednosti funkcija u nuli.∫ ∞
 −∞
 dx
 1 + x2= lim
 a→−∞
 ∫ 0
 a
 dx
 1 + x2+ limb→∞
 ∫ b
 0
 dx
 1 + x2=
 = lima→−∞
 arctg|0a + limb→∞
 arctgx|b0= lim
 a→−∞(arctg0− arctga) + lim
 b→∞(arctgb− arctg0) =
 = 0−(−π
 2
 )+π
 2− 0 = π
 Supstitucija prilikom rjesavanja nepravih integrala provodi se uobicajeno.
 Zadatak 10.4 Izracunajte
 ∫ π2
 0
 ctgxdx.
 Rjesenje. Buduci podintegralna funkcija nije definirana za x = 0, racun ide preko limesa:∫ π2
 0
 ctgxdx = limε→0
 ∫ π2
 ε
 ctgxdx =
 = limε→0
 ln sinx|π20 =
 = limε→0
 (ln sin
 π
 2− ln sin ε
 )=
 0− limε→0
 ln sin ε =∞
 A sada, samo za hrabre:
 Zadatak 10.5 Odredite
 ∫ ∞0
 e−kxdx.
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11 Ogledni primjerci ispitnih zadataka
 Matematika 1
 1. Odredite najveci kut u trokutu u kojem su vrhovi tocke:
 A(2, 3, 4) B(5, 9, 8), C(3, 6,−1).
 2. Odredite intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcije zadane formulom:
 y =
 √x
 lnx.
 3. Nacrtajte tangentu povucenu na graf funkcije
 y = ex2+x−2
 u tocki s apcisom x = 1. Odredite duljinu dijela tangente izmedu njenih sjecista s koordinatnim osima.
 4. Izracunajte ∫ π2
 0
 cosx
 1 + 2 sinx.
 5. Kolika je velicina povrsine koju omeduju krivulje:
 x2 + y2 = 2 i y = x2
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Matematika 1
 1. Zadane su tocke A(2, 3, 1) i B(0,−2,−3). Zadan je i vektor
 −→a = 3−→i + 2
 −→j −−→k .
 Izracunajte
 ((−−→AB ×−→a )−−→a )×
 −−→AB.
 2. Odredite intervale konveksnosti i konkavnosti a zatim tocke infleksije funkcije zadane formulom:
 y = ln2 x.
 3. Nacrtajte tangentu na krivuljuy + ln(3− 2x) = 4
 u tocki s apscisom x = 1. Koliko je velika povrsina koju s koordinatnim osima zatvara tangenta?
 4. Izracunajte i rezultat zaokruzite na stotinku∫ 3
 0
 x2e−xdx.
 5. Kolika je velicina jedne od povrsina koju sinusoida
 y = 2 sin(3x− π)
 zatvara s koordinatnom osi OX?
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Matematika 1
 1. Izracunajte volumen i oplosje tetraedra ciji su vrhovi odredjeni tockama:
 O(0, 0, 0);A(2, 3,−1);B(3, 3, 3);C(−1,−2, 4).
 2. Nacrtajte tangente na graf funkcije
 y = x4 − 10x3 + 24x2 + 6x− 6
 u tockama infleksije grafa.
 3. ∫ 4
 2
 ln1
 2x− 3dx =
 Rezultat zaokruzite na desetinku.
 4. Kolika je velicina povrsine koju omeduju:
 x+ y = 8 i xy = 12.
 5. Odredite domenu, ispitajte monotonost i zakrivljenost grafa, ponasanje na rubovima domene i nacrtajtegraf funkcije:
 y = x · e− 1x
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Matematika 1
 1. Neka je −→a = 3−→i − 2
 −→j +−→k i−→b = −−→i −−→j + 4
 −→k . Odredite:
 (a) −→a ×−→b
 (b) |−→a |
 (c) kut izmedu −→a i−→b
 2. Napisite jednadzbu tangente i nacrtajte tangentu na graf funkcije y = x2 − lnx u tocki s x = 1.Odredite koordinate sjecista tangente i osi apscisa.
 3. Odredite intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcije
 y = x · ex−x2
 .
 4. Izracunajte i rezultat zaokruzite na stotinku:∫ 1
 −1(1 +
 x
 2)3 · dx = .
 5. Kolika je povrsina jednog od likova omedjenog krivuljama y = cosx i y = sinx.
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Matematika 1
 1. Tocke A(3, 0, 2), B(−1, 0, 1); C(2, 0, 3) i D(0,−5, 0) odredjuju tetraedar. Odredite volumen tetra-edra i njegovu visinu ako on lezi na trokutu ABC.
 2. Napisite jednadzbu tangente na graf funkcije
 y = e2x + ex + 1
 u tocki s apscisom x = 0. Odredite povrsinu koju tangenta zatvara s koordinatnim osima.
 3. Nacrtajte graf funkcije
 y = x ·√
 1− x2
 tako da ispitate domenu, monotonost, zakrivljenost i ponasanje na krajevima domene.
 4. Izracunajte i zaokruzite do na stotinku: ∫ e
 1
 lnx
 x· dx =
 5. Koliku povrsinu zatvaraju graf funkcije
 y = 2 sin(3x+ π)
 i krivulja 3(x2 + y) = πx.
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Matematika 1
 1. Tocke A(3, 0, 5), B(0, 1, 0) i O(0, 0, 0) odredjuju ravninu u kojoj se nalaze. Nadjite bar jedan vektorokomit na ravninu. Odredite bar jedan kut u trokutu OAB.
 2. Kolika je povrsina trokuta kojeg s koordinatnim ravninama zavara tangenta na
 y = sin2 x
 u tocki za ciju apscisu vrijedi
 tgx = 1, 0 ≤ x ≤ π
 2.
 3. Odredite domenu, intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcije
 y = ln2x− 3
 x− 1.
 4. Rezultat zaokruzite na desetinku: ∫ 7
 4
 x√x2 − 13dx =
 5. Odredite povrsinu omedjenu krivuljama y = ex, y = e−x i y = e.
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Matematika 1
 1. Za zadane tocke A = (2, 3, 0), B = (3, 2, 1) i C = (4, 4, 1) izracunajte
 (−−→AB ×
 −−→BC)×
 −→CA.
 2. Odredite jednadzbu tangente na graf funkcije
 y = ln(x+√x2 + 9)
 u tocki s apscisom x = 4. Koliku duljinu na tangenti odsijecaju njena sjecista s koordinatnim osima?
 3. Izracunajte i zaokruzite na stotinku: ∫ π6
 π4
 sinx
 1− 2 sinx· dx = .
 4. Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije
 y =lnx√x.
 5. Odredite povrsinu koju zatvaraju grafovi funkcija zadanih sa: y = lnx i y = ln2 x.
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12 Algebarski dodatak
 12.1 Potenciranje binoma
 U prvom razredu srednje skole u programu je algebra. Poznata je formula kvadrata binoma:
 (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2.
 Nesto manje ostaje u sjecannju formula
 (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3.
 Pogotovo(a+ b)4 = a4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4ab3 + b4.
 Proucavanjem koeficijenata, Pascal je dobio ”trokut” koji daje koeficijente za slijedecu potenciju:
 (a+ b)1 ⇒ 1 1
 (a+ b)2 ⇒ 1 2 1
 (a+ b)3 ⇒ 1 3 3 1
 (a+ b)4 ⇒ 1 4 6 4 1
 (a+ b)5 ⇒ 1 5 10 10 5 1
 (a+ b)6 ⇒ 1 6 15 20 15 6 1
 ...
 Zadatak 12.1 Nastavite trokut.
 Rjesenje. Prvi koeficijenat u rastavu (a+ b)7 bit ce 1. slijedeci ce biti jednak zbroju prvog i drugog u rastavu(a+ b)6 i iznosi 7 Treci koeficijent rastava (a+ b)7 jednak je zbroju drugog i treceg koeficijenta u prethodnomrastavu (a + b)6 i iznosi 21. Cetvrti koeficijent u 7. redu jednak je zbroju treceg i cetvrtog koeficijenta u 6.redu, sto iznosi 35. Za njim slijedi na petom mjestu ponovo 35 kao zbroj cetvrtog i petog clana u redu iznad.Potom opet 21, pa 7 i na kraju 1:
 (a+ b)7 = a7 + 7a6b+ 21a5b2 + 35a4b3 + 35a3b4 + 21a2b5 + 7ab6 + b7.
 Prvi i posljednji koeficijent uvijek je 1.Drugi i pretposljednji koeficijent uvijek je:
 n.
 Treci i pretpretposljednji koeficijenti su rezultati
 n(n− 1)
 1 · 2.
 Cetvrti gledani s obiju strana sun(n− 1)(n− 2)
 1 · 2 · 3.
 Zanimljivo je da se koeficijenti podudaraju s brojevima kombinacija na lotu. Tako je broj kombinacija priizvlacenju 3 razlicite kuglice iz bubnja sa 7 razlicitih kuglica:
 7 · 6 · 51 · 2 · 3
 = 35.
 Primjer 12.1 Broj kombinacija na izvlacenju lota 6/45 bio bi
 45 · 44 · 43 · 42 · 41 · 40
 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6,
 dok bi na lotu 7/39 bio39 · 38 · 37 · 36 · 35 · 34 · 33
 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7.
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Binomni koeficijent u oznaci (nk
 )koji se cita n povrh k racuna se na racunaljci programom nCr kao broj kombinacija na lotu k/n. Viseo tome doznat ce oni koji budu upisali ”Vjerojatnost i statistiku”.
 12.2 Potenciranje
 Potenciranje prirodnim eksponentom definira se induktivno:
 x1 = x
 xn = x · xn−1
 Mnoziti i dijeliti mogu se potencije jednakih baza:
 xm · xn = xm+n, xm : xn = xm−n
 i jednakih eksponenata:
 xn · yn = (xy)n xn : yn =
 (x
 y
 )nPotenciranje negativnim eksponentom:
 x−n =1
 xn
 prirodno je prosirenje mnozenja i dijeljenja potencija, kao na primjeru
 x3 : x7 = x−3 =1
 x3.
 Korjenovanje m-tim korjenom prirodno je prosirenje potencija na razlomljene eksponente:
 m√xn = x
 nm ,
 a prirodnost se vidi na primjeru3√x6 = x
 63 = x2.
 12.3 Trigonometrijski identiteti
 Trigonometrijski identiteti izvode se iz definicija:
 tgx =sinx
 cosx, ctgx · tgx = 1,
 a mogu biti posljedica Pitagorina poucka:
 sin2 x+ cos2 x = 1.
 Slijedi izvod
 tg2x =sin2 x
 cos2 x=
 1− cos2 x
 cos2 x=
 sin2 x
 1− sin2 x
 cos2 x · tg2x = 1− cos2 x
 cos2 x(tg2x+ 1) = 1
 cos2 x =1
 tg2x+ 1
 sin2 x =tg2x
 tg2x+ 1
 223
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