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1
 FACULTATEA DE FINANŢE, BĂNCI ŞI CONTABILITATE BRAŞOV
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 Conf. univ. dr. Nicolae BÂRSAN-PIPU
 Facultatea de Finanţe, Bănci şi Contabilitate Braşov
 Universitatea Creştină “Dimitrie Cantemir”
 Obiective
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 4.2 Testarea ipotezelor statistice pentru o singură populaţie 5
 4.2.1 Testarea mediei populaţiei atunci când abaterea standard este cunoscută 5
 4.2.2 Testarea mediei populaţiei atunci când abaterea standard nu este cunoscută 7
 4.2.3 Testarea proporţiei populaţiei 9
 4.3 Testarea ipotezelor statistice pentru o două populaţii 11
 4.3.1 Testarea diferenţei dintre mediile a două populaţii, cu abaterile standard cunoscute 11
 4.3.2 Testarea diferenţei dintre mediile a două populaţii, cu abaterile standard necunoscute 13
 4.3.3 Testarea diferenţei dintre mediile a două populaţii, pentru eşantioane pereche 14
 4.3.4 Testarea diferenţei dintre proporţiile a două populaţii 16
 4.7 Bibliografie selectivă 17
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2 CERCUL ŞTIINŢIFIC MODELAREA STATISTICO-MATEMATICA A PROCESELOR
 ECONOMICE
 4.1 Conceptul de testare a ipotezelor statistice
 Testarea sau verificarea ipotezelor statistice reprezintă o modalitate
 importantă pentru inferenţa asupra parametrilor unei populaţii. Obiectivul
 testării unei ipoteze statistice este acela de a determina dacă o anumită
 presupunere asupra unui parametru al unei populaţii este validată din punct de
 vedere statistic.
 En: Hypothesis testing
 Există întotdeauna două ipoteze care se testează:
 Ipoteza nulă (notată H0);
 Ipoteza alternativă sau ipoteza de cercetare (notată Ha sau H1).
 Procedura de testare începe presupunând ipoteza nulă ca fiind adevărată.
 Scopul testării este acela de a stabili dacă există suficiente elemente pentru a
 decide că ipoteza alternativă este adevărată.
 Există întotdeauna două decizii posibile, reciproc exclusive:
 Acceptarea ipotezei alternative;
 Respingerea ipotezei alternative.
 Acceptarea ipotezei alternative presupune că ipoteza nulă este falsă.
 Respingerea ipotezei alternative presupune că ipoteza nulă este
 adevărată.
 Există două erori posibile, care apar la testarea ipotezelor statistice:
 Eroarea de tipul I: Respingerea ipotezei nule când în realitate ea este
 adevărată
 Eroarea de tipul II: Acceptarea ipotezei nule când în realitate ea este
 falsă
 Probabilitatea de a comite o eroare de tipul I este:
 Prob{Eroare de tipul I} =
 Probabilitatea de a comite o eroare de tipul II este:
 Prob{Eroare de tipul II} =
 Tabelul de decizie pentru testarea ipotezelor statistice, respectiv deciziile
 adoptate faţă de starea reală a populaţiei, este reprezentat în Tabelul 4.1.
 Tabelul 4.1: Tabelul de decizie pentru testarea ipotezelor statistice
 Decizie Starea reală a populaţiei
 H0 adevărată Ha adevărată
 Acceptare H0
 (Respingere Ha) Decizie corectă
 Eroare de tipul II
 ()
 Respingere H0
 (Acceptare Ha)
 Eroare de tipul I
 () Decizie corectă
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TEMA 4: TESTAREA IPOTEZELOR STATISTICE 3
 Pentru testarea ipotezelor statistice se utilizează următoarele tipuri de teste:
 Test unilateral la stânga, cu ipotezele:
 0
 00
 :
 :
 aH
 H;
 Test unilateral la dreapta, cu ipotezele:
 0
 00
 :
 :
 aH
 H;
 Test bilateral, cu ipotezele:
 0
 00
 :
 :
 aH
 H.
 După stabilirea ipozezelor H0 şi Ha, etapa următoare constă în alegerea
 testului statistic şi a nivelului de semnificaţie.
 Testul statistic utilizează datele obţinute din eşantion pentru a decide
 asupra acceptării sau respingerii ipotezei nule H0, referitoare întotdeauna la
 testarea unui parametru al populaţiei analizate. Valoarea numerică obţinută
 dintr-un test statistic se numeşte valoarea calculată a testului.
 Nivelul de semnificaţie al testului este , respectiv probabilitatea de a
 comite o eroare de tipul I. Valoarea 1 se numeşte coeficient de încredere.
 Riscul de a comite o eroare de tipul II este . Valoarea 1 se numeşte puterea
 testului şi este probabilitatea de a respinge ipozeza nulă atunci când ea este
 falsă şi trebuie respinsă.
 După alegerea nivelului de semnificaţie, se alege valoarea critică a
 testului, în funcţie de şi de efectivul eşantionului n, din tabelele
 corespunzătoare testului respectiv. Valoarea critică a testului determină
 regiunea critică sau regiunea de respingere a testului. Regiunile de
 respingere şi de acceptare a testului bilateral sunt reprezentate în Figura 4.1.
 Definiţia 4.1: Regiunea de respingere (regiunea critică) este un interval
 de valori, astfel încât dacă statistica calculată a testului aparţine acestui
 interval, atunci decidem respingerea ipotezei nule în favoarea ipotezei
 alternative.
 Valoare critică
 Valoare critică
 Regiune de acceptare (necritică sau de
 nerespingere)
 Regiune de respingere (critică)
 superioară
 Regiune de respingere (critică)
 inferioară
 Figura 4.1: Regiunile de respingere şi de acceptare (testul bilateral)
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4 CERCUL ŞTIINŢIFIC MODELAREA STATISTICO-MATEMATICA A PROCESELOR
 ECONOMICE
 O altă metodă pentru acceptarea sau respingerea ipotezei nule o constituie
 aşa-numita valoare p a testului.
 Definiţia 4.2: Valoarea p a unui test statistic este probabilitatea ca statistica
 calculată a testului să fie mai mare decât nivelul de semnificaţie .
 Rezultă următorul algoritm pentru testarea unei ipoteze statistice, utilizând
 cele două abordări, respectiv abordarea prin metoda variabilei sau variabilelor
 critice şi abordarea prin metoda valorii p:
 Pasul 1: Se stabilesc ipoteza nulă H0 şi ipoteza alternativă Ha;
 Pasul 2: Se specifică nivelul de semnificaţie al testului;
 Pasul 3: Se înregistrează datele eşantionului şi se calculează valoarea
 statisticii testului;
 Metoda variabilei critice:
 Pasul 4: Se utilizează nivelul de semnificaţie pentru a determina valoarea
 critică şi regula de acceptare/respingere;
 Pasul 5: Se utilizează valoarea critică şi regula de acceptare/respingere
 pentru ipoteza nulă H0, astfel:
 Dacă statistica calculată a testului nu se situează într-una din
 regiunile de respingere, atunci se acceptă (nu se respinge)
 ipoteza H0;
 Dacă statistica calculată a testului este mai mică sau mai mare
 decât valorile critice, respectiv statistica calculată a testului se
 situează într-una din regiunile de respingere p , atunci se
 respinge (nu se acceptă) ipoteza H0.
 Metoda valorii p:
 Pasul 4: Se utilizează statistica testului pentru a determina valoarea p;
 Pasul 5: Se aplică regula de decizie pentru acceptarea/respingerea ipotezei
 nule H0 astfel:
 Dacă p , atunci se acceptă (nu se respinge) ipoteza H0;
 Dacă p , atunci se respinge (nu se acceptă) ipoteza H0.
 Concluzia testării unei ipoteze statistice se interpretează astfel:
 1. Dacă respingem ipoteza nulă, concluzionăm că există suficientă
 evidenţă statistică pentru a decide că ipoteza alternativă este
 adevărată;
 2. Dacă nu respingem ipoteza nulă, concluzionăm că nu există
 suficientă evidenţă statistică pentru a decide că ipoteza
 alternativă este adevărată.

Page 5
						

TEMA 4: TESTAREA IPOTEZELOR STATISTICE 5
 4.2 Testarea ipotezelor statistice pentru o singură populaţie
 Vom analiza în continuare testarea ipotezelor statistice pentru o singură
 populaţie statistică.
 4.2.1 Testarea mediei populaţiei atunci când abaterea standard este
 cunoscută
 Vom analiza în continuare testele pentru ipotezele statistice asupra mediei
 a populaţiei, atunci când abaterea standard este cunoscută.
 Definiţia 4.3: Statistica testului pentru testarea ipotezei statistice asupra
 mediei a populaţiei, atunci când abaterea standard este cunoscută este:
 n
 xz
 /
 0
 . (4.1)
 Atunci, pentru testele unilaterale şi testul bilateral, cu nivelul de
 semnificaţie , vom utiliza următoarele relaţii de calcul (Tabelul 4.1):
 Tabelul 4.1: Testarea ipotezelor statistice asupra mediei populaţiei, cunoscută
 Test unilateral la
 stânga (inferior)
 Test unilateral la
 dreapta (superior) Test bilateral
 Ipoteze: 0
 00
 :
 :
 aH
 H
 0
 00
 :
 :
 aH
 H
 0
 00
 :
 :
 aH
 H
 Statistica testului: n
 xz
 /
 0
 n
 xz
 /
 0
 n
 xz
 /
 0
 Regula de
 respingere
 (variabila critică):
 Se respinge H0
 dacă:
 zz
 Se respinge H0
 dacă:
 zz
 Se respinge H0
 dacă:
 2zz
 sau 2zz
 Regula de
 respingere
 (valoarea p):
 Se respinge H0
 dacă:
 infp
 Se respinge H0
 dacă:
 supp
 Se respinge H0
 dacă:
 supinfp
 Exemplul 4.1: Se consideră datele din eşantionul de valori din Exemplul 8.1,
 în care abaterea standard a populaţiei este cunoscută. Să se testeze, cu nivelul de
 semnificaţie = 0,05, următoarea ipoteză statistică:
 000.1:
 000.1:
 0
 00
 aH
 H.
 Rezolvare: Avem pentru eşantionul de date din Exemplul 8.1 statisticile
 calculate 0993,x şi 62650,s , iar din datele problemei avem 1 = 0,95 şi
 00010 . . Pentru abaterea standard vom considera valoarea abaterii standard
 cunoscute ca fiind 626,50 .
 Aplicăm mai întâi metoda variabilei critice şi calculăm statistica testului:
 0,677424/625,50
 000.10,993
 /
 0
 n
 xz
 .
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6 CERCUL ŞTIINŢIFIC MODELAREA STATISTICO-MATEMATICA A PROCESELOR
 ECONOMICE
 Pentru a determina 050,zz , din tabelul distribuţiei normale (Anexa A1.2)
 sau cu ajutorul funcţiei statistice NORMSINV(0,05) obţinem
 1,64505,0 zz şi 1,64505,0 zz . De asemenea, avem 025,0205,02 zzz ,
 iar din funcţia NORMSINV(0,025) obţinem valorile 1,96025,02 zz şi
 1,96025,02 zz . Avem atunci deciziile, conform metodei valorii critice şi
 condiţiilor din Tabelul 4.1:
 Testul Condiţia Decizie Ipoteza
 acceptată
 Test unilateral la
 stânga (inferior) 1,645
 0,6774
 05,0
 zz
 zcalculat
 NU H0
 Test unilateral la
 dreapta (superior) 1,645
 0,6774
 05,0
 zz
 zcalculat
 NU H0
 Test bilateral 1,96
 0,6774
 025,02
 zz
 zcalculat
 NU H0
 1,96
 0,6774
 025,02
 zz
 zcalculat
 NU H0
 Concluzionăm că se acceptă ipoteza H0, respectiv că există suficientă
 evidenţă statistică pentru a decide că media eşantionului este egală cu media
 populaţiei, pe baza metodei variabilei critice.
 Aplicăm acum metoda valorii p şi calculăm probabilităţile:
 pinf = NORMSDIST(0,05) = 0,9372;
 psup = 1 – NORMSDIST(0,05) = 1 0,9372 = 0,0628;
 pinf sup = 2min(pinf; psup) = 2min(0,9372; 0,0628) = 20,0628 = 0,1255.
 Avem atunci deciziile, conform metodei valorii p şi condiţiilor din Tabelul
 4.1:
 Testul Condiţia Decizie Ipoteza
 acceptată
 Test unilateral la
 stânga (inferior) 0,05 0,2491inf p NU H0
 Test unilateral la
 dreapta (superior) 0,05 0,7509sup p NU H0
 Test bilateral 0,05 0,4982supinf p NU H0
 Concluzionăm şi pe baza metodei variabilei p că se acceptă ipoteza H0,
 respectiv că există suficientă evidenţă statistică pentru a decide că media
 eşantionului este egală cu media populaţiei.
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TEMA 4: TESTAREA IPOTEZELOR STATISTICE 7
 4.2.2 Testarea mediei populaţiei atunci când abaterea standard nu este
 cunoscută
 Vom analiza în continuare testele pentru ipotezele statistice asupra mediei
 a populaţiei, atunci când abaterea standard nu este cunoscută.
 Definiţia 4.4: Statistica testului pentru testarea ipotezei statistice asupra
 mediei a populaţiei, atunci când abaterea standard nu este cunoscută este:
 ns
 xt
 /
 0 . (4.2)
 Atunci, pentru testele unilaterale şi testul bilateral, cu nivelul de
 semnificaţie , vom utiliza următoarele relaţii de calcul (Tabelul 4.2):
 Tabelul 4.2: Testarea ipotezelor statistice asupra mediei populaţiei, cunoscută
 Test unilateral la
 stânga (inferior)
 Test unilateral la
 dreapta (superior) Test bilateral
 Ipoteze: 0
 00
 :
 :
 aH
 H
 0
 00
 :
 :
 aH
 H
 0
 00
 :
 :
 aH
 H
 Statistica testului: ns
 xt
 /
 0 ns
 xt
 /
 0 ns
 xt
 /
 0
 Regula de
 respingere
 (variabila critică):
 Se respinge H0
 dacă:
 tt
 Se respinge H0
 dacă:
 tt
 Se respinge H0
 dacă:
 2tt sau
 2tt
 Regula de
 respingere
 (valoarea p):
 Se respinge H0
 dacă:
 infp
 Se respinge H0
 dacă:
 supp
 Se respinge H0
 dacă:
 supinfp
 Exemplul 4.2: Se consideră datele din eşantionul de valori din Exemplul 8.1,
 în care abaterea standard a populaţiei nu este cunoscută. Să se testeze, cu
 nivelul de semnificaţie = 0,05, următoarea ipoteză statistică:
 000.1:
 000.1:
 0
 00
 aH
 H.
 Rezolvare: Avem pentru eşantionul de date din Exemplul 8.1: 0993,x şi
 62650,s , iar din datele problemei avem 1 = 0,95 şi 00010 . . Avem de
 asemenea numărul gradelor de libertate pentru distribuţia t, DF = 24 1 = 23.
 Aplicăm mai întâi metoda variabilei critice şi calculăm statistica testului:
 0,677424/625,50
 000.10,993
 /
 0
 ns
 xt
 .
 Pentru a determina 050,zz , din tabelul distribuţiei t (Anexa A5.1) sau cu
 ajutorul funcţiei statistice TINV(0,05; 23) obţinem 1,644905,0 tt şi
 1,644905,0 tt . De asemenea, avem 025,0205,02 ttt , iar din funcţia
 TINV(0,025; 23) obţinem valorile 1,96025,02 tt şi 1,96025,02 tt .
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8 CERCUL ŞTIINŢIFIC MODELAREA STATISTICO-MATEMATICA A PROCESELOR
 ECONOMICE
 Avem atunci deciziile, conform metodei valorii critice şi condiţiilor din
 Tabelul 4.2:
 Testul Condiţia Decizie Ipoteza
 acceptată
 Test unilateral la
 stânga (inferior) 2,069
 0,6774
 05,0
 tt
 tcalculat
 NU H0
 Test unilateral la
 dreapta (superior) 2,069
 0,6774
 05,0
 tt
 tcalculat
 NU H0
 Test bilateral 2,398
 0,6774
 025,02
 tt
 tcalculat
 NU H0
 2,398
 0,6774
 025,02
 tt
 tcalculat
 NU H0
 Concluzionăm că se acceptă ipoteza H0, respectiv că există suficientă
 evidenţă statistică pentru a decide că media eşantionului este egală cu media
 populaţiei, pe baza metodei variabilei critice.
 Aplicăm acum metoda valorii p şi calculăm probabilităţile:
 pinf = TDIST(0,05; 23) = 0,2525;
 psup = 1 – TDIST(0,05; 23) = 1 0, 2525 = 0,7475;
 pinf sup = 2min(pinf; psup) = 2min(0,2525; 0,7475) = 20,2525 = 0,5050.
 Avem atunci deciziile, conform metodei valorii p şi condiţiilor din Tabelul
 4.2:
 Testul Condiţia Decizie Ipoteza
 acceptată
 Test unilateral la
 stânga (inferior) 0,05 0,2525inf p NU H0
 Test unilateral la
 dreapta (superior) 0,05 0,7475sup p NU H0
 Test bilateral 0,05 0,5050supinf p NU H0
 Concluzionăm şi pe baza metodei variabilei p că se acceptă ipoteza H0,
 respectiv că există suficientă evidenţă statistică pentru a decide că media
 eşantionului este egală cu media populaţiei.
 După cum se observă din exemplele anterioare, în tabelele de decizie ale
 testelor, am determinat elementele atât pentru testele unilaterale inferioare şi
 superioare, cât şi pentru testele bilaterale, pentru metoda valorii critice, cât şi
 pentru metoda valorii p. Această abordare ne permite o concluzie completă
 asupra ipotezelor statistice testate. Pentru metoda valorii p avem şi următoarele
 concluzii asupra semnificaţiei şi evidenţei statistice asupra acceptării ipotezei H0:
 Evidenţă puternică Evidenţă ridicată Evidenţă redusă Lipsă evidenţă
 Semnificativ Semnificativ Nesemnificativ Nesemnificativ
 0 ≤ p ≤ 0,01 0,01 ≤ p ≤ 0,05 0,05 ≤ p ≤ 0,10 0,10 ≤ p ≤ 1,0
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TEMA 4: TESTAREA IPOTEZELOR STATISTICE 9
 4.2.3 Testarea proporţiei populaţiei
 Vom analiza în continuare testele pentru ipotezele statistice asupra
 proporţiei p a populaţiei, pentru care cunoaştem media proporţiei populaţiei p .
 Definiţia 4.5: Statistica testului pentru testarea ipotezei statistice asupra
 proporţiei p a populaţiei:
 n
 pp
 ppz
 00
 0
 1
 . (4.3)
 Atunci, pentru testele unilaterale şi testul bilateral, cu nivelul de
 semnificaţie , vom utiliza următoarele relaţii de calcul (Tabelul 4.3):
 Tabelul 4.3: Testarea ipotezelor statistice asupra proporţiei populaţiei
 Test unilateral la
 stânga (inferior)
 Test unilateral la
 dreapta (superior) Test bilateral
 Ipoteze: 0
 00
 :
 :
 ppH
 ppH
 a
 0
 00
 :
 :
 ppH
 ppH
 a
 0
 00
 :
 :
 ppH
 ppH
 a
 Statistica testului: n
 pp
 ppz
 00
 0
 1
 n
 pp
 ppz
 00
 0
 1
 n
 pp
 ppz
 00
 0
 1
 Regula de
 respingere
 (variabila critică):
 Se respinge H0
 dacă:
 zz
 Se respinge H0
 dacă:
 zz
 Se respinge H0
 dacă:
 2zz
 sau 2zz
 Regula de
 respingere
 (valoarea p):
 Se respinge H0
 dacă: p
 Se respinge H0
 dacă: p
 Se respinge H0
 dacă: p
 Exemplul 4.3: Considerăm problema din Aplicaţia 7.4, respectiv o linie de
 asamblare pentru componente electronice cu o rată medie de defectare de 2,5%,
 din care este extras aleator şi verificat un eşantion aleator de 500 componente.
 Să se testeze, cu nivelul de semnificaţie = 0,05, următoarea ipoteză statistică:
 02,0:
 02,0:
 0
 00
 ppH
 ppH
 a
 .
 Rezolvare: Avem n = 500, p = 0,025 şi 020,00 p , respectiv testăm ipoteza că
 rata medie de defectare este mai mică de 2,5%. Pentru nivelul de încredere avem
 = 0,05 şi 1 = 0,95. Din tabelul nivelelor de încredere cele mai uzuale sau din
 tabelul distribuţiei normale standardizate, avem z0,05
 = 1,645 şi z0,025
 = 1,96.
 Calculăm statistica testului şi obţinem:
 80,0
 500
 020,01020,0
 020,0025,0
 1 00
 0
 n
 pp
 ppzcalculat .
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10 CERCUL ŞTIINŢIFIC MODELAREA STATISTICO-MATEMATICA A PROCESELOR
 ECONOMICE
 Avem atunci deciziile, conform metodei valorii critice şi condiţiilor din
 Tabelul 4.3:
 Testul Condiţia Decizie Ipoteza
 acceptată
 Test unilateral la
 stânga (inferior) 1,645
 80,0
 05,0
 zz
 zcalculat
 NU H0
 Test unilateral la
 dreapta (superior) 1,645
 80,0
 05,0
 zz
 zcalculat
 NU H0
 Test bilateral 1,96
 80,0
 025,02
 zz
 zcalculat
 NU H0
 1,96
 80,0
 025,02
 zz
 zcalculat
 NU H0
 Concluzionăm că se acceptă ipoteza H0, respectiv că există suficientă
 evidenţă statistică pentru a decide că proporţia de defecte a eşantionului este
 rata medie de defectare este mai mică de 2,5%, pe baza metodei variabilei critice.
 Aplicăm acum metoda valorii p şi calculăm probabilităţile:
 pinf = NORMSDIST(0,80) = 0,7877;
 psup = 1 – NORMSDIST(0,80) = 1 0, 7877 = 0,2123;
 pinf sup = 2min(pinf; psup) = 2min(0,7877; 0,2123) = 20,2123 = 0,4246.
 Avem atunci deciziile, conform metodei valorii p şi condiţiilor din Tabelul
 4.3:
 Testul Condiţia Decizie Ipoteza
 acceptată
 Test unilateral la
 stânga (inferior) 0,05 0,7877inf p NU H0
 Test unilateral la
 dreapta (superior) 0,05 0,2123sup p NU H0
 Test bilateral 0,05 0,4246supinf p NU H0
 Concluzionăm şi pe baza metodei variabilei p că se acceptă ipoteza H0,
 respectiv că există suficientă evidenţă statistică pentru a decide că proporţia de
 defecte a eşantionului este rata medie de defectare este mai mică de 2,5%.
 Efectivul eşantionului pentru testele unilaterale de verificare a ipotezelor
 asupra proporţiri populaţiei este date de relaţia:
 20
 22
 a
 zzn
 , (4.4)
 unde z şi z sunt valorile lui z pentru care se obţin ariile şi în partea
 superioară a distribuţiei, este abaterea standard a populaţiei, 0 este media
 populaţiei din ipoteza H0, iar a este media populaţiei pentru care se comite o
 eroare de tipul II.
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 4.3 Testarea ipotezelor statistice pentru o două populaţii
 Vom analiza în continuare testele de verificare a ipotezelor statistice în care
 ne interesează decizia asupra diferenţei dintre mediile sau proporţiile a două
 populaţii statistice.
 4.3.1 Testarea diferenţei dintre mediile a două populaţii, cu abaterile
 standard cunoscute
 Consideăm două populaţii statistice, cu mediile 1 şi 2 , din care extragem
 două eşantioane aleatoare independente de efective 1n şi 2n .
 Presupunem abaterile standard 1 şi 2 cunoscute şi ne interesează
 inferenţa asupra diferenţei 21 dintre mediile celor două populaţii.
 Pentru eşantioanele extrase determinăm mediile aritmetice 1x şi 2x . Atunci
 diferenţa 21 xx va fi un estimator punctual pentru 21 , iar estimarea
 intervalului de încredere pentru diferenţa mediilor celor două populaţii va fi:
 2
 2
 2
 1
 2
 1221
 nnzxx
 , (4.5)
 unde 1 este coeficientul de încredere.
 Pentru testarea ipotezelor statistice privind diferenţa dintre mediile a două
 populaţii, cu abaterile standard cunoscute, în care notăm cu D0 valoarea
 investigată a diferenţei mediilor, se utilizează următoarele tipuri de teste:
 Test unilateral la stânga, cu ipotezele:
 021
 0210
 :
 :
 DH
 DH
 a
 ;
 Test unilateral la dreapta, cu ipotezele:
 021
 0210
 :
 :
 DH
 DH
 a
 ;
 Test bilateral, cu ipotezele:
 021
 0210
 :
 :
 DH
 DH
 a
 .
 Definiţia 4.6: Statistica testului pentru testarea ipotezei statistice asupra
 diferenţei dintre mediile a două populaţii, cu abaterile standard cunoscute:
 2
 2
 2
 1
 2
 1
 021
 nn
 Dxxz
 . (4.6)
 Atunci, pentru testele unilaterale şi testul bilateral, cu nivelul de
 semnificaţie , în care vom considera valoarea investigată a diferenţei mediilor
 00 D , vom utiliza următoarele relaţii de calcul (Tabelul 4.4):
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 Tabelul 4.4: Testarea ipotezelor statistice asupra diferenţei dintre mediile a
 două populaţii
 Test unilateral la
 stânga (inferior)
 Test unilateral la
 dreapta (superior) Test bilateral
 Ipoteze: 0:
 0:
 21
 210
 aH
 H
 0:
 0:
 21
 210
 aH
 H
 0:
 0:
 21
 210
 aH
 H
 Statistica testului:
 2
 2
 2
 1
 2
 1
 21
 nn
 xxz
 2
 2
 2
 1
 2
 1
 21
 nn
 xxz
 2
 2
 2
 1
 2
 1
 21
 nn
 xxz
 Regula de
 respingere
 (variabila critică):
 Se respinge H0
 dacă:
 zz
 Se respinge H0
 dacă:
 zz
 Se respinge H0
 dacă:
 2zz
 sau 2zz
 Regula de
 respingere
 (valoarea p):
 Se respinge H0
 dacă: p
 Se respinge H0
 dacă: p
 Se respinge H0
 dacă: p
 Exemplul 4.4: Pentru două eşantioane extrase din două populaţii statistice
 au fost obţinute următoarele date cu privire la efectvele eşantioanelor, mediile
 aritmetice şi abaterile standard:
 Populaţia 1: Populaţia 2:
 1n 15 2n 20
 1x 50,5 2x 45,8
 1s 10,5 2s 11,5
 Utilizând testul bilateral, cu un nivel de încredere de 0,95 să se testeze
 ipoteza statistică a diferenţei dintre mediile celor două populaţii:
 0:
 0:
 21
 210
 aH
 H.
 Rezolvare: Pentru abaterile standard considerate cunoscute, vom utiliza
 valoarile abaterii standard ale eşantioanelor, respectiv 1 10,5 şi 2 11,5.
 Avem criticz NORMSINV(0,05)=1,645‚ iar statistica calculată a testului este:
 1,645. 1,2578
 20
 5,11
 15
 5,10
 8,455,5022
 2
 2
 2
 1
 2
 1
 21
 criticcalculat z
 nn
 xxz
 Aplicăm acum metoda valorii p şi calculăm probabilităţile:
 pinf = NORMSDIST(1,2578) = 0,8958;
 psup = 1 – NORMSDIST(1,2578) = 1 0,8958 = 0,1042;
 pinf sup = 2min(pinf; psup) = 2min(0,8958; 0,1042) = 20,1042 = 0,2085.
 Concluzionăm că se acceptă ipoteza H0, respectiv că există suficientă
 evidenţă statistică pentru a decide că diferenţa mediilor este 0, respectiv mediile
 sunt statistic egale, atât pe baza metodei variabilei critice, cât şi a valorii p.
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 4.3.2 Testarea diferenţei dintre mediile a două populaţii, cu abaterile
 standard necunoscute
 Vom analiza în continuare testarea ipotezelor statistice privind diferenţa
 dintre mediile a două populaţii, cu abaterile standard necunoscute, situaţie care
 apare în majoritatea aplicaţiilor practice. Vom presupune, de asemenea, două cazuri
 privind dispersiile celor două populaţii, respectiv (i) dispersii egale şi (ii) dispersii
 inegale sau diferite.
 Definiţia 4.7: Statistica testului pentru testarea ipotezei statistice asupra
 diferenţei dintre mediile a două populaţii, cu abaterile standard necunoscute şi
 cu dispersiile presupuse egale 2
 2
 2
 1 este:
 21
 2
 021
 11
 nns
 Dxxt
 p
 , (4.7)
 unde numărul gradelor de libertate ale distribuţiei t este:
 221 nn ,
 iar eroarea standard a distribuţiei de eşantionare 2
 ps este:
 2
 11
 21
 2
 22
 2
 112
 nn
 snsnsp .
 Definiţia 4.8: Statistica testului pentru testarea ipotezei statistice asupra
 diferenţei dintre mediile a două populaţii, cu abaterile standard necunoscute şi
 cu dispersiile presupuse inegale 2
 2
 2
 1 este:
 2
 2
 2
 1
 2
 1
 021
 n
 s
 n
 s
 Dxxt , (4.8)
 unde numărul gradelor de libertate ale distribuţiei t este:
 2
 2
 2
 2
 2
 2
 1
 2
 1
 1
 2
 2
 2
 2
 1
 2
 1
 1
 1
 1
 1
 n
 s
 nn
 s
 n
 n
 s
 n
 s
 .
 Exemplul 4.5: Pentru datele din Exemplul 4.4 considerăm abaterile standard
 necunoscute. Utilizând testul bilateral, cu un nivel de încredere de 0,95 şi
 presupunând dispersiile inegale, să se testeze ipoteza statistică a diferenţei
 dintre mediile celor două populaţii:
 0:
 0:
 21
 210
 aH
 H,
 Rezolvare: Pentru abaterile standard considerate necunoscute, vom utiliza
 valoarile abaterii standard ale eşantioanelor, respectiv 1s 10,5 şi 2s 11,5.
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 Atunci, pentru statistica testului şi 00 D , obţinem:
 2578,1
 20
 5,11
 15
 5,10
 8,455,50
 22
 2
 2
 2
 1
 2
 1
 21
 n
 s
 n
 s
 xxtcalculat .
 Pentru numărul gradelor de libertate ale distribuţiei t avem:
 31,65
 20
 5,11
 120
 1
 15
 5,10
 115
 1
 20
 5,11
 15
 5,10
 1
 1
 1
 12
 22
 2
 222
 2
 2
 2
 2
 2
 2
 1
 2
 1
 1
 2
 2
 2
 2
 1
 2
 1
 n
 s
 nn
 s
 n
 n
 s
 n
 s
 ,
 de unde numărul gradelor de libertate este 3265,31 .
 Prin metoda valorii critice obţinem:
 tcritic = TINV(0,05; 32) = 2,0369 > tcalculat = 1,2578.
 Aplicăm acum metoda valorii p şi calculăm probabilităţile:
 pinf = psup = TDIST(1,2578; 32; 1) = 0,1088 > = 0,05;
 pinf sup = TDIST(1,2578; 32; 2) = 0,2176 > = 0,05.
 Concluzionăm că se acceptă ipoteza H0, respectiv că există suficientă
 evidenţă statistică pentru a decide că diferenţa mediilor este 0, respectiv mediile
 sunt statistic egale, atât pe baza metodei variabilei critice, cât şi a valorii p.
 4.3.3 Testarea diferenţei dintre mediile a două populaţii, pentru
 eşantioane pereche
 Să analizăm acum testele de verificare a ipotezelor statistice pentru
 eşantioane pereche, obţinute din aceeaşi populaţie, dar în momente sau
 contexte diferite.
 Să notăm cu 1 media primului eşantion, în prima instanţă şi cu 2 media
 celui de al eşantion, în a doua instanţă, ambele eşantioane având acelaşi efectiv
 nnn 21 .
 Să notăm acum cu ix1 şi ix2 , i = 1,2,...,n, valorile pereche din cele două
 eşantioane. Notăm diferenţa dintre valorile pereche cu:
 iii xxd 21 , (4.9)
 şi avem media diferenţelor:
 n
 d
 d
 n
 i
 i 1 , (4.10)
 cât şi abaterea standard a diferenţelor:
 11
 2
 n
 dd
 s
 n
 i
 i
 d . (4.11)
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 Fie d media diferenţelor pentru populaţia statistică din acre am extras
 eşantioanele pereche. Atunci ipoteza nulă şi ipoteza alternativă vor avea forma:
 0:
 0:0
 da
 d
 H
 H
 ,
 ceea ce înseamnă că dacă respingem H0 cele două instanţe conduc la medii
 diferite.
 Definiţia 4.9: Statistica testului pentru testarea ipotezei statistice asupra
 diferenţei dintre mediile a două eşantioane pereche este:
 ns
 dt
 d
 d . (4.12)
 Exemplul 4.6: Managerul unei secţii de producţie testează aplicarea a două
 metode noi de muncă pentru realizarea unui anumit produs, cu ajurtorul unei
 echipe alcătuită din 6 operatori. Pentru fiecare dintre aceştia au fost
 înregistratele duratele de finalizare a operaţiilor tehnologice (în minute), datele
 fiind prezentate mai jos:
 Operatorul (i) Metoda 1 (x1i) Metoda 2 (x2i) Diferenţa (di)
 1 30 27 3,0
 2 25 26 1,0
 3 35 33 2,5
 4 31 30 1,5
 5 30 30 0,0
 6 32 29 3,0
 = 9,0
 Pentru testul bilateral, să se testeze ipotezele:
 0:
 0:0
 da
 d
 H
 H
 ,
 respectiv dacă cele două metode diferă semnificativ din punct de vedere al
 duratei de realizare a produsului ( = 0,05).
 Rezolvare: Avem media cât şi abaterea standard a diferenţelor:
 5,16
 0,9
 6
 6
 1 i
 id
 d ,
 1,673
 5
 14,0
 16
 6
 1
 2
 i
 i
 d
 dd
 s .
 Statistica testului:
 2,19586673,1
 05,1
 ns
 dt
 d
 d .
 Pentru valoarea critică şi valoarea lui p obţinem:
 tcritic = TINV(0,05; 5) = 2,5706 > tcalculat = 2,1958.
 pinf sup = TDIST(2,1958; 32; 2) = 0,0795 > = 0,05.
 Concluzionăm că se acceptă ipoteza H0, respectiv că există suficientă
 evidenţă statistică pentru a decide că diferenţa mediilor este 0, respectiv mediile
 sunt statistic egale, atât pe baza metodei variabilei critice, cât şi a valorii p.

Page 16
						

16 CERCUL ŞTIINŢIFIC MODELAREA STATISTICO-MATEMATICA A PROCESELOR
 ECONOMICE
 4.3.4 Testarea diferenţei dintre proporţiile a două populaţii
 Considerăm 1p proporţia primei populaţii şi 2p proporţia celei de a doua
 populaţii şi ne interesează inferenţa asupra diferenţei dintre proporţiile celor
 două populaţii 21 pp . Vom extrage două eşantioane aleatoare independente de
 efective 1n şi 2n , cu proporţiile 1p şi 2p .
 Definiţia 4.10: Statistica testului pentru testarea ipotezei statistice asupra
 diferenţei dintre proporţiile a două populaţii este:
 21
 21
 111
 nnpp
 ppz , (4.13)
 unde estimatorul lui p este:
 21
 2211
 nn
 pnpnp
 . (4.14)
 Atunci, pentru testele unilaterale şi testul bilateral, cu nivelul de
 semnificaţie , pentru diferenţa dintre proporţiile a două populaţii vom utiliza
 următoarele relaţii de calcul (Tabelul 4.5):
 Tabelul 4.5: Testarea ipotezelor statistice asupra diferenţei dintre proporţiile a
 două populaţii
 Test unilateral la
 stânga (inferior)
 Test unilateral la
 dreapta (superior) Test bilateral
 Ipoteze: 0:
 0:
 21
 210
 ppH
 ppH
 a
 0:
 0:
 21
 210
 ppH
 ppH
 a
 0:
 0:
 21
 210
 ppH
 ppH
 a
 Statistica testului:
 21
 21
 111
 nnpp
 ppz
 Regula de
 respingere
 (variabila critică):
 Se respinge H0
 dacă:
 zz
 Se respinge H0
 dacă:
 zz
 Se respinge H0
 dacă:
 2zz
 sau 2zz
 Regula de
 respingere
 (valoarea p):
 Se respinge H0
 dacă: p
 Se respinge H0
 dacă: p
 Se respinge H0
 dacă: p
 Exemplul 4.7: Din două populaţii statistice au fost extrase două eşantioane
 aleatoare independente cu efectivele 3501 n şi 4002 n , şi cu proporţiile
 32,01 p şi 28,02 p . Aplicând testul bilateral să se testeze ipotezele statistice
 cu coeficientul = 0,05:
 0:
 0:
 21
 210
 ppH
 ppH
 a
 .
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 Rezolvare: Determinăm mai întâi estimatorul lui p :
 0,2987400350
 28,040032,0350
 21
 2211
 nn
 pnpnp .
 Statistica testului este:
 1,194
 400
 1
 350
 12987,012987,0
 28,032,0
 111
 21
 21
 nnpp
 ppzcalculat
 .
 Avem criticz NORMSINV(0,05)=1,645‚ de unde rezultă:
 1,645. 1,194 criticcalculat zz
 Aplicăm acum metoda valorii p şi calculăm probabilităţile:
 pinf = NORMSDIST(1,194) = 0, 0,8838;
 psup = 1 – NORMSDIST(1,194) = 1 0,8838= 0,1162;
 pinf sup = 2min(pinf; psup) = 2min(0, 8838; 0, 1162) = 20,1162 = 0,2324.
 De aici rezultă:
 pinf sup = 0,2324 > = 0,05.
 Concluzionăm că se acceptă ipoteza H0, respectiv că există suficientă
 evidenţă statistică pentru a decide că diferenţa proporţiilor este 0, respectiv
 proporţiile pot fi considerate egale din punct de vedere statistic, atât pe baza
 metodei variabilei critice, cât şi a valorii p.
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