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 1
 1
 Regresiona i korelaciona analiza
 Statistika u ekonomiji i menadžmentu
 Kada možemo modelizirati vezu izmeñu dvije ili više varijabli?
 • Kada su varijable zavisne
 Modelizirati se mogu kvantitativne varijable, jer u tomslučaju je moguće:
 • kompletirati dijagram rasipanja
 • izračunavati sintetičke pokazatelje
 • posmatrati promjene varijabli.2
 Statistika u ekonomiji i menadžmentu
 Smjer veze izme ñu dvije varijable
 • Pozitivan ili direktan ⇒ porast vrijednosti jedne varijable uslovljava porast vrijednosti druge varijable i obratno.
 • Vrijeme koje student provede učeći i ocjena na ispitu
 • Vrijeme provedeno u gledanju TV-a i strah od kriminala
 • Negativan ili indirektan ⇒ porast vrijednosti jedne varijable uslovljava pad vrijednosti druge varijable i obratno.
 • Brzina i vrijeme potrebno da se stigne do zadanog odredišta
 • Cijena i količina
 Dijagram (oblak) rasipanja
 • Služi za vizuelnu identifikaciju da li izmeñu dvije varijable postoji meñuzavisnost, pri čemu moramo imati jednu nezavisnu varijablu (npr. period edukacije) i jednu zavisnu varijablu (npr. visina primanja)
 • Vizuelno pokazuje u kojoj mjeri jedna varijabla utiče na drugu (homogen raspored tački na grafikonu ukazuje na jaču vezu, heterogenost to jeste raspršenost tački na grafikonu ukazuje na slabiju vezu)
 • Daje odgovor na sljedeća pitanja:• Da li postoji veza izmeñu varijabli X i Y?
 • Kojeg smjera je veza izmeñu varijabli X i Y?
 • Da li je ta veza pravolinijska (linearna) ili nije?
 • Da li postoje outlieri?
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 Dijagram rasipanja - Da li postoji veza izmeñu varijabli X i Y?
 Veza postoji
 Veza ne postoji (ili je vrlo slaba)
 Dijagram rasipanja - Smjer veze izmeñu varijabli X i Y
 Direktna veza
 Indirektna veza
 Kovarijansa
 • Simultano (paralelno, u isto vrijeme) prati varijabilitet dvije varijable
 • Mjeri uzajamni varijabilitet dvije varijable u odnosu na njihove aritmetičke sredine
 • ili
 ( ) ( )1( , ) i i
 i
 Cov X Y x x y yn
 = − ⋅ −∑
 1( , ) i i
 i
 Cov X Y x y x yn
 = − ⋅∑
 Tumačenje kovarijanse
 • Kovarijansa je pozitivna ako oblak rasipanja ima generalno rastuću tendenciju. ⇒ Kada X i Y variraju u istom smjeru, kovarijansa je pozitivna.
 • Kovarijansa je negativna kada oblak rasipanja ima generalno opadajuću tendenciju. ⇒ Kada X i Y variraju u suprotnom smjeru, kovarijansa je negativna.
 • Kovarijansa je jednaka ili približno jednaka nuli ako oblak rasipanja nije ni rastući ni opadajući ili ukoliko je pola opadajući, a pola rastući. ⇒ Ako nema ni rastuće ni opadajuće generalne tendencije, kovarijansa je jednaka nuli.
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 Zbir i razlika statisti čkih varijabli
 • Varijansu zbira i razlike statističkih varijabli možemo analizirati koristeći kovarijansu i izraziti ih na sljedeći način:
 • Var(X +Y)=VarX + Var Y + 2 Cov(X,Y)
 • Var(X-Y)=VarX + Var Y - 2 Cov(X,Y)
 • Meñutim, ukoliko su X i Y nezavisne varijable kovarijansa je jednala nuli (Cov(X, Y)=0). U tom slučaju varijansu za zbir i razliku statističkih varijabli možemo izraziti sljedećim relacijama:
 • Var(X+Y)=VarX + Var Y
 • Var(X-Y)=VarX + Var Y
 Regresioni model – opšti oblik• Kvantificira ili matematski formalizira vezu izmeñu zavisne
 i niza nezavisnih varijabli – oblik veze
 • Opšti oblik regresionog modela glasi:
 gdje je:
 • Y - zavisna promjenljiva,
 • Xj - nezavisne promjenljive i
 • ei - slučajno odstupanje (slučajna greška, rezidual, slučajni član, neobjašnjeno odstupanje, razlika izmeñu stvarne i ocijenjene vrijednosti zavisne varijable)
 • Prezentirani model naziva se model višestruke ili multiple regresije ili višedimenzionalni regresioni model .
 1 2( , ,.., ,.., )i i ji ki iY f X X i X X e= +
 Model jednostavne regresije
 • Za odreñivanje analitičkog odnosa izmeñu dvije varijable.
 • Sadrži zavisnu i jednu nezavisnu promjenljivu
 ( )i i iY f X e= +
 Model jednostavne linearne regresije
 • Za odreñivanje parametara za konstrukciju modela linearne meñuzavisnosti izmeñu dvije varijable.
 • Jednostavni ili prosti model ⇒ sadrži zavisnu i jednu nezavisnu promjenljivu
 • Opšti oblik modela jednostavne linearne regresije glasi:
 gdje su parametri a i b parametri linearne veze koje je potrebno ocijeniti.
 , i 1,2,..., .i i iy a b x e n= + ⋅ + =
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 Model jednostavne linearne regresije, cont.
 • Razložimo model jednostavne linerne regresije na funkcionalni i stohastički dio:
 • Funkcionalni dio modela odnosi se na varijabilitet zavisne varijable nastao pod uticajem varijabiliteta nezavisne varijable i predstavljen je lineranom vezom
 • Stohastički dio modela (rezidualno odstupanje ) odnosi se na varijabilitet zavisne varijable nastao pod uticajem varijabiliteta varijabli ili faktora koji nisu uključeni u regresioni model
 ( )stohastički dio modelaˆ -funkcionalni dio modelai
 i i i
 y
 y a b x e⇓⇓
 = + ⋅ +
 Model jednostavne linearne regresije, cont.
 • Rezidualno odstupanje ili stohastički dio regresionog modela možemo izraziti kao:
 yi
 ŷi = a + bxi
 x
 ŷi
 y
 xi
 ei=( yi - ŷi )
 ˆ= +
 ˆ
 ( )
 i i i
 i i i
 i i i
 y y e
 e y y
 e y a b x
 ⇒
 = − ⇒
 = − + ⋅
 Metoda najmanjih kvadrata
 Kriterij metode najmanjih kvadrata bazira se na minimiziranju zbira kvadrata rezidualnih odstupanja. Potreban uslov za minimum je da su parcijalni izvodi sljedećeg izraza po parametrima a i b jednaki nuli:
 15
 2
 1
 2
 11
 2 )()ˆ( i
 n
 iii
 n
 ii
 n
 ii bxayyye −−=−= ∑∑∑
 ===
 Statistika u ekonomiji i menadžmentu
 Metoda najmanjih kvadrata
 16
 0))((2
 0)1)((2
 1
 1
 2
 1
 1
 2
 =−−−=∂
 ∂
 =−−−=∂
 ∂
 ∑∑
 ∑∑
 =
 =
 =
 =
 ii
 n
 ii
 n
 ii
 i
 n
 ii
 n
 ii
 xbxayb
 e
 bxaya
 e
 Statistika u ekonomiji i menadžmentu
 ∑∑∑
 ∑∑
 ===
 ==
 +=
 +=
 n
 ii
 n
 ii
 n
 iii
 n
 ii
 n
 ii
 xbxayx
 xbnay
 1
 2
 11
 11
 Iz gornjih uslova se dobija sistem normalnih jednačina:
 čijim rješavanjem dobijamo izraze za ocjenu parametara a i b.
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 Metoda najmanjih kvadrata
 Formule za izračunavanje parametara a i b su:
 17
 ∑
 ∑
 =
 =
 −
 ⋅⋅−=
 n
 ii
 n
 iii
 xnx
 yxnyxb
 1
 22
 1
 xbya −=
 Statistika u ekonomiji i menadžmentu
 Metoda najmanjih kvadrata, cont.
 Parametar b možemo izraziti i u sljedećem obliku
 18
 2
 1
 22
 1 ),(1
 1
 Xn
 ii
 n
 iii YXCov
 xxn
 yxyxn
 bσ
 =−
 ⋅−=
 ∑
 ∑
 =
 =
 Ocijenjena jednačina regresije Y u odnosu na X je:
 ibxay +=ˆ
 Statistika u ekonomiji i menadžmentu
 Tumačenje parametara jednostavnog linearnog
 regresionog modela
 • Parametar a je matematski “presjek sa y osom”, to jeste ukazuje na očekivanu vrijednost zavisne varijable ukoliko nezavisna varijabla uzme vrijednost nula:
 • Parametar b je matematski “nagib” prave koja predstavlja jednostavni linearni regresioni model, to jeste pokazuje za koliko će se jedinica promijeniti zavisna varijabla ukoliko se nezavisna varijabla poveća za jednu svoju jedinicu:
 ˆ0i ix y a= ⇒ =
 ˆ1x y b∆ = ⇒ ∆ =
 Mjere reprezentativnosti regresionog modela
 • Pokazatelji reprezentativnosti ili “kvaliteta” regresionog modela kvantificiraju stepen meñuzavisnosti i izražavaju direktno ili indirektno odstupanje vrijednosti zavisne varijable ocijenjenih regresionim modelom od orginalnih vrijednosti zavisne varijable.
 • Pokazatelji reprezentativnosti regresionog modela su:1. koeficijent determinacije,
 2. koeficijent korelacije,
 3. standardna greška i
 4. koeficijent varijacije regresionog modela.
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 bxay +=ˆ
 ii yy ˆ−
 ix
 iy
 iy
 x
 yG yyi −ˆ
 yyi −
 21
 Dekompozicija varijanse Y
 Statistika u ekonomiji i menadžmentu
 Ukupna varijansa zavisne varijable može biti dekomponovana na sljedeći način:
 ( )∑ −=i
 ii yyn
 2ˆ1
 Ukupna varijansa =od Y
 Rezidualna + varijansa
 ( )21∑ −
 ii yy
 n( )2ˆ
 1∑ −+
 ii yy
 n
 Objašnjena varijansa 22
 Dekompozicija varijanse Y
 Statistika u ekonomiji i menadžmentu
 Koeficijent determinacije
 • Na osnovu dekompozicije varijanse odreñujemo koeficijent determinacije.
 • Predstavlja učešće objašnjenog varijabiliteta u ukupnom varijabilitetu zavisne varijable.
 • Pokazuje dio varijabiliteta zavisne varijable koji je objašnjen regresionim modelom kroz uticaj nezavisne varijable biz modela.
 • Relativna mjera, izražava se u %.
 • Može uzeti vrijednosti iz intervala 0 do +1 (ili 0-100%).
 • Veća vrijednost ovog koeficijenta ukazuje da je veća proporcija objašnjene u ukupnoj varijansi i da je odabrani model pouzdaniji i reprezentativniji.
 ( )( )
 ( )( )
 2 2
 22 2
 ˆ ˆ1i i i
 i i
 y y y yr
 y y y y
 − −= = −
 − −∑ ∑∑ ∑
 Koeficijent linearne korelacije (Pearson)
 • Mjeri jačinu i smjer povezanosti dvije pojave za koje poznajemo empirijske vrijednosti kvantitatinih varijabli.
 • Neimenovani broj.
 • Kao i kod koeficijenta determinacije sa kojim je u funkcionalnoj vezi, veća apsolutna vrijednost ovog koeficijenta ukazuje da je veća proporcija objašnjene u ukupnoj varijansi i da je odabrani model pouzdaniji i reprezentativniji.
 2
 22
 )(
 )ˆ(
 yy
 yyrr
 i
 i
 −∑
 −∑==
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 Koeficijent linearne korelacije
 • Odnos kovarijanse varijabli X i Y i proizvoda standardnih devijacija varijable X i varijable Y.
 • Vrijednost koeficijenta linearne korelacije se nalazi izmeñu -1 i 1.
 • Veća vrijednost koeficijenta ukazuje na postojanje veće linearne povezanosti izmeñu promjenjljivih X i Y.
 • Manja vrijednost r ne mora uvijek značiti da je slaba korelacija jer se može raditi o pogrešnoj primjeni koeficijenta linearne korelacije za mjerenje jačine veze pojava koje nisu u linearnom odnosu.
 • Tumačenje:• Za vrijednosti: -1 < r < 0 korelacija je negativna (stohastička).
 • Za vrijednosti: 0 < r < 1 korelacije je pozitivna (stohastička).
 • Za vrijednosti –1 i 1, radi se o perfektnoj negativnoj odnosno pozitivnoj korelaciji, to jeste o funkcionalnoj vezi.
 2 2
 ( )( )( , )
 ( ) ( )
 i i
 X Y i i
 x x y yCov X Yr
 x x y yσ σ− −
 = =⋅ − ⋅ −
 ∑∑ ∑
 Pitanje
 Koeficijent determinacije je količnik dviju varijansi. Kojih:
 a) objašnjene i ukupne
 b) neobjašnjene i ukupne
 c) neobjašnjene i objašnjene
 d) objašnjene i neobjašnjene
 Pitanje
 Poluprečnik i površina kruga su u funkcionalnoj vezi. Koeficijent korelacije poluprečnika i površine kruga je:
 a) 0
 b) -1
 c) 1
 d) ππππ2r
 Pitanje
 Na osnovu podataka iz slučajnog uzorka dobijena je pozitivna vrijednost koeficijenta linearne korelacije.
 Koeficijent b odgovarajućeg regresionog modela biće:
 1. Negativan
 2. Može biti pozitivan ili negativan
 3. Pozitivan
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 Standardna greška regresionog modela
 29
 n
 yyn
 iii
 y
 ∑=
 −= 1
 2
 ˆ
 )ˆ(σ
 Statistika u ekonomiji i menadžmentu
 ˆ
 2
 neobjašnjeni varijabilitet
 (1 ) ukupan varijabilitet
 y n
 r
 n
 σ = =
 − ⋅=
 Standardna greška ocjene, cont.
 • Mjeri kvalitet i reprezentativnost ocijenjenog regresionog modela i pokazuje prosječno odstupanje empirijskih vrijednosti zavisne varijable Y od podataka ocijenjenih regresionim modelom.
 • Apsolutna mjera disperzije oko regresije jer se izražava u istim jedinicama mjere kao zavisna varijabla.
 • Veća vrijednost ovog pokazatelja ukazuje da je veća proporcija neobjašnjene u ukupnoj varijansi i da je odabrani model manje pouzdan i manje reprezentativan i obratno.
 Koeficijent varijacije regresionog modela
 • Relativni pokazatelj kvaliteta regresionog modela
 • Jednak je odnosu standardne greške ocijenjenog regresionog modela i aritmetičke sredine zavisne varijable Y:
 • Veća vrijednost ovog pokazatelja ukazuje da je veća proporcija neobjašnjene u ukupnoj varijansi i da je odabrani model manje pouzdan i manje reprezentativan i obratno.
 100ˆˆ ⋅=
 yk y
 yV
 σ
 Pitanje
 Ako ocjenjeni linearni regresioni model ima koeficijent determinacije 0,64, onda bismo mogli reći:
 a. 64% varijacija zavisne varijable objašnjeno je nezavisnom varijablom.
 b. Uzoračka korelacija izmeñu Y i X bila je 0,64.
 c. 64% tačaka leži na regresionoj pravoj
 d. Nijedno od gore pomenutih
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 Pitanje
 Kakvu vrijednost koeficijenta linearne korelacije očekujete u analiziranju veze izmeñu sljedećih varijabli:
 1. Dohodak domaćinstva i izdaci za zabavu i rekreaciju
 2. Visina supruga i prihodi njegove partnerice
 3. Godine starosti pripadnice ženskog spola i troškovi za kozmetiku
 4. Starost kuće i njezina cijena
 5. Stres na poslu i nivo holesterola
 Predvi ñanje, cont.• Predviñanje na osnovu regresionog modela može biti:
 1. Interpolacija – ako se dato X (vrijednost nezavisne varijable) nalazi u rangu vrijednosti nezavisne varijable na osnovu kojih je izveden regresioni model za predviñanje
 2. Ekstrapolacija – ako se dato X (vrijednost nezavisne varijable) ne nalazi u rangu vrijednosti nezavisne varijable na osnovu kojih je izveden regresioni model za predviñanje
 • Interpolacija daje pouzdanije procjene od ekstrapolacije.
 • Sa višim udaljavanjem vrijednosti nezavisne varijable od domena uzoračkih podataka zaključke po osnovu ekstrapolacije treba donositi sa više opreznosti.
 Model vi šestruke regresije
 Model višestruke linearne regresije možemo napisati u sljedećem obliku:
 35
 eXXXfY K += ),....,,( 21
 Ako je funkcionalni dio modela definisan linearnom funkcijom model možemo definisati u sljedećem obliku:
 eXbXbXbaY KK +++++= ...2211
 Statistika u ekonomiji i menadžmentu
 36
 Dinami čka analiza i mjerenje evolucije
 Statistika u ekonomiji i menadžmentu
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 Dinami čka analiza
 • Dinamika pojave podrazumijeva kvantitativne i kvalitativne promjene posmatrane pojave ili varijable:
 • u obimu i
 • u strukturi, to jeste kvalitetu
 u okviru posmatranog vremenskog intervala.
 • Dinami čka analiza pojavu posmatra kroz njene varijacije u vremenu, kao vremensku seriju.
 • Promjene jedne relativno izdvojene pojave u vremenu posljedica su djelovanja mnoštva drugih pojava.
 • Kada uspostavimo vezu izmeñu vremena kao nezavisne varijable i pojave kao zavisne promjenjive, sve druge pojave koje utiču na tu pojavu definisane su trajanjem vremena.
 37
 Zadaci dinami čke analize
 • Opis razvoja pojave u vremenu
 • Objašnjenje varijacije pojave u vremenu
 • Predviñanje razvoja pojave
 38
 Apsolutna promjena
 • Nivo pojave u periodu t - Vt
 • Apsolutna promjena pojave izmeñu perioda t i perioda 0:
 • Izražava se u jedinicama mjere analizirane varijable ⇒poreñenje nije uvijek moguće.
 • Može biti:
 • pozitivna,
 • jednaka 0 ili
 • negativna. 39
 / 0 0t tV V V∆ = −
 Relativna promjena
 • Relativna promjena pojave izmeñu perioda t i perioda 0:
 • Sinonim – Stopa promjene
 • Neimenovani broj ⇒ moguće poreñenje
 • Može biti:
 • pozitivna ⇒ stopa rasta
 • jednaka 0 ili
 • negativna ⇒ stopa pada
 / 0 0
 0 0 0
 1t t tV V V V
 V V V
 ∆ −= = −
 40
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 Osobina aditivnosti
 • Apsolutna promjena
 • Relativna promjena
 /0 / 1 1/ 2 2/ 3 1/0...k k k k k k kV V V V V− − − − −∆ = ∆ + ∆ + ∆ + + ∆
 /0 / 1 1/ 2 2/ 3 1/0
 0 1 2 3 0
 ...k k k k k k k
 k k k
 V V V V V
 V V V V V− − − − −
 − − −
 ∆ ∆ ∆ ∆ ∆≠ + + + +
 41
 Primjer
 U tabeli su prezentirani podaci o kretanju varijable “Ostvarene investicije u FBIH” za period 2000/05. godina:
 Izvor: Statistički godišnjak/ljetopis Federacije BIH, 2002. i 2005.
 Analizirati datu ekonomsku pojavu.
 godina 2000 2001 2002 2003 2004 2005
 Ostvarene investicije 1.536.026 1.526.695 1.800.275 1.828.771 2.065.384 2.477.480
 42
 Rješenje
 Kako bismo analizirali kretanje posmatrane pojave u datom periodu izračunavamo apsolutne i relativne promjene u odnosu na 2000. godinu:
 godina 2000 2001 2002 2003 2004 2005
 Ostvarene investicije 1.536.026 1.526.695 1.800.275 1.828.771 2.065.384 2.477.480
 / -9.331 264.249 292.745 529.358 941.454
 43
 / 2000tV∆
 / 2000 2000/tV V∆/ -0,0061 0,1720 0,1906 0,3446 0,6129
 Rješenje, cont.
 Na isti način za početnu godinu sa kojom se vrši poreñenje možemo uzeti bilo koju od godina iz datog perioda. Neka poreñenje vršimo uvijek sa prethodnom godinom:
 godina 2000 2001 2002 2003 2004 2005
 Ostvarene investicije 1.536.026 1.526.695 1.800.275 1.828.771 2.065.384 2.477.480
 / -9.331 273.580 28.496 236.613 412.096
 44
 / 1t tV −∆
 / 1 1/t t tV V− −∆ / -0,0061 0,1792 0,0158 0,1294 0,1995
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 Pitanje
 Pratili smo kretanje BDP per capita (u KM) za period 1997-2004. godina. Apsolutna promjena 2003. u odnosu na 1997. godinu iznosila je 1.138.000 KM. Dakle, u 2003. u odnosu na 1997. godinu, BDP per capita bio je:
 1. niži za 1.138.000 KM
 2. veći za 1.138.000 KM
 3. nepromjenjen
 4. veći za 20%
 45
 Pitanje
 Pratili smo kretanje ostvarenih investicija (u 000 000 KM) za period 1999-2004. godina. Relativna promjena 2001. u odnosu na 2000. godinu iznosila je (-0,006). Dakle, u2001. u odnosu na 2000. godinu, ostvarene investicije su:
 1. Porasle za 6%
 2. Smanjile se za 6%
 3. Smanjile se za 0,6%
 4. Porasle za 9.000.000
 46
 Pitanje
 47
 Pratili smo kretanje prometa proizvodom B (u KM) za period 1997-2004. godina. Apsolutna promjena 2003. u odnosu na 1997. godinuiznosila je 1.238.000 KM, dok je apsolutna promjena 2004. u odnosu na 2003. iznosila 215.000 KM. Dakle, u 2004. u odnosu na 1997. godinu, promet proizvodom B bio je:1. veći za 1.238.000 KM2. veći za 1.453.000 KM3. nepromijenjen4. veći za 10%
 Indeks
 • Broj ili parametar koji objašnjava relativnu promjenu jednostavne ili složene veličine izmeñu dva perioda od kojih se jedan odreñuje kao bazni period.
 • Odnos izmeñu dvije veličine iste prirode
 • Ne posjeduje jedinicu mjere ⇒ neimenovan broj
 • Tumači se u %
 48
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 Klasifikacija indeksa
 • Individualni indeksi
 • u slučaju analize homogene veličine
 • fiksira se bazni period i izračunava promjenaposmatrane veličine izmeñu posmatranog perioda koji se označava sa t i baznog perioda koji se označava sa 0
 • Agregatni indeksi • za analizu heterogenih veličina.
 • konstrukcija je tehnički i metodološki vrlo komplikovana što ponekad otežava njihovo tumačenje
 • referentni indeksi: indeksi vrijednosti, indeksi cijena, indeksi količina, indeksi troškova života, berzanski indeksi (Dow Jones, CAC 40)...
 49
 Indeksi sa stalnom bazom (bazni indeksi)
 • Izražavaju relativni odnos izmedu nivoa jedne pojave u više vremenskih perioda u odnosu na nivo te iste pojave u jednom (baznom) periodu
 • Indeksi razvoja
 • Na bazi 1:
 • Na bazi 100:
 50
 /00
 tt
 Vi V=
 1001000
 0/0/⋅=⋅=
 VViI t
 tt
 Primjer, cont.
 Na primjeru ostvarenih investicija izračunali smo bazne indekse sa bazom u 2000. godini:
 godina 2000 2001 2002 2003 2004 2005
 Ostvarene investicije 1.536.026 1.526.695 1.800.275 1.828.771 2.065.384 2.477.480
 100 99,39 117,20 119,06 134,46 161,29
 51
 / 2000
 2000
 100
 t
 t
 I
 V
 V
 =
 = ⋅
 Indeksi sa promjenljivom bazom (lančani indeksi)
 • Izražavaju relativni odnos izmedu nivoa pojave u tekućem vremenskom periodu u odnosu na prethodni vremenski period
 • Na bazi 1:
 • Na bazi 100:
 • Koeficijenti dinamike - pokazuju dinamiku i tempo promjene posmatrane pojave u odnosu na prethodni period
 52
 / 11
 tt t
 t
 Vi V−−
 =
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 Primjer, cont.
 Na primjeru ostvarenih investicija izračunali smo lančane indekse:
 godina 2000 2001 2002 2003 2004 2005
 Ostvarene investicije 1.536.026 1.526.695 1.800.275 1.828.771 2.065.384 2.477.480
 / 99,39 117,92 101,58 112,94 119,95
 53
 / 1
 1
 100
 t t
 t
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 Pitanje
 Pratili smo kretanje broja zaposlenih sa visokom stručnom spremom u periodu 2000-2005. godine i izračunali da lančani indeks 2004. u odnosu na 2003. godinu iznosi 104,71. Broj zaposlenih sa visokom stručnom spremom se u 2004. u odnosu na 2003. godinu:
 1. smanjio za 104,71%
 2. povećao za 104,71%
 3. smanjio za 4,71%
 4. povećao za 4,71%
 54
 Osobine indeksa
 • Osobina identiteta: za Vt=Vo
 • Osobina tranzitivnosti:
 • Osobina recipročnosti:
 • Osobina cirkularnosti:
 / 0 1/0 0/10/
 11t
 t
 i i ii
 = ⇒ ⋅ =
 55
 '
 ' '
 ,/0 / /0
 0 0
 t t tt t t t
 t
 V V Vi i i V V V= ⋅ = ⋅ =
 ' '/ / 0 0/ / 0 0/1
 t t t t t ti i i i i⋅ ⋅ = ⋅ =
 /0 0/0 1ti i⇒ = =
 Primjer
 Posmatrali smo neku pojavu tokom triuzastopne godine. U drugoj godini pojava jeporasla za 18%, pa onda opala za 10% utrećoj godini. Koliko iznosi stopa promjenepojave u trećoj u odnosu na prvu godinu?
 56
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 Rješenje (primjena osobine tranzitivnosti):
 • osobina tranzitivnosti
 • Stopa promjene pojave u trećoj u odnosu na prvu godinu iznosi 6,2 %.
 57
 2/1 1,18i =
 3/ 2 0,9i =
 3/1 3/ 2 2/1 1,18 0,9 1,062i i i⇒ = ⋅ = ⋅ =
 Pitanje
 Indeks broja nezaposlenih u 2005. u odnosu na 2004. godinu iznosi 105% a isti indeks u 2004. u odnosu na 2000. godinu iznosi 104%. Indeks broja nezaposlenih u 2005. u odnosu na 2000. godinu iznosi:
 1. 95,6%
 2. 109,2%
 3. 205,1%
 4. 102%
 58
 Primjena indeksa u izračunavanju stope promjene
 • Prema definiciji stopa promjene ili relativna promjena je jednaka:
 • Slijedi veza baznih indeksa i stope promjene:
 / 0/0 1t
 t
 Vi
 V
 ∆⇒ = −
 59
 / 0 0
 0 0 0
 1t t tV V V V
 V V V
 ∆ −= = −
 Prosječna godišnja stopa promjene
 • Primjenom geometrijske sredine moguće je izračunati prosječan lančani indeks za posmatrani period:
 • Na taj način se dobija prosječna godišnja stopa promjene:
 60
 1/ 1 / 1
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 Prosječna godišnja stopa promjene, con’t
 • Pretpostavimo da pojava V raste po prosje čnoj godišnjoj stopi r.
 • Ako je nivo pojave u prvoj godini iznosio V1 tada očekujemo da će u drugoj godini biti:
 • Analogno u trećoj godini je:
 • Nakon n godina biće:
 ( )2 1 1 1 1V V r V V r= + ⋅ = ⋅ +
 3 2 2V V r V= + ⋅ =
 61
 ( )2 1V r⋅ + = ( )2
 1 1V r⋅ +
 ( ) 1
 1 1n
 nV V r−= ⋅ + ⇒ 11 /1
 1
 1 1n nn n
 Vr i
 V−−= − = −
 Prakti čna upotreba prosje čne godišnje stope promjene
 Na bazi poznate prosječne godišnje stope rasta možemo vršiti predvi ñanja (projekcije):
 • Koji nivo pojave možemo očekivati u datoj n-toj godini ili
 • Za koliko godina će biti ostvaren dati nivo pojave Vn.
 62
 Primjer
 Ukupna proizvodnja šećera u jednoj fabrici u 2000. godini iznosila je 25 tona. Ukoliko proizvodnja raste po prosječnoj godišnjoj stopi 2,5%, u kojoj godini će se proizvodnja šećera udvostručiti?
 63
 Rješenje
 1 1log 2 log1
 log( 1)
 V Vn
 r
 ⋅ −− =+
 log 21
 log1,025n = +
 29,07 29 2028. godinen = ≈ ⇒64
 1 2000
 1
 25
 2 50
 0,025
 ?
 n
 V V
 V V
 r
 n
 = == =
 ==
 ( )1
 1log( 1) log log
 1 nr V Vn
 + = −−
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 Primjer 11
 Broj turista koji je 2000. godine posjetio jedan turistički centar bio je 5.750. Ako broj posjetilaca raste prosječnom godišnjom stopom 3,1%, koliki broj turista možemo očekivati 2013. godine?
 65
 Agregatni indeksi
 • Sinonim - Grupni indeksni brojevi
 • Služe da se izrazi dinamika, to jeste relativne promjene više pojava.
 • Riječ je o zajedničkom vremenskom indeksu kao statističkom pokazatelju varijacija različitih, ali relativno složnih pojava.
 • Na primjer, indeks cijena označava i izražava zajedničke varijacije cijena svih proizvoda u potrošačkoj korpi za posmatrani vremenski period.
 66
 Najznačajniji agregatni indeksi
 • indeks vrijednosti
 • indeks cijena
 • indeks količina
 • indeks troškova života
 67
 Metode za odre ñivanje agregatnih indeksa
 • Metoda svoñenja na uslovne jedinice
 • Metoda ponderisanih prosjeka
 • Metoda agregiranja
 68
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 Metoda agregiranja
 • Polazi od svoñenja različitih pojava na istovrsne vrijednosti i formiranja zajedničke vremenske serije (agregata) za koju se računaju indeksni brojevi
 • Potrebno je fiksirati strukturu jedne od komponenti složene vremenske serije u baznom ili u posmatranom periodu.
 69
 Simboli
 • Uvodimo sljedeće oznake:
 • p0 – cijena u baznom 0-tom periodu
 • pi – cijena u tekućem i-tom periodu
 • q0 – količina (proizvedena ili potrošena) u baznom 0-tom periodu
 • qi – količina (proizvedena ili potrošena) u tekućem i-tom periodu
 • W0= p0⋅q0 – vrijednost (proizvedena ili potrošena) u baznom 0-tom periodu
 • Wi= pi⋅qi – vrijednost (proizvedena ili potrošena) u tekućem i-tom periodu
 70
 Indeks vrijednosti
 • Za j-ti proizvod indeks vrijednosti biće:
 • Za potrošačku korpu ili proizvodni asortiman od mproizvoda indeks vrijednosti biće:
 71
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 Konstrukcija agregatnog indeksa cijena metodom agregiranja
 Da bismo izračunali agregatni indeks cijena moramo fiksirati strukturu količina (potrošnje ili proizvodnje) u baznom ili u posmatranom periodu.
 • Fiksiramo količine u baznom periodu - Laspeyres(Lasperov) indeks cijena
 • Fiksiramo količine u tekućem periodu - Paasche (Pašeov) indeks cijena
 0, /0
 0 0
 100ip i
 p qL
 p q
 ⋅= ⋅
 ⋅∑∑
 , / 00
 100i ip i
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 p qP
 p q
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 Konstrukcija agregatnog indeksa količina metodom agregiranja
 Da bismo izračunali agregatni indeks količina moramo fiksiraticijene u baznom ili u posmatranom periodu.
 • Fiksiramo cijene u baznom periodu - Laspeyres (Lasperov) indeks količina
 • Fiksiramo cijene u tekućem periodu - Paasche (Pašeov) indeks količina
 0, /0
 0 0
 100iq i
 p qL
 p q
 ⋅= ⋅
 ⋅∑∑
 , / 00
 100i iq i
 i
 p qP
 p q
 ⋅= ⋅
 ⋅∑∑
 73
 Fischerov indeks cijena ili koli čina
 • Jednak je geometrijskoj sredini Laspeyres i Paasche indeksa cijena ili količina:
 • Eliminiše subjektivnost u izboru pondera
 74
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 Dekompozicija agregatnog indeksa vrijednosti
 • Po definiciji je:
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 Dekompozicija agregatnog indeksa vrijednosti, cont.
 • Po definiciji je:
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 77
 Vremenske serije :
 metod pokretnih sredina itrend modeli
 Odreñivanje trenda
 • Trend možemo odrediti iz vremenskih nizova na: godišnjem, kvartalnom ili mjesečnom nivou.
 • Trend odreñujemo na kvartalnom ili mjesečnom nivou ako su varijacije pojave pojačane djelovanjem sezonske komponente.
 • Ako podatke analiziramo na godišnjem nivou, tada pojavu razlažemo na dva dijela: trend i rezidium(ostatak) koji sadrži ostale tri komponente vremenske serije.
 78
 Metode za odre ñivanje trenda
 Za odreñivanje dugoročne komponente vremenske serije (trenda) najčešće koristimo dva metoda:
 • empirijski grafički metod pokretnih sredina
 • analitički matematski metod najmanjih kvadrata
 79
 Primjer
 Za period 2000-2008. poznati su podaci o godišnjem prometu u jednoj robnoj kući:
 a) Nacrtati aritmetički dijagram.
 b) Grafički, primjenom metoda pokretnih prosjeka odrediti trend.
 godina ‘00 ‘01 ‘02 ‘03 ‘04 ‘05 ‘06 ‘07 ‘08
 promet 18 20 22 19 21 24 21 25 27
 80
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 Rješenje – aritmeti čki dijagram
 10121416182022242628
 00 01 02 03 04 05 06 07 08
 godina
 prom
 et
 promet
 81
 Rješenje – izračunavanje pokretnih sredina neparnog reda
 godina ‘00 ‘01 ‘02 ‘03 ‘04 ‘05 ‘06 ‘07 ‘08
 promet 18 20 22 19 21 24 21 25 27
 82
 311 +− ++
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 Rješenje – grafičko predstavljanje pokretnih sredina neparnog reda
 Dobijene podatke o pokretnim sredinama ćemo prikazati na grafikonu na kojem su već predstavljeni orginalni podaci:
 10121416182022242628
 00 01 02 03 04 05 06 07 08
 godina
 prom
 et
 promet PS83
 Rješenje – interpretacija pokretnih sredina
 • Metoda pokretnih sredina je omogućila da odredimo dugoročnu tendenciju ove pojave, koju nije bilo moguće uočiti na osnovu bruto (orginalnih) podataka.
 • Metodom pokretnih sredina, dobili smo “ispeglanu” liniju trenda - eliminisali smo ciklični karakter pojave i možemo zaključiti da je ova pojava dugoročno imala rastući karakter.
 84
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 Aditivni model
 • Ako je periodičnost u kretanju pojave konstatna u odnosu na trend primjenjuje se aditivni model za komponente vremenske serije koji možemo napisati u sljedećem obliku:
 • U aditivnom modelu komponente djeluju nezavisno i zbog toga se uticaji pojedinih komponenti vremenske serije sabiraju. 85
 Y T S C N= + + +
 Multiplikativni model
 • Ako su varijacije vremenske serije proporcionalne trendu, odnosno rastu ili opadaju sa trendom,primjenjuje se multiplikativni model za komponente vremenske serije koji možemo napisati u sljedećem obliku:
 • U multiplikativnom modelu komponente djeluju zavisno i stoga se uticaji množe.
 86
 Y T S C N= ⋅ ⋅ ⋅
 Matematski model za odre ñivanje dugoro čne tendencije
 • Odreñivanje modela koji će izražavati razvojnu tendenciju u kretanju pojave znači pronalaženje matematičke funkcije koja se najbolje prilagoñava vrijednostima analizirane vremenske serije.
 • Model se bira na osnovu analize aritmetičkog dijagrama (oblaka rasipanja za vremensku seriju)
 • Najčešći oblici matematičkih funkcija koji se koriste: linearni, krivolinijski, eksponencijalni...
 87
 Oblici trenda koje možemo odabrati u Excelu
 88
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 Metoda najmanjih kvadrata kod odreñivanja trenda
 • Daje mogućnost da se odredi model koji će najadekvatnije izražavati kretanje date pojave i svodi se na pronalaženje matematičke funkcije čije vrijednosti su najpribližnije vrijednostima vremenske serije koja je predmet analize.
 • Polazimo od pretpostavke da posmatranu seriju najbolje aproksimira funkcija čije je odstupanje od te serije minimalno (zbir kvadrata odstupanja je najmanji):
 gdje su - originalni (trendom ocjenjeni) nivopojave u i-toj vremenskoj jedinici (najčešće godini)89
 ( )2
 1
 1min
 n
 i tii
 y yn =
 ⋅ − →∑
 )( tii yy
 Linearni trend
 • Kada se analizirana pojava mijenja za približno isti apsolutni iznos u vremenskim jedinicama opšti oblik funkcije kojim možemo predstaviti to kretanje je linearni oblik
 gdje X predstavlja nezavisnu promjenljivu – varijablu za vrijeme, Y je zavisna promjenljiva koja predstavlja vrijednost trenda, a i b su parametri koje ocjenjujemo.
 • Parametar a predstavlja konstantni član, dakle vrijednost trenda za razdoblje koje prethodi prvom (ako je ).
 • Parametar b pokazuje za koliko se promijeni trend (vrijednost y) ako se varijabla za vrijeme x poveća za jedinicu - apsolutni prirast pojave u toku jedne vremenskejedinice (najčešće godine) 90
 ti iy a b x= + ⋅
 0=ix
 Izrazi za ocjenu parametara a i b –linearni trend
 • Kao kod modela linearne regresije formule za izračunavanje parametara linearne veze dobijene MNK (na osnovu normalnih jednačina) glase:
 91
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 Izrazi za ocjenu parametara a i b –linearni trend, cont.
 • Meñutim ako centriramo nezavisnu varijablu za vrijeme tako da , formule za izračunavanje parametara linearne veze glase:
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 Utvrñivanje reprezentativnosti trenda
 Standardna greška trenda pokazuje koliko je prosječno odstupanje empirijskih vrijednosti serije od trendom procijenjenih vrijednosti:
 93
 ( )2
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 i tiy
 y y
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 Utvrñivanje reprezentativnosti trenda, cont.
 • Relativna greška trenda je izražena koeficijentom varijacije trenda:
 • Koristi se za poreñenje serija izraženih u različitim jedinicama mjere
 94
 100t
 yt
 yVk
 y
 σ= ⋅
 Primjer
 Pokazatelji produktivnosti rada u grani C bili su sljedeći:
 a) Utvrditi odgovarajuću jednačinu trenda.
 b) Ako se nastavi ista tendencija u kretanju posmatrane pojave, koliki nivo produktivnosti rada možemo očekivati u 2010. godini?
 godina produktivnost rada (kom.)
 2001 12,00
 2002 14,76
 2003 17,40
 2004 18,84
 2005 21,12
 2006 23,76
 2007 25,08
 95
 Rješenje – aritmeti čki dijagram
 10,00
 12,00
 14,00
 16,00
 18,00
 20,00
 22,00
 24,00
 26,00
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 godine
 prod
 uktiv
 nost
 rad
 aproduktivnost rada
 96
 Odgovara linearni model trenda
 yti=a+bxi
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 Rješenje – odreñivanje ili centriranje nezavisne varijable
 godina produktivnost rada (kom.) - y
 2001 12,00
 2002 14,76
 2003 17,40
 2004 18,84
 2005 21,12
 2006 23,76
 2007 25,08
 suma
 x
 97
 Neparan broj podataka –centriramo 0 u sredinu niza
 0
 -1
 -2
 -3
 1
 2
 3
 0
 Rješenje – radna tabela i ocjena parametara
 godina y x
 2001 12,00 -3
 2002 14,76 -2
 2003 17,40 -1
 2004 18,84 0
 2005 21,12 1
 2006 23,76 2
 2007 25,08 3
 ukupno 0
 x⋅x x⋅y
 9 -36
 4 -29
 1 -17
 0 0
 1 21
 4 47
 9 75
 98iy
 a yn
 = = =∑2
 i i
 i
 x yb
 x
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 132,9618,99
 7=
 132,96
 612,18
 28=
 28 61
 Rješenje – linearni model
 • Tumačenje parametara:
 • Očekivana produktivnost za x=0 (2004. godina) je 18,99 jedinica.
 • Prosječno godišnje produktivnost raste za 2,18 jedinica.
 99
 iti xy ⋅+= 18,299,18
 Rješenje – predviñanje
 • Koliki nivo produktivnosti rada možemo očekivati u 2010. godini?
 • Na osnovu linearnog modela trenda vršimo predviñanje.
 • Kao prvo odreñujemo x za 2010. godinu (nastavljamo niz X-a), te uvrstimo u model:
 • Ako se nastavi ista tendencija u kretanju posmatrane pojave, nivo produktivnosti rada koji možemo očekivati u 2010. godini je 32,07.
 18,99 2,18 6 32,07tiy = + ⋅ =
 100
 2010. 6ix⇒ = ⇒
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 Pitanje
 Za kretanje broja roñene djece od 2000-2005. godine ucrtali smo liniju trenda na dijagram rasipanja:
 U posmatranom periodu sa protokom vremena, broj roñene djece:
 a) se ne mijenja
 b) rastec) se udvostručio
 d) opada101
 '02 '04 '05'01 '03'00
 Broj roñene djece
 Primjer
 Dati su podaci o izdacima prosječnog domaćinstva (u 100 KM):
 a) Nacrtati oblak rasipanja.
 b) Ocijeniti i ucrtati linearni trend.
 c) Koliki nivo izdataka se može očekivati ‘09. godine?
 godina izdaci
 2001 37
 2002 39
 2003 39,5
 2004 41
 2005 42,8
 2006 43,5
 102
 Rješenje – oblak rasipanja
 36
 37
 38
 39
 40
 41
 42
 43
 44
 2001 2002 2003 2004 2005 2006
 godina
 izda
 ci
 izdaci
 103
 Odgovara linearni model trenda
 yti=a+bxi
 Rješenje – odreñivanje ili centriranje nezavisne varijable
 godina Izdaci - y
 2001 37,00
 2002 39,00
 2003 39,50
 2004 41,00
 2005 42,80
 2006 43,50
 suma
 x
 104
 Paran broj podataka –centriramo -1 i 1 u sredinu niza
 1
 -1
 -3
 3
 5
 0
 -5
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 Rješenje – radna tabela i ocjena parametara
 godina Izdaci - y x
 2001 37,00 -5
 2002 39,00 -3
 2003 39,50 -1
 2004 41,00 1
 2005 42,80 3
 2006 43,50 5
 ukupno 0
 x⋅x x⋅y
 25 -185
 9 -117
 1 -39,5
 1 41
 9 128,4
 25 217,5
 105iy
 a yn
 = = =∑2
 i i
 i
 x yb
 x
 ⋅= =∑∑
 242,840,67
 6=
 242,8
 45,40,65
 70=
 70 45,4
 Rješenje – linearni model
 • Tumačenje parametara:
 • Prosječno polugodišnje izdaci rastu za 65 KM.
 • Očekivani izdaci za x=0 (ili sredina 2003. ili sredina 2004. godine, zavisno da li se podaci uzimaju početkom ili krajem godine) su 4.067 KM.
 106
 40,67 0,65ti iy x= + ⋅
 Rješenje – predviñanje
 • Koliki nivo izdataka se može očekivati ‘09. godine?
 • Na osnovu linearnog modela trenda vršimo predviñanje.
 • Kao prvo odreñujemo x za 2009. godinu (nastavljamo niz X-a), te uvrstimo u model:
 • Ako se nastavi ista tendencija u kretanju posmatrane pojave, nivo izdataka koji možemo očekivati u 2009. godini je 4.782 KM.
 40,67 0,65 11 47,82tiy = + ⋅ =
 107
 2009. 11ix⇒ = ⇒
 Isklju čenje trenda• Dinamika pojava je rezultat uticaja niza faktora.
 • Faktori koji odreñuju kretanje pojave mogu se podijeliti na postojane i nepostojane.
 • Postojani faktori su oni koji stalno djeluju i odreñuju dugoročno kretanje pojave. Moguće je odrediti postojanost odreñenih faktora kroz odreñivanje trenda.
 • Ako isključimo uticaj trenda dobićemo uticaj ostalih(nepostojanih) faktora ili uticaj rezidiuma na kretanje pojave.
 • Isključenje trenda se provodi na sljedeći način:
 108100i
 ti
 y
 y⋅
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 Tumačenje rezultata isklju čenja trenda
 pod uticajem rezidijuma pojava je bila ispod prosjeka
 pod uticajem rezidijuma pojava je bila u prosjeku neizmjenjena
 pod uticajem rezidijuma pojava je bila iznad prosjeka 109
 100 100i
 ti
 y
 y⋅ < ⇒
 ⇒=⋅ 100100ti
 i
 y
 y
 100 100i
 ti
 y
 y⋅ > ⇒
 Primjer
 Podaci o kretanju investicija (u milionima KM) za dati period godina bili su:
 Kada je rezidium pozitivno djelovao na kretanje investicija?
 godina nivo
 investicija
 2000 31
 2001 29
 2002 28
 2004 25
 2006 24
 2007 21
 110
 Rješenje – oblak rasipanja
 20
 22
 24
 26
 28
 30
 32
 2000 2001 2002 2004 2006 2007
 godine
 inve
 stic
 ije
 investicije
 111
 Odgovara linearni model trenda
 yti=a+bxi
 Rješenje – odreñivanje ili centriranje nezavisne varijable
 godina Izdaci za investicije - y
 2000 31
 2001 29
 2002 28
 2004 25
 2006 24
 2007 21
 suma
 x
 1
 2
 3
 5
 7
 8
 112
 Preskočeni periodi, ne možemo
 centriranjem u sumi x-a postići 0.
 Stoga za x-ove uzimamo redne
 brojeve datih godina i
 preskačemo redni broj godine koja
 nedostaje.
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 Rješenje – radna tabela i ocjena parametara
 godina Izdaci za I. - y x
 2000 31 1
 2001 29 2
 2002 28 3
 2004 25 5
 2006 24 7
 2007 21 8
 ukupno
 x⋅x x⋅y
 1 31
 4 58
 9 84
 25 125
 49 168
 64 168
 113a y b x= − ⋅ =
 2 2
 1
 1
 i i
 i
 x y x ynb
 x xn
 ⋅ − ⋅= =
 −
 ∑
 ∑
 158 26( 1,28) 31,88
 6 6− − ⋅ =
 158
 2
 634 26 1586 6 6 1,28152 266 6
 − ⋅= −
 −
 152 63426
 Rješenje – linearni model
 • Tumačenje parametara:
 • Prosječno godišnje investicije opadaju za 1,28 miliona KM.
 • Očekivane investicije za x=0 (1999. godina) su 31,88 miliona KM.
 114
 31,88 1,28ti iy x= − ⋅
 Rješenje – izolacija trenda, analitički
 • Kako bismo proveli postupak izolacije trenda prvo za dati niz godina moramo naći trendom ocijenjene nivoe investicija (primjenom dobijenog modela ):31,88 1,28ti iy x= − ⋅
 godina Izdaci za
 I. - yocijenjeni
 izdaci -yt
 2001 31 30,6
 2002 29 29,3
 2003 28 28
 2004 25 25,5
 2005 24 22,9
 2006 21 21,6115
 100i
 ti
 y
 y⋅
 Izolacija trenda
 y /yt * 100
 101,31
 98,91
 99,86
 98,12
 104,71
 97,04
 Rješenje – izolacija trenda, grafički
 Podatke sa isključenjem trenda predstavljamo grafički:
 92,00
 94,00
 96,00
 98,00
 100,00
 102,00
 104,00
 106,00
 2001 2002 2003 2004 2005 2006
 godinay/
 yt izolacija
 "normala"
 116
 Rezidium pozitivno djelovao, pojava iznad prosjeka
 Rezidium negativno djelovao, pojava ispod prosjeka
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 Primjer
 U sljedećoj tabeli naveden je broj zaposlenih u grani A na području X (stanje krajem godine):
 117
 a) Nacrtati aritmetički dijagram (oblak rasipanja).
 b) Metodom pokretnih prosjeka odrediti liniju trenda.
 c) Kako glasi jednačina ili model odgovarajućeg trenda?
 d) Koliki broj zaposlenih bi se mogao očekivati krajem 2010. godine ako se nastavi ista tendencija?
 e) Izvršiti isključenje trenda i objasniti dobijene podatke.
 118
 Rješenje – a – aritmeti čki dijagram
 30
 35
 40
 45
 50
 55
 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010
 vrijeme
 broj
 zap
 osle
 nih
 u 00
 0
 119
 Linearni model trenda
 Rješenje – b – pokretni prosjeci
 311 +− ++
 = iiii
 yyyy
 120
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 Rješenje – b – pokretni prosjeci grafikon
 30,00
 35,00
 40,00
 45,00
 50,00
 55,00
 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010
 orginalni podaci
 pokretni prosjeci
 121
 Vidimo “ispeglanu” liniju koja ukazuje na opadajuću linearnu tendenciju.
 Rješenje – c – model linearnog trenda – centriranje varijable x
 122
 Kontinuitet prisutan, neparan broj podataka
 Rješenje – c – model linearnog trenda – odre ñivanje parametara
 2
 94 51 575
 60
 ,,i i
 i
 x yb
 x
 ⋅ −= = = −∑∑
 123
 37341 44
 9,a y= = =
 iiti xxbay ⋅−=⋅+= 575,144,41
 Rješenje – d – predviñanje za 2010. godinu
 iiti xxbay ⋅−=⋅+= 575,144,41
 41 44 1 575 6 31 95− ⋅ =, , ,
 124
 2010 6. ix⇒ = ⇒
 U 2010. godini trebalo je biti 31,950 zaposlenih ako se nastavi isti linearni trend.
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 Rješenje – e - isklju čenje trenda
 Prvo ćemo odrediti ocjenjene vrijednosti primjenjujući jednačinu trenda, te isključiti trend:
 125
 100i
 ti
 y
 y⋅
 Rješenje – e - isklju čenje trenda grafikon
 94
 96
 98
 100
 102
 104
 106
 108
 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010
 126
 Rezidijum je negativno djelovao u 2002., 2004., 2005. i 2006. godini.
 Primjer
 Poznati su nivoi ulaganja u vrijednosne papire (u $ 000):
 Odrediti liniju trenda i predvidjeti nivo ulaganja za 2012. godinu.
 godinaUlaganje u
 VP
 2001 180
 2002 184
 2003 192
 2004 185
 2005 187
 2006 191
 2007 188
 2008 193127
 Rješenje – oblak rasipanja
 180,00
 182,00
 184,00
 186,00
 188,00
 190,00
 192,00
 194,00
 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
 128
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 Rješenje – odreñivanje X
 godinaUlaganje u VP
 2001 180
 2002 184
 2003 192
 2004 185
 2005 187
 2006 191
 2007 188
 2008 193
 x
 -7
 -5
 -3
 -1
 1
 3
 5
 7
 129
 Kontinuitet prisutan, paran broj podataka
 Rješenje – radna tabela
 godina y x x⋅y x⋅x2001 180 -7 -1260 49
 2002 184 -5 -920 25
 2003 192 -3 -576 9
 2004 185 -1 -185 1
 2005 187 1 187 1
 2006 191 3 573 9
 2007 188 5 940 25
 2008 193 7 1351 49
 sume 1500 110 168130
 Rješenje – parametri linearnog trenda
 1500187 5
 8,a y= = =
 2
 1100 65
 168,i i
 i
 x yb
 x
 ⋅= = =∑∑
 187 5 0 65, ,ti i iy a b x x= + ⋅ = + ⋅
 131
 Rješenje – predviñanje za 2012.
 2012 15. ix⇒ = ⇒
 187 5 0 65, ,ti i iy a b x x= + ⋅ = + ⋅
 187 5 0 65 15 197 25, , ,+ ⋅ =
 132
 Očekivani nivo ulaganja u VP za 2012. godinu je $ 197.250.
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 REKAPITULACIJA DINAMIČKE ANALIZE
 133
 Prosječna neto plata u BiH u periodu 1998. - 2003. bila je:
 • Grafički predstaviti aritmetičkim dijagramom.
 • Izračunati parametre odgovarajućem trend modela.
 • Isključiti trend i objasniti rezultate.
 • Koji nivo pojave očekujemo u 2016. ako se nastavi isti trend?
 134
 Godina
 Prosječna neto plata
 u BiH 1998 2961999 3432000 3722001 4082002 4462003 484
 Trend kao komponenta vremenske serije:
 1. Izražava uticaj sezone na kretanje pojave
 2. Izražava ciklične varijacije u kraćem vremenskom periodu
 3. Je izazvan slučajnim faktorom
 4. Je osnovni pravac u kretanju pojave za jedan duži vremenski period
 135
 Sezonska varijacija je:
 1. Neočekivana promjena u kretanju pojave
 2. Promjena nastala pod uticajem nepoznatog faktora
 3. Regularna fluktuacija pojave u toku jedne godine
 4. Trend u kretanju podataka
 136

Page 35
						

5/22/2017
 35
 Apsolutna promjena pokazuje:
 1. Procentualnu promjenu u kretanju neke pojave izmeñu dva perioda
 2. Promjenu u kretanju neke pojave izmeñu dva perioda izraženu u jedinici mjere date varijable
 3. Procentualno izraženu vezu izmeñu dvije varijable
 137
 Relativna promjena pokazuje:
 1. Procentualnu promjenu u kretanju neke pojave izmeñu dva perioda
 2. Promjenu u kretanju neke pojave izmeñu dva perioda izraženu u jedinici mjere date varijable
 3. Procentualno izraženu vezu izmeñu dvije varijable
 138
 Formula za izračunavanje apsolutne promjene u odnosu na predhodnu godinu glasi:
 1. Vt - V0
 2. Vt – Vt-1
 3. Vt + V0
 4. Vt + Vt-1139
 Formula za izračunavanje relativne promjene u odnosu na baznu godinu glasi:
 140
 0
 0
 3. tV V
 V
 −
 02. t
 t
 V V
 V
 −
 1
 1
 1. t t
 t
 V V
 V−
 −
 −
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 Pratili smo kretanje BDP per capita u periodu 2005-2009. godina. Apsolutna promjena u 2008. godini u odnosu na 2006. godinu iznosila je $B, gdje je B<0. Dakle, 2008. godine u odnosu na 2006. godinu, BDP per capita je:
 1. Niži za $B
 2. Viši za $B
 3. Isti
 4. Viši za B%141
 Šta nedostaje (u praznoj kutijici) u formuli za izračunavanje baznog indeksa
 1. Vt-1
 2. V1
 3. V0
 142
 /0t
 t
 Vi =
 Formula za izračunavanje lančanog indeksa glasi:
 143
 1/ 13. t
 t tt
 Vi
 V−
 − =
 /00
 2. tt
 Vi
 V=
 / 11
 1. tt t
 t
 Vi
 V−−
 =
 Osobina tranzitivnosti indeksa glasi:
 144
 /00/
 13. t
 t
 ii
 =
 /0 / ' '/02. t t t ti i i= ⋅
 / '/0
 '/0
 1. t tt
 t
 ii
 i=
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 Relacija izmeñu baznog indeksa i stope promjene glasi:
 145
 /0/03. 1t
 t
 Vi
 V
 ∆ = −
 /0/ 12. 1t
 t t
 Vi
 V −∆ = −
 /0/01. 1t
 t
 Vi
 V
 ∆ = +
 Šta nedostaje (u praznoj kutijici) u formuli za izračunavanje prosječne godišnje stope rasta
 1. Vn
 2. Vn ⋅V1
 3. Vn / V1
 146
 1 1nr −= −
 Za izračunavanje indeksa cijena koristili smo relaciju
 Izračunali smo:
 1. Laspeyres indeks cijena
 2. Paasche indeks cijena
 3. Fisher indeks cijena
 147
 , 1,
 0, 1,
 100i j j
 j j
 p q
 p q
 ⋅⋅
 ⋅∑∑
 Za izračunavanje indeksa količina koristili smo relaciju
 Izračunali smo:
 1. Laspeyres indeks količina
 2. Paasche indeks količina
 3. Fisher indeks količina
 148
 0, 1,
 0, 0,
 100j j
 j j
 p q
 p q
 ⋅⋅
 ⋅∑∑
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 Prema MNK metodi, formula za izračunavanje koeficijenta presjeka sa y-osom (a) za linearni model trenda (ako je Σxi =0) glasi:
 149
 1.y
 ax
 =
 2. a x=
 3. a y=
 Prema MNK metodi, formula za izračunavanje koeficijenta b za linearni model trenda (ako je Σxi =0) glasi:
 150
 1. b x y= ⋅∑
 22.
 x yb
 x
 ⋅= ∑∑
 3.x y
 bx
 ⋅= ∑∑
 Šta nedostaje (u praznoj kutijici) u formuli za isključenje trenda
 151
 100iy ⋅
 13. iy +
 2. y
 1. tiy
 Izračunali smo da je u datoj godini podatak za isključenje trenda iznosio
 To znači da je:1. Pojava bila ispod prosjeka pod uticajem
 rezidijuma
 2. Pojava u prosjeku ostala ista pod uticajem rezidijuma
 3. Pojava bila iznad prosjeka po uticajem rezidijuma
 152
 100 100i
 ti
 y
 y⋅ =
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