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Poglavje 3
 Verjetnost: matematika nakljucij
 Ste se kdaj vprasali, zakaj so igre na sreco, ki so za nekatere rekreacija ali pa droga,
 tako dober posel za igralnice? Vsak uspesen posel mora iz uslug, ki jih ponuja,
 kovati napovedljive dobicke. To velja tudi v primeru, ko so te usluge igre na sreco.
 Posamezni hazarderji lahko zmagajo ali pa izgubijo. Nikoli ne morejo vedeti, ce se
 bo njihov obisk igralnice koncal z dobickom ali z izgubo. Igralnica pa ne kocka, pac
 pa dosledno dobiva in drzava lepo sluzi na racun loterij in drugih oblik iger na sreco.
 Presenetljivo je, da lahko skupni rezultat vec tisoc nakljucnih izidov poznamo s
 skoraj popolno gotovostjo. Igralnici ni potrebno obteziti kock, oznaciti kart ali
 spremeniti kolesa rulete. Ve, da ji bo na dolgi rok vsak stavljeni evro prinesel
 priblizno pet centov dobicka. Splaca se ji torej osredotociti na brezplacne predstave
 ali poceni avtobusne vozovnice, da bi privabili vec gostov in tako povecali stevilo
 stavljenega denarja. Posledica bo vecji dobicek.
 Igralnice niso edine, ki se okoriscajo z dejstvom, da so velikokratne ponovitve slu-
 cajnih izidov napovedljive. Na primer, ceprav zavarovalnica ne ve, kateri od njenih
 zavarovancev bodo umrli v prihodnjem letu, lahko precej natancno napove, koliko
 jih bo umrlo. Premije zivljenjskih zavarovanj postavi v skladu s tem znanjem, ravno
 tako kot igralnica doloci glavne dobitke.
 Pojav je slucajen, ce so posamezni izidi negotovi, vendar pa je na dolgi
 rok vzorec velikega stevila posameznih izidov napovedljiv.
 Za statistika slucajen ne pomeni neurejen. Za slucajnostjo je neke vrste red, ki se
 pokaze sele na dolgi rok, po velikem stevilu ponovitev. Veliko pojavov, naravnih in
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116 Verjetnost: matematika nakljucij
 tistih, ki so delo cloveka, je slucajnih. Zivljenjska doba zavarovancev in barva las
 otrok sta primera naravne slucajnosti. Res, kvantna mehanika zagotavlja, da je na
 subatomskem nivoju v naravo vgrajena slucajnost. Teorija verjetnosti, matematicni
 opis slucajnosti, je bistvenega pomena za prenekatero sodobno znanost.
 Igre nakljucij so primeri slucajnosti, ki jo namenoma povzroci clovek. Kocke v igral-
 nicah so skrbno izdelane in izvrtane luknje, ki sluzijo oznacevanju pik, so zapolnjene
 z materialom, ki ima enako gostoto kot ostali del kocke. S tem je zagotovljeno, da
 ima stran s sestimi pikami enako tezo kot nasprotna stran, na kateri je le ena pika.
 Tako je za vsako stran enako verjetno, da bo koncala zgoraj. Vse verjetnosti in
 izplacila pri igrah s kockami temeljijo na tej skrbno nacrtovani slucajnosti.
 Tako statistiki kot upravniki igralnic se zanasajo na nacrtovano slucajnost, ceprav
 statistiki uporabljajo tabele nakljucnih stevil, ne pa kock in kart. Logika statisticnih
 sklepov pociva na nacrtovani slucajnosti in na matematiki verjetnosti, prav tisti, ki
 zagotavlja dobicke igralnicam in zavarovalnicam. Matematika nakljucij je tema tega
 poglavja.
 3.1 Kaj je verjetnost?
 Matematika nakljucij, matematicni opis slucajnosti, se imenuje teorija verjetnosti.
 Verjetnost opisuje napovedljive vzorce, ki na dolgi rok vladajo slucajnim izidom.
 Primer. (Metanje kovanca) Ko vrzemo kovanec, sta le dva mozna izida: glava
 ali cifra. Na sliki 3.1 je prikazan rezultat 1000 metov kovanca. Za vsako stevilo
 metov med 1 in 1000 smo narisali delez tistih metov, katerih rezultat je bila glava.
 Prvi met je bila glava, zato je zacetni delez glav enak 1. Pri drugem metu je padla
 cifra, zato se je delez glav po dveh metih zmanjsal na 0,5. Tretji met je bila spet
 cifra, sledili pa sta ji dve glavi, zato je bil delez glav po petih metih enak 35
 ali 0,6.
 Delez metov, pri katerih pade glava, se na zacetku precej spreminja, vendar pa se
 ustali, ko stevilo metov narasca. Nazadnje pride ta delez blizu 0,5 in tam obstane.
 Pravimo, da se glava pojavi z verjetnostjo 0,5. Ta verjetnost je prikazana na grafu
 z vodoravno crto. �
 Verjetnost vsakega od izidov slucajnega pojava je delez stevila pojavitev
 tega izida v dolgem zaporedju ponovitev.
 Lahko bi posumili, da je verjetnost glave enaka 0,5, ker ima kovanec le dve strani.
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3.2 Verjetnostni modeli 117
 | | | | | | |||
 ||
 |
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 Slika 3.1: Delez glav v odvisnosti od stevila metov kovanca. Delez se scasoma ustali pri verjetnosti
 za glavo.
 Kot bomo videli v nalogah 1 in 2, take slutnje niso vedno pravilne. Ideja, ki se skriva
 za verjetnostjo, je izkustvo. Se pravi, verjetnost temelji na opazovanjih, ne pa na
 teoretiziranju. Verjetnost opisuje, kaj se zgodi po zelo velikem stevilu poskusov, in
 da jo dolocimo, moramo toliko poskusov res opazovati.
 3.2 Verjetnostni modeli
 Igralcem je ze dolgo casa znano, da se meti kovanca, kart ali kock scasoma ustalijo
 v tocno dolocene vzorce. Verjetnostna matematika ima zacetke v Franciji 17. sto-
 letja, ko so hazarderji zaceli prihajati k matematikom po nasvete (vec v okvirju na
 strani 122). Ideja verjetnosti temelji na dejstvu, da lahko povprecni rezultat velikega
 stevila slucajnih izidov poznamo z veliko gotovostjo. Vendar pa je definicija verjet-
 nosti z izrazom “na dolgi rok” nejasna. Kdo ve, kaj “dolgi rok” je? Namesto tega
 matematicno opisemo kako se verjetnosti obnasajo, pri cemer temeljimo na nasem
 razumevanju delezev, ki se pojavljajo na dolgi rok. Da bi nadaljevali, si najprej
 zamislimo zelo preprost slucajni pojav, en sam met kovanca. Ko vrzemo kovanec,
 ne vemo vnaprej, kaksen bo izid. Kaj pa vemo? Pripravljeni smo priznati, da bo
 izid bodisi glava bodisi cifra. Verjamemo, da se vsak od teh rezultatov pojavi z
 verjetnostjo 12. Opis meta kovanca sestoji iz dveh delov:
 • seznama vseh moznih izidov in
 • verjetnosti za vsakega od teh izidov.
 Tak opis je osnova vseh verjetnostnih modelov. Tule je slovarcek besed, ki jih pri
 tem uporabljamo:
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118 Verjetnost: matematika nakljucij
 Vzorcni prostor S slucajnega pojava je mnozica vseh moznih izidov.
 Dogodek je katerikoli izid ali mnozica izidov slucajnega pojava. Dogodek
 je torej podmnozica vzorcnega prostora.
 Verjetnostni model je matematicni opis slucajnega pojava, sestavljen iz
 dveh delov: vzorcnega prostora S in predpisa, ki dogodkom priredi verjet-
 nosti.
 Vzorcni prostor S je lahko zelo preprost ali pa zelo zapleten. Ko vrzemo ko-
 vanec enkrat, sta le dva mozna izida, glava ali cifra. Vzorcni prostor je torej
 S = {G,C}. Ce izbiramo slucajni vzorec 1500 polnoletnih Americanov kot v
 Gallupovih raziskavah, pa vzorcni prostor vsebuje vse mozne izbire 1500 izmed vec
 kot 200 milijonov odraslih prebivalcev. Ta S je hudo velik. Vsak element vzorcnega
 prostora S je mozni vzorec za Gallupovo raziskavo, od koder ime vzorcni prostor.
 Primer. (Metanje kocke) Metanje dveh kock hkrati je obicajni nacin za izgub-
 ljanje denarja v igralnicah. Ko vrzemo dve kocki, je moznih 36 izidov, ce med
 kockama razlikujemo. Ti mozni izidi so prikazani na sliki 3.2. Tvorijo vzorcni
 prostor S. “Pade 5” je nek dogodek, oznacimo ga z A. Vsebuje 4 od 36 moznih
 izidov:
 b
 b b
 b b b
 b
 b
 b
 b
 b
 b
 b
 b
 b b
 b
 b
 b
 b }{=A
 Ce so kocke dobro izdelane, izkusnje kazejo, da se vsak od 36 izidov s slike 3.2
 pojavi enako pogosto. Razumen verjetnostni model torej pripise vsakemu od izidov
 verjetnost 136
 .
 V igrah kot je craps1 je pomembna samo vsota pik, ki jih vrzemo. Spremenimo torej
 izide, ki nas zanimajo, takole: vrzemo dve kocki in prestejemo stevilo pik. V tem
 primeru je moznih le 11 izidov, od vsote 2, ki jo dobimo, ce vrzemo dve enici, do
 vsote 12, ki jo dobimo z dvema sesticama. Vzorcni prostor je
 S = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}.
 Ce primerjamo ta S z vzorcnim prostorom na sliki 3.2, vidimo, da se S lahko spre-
 meni, ce spremenimo podrobnosti, ki jih pri nekem pojavu opazujemo. Izidi v
 tem novem vzorcnem prostoru niso vec enako verjetni, ker lahko 7 dobimo na sest
 nacinov, 2 ali 12 pa samo na enega. �
 1Ameriska igra z dvema kockama. (Op. prev.)
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 b bb
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 b b b
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 Slika 3.2: Mozni izidi pri metu dveh kock.
 3.3 Pravila verjetnosti
 Nacinov za predpisovanje verjetnosti je veliko, zato je smiselno zaceti pri nekaj
 splosnih pravilih, ki se jim mora podrediti vsako prirejanje verjetnosti izidom. Ta
 pravila sledijo iz ideje, da je verjetnost “dolgorocni delez ponovitev, v katerih se
 dogodek zgodi”.
 (1) Verjetnost je vedno stevilo med 0 in 1. Vsak delez je stevilo med 0 in
 1, zato je tudi verjetnost vedno stevilo med 0 in 1. Dogodek z verjetnostjo 0
 se ne zgodi nikoli (nemogoc dogodek), dogodek, ki ima verjetnost 1, pa se
 zgodi pri vsaki ponovitvi poskusa (gotov dogodek). Dogodek z verjetnostjo
 0,5 se pri velikem stevilu ponovitev zgodi v polovici primerov.
 (2) Vsi mozni izidi morajo skupaj imeti verjetnost 1. Ker se mora pri vsaki
 ponovitvi pojaviti nek izid, mora biti vsota vseh verjetnosti natanko 1.
 (3) Ce dva dogodka nimata nobenih skupnih izidov (sta nezdruzljiva ali
 disjunktna), je verjetnost, da se zgodi eden od njiju, enaka vsoti
 verjetnosti, da se zgodi prvi, in verjetnosti, da se zgodi drugi. Ce
 se eden od dogodkov zgodi v 40% vseh poskusov, drugi v 25% in se nikoli ne
 zgodita oba hkrati, potem se zgodi vsaj eden od njiju v 65% vseh poskusov,
 ker je 40% + 25% = 65%.
 Uporabimo lahko matematicni zapis, da pravila 1, 2 in 3 zapisemo krajse. Dogodke
 oznacimo z velikimi tiskanimi crkami z zacetka abecede. Ce je A nek dogodek,
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120 Verjetnost: matematika nakljucij
 oznacimo njegovo verjetnost s P (A). Spodaj so nasa pravila za verjetnost v formalni
 obliki. Ko uporabljas ta pravila, ne pozabi, da so samo se ena oblika intuitivno
 resnicnih dejstev o dolgorocnih delezih.
 Pravilo 1. Verjetnost P (A) poljubnega dogodka A zadosca neenakosti
 0 ≤ P (A) ≤ 1.
 Pravilo 2. Naj bo S vzorcni prostor verjetnostnega modela. Potem je
 P (S) = 1.
 Pravilo 3. Dogodka A in B sta disjunktna, ce nimata nobenih skupnih
 izidov in torej nikoli ne nastopita hkrati. Ce sta A in B disjunktna,
 je
 P (A ali B) = P (A) + P (B).
 Temu pravimo pravilo vsote za disjunktne dogodke.
 Primer. (Verjetnosti pri metu kock) Na sliki 3.2 je prikazanih vseh 36 moznih
 izidov pri metu dveh kock. Za igralniske kocke je smiselno vsakemu od teh 36 izidov
 predpisati isto verjetnost. Ker mora biti verjetnost vseh 36 dogodkov skupaj enaka
 1 (Pravilo 2), mora imeti vsak od izidov verjetnost 136
 .
 Koliksna je verjetnost, da je vsota pik na obeh kockah enaka 5? Ker je ta dogodek
 sestavljen iz stirih moznih izidov, ki smo jih zapisali v prejsnjem primeru, nam
 pravilo vsote (Pravilo 3) pove, da je
 b
 b b
 b b b
 b
 b
 b
 b
 b
 b
 b
 b
 b b
 b
 b
 b
 bP (pade 5) = P ( ) + P ( ) + P ( ) + P ( ) =
 =1
 36+
 1
 36+
 1
 36+
 1
 36=
 =4
 36= 0, 111.
 Kaj pa verjetnost, da dobimo 7? Na sliki 3.2 najdemo sest izidov, pri katerih je vsota
 pik enaka 7. Verjetnost za 7 je torej 636
 , kar je priblizno 0,167. Na ta nacin nadaljuj
 z racunanjem, da dobis celoten verjetnostni model (vzorcni prostor in predpise ver-
 jetnosti) za met dveh kock, pri katerem opazujemo vsoto pik. Tole je rezultat:
 Izid 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
 Verjetnost 136
 236
 336
 436
 536
 636
 536
 436
 336
 236
 136
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3.3 Pravila verjetnosti 121
 Na sliki 3.3 je verjetnostni histogram tega verjetnostnega modela. Visina vsakega
 stolpca prikazuje verjetnost dogodka, ki ga ta stolpec predstavlja. Ker so visine
 ravno verjetnosti, se sestejejo v 1. Slika 3.3 je idealizirana podoba rezultatov velikega
 stevila metov kock. Kot idealizacija je popolnoma simetricna.
 | | | | | | | | | | | |
 ||
 ||
 |
 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 120,00
 0,05
 0,10
 0,15
 0,20
 0,25
 Izid.
 Ver
 jetn
 ost.
 Slika 3.3: Verjetnostni histogram za met dveh kock, ki prikazuje, kaksne so verjetnosti za
 posamezno vsoto pik.
 Ta model vsakemu posameznemu izidu priredi neko verjetnost. Da bi poiskali ver-
 jetnost nekega dogodka, moramo sesteti verjetnosti izidov, ki ta dogodek sestavljajo.
 Na primer:
 P (izid je lih) = P (3) + P (5) + P (7) + P (9) + P (11) =
 =2
 36+
 4
 36+
 6
 36+
 4
 36+
 2
 36=
 =18
 36=
 1
 2.
 �
 S tem primerom smo spoznali enega od nacinov, kako dogodkom priredimo verjet-
 nosti: predpisemo verjetnosti vsakemu od izidov, nato pa jih sestejemo, da dobimo
 verjetnost dogodka. Da bi tako prirejanje zadoscalo pravilom verjetnosti, se morajo
 verjetnosti posameznih izidov sesteti v 1.
 Verjetnostni model za koncen vzorcni prostor podamo tako, da
 predpisemo verjetnost vsakemu posameznemu izidu. Te verjetnosti morajo
 biti stevila med 0 in 1 in njihova vsota mora biti enaka 1. Verjetnost
 poljubnega dogodka je vsota verjetnosti izidov, ki ga sestavljajo.
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 Pod zarometomMatematicni Bernoulliji
 Redke druzine so prispevale k matematiki toliko, kot Bernoullijevi iz svicarskega
 Basla. Kar sedem Bernoullijev iz treh generacij med leti 1680 in 1800 je bilo
 odlicnih matematikov. Pet izmed njih je pomagalo zgraditi novo matematicno
 teorijo verjetnosti.
 Jakob (1654–1705) in Johann (1667–1748) sta bila sina uspesnega svicarskega
 trgovca, vendar sta matematiko studirala proti volji svojega prakticnega oceta.
 Oba sta bila med najboljsimi matematiki svojega casa, vendar je bil Jakob tisti,
 ki se je osredotocil na verjetnost. Bil je prvi, ki je jasno videl idejo z dolgorocnimi
 povprecji kot nacin za merjenje slucajnosti.
 Johannov sin Daniel (1700–1782) ter Jakobov in Johannov necak Nicholas (1687–
 1759) sta se prav tako ukvarjala z verjetnostjo. Nicholas je opazil, da lahko z
 verjetnostjo pojasnimo vzorec v rojstvu deckov in deklic. Kljub temu da se
 je tudi sam upiral ocetovim zeljam, je Johann zelel, da bi njegov sin Daniel
 postal trgovec ali zdravnik, a Daniela to ni odvrnilo in je vseeno postal se en
 matematik iz druzine Bernoullijev. Na podrocju verjetnosti se je ukvarjal s
 pravicnim dolocanjem cen v igrah nakljucij, poleg tega pa je dokazal ucinkovitost
 cepiva proti kozam.
 Matematicna druzina Bernoullijev je, tako kot njihovi glasbeni sodobniki iz
 druzine Bach, nenavaden primer nadarjenosti za doloceno podrocje, ki se pokaze
 v zaporednih generacijah. Delo Bernoullijev je pomagalo verjetnosti, da je od
 svojega rojstva v svetu hazarda zrasla do spostovanega orodja svetovne uporab-
 nosti.
 Primer. (Rangiranje srednjesolcev) Nakljucno izbiramo studente in studentke
 prvih letnikov in jih vprasamo, kje so se v srednji soli nahajali glede na ucni uspeh.
 Tule so verjetnosti, ki jih dobimo iz delezev v velikem vzorcu studentov:
 Razred Zgornjih 20% Drugih 20% Tretjih 20% Cetrtih 20% Spodnjih 20%
 Verjetnost 0,41 0,23 0,29 0,06 0,01
 Prepricaj se, da se te verjetnosti sestejejo v 1. Zdaj lahko izracunamo se naslednji
 dve verjetnosti:
 P (student je v zgornjih 40 %) = P (zgornjih 20%) + P (drugih 20%) =
 = 0, 41 + 0, 23 = 0, 64,
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3.4 Enako verjetni izidi 123
 P (student ni v zgornjih 40 %) = 0, 23 + 0, 29 + 0, 06 + 0, 01 =
 = 0, 59.
 Ali ves, zakaj je verjetnost, da student ni v zgornjih 20%, enaka 1 minus verjetnost,
 da izbrani student je v zgornjih 20%? �
 3.4 Enako verjetni izidi
 Pri enostavnem slucajnem vzorcenju imajo vsi vzorci enake moznosti, da so izbrani.
 Pri metanju dveh pravicnih kock ima vseh 36 izidov enako verjetnost. Kadar
 je slucajnost produkt clovekovega nacrtovanja, se velikokrat zgodi, da so izidi iz
 vzorcnega prostora enako verjetni. Pravili 1 in 2 nam v tem primeru povesta, ko-
 liksne so te verjetnosti.
 Ce je pri slucajnem pojavu moznih n izidov, ki so vsi enako verjetni, potem
 je verjetnost vsakega od izidov enaka 1n. Za poljubni dogodek A je njegova
 verjetnost enaka
 P (A) =stevilo izidov v A
 stevilo izidov v S=
 stevilo izidov v A
 n.
 Primer. (Nakljucna stevila) Zaporedna stevila iz tabele nakljucnih stevil 1.1
 so bila generirana s pazljivim slucajenjem, zaradi katerega je vsak element z enako
 verjetnostjo katerikoli od desetih moznih. Ker mora biti celotna verjetnost enaka
 1, je verjetnost vsakega od desetih izidov enaka 110
 . Verjetnostni model je torej
 naslednji:
 Izid 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
 Verjetnost 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
 Na sliki 3.4 je ta model prikazan z verjetnostnim histogramom.
 Verjetnost poljubnega dogodka poiscemo tako, da prestejemo, koliko izidov vsebuje.
 Naj bo na primer
 A = {lih izid} = {1, 3, 5, 7, 9}
 in
 B = {izid je manjsi ali enak 3} = {0, 1, 2, 3}.

Page 10
						
						

124 Verjetnost: matematika nakljucij
 Vidimo, da je P (A) = 0, 5 in P (B) = 0, 4. Dogodek [A ali B] vsebuje 7 izidov,
 [A ali B] = {0, 1, 2, 3, 5, 7, 9},
 zato ima verjetnost 0,7. Ta verjetnost ni vsota verjetnosti P (A) in P (B), ker A in
 B nista disjunktna dogodka. Izida 1 in 3 pripadata tako A kot B. �
 | | | | | | | | | | |
 ||
 ||
 0 1 2 3 4 5 6 7 8 90,0
 0,1
 0,2
 0,3
 0,4
 Izid.
 Ver
 jetn
 ost.
 Slika 3.4: Verjetnostni histogram, ki prikazuje verjetnosti pri nakljucnem generiranju stevke med
 0 in 9.
 Kadar so izidi enako verjetni, nas iskanje verjetnosti pripelje do studija metod za
 prestevanje, imenovanega kombinatorika. Kombinatorika je sama po sebi pomem-
 bno podrocje matematike. Za zacetek si bomo ogledali metodo produkta, ki jo
 imenujemo tudi osnovni princip stetja.
 Primer. (Identifikacijske kode) Nek racunalniski sistem uporabnikom dodeljuje
 identifikacijske kode za prijavo tako, da nakljucno izbere tri crke (angleske abecede)2.
 Vse tricrkovne kode so torej enako verjetne. Kaksna je verjetnost, da koda, ki jo
 dobis, ne vsebuje crke x?
 Najprej prestejemo, koliko je vseh moznih besed. Na vsakem od treh mest se lahko
 pojavi katerakoli od 26 crk. Katerokoli od 26 crk na prvem mestu lahko kombiniramo
 s katerokoli od 26 crk na drugem mestu, torej imamo 26 · 26 izbir. (To je res, ker
 je vrstni red crk pomemben, zato sta ab in ba razlicni izbiri.) Nazadnje lahko na
 tretjem mestu spet stoji katerakoli od 26 crk. Vseh moznih kod je torej
 26 · 26 · 26 = 17 576.
 Zdaj pa prestejemo se besede, ki ne vsebujejo crke x. Take besede so sestavljene iz
 preostalih 25 crk, zato jih je skupaj
 25 · 25 · 25 = 15 625.2Angleska abeceda ima 26 crk. (Op. prev.)
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 Verjetnost, da nasa koda ne vsebuje crke x, je torej enaka
 P (ne vsebuje x) =stevilo kod brez x
 stevilo vseh kod=
 15 625
 17 576= 0, 889.
 Recimo, da je racunalnik programiran tako, da se izogne ponavljanju crk v iden-
 tifikacijski kodi. Na prvem mestu se se vedno lahko pojavi katerakoli od 26 crk.
 Vendar pa je tokrat na drugem mestu dovoljenih le 25 preostalih crk, zato imamo
 skupaj 26 · 25 izbir za prvi dve crki kode. Pri katerikoli od teh izbir nam preostane
 se 24 crk za tretje mesto. Stevilo razlicnih kod brez ponavljanja je
 26 · 25 · 24 = 15 600.
 Pri kodah, v katerih se ne pojavi crka x, imamo na vsakem mestu se po eno moznost
 manj, zato jih je
 25 · 24 · 23 = 13 800.
 Verjetnost, da nasa koda ne vsebuje crke x, je torej
 P (ne vsebuje x) =stevilo kod brez x
 stevilo vseh kod=
 13 800
 15 600= 0, 885.
 Ce torej ne dovolimo ponavljanj, je verjetnost, da se bomo izognili crki x, nekoliko
 manjsa. �
 V prejsnjem primeru smo morali uporabiti dve od pravil prestevanja, ki jih velikokrat
 uporabljamo pri iskanju verjetnosti:
 Pravilo prestevanja A. Dana je mnozica n razlicnih predmetov in k jih
 zelimo urediti v vrsto. Isti predmet se lahko v razvrstitvi pojavi
 veckrat. Vseh moznih razvrstitev je
 n · n · . . . · n = nk.
 Pravilo prestevanja B. Dana je mnozica n razlicnih predmetov. Spet
 jih zelimo k postaviti v vrsto, vsak predmet pa se lahko pri tem
 pojavi najvec enkrat. Stevilo moznih ureditev je enako
 n · (n − 1) · . . . · (n − k + 1).
 V prejsnjem primeru je bil n (stevilo crk, ki so bile na voljo) najprej enak 26, nato
 pa 25, k pa je bil enak 3 (stevilo crk, ki jih moramo postaviti v vrsto, da dobimo
 kodo). Lazje je ta prestevanja vedno znova premisliti kot pa si zapomniti formule.
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 Primer. (Koliko razvrstitev?) Poroto, sestavljeno iz sedmih studentov, ki bodo
 sodili na debatnem turnirju, posedemo v vrsto s sedmimi stoli. Na koliko nacinov
 lahko to storimo?
 Ker na vsakem stolu sedi le en student, seveda ne dovoljujemo ponavljanj. To
 situacijo torej opisuje pravilo B, pri cemer sta n in k oba enaka 7. Razmislek
 nadaljujemo takole: Katerikoli od sedmih studentov lahko sedi na prvem stolu,
 katerikoli od preostalih sestih lahko sede na drugi stol, in tako naprej. Stevilo
 razporeditev je torej enako
 7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 5040.
 (To stevilo navadno oznacimo 7! in preberemo “sedem fakulteta” ali pa “sedem
 faktoriela”.) �
 3.5 Srednja vrednost verjetnostnega modela
 Recimo, da nam nekdo ponudi naslednji stavi, ki obe staneta enako: pri stavi A
 dobimo v primeru zmage 10 AC, zmagamo pa z verjetnostjo 12; pri stavi B dobimo
 10000 AC, vendar pa zmagamo z verjetnostjo 110
 . Vecina bi najverjetneje izbrala stavo
 B, ceprav so moznosti za zmago pri stavi A vecje, ker pri B dobimo v primeru zmage
 veliko vecji znesek. Bilo bi se neumno odlocati med tema stavama zgolj na podlagi
 verjetnosti za zmago. Znesek, ki ga pri tem lahko dobimo, je ravno tako pomemben.
 Kadar ima slucajni pojav stevilske izide, nas zanimajo tudi njihove vrednosti, ne pa
 zgolj verjetnosti.
 Kaksen bo povprecni dobicek nasih dveh stav po velikem stevilu iger? Spomnimo se,
 da so verjetnosti dolgorocni delezi iger, v katerih se pojavi vsak vsak od izidov. Pri
 stavi A dobimo 10 AC v polovici primerov in 0 AC v drugi polovici primerov. Povprecni
 dobicek je torej(
 10 AC · 1
 2
 )
 +
 (
 0 AC · 1
 2
 )
 = 5 AC.
 Po drugi strani pa pri stavi B dobimo 10 000 AC pri 110
 vseh stav. Povprecni izkupicek
 je enak(
 10 000 AC · 1
 10
 )
 +
 (
 0 AC · 9
 10
 )
 = 1000 AC.
 Ce lahko stavimo velikokrat, se nam torej splaca izbrati stavo B. Tole je splosna
 definicija “povprecnega izida”, ki smo ga uporabili za primerjavo teh dveh stav:
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 Naj bodo mozni izidi s1, s2, . . . , sn iz vzorcnega prostora S stevila in naj
 bo pj verjetnost, da se zgodi sj. Srednja vrednost µ tega verjetnostnega
 modela je
 µ = s1p1 + s2p2 + . . . + snpn.
 Spoznali smo ze povprecje ali srednjo vrednost x, povprecje n vrednosti, ki smo
 jih izmerili. Srednja vrednost µ pa opisuje verjetnostni model in ne neke mnozice
 podatkov. Lahko si µ predstavljamo kot teoreticno povprecje, ki nam pove, kaksen
 je povprecni izid, ki ga lahko pricakujemo po veliko ponovitvah3.
 Primer. (Povprecna velikost gospodinjstev) Koliko clanov steje povprecno
 amerisko gospodinjstvo? V spodnji tabeli je prikazana porazdelitev velikosti gospo-
 dinjstev, ki jo je sestavil ameriski urad za stetje prebivalstva:
 Stevilo clanov 1 2 3 4 5 6 7
 Delez gospodinjstev 0,25 0,32 0,17 0,15 0,07 0,03 0,01
 Ce nakljucno izberemo eno gospodinjstvo, njegova velikost sledi verjetnostnemu mo-
 delu, ki je povzet v zgornji tabeli. Srednja vrednost µ je povprecna velikost ameri-
 skega gospodinjstva. Enaka je
 µ = 1 · 0, 25 + 2 · 0, 32 + 3 · 0, 17 + 4 · 0, 15 + 5 · 0, 07 + 6 · 0, 03 + 7 · 0, 01 = 2, 6.
 Na sliki 3.5 je verjetnostni histogram porazdelitve velikosti gospodinjstev, na kate-
 rem je oznacena tudi srednja vrednost µ = 2, 6.
 V tem primeru je srednja vrednost µ povprecna velikost ameriskega gospodinjstva.
 Ce bi recimo izbrali slucajni vzorec 100 gospodinjstev in si zapisali velikosti, bi
 imenovali x povprecna velikost tega vzorca. Z drugim slucajnim vzorcem bi brez
 dvoma prisli do nekoliko drugacne vrednosti x. Torej se x spreminja od vzorca do
 vzorca, µ, ki opisuje porazdelitev verjetnosti, pa je konstanten. �
 Srednja vrednost µ je povprecni izid v dveh smislih. Definicija pravi, da je µ
 povprecje moznih izidov, utezeno z verjetnostmi. Izidom, ki so bolj verjetni, damo
 vec teze. Pomembna lastnost verjetnosti, zakon velikih stevil, pa pravi, da je µ
 povprecni izid se v enem smislu.
 3V slovenscini se je za kolicino, ki jo ponavadi izracunamo po enaki formuli kot µ, uveljavil izraz
 matematicno upanje. To poimenovanje lepo povzame bistvo: µ nam pove, na kaksen izkupicek
 lahko upamo po velikem stevilu stav. (Op. prev.)
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 Slika 3.5: Verjetnostni histogram, ki prikazuje verjetnosti za stevilo clanov nakljucno izbranega
 gospodinjstva. Povprecna velikost gospodinjstva je µ = 2, 6 cloveka.
 Oglejmo si poljuben slucajni pojav z numericnimi izidi in koncno sre-
 dnjo vrednostjo µ. Zakon velikih stevil pravi, da bo po velikem stevilu
 ponovitev pojava
 • delez ponovitev, v katerih se pojavi vsak od izidov, vedno blizji ver-
 jetnosti tega izida in
 • povprecje x vseh opazenih vrednosti vedno blizje µ.
 Ta dejstva lahko povemo bolj natancno in jih matematicno dokazemo. Zakon velikih
 stevil naravno zaokrozi idejo verjetnosti. Najprej smo opazili, da so nekateri pojavi
 sicer slucajni, vendar na dolgi rok kazejo pravilnosti. Nato smo uporabili idejo o
 dolgorocnih delezih kot motiv za vpeljavo osnovnih pravil verjetnosti. Ta pravila
 so matematicne idealizacije, ki jih lahko uporabljamo, ne da bi pri tem verjetnost
 interpretirali kot delez pri velikem stevilu poskusov. Nazadnje pa nam zakon velikih
 stevil pove, da se bo po velikem stevilu poskusov delez tistih, v katerih se pojavi
 dolocen izid, priblizeval verjetnosti tega izida.
 Zakon velikih stevil tudi pojasni, zakaj igralnice poslujejo tako dobro. Zmage (ali
 izgube) igralca v majhnem stevilu iger so negotove; to je navsezadnje tisto, kar
 naredi igre na sreco tako zanimive. Sele na dolgi rok lahko napovemo povprecni
 izid.
 Igralnice pa igrajo igre vec desettisockrat. Igralnica lahko torej v nasprotju s posa-
 meznim igralcem racuna na dolgorocno pravilnost, ki jo opisuje zakon velikih stevil.
 Povprecni zasluzek igralnice po desettisoc igrah bo zelo blizu srednji vrednosti po-
 razdelitve zasluzkov. Ni potrebno posebej omenjati, da ta srednja vrednost igralnici
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 zagotavlja dobicek.
 3.6 Vzorcne porazdelitve
 Vzorcenje je na nek nacin zelo podobno kockanju. Oba se zanasata na nacrtno
 uporabo slucajnosti. Verjetnost zelimo uporabiti za opis rezultatov vzorcenja. Na
 prvi pogled se zdi naloga vse prej kot lahka. Recimo, da smo izbrali enostavni
 slucajni vzorec velikosti 100 izmed vec kot 200 milijonov odraslih Americanov. Vsi
 mozni vzorci so enako verjetni – to je definicija enostavnega slucajnega vzorcenja.
 Stevilo moznih vzorcev je velikansko, zato iskanje verjetnosti s prestevanjem ne zveni
 prav privlacno. Obstajajo matematicne bliznjice, obstaja pa se en nacin: namesto
 prestevanja dejansko izberemo veliko stevilo vzorcev in opazujemo izide. V praksi
 programiramo racunalnik, da posnema (formalni izraz za to je simulirati) izbiro
 velikega stevila vzorcev. Poskusimo.
 Primer. (Eksperiment z vzorcenjem) V poglavju o pridobivanju podatkov smo
 si ogledali Gallupovo raziskavo, v kateri so 1493 ljudi vprasali, ce jih je ponoci
 strah zapustiti domove zaradi kriminala. To vprasanje postavimo enostavnemu
 slucajnemu vzorcu 100 ljudi in 48 jih odgovori pritrdilno. To predstavlja 48% vzorca.
 Izberemo se en vzorec in dobimo 50% pozitivnih odgovorov. Temu pojavu pravimo
 vzorcna spremenljivost. Ko vedno znova izbiramo vzorce iz iste populacije, se
 bodo dobljeni rezultati razlikovali od vzorca do vzorca.
 Na sliki 3.6(a) je prikazan histogram deleza pozitivnih odgovorov po izbiri 1000 eno-
 stavnih slucajnih vzorcev iz iste populacije. Opazimo znacilno sliko, ki je karakte-
 ristika slucajnega vzorcenja. Zdaj lahko za opis te slike uporabimo jezik verjetnosti.
 Eden od razredov v histogramu pokriva obmocje
 46% < delez pozitivnih odgovorov ≤ 48%.
 Natanko 70 od 1000 vzorcev je padlo v ta razred. Ker je za 1000 vzorcev potrebno
 veliko stevilo ponovitev slucajnega vzorcenja, je delez vzorcev, ki pristanejo v tem
 razredu blizu verjetnosti tega razreda. Lahko torej ocenimo, da je verjetnost, da
 bo pozitivnih odgovorov vec kot 46% in manj kot 48%, enaka 701000
 = 0, 07. Visina
 ustreznega stolpca na sliki 3.6(a) je 0,07. �
 Statistiki imenujejo stevila, ki jih izracunajo iz vzorcev, statistike. Delez pozitivnih
 odgovorov v nasem vzorcu 100 ljudi je statistika. Histogram na sliki 3.6 (a) prikazuje
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 Slika 3.6: Vzorcni porazdelitvi, ki prikazujeta obnasanje deleza vzorca, ki odgovori pritrdilno na
 anketno vprasanje v primeru enostavnih slucajnih vzorcev iz iste populacije. (a) Vzorci velikosti
 100. (b) Vzorci velikosti 1493.
 vzorcno spremenljivost te statistike tako, da pripise verjetnosti moznim vrednostim.
 Te verjetnosti sestavljajo vzorcno porazdelitev te statistike.
 Vzorcna porazdelitev statistike je porazdelitev vrednosti, ki jih zavzame
 statistika pri vseh moznih vzorcih iste velikosti iz iste populacije.
 Ce smo natancni, je vzorcna porazdelitev idealna slika, ki bi se pokazala, ce bi
 pregledali vse mozne vzorce velikosti 100 iz nase populacije. To idealno porazdelitev
 bi lahko prikazali z verjetnostnim histogramom. Porazdelitev, ki jo dobimo s fiksnim
 stevilom poskusov, na primer s 1000 poskusi na sliki 3.6 (a), je zgolj priblizek te
 vzorcne distribucije. V statistiki lahko z uporabo teorije verjetnosti dobimo tocne
 vzorcne porazdelitve, ne da bi zares izbrali veliko vzorcev. Interpretacija vzorcne
 porazdelitve pa ostaja enaka, ne glede na to, ali jo dobimo z dejanskim vzorcenjem
 ali le s pomocjo matematicne teorije verjetnosti.
 Oglejmo si se drugi eksperiment z vzorcenjem. V Gallupovi raziskavi so anketi-
 rali 1493 ljudi in ne 100. Izberemo 1000 enostavnih slucajnih vzorcev 1493 ljudi.
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 Za vsakega od teh vzorcev izracunamo delez pozitivnih odgovorov. Slika 3.6 (b)
 prikazuje porazdelitev dobljenih 1000 delezev, pri cemer uporabimo isto merilo kot
 pri sliki 3.6 (a). Dobimo vzorcno porazdelitev za to statistiko.
 Primer. (Pregled vzorcnih porazdelitev) Uporabimo nasa orodja za opisovanje
 porazdelitev na obeh vzorcnih porazdelitvah s slike 3.6. Ogledali si bomo obliko,
 sredisce in razpon teh dveh porazdelitev.
 Obe porazdelitvi imata znacilno zvoncasto obliko. Sta precej simetricni, v srediscu
 imata en sam vrh. Ubeznikov, ki bi izstopali, ni. Sredisci obeh sta zelo blizu 50%.
 Pravzaprav sta srednji vrednosti 50,11 za vzorce velikosti 100 in 50,03 za vzorce
 velikosti 1493. Porazdelitev rezultatov za vzorce velikosti 1493 ima bistveno manjsi
 razpon kot porazdelitev za vzorce velikosti 100, se pravi, histogram na sliki 3.6 (b) je
 visji in ozji od diagrama na sliki 3.6 (a). Standardni odklon rezultatov 1000 vzorcev
 je 4,986 za manjse in 1,289 za vecje vzorce.
 V resnici je populacija, iz katere smo izbirali vzorce, vsebovala natanko 50% ljudi, ki
 bi odgovorili pritrdilno. Sredisci vzorcnih porazdelitev sta zelo blizu 50%. Iz tega je
 razvidna odsotnost pristranskosti v enostavnih slucajnih vzorcih. Razpon rezultatov
 se manjsa, ko izbiramo vecje vzorce. Veliki vzorci torej obicajno dajo rezultate, ki
 so blizu resnicni vrednosti za populacijo. �
 Iz nasega eksperimenta z vzorcenji smo dobili priblizne vrednosti za verjetnosti (brez
 prestevanja), poleg tega pa smo se naucili nekaj o obnasanju vzorcnih porazdelitev,
 ko povecujemo velikost vzorca. Nas cilj je, da bi se naucili dovolj teorije verjetnosti,
 da bi lahko dobili rezultate, ki bi bili natancnejsi od tistih, dobljenih z eksperimenti
 na vzorcih. V naslednjem razdelku bomo spoznali specificen recept za racunanje
 srednje vrednosti in standardnega odklona vzorcnih porazdelitev. Prvi korak je
 studij znacilnih oblik teh porazdelitev. Imenujemo jih normalne porazdelitve.
 3.7 Normalne porazdelitve
 Ceprav se razlikujeta v spremenljivosti, sta histograma na slikah 3.6 (a) in (b)
 podobna. Oba sta simetricna s sredisci blizu 50%, na obeh straneh gladko padata,
 ubeznikov ni. Predstavimo obliko obeh histogramov z gladko krivuljo skozi vrhove
 vsakega od stolpcev. Ce naredimo to zelo pazljivo z uporabo dejanskih verjetnosti
 posameznih izidov in ne ocen, ki smo jih dobili iz zgolj 1000 vzorcev, sta dobljeni
 krivulji precej blizu dvema clanicama druzine normalnih krivulj. Ti dve normalni
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 krivulji sta prikazani na sliki 3.7.
 | | | | | | | | |||||||||
 50 52 54 56 58 60 62 64 664846444240383634Delez pozitivnih odgovorov.
 Slika 3.7: Normalni krivulji, ki aproksimirata vzorcni distribuciji s slike 3.6. Visja krivulja
 pripada vzorcem velikosti 1493, nizja pa vzorcem velikosti 100. Ploscina pod vsako od krivulj je
 natanko 1.
 Normalne krivulje predstavljajo nov nacin za opisovanje verjetnosti. Prirejanje
 verjetnosti posameznim vrednostim statistike lahko opisemo z verjetnostnim his-
 togramom. Visina vsakega stolpca je verjetnost izidov, ki spadajo v ustrezni razred.
 Ker so vsi stolpci enake sirine, so njihove ploscine (visina krat sirina) sorazmerne
 z visinami. Normalne krivulje si lahko predstavljamo kot priblizke za verjetnostne
 histograme, v katerih je ploscina natancno enaka verjetnosti. Delo z normalnimi
 krivuljami je lazje kot delo s histogrami, ker stolpce zamenjamo z eno samo gladko
 krivuljo. Za normalne krivulje je znacilno, da je skupna ploscina pod vsako krivuljo
 natanko 1, kar ustreza dejstvu, da je skupna verjetnost vseh moznih izidov ravno 1.
 Normalna krivulja priredi verjetnosti izidom takole: verjetnost vsakega
 intervala je enaka ploscini pod normalno krivuljo nad tem intervalom.
 Celotna ploscina pod katerokoli normalno krivuljo je natancno 1.
 Primer. (Verjetnost kot ploscina pod krivuljo) Na sliki 3.8 je se en primer
 normalne krivulje za vzorcno porazdelitev s slike 3.6 (b). Ta krivulja predpise ver-
 jetnosti delezem pozitivnih odgovorov v enostavnih slucajnih vzorcih velikosti 1493
 iz Gallupove raziskave.
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 Osenceno obmocje je ploscina pod normalno krivuljo med 50% in 52%. Ta ploscina
 je enaka 0,44. Verjetnost, da bo med 50% in 52% ljudi v slucajno izbranem vzorcu
 odgovorilo pritrdilno, je torej 0,44. �
 | | | | |||||
 50 51 52 53 5449484746Delez pozitivnih odgovorov.
 ploscina = 0,44
 Slika 3.8: Verjetnost kot ploscina pod normalno krivuljo. Ploscina 0,44 je verjetnost, da lezi izid
 med 50 in 52.
 V nasi prvi metodi za racunanje verjetnosti smo najprej predpisali verjetnosti posa-
 meznim izidom, nato pa smo te vrednosti sestevali, da smo dobili verjetnost poljub-
 nega dogodka. Verjetnost kot ploscina pod krivuljo pa je druga pomembna metoda
 za racunanje verjetnosti. Lazje je, kadar imamo veliko posameznih izidov, ki so blizu
 skupaj. Krivulje razlicnih oblik opisujejo razlicno porazdeljene verjetnosti. Ukvar-
 jali se bomo predvsem z normalnimi krivuljami, ker opisujejo verjetnost v stevilnih
 pomembnih situacijah. Kadar izidom priredimo verjetnosti s pomocjo normalne
 krivulje, govorimo o normalni porazdelitvi verjetnosti.
 Sliki 3.6 in 3.7 nazorno prikazujeta, da je vzorcna porazdelitev deleza enostavnih
 slucajnih vzorcev blizu normalni porazdelitvi. To ni zgolj vprasanje umetniske pre-
 soje, je matematicno dejstvo, ki ga je prvi dokazal Abraham DeMoivre leta 1718.
 Nekatere druge pogoste statistike, na primer povprecje x za velike vzorce, imajo
 prav tako vzorcne porazdelitve, ki so priblizno normalne. Normalna krivulja ne bo
 natancno opisala specificne mnozice izidov kot je na primer nasa mnozica delezev
 1000 vzorcev. Gre za idealizirano porazdelitev, ki je uporabna in daje dober priblizek
 dejanske porazdelitve izidov.
 Obstaja tesna povezava med opisom predpisovanja verjetnosti numericnim izidom
 in opisom mnozice podatkov. Za obe nalogi lahko uporabimo histograme. Prav
 tako lahko gladke krivulje, kakrsne so na primer normalne krivulje, nadomestijo his-
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 tograme tako v primeru velikih mnozic podatkov kot pri predpisovanju verjetnosti.
 Veliko mnozic podatkov lahko priblizno opisemo s pomocjo normalnih porazdelitev.
 Normalne porazdelitve si torej zasluzijo, da si jih podrobneje ogledamo.
 3.8 Oblika normalnih krivulj
 Normalno krivuljo je mogoce natancno podati z enacbo, vendar pa bomo mi zado-
 voljni ze s slikami, kakrsni sta sliki 3.7 in 3.8. Vse normalne krivulje so simetricne,
 zvoncaste oblike in na obeh koncih hitro padejo proti nic. Sredina normalne krivulje
 je sredisce v vec pomenih. Najprej je srednja vrednost µ, ki smo jo spoznali pri
 predpisovanju verjetnosti. Je tudi mediana, za katero velja, da polovica verjetnosti
 (polovica ploscine pod krivuljo) lezi na eni in polovica na drugi strani. Kadar ver-
 jetnosti definiramo s pomocjo ploscin pod simetricno krivuljo, je srednja vrednost µ
 tudi mediana porazdelitve.
 Povprecje in mediana asimetricne porazdelitve pa nista enaka. Primer na sliki 3.9
 prikazuje desno asimetricno porazdelitev. Desni konec krivulje je veliko daljsi od
 levega. Cene novih his so primer asimetricne porazdelitve: veliko je srednje dragih
 his, na desnem koncu pa nekaj izredno dragih grascin. Te grascine dvignejo srednjo
 vrednost, povprecno ceno, zato je le-ta v teh primerih vecja od mediane. Povprecna
 cena novih his v letu 1997 je bila 176 000 $, mediana pa le 146 000 $.
 Mediana
 Povprecje
 Slika 3.9: Povprecje asimetricne porazdelitve se nahaja blizje daljsemu koncu kot mediana.
 Kot smo videli v prejsnjem poglavju, mora tudi najbolj povrsen opis podatkov o eni
 sami spremenljivki poleg podatka o srediscu vsebovati tudi informacijo o razponu.
 Kako pa je z razponom normalnih krivulj? Normalne krivulje imajo posebno lastnost,
 da je njihov razpon mogoce natancno podati z enim samim stevilom, standardnim od-
 klonom. V prejsnjem poglavju smo se naucili, kako iz mnozice podatkov izracunamo
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3.8 Oblika normalnih krivulj 135
 standardni odklon. V primeru normalnih krivulj lahko standardni odklon (tako kot
 srednjo vrednost) preberemo direktno iz krivulje.
 Srednja vrednost normalne porazdelitve lezi v srediscu simetrije nor-
 malne krivulje.
 Standardni odklon normalne porazdelitve poiscemo tako, da se s
 svincnikom sprehodimo po krivulji od sredisca proti robu. Ko se oddalju-
 jemo od sredisca, krivulja najprej vedno bolj strmo pada, nato pa se zacne
 padanje upocasnjevati. Tocki, v katerih se ukrivljenost krivulje spremeni,
 se nahajata en standardni odklon stran od sredisca.
 Z nekaj vaje se naucimo precej natancno dolocati tocke, v katerih se spremeni ukriv-
 ljenost. Slika 3.10 prikazuje porazdelitev visin americank med 18. in 24. letom.
 Krivulja je normalna in ima srednjo vrednost (in mediano) pri visini µ = 64, 5 incev.
 Ukrivljenosti se spremenita pri 62 in pri 67 incih. Standardni odklon porazdelitve
 je enak razdalji med katerokoli od teh sprememb in srediscem, torej 2,5 incev.
 | | |||
 64,5 67,0 69,562,059,5
 Visina (v incah).
 Srednja vrednostStandardni odklon
 Slika 3.10: Polozaj srednje vrednosti in standardnega odklona pri normalni krivulji. Pri zgornji
 krivulji je µ = 64, 5 in σ = 2, 5.
 Obicajna oznaka za standardni odklon verjetnostne porazdelitve je σ, grska crka
 sigma. Tako kot srednjo vrednost µ je tudi standardni odklon σ poljubne po-
 razdelitve mogoce poiskati neposredno iz podanih verjetnosti. Prav tako tudi locimo
 med standardnim odklonom s dane mnozice podatkov in σ, standardnim odklonom
 verjetnostne distribucije.
 V prejsnjem poglavju smo velikokrat uporabili kvartile za opis razpona porazdelitve.
 Ker standardni odklon popolnoma opise razpon poljubne normalne porazdelitve,
 nam tudi pove, kje se nahajata kvartila. Velja:
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 Prvi kvartil vsake normalne porazdelitve se nahaja 0, 67σ pod srednjo vred-
 nostjo, tretji kvartil se nahaja 0, 67σ nad srednjo vrednostjo.
 Primer. (Porazdelitev visin) Na sliki 3.10 je prikazana porazdelitev visin deklet
 med 18. in 24. letom. Porazdelitev je priblizno normalna s srediscem µ = 64, 5
 incev in standardnim odklonom σ = 2.5 incev. Kvartila lezita 0, 67σ ali
 0, 67 · 2, 5 = 1, 7 inca
 od sredisca. Prvi kvartil je torej 64, 5 − 1, 7 = 62, 8 incev, tretji kvartil pa je
 64, 5 + 1, 7 = 66, 2 incev. Kvartila sta oznacena na sliki 3.11. Med njima lezi 50%
 vseh visin. �
 | | |||
 64,5 67,0 69,562,059,5
 Visina (v incah).
 Kvartil
 Slika 3.11: Kvartila normalne porazdelitve se nahajata na vsaki strani srednje vrednosti in sta
 od nje oddaljena za 0, 67 standardnega odklona. Za zgornjo krivuljo je µ = 64, 5 in σ = 2, 5.
 Srednja vrednost in standardni odklon normalnih krivulj imata posebno lastnost:
 normalna krivulja je popolnoma dolocena z µ in σ. Podatka o srediscu in razponu
 nista dovolj, da bi natancno dolocili obliko vecine porazdelitev podatkov, vendar pa
 zadostujeta, kadar gre za normalno porazdelitev. Ce spremenimo srednjo vrednost,
 se normalna krivulja le premakne, ce pa spremenimo razpon, se spremeni tudi njena
 oblika. Normalna krivulja z manjsim razponom je visja in ozja (razprsenost je
 manjsa) kot normalna krivulja z vecjim standardnim odklonom. To lahko vidimo,
 ce primerjamo krivulji na sliki 3.7. Obe imata isto srednjo vrednost, vendar ima
 krivulja, ki ustreza vzorcem velikosti 1493, manjsi standardni odklon.
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3.9 Pravilo 68-95-99,7 137
 3.9 Pravilo 68-95-99,7
 Vse normalne porazdelitve so enake, ce nas zanima le, za koliko standardnih od-
 klonov so podatki oddaljeni od sredisca. To je ena od posledic dejstva, da je nor-
 malna krivulja natancno dolocena s srednjo vrednostjo in standardnim odklonom.
 V posebnem so za vse normalne porazdelitve enake verjetnosti, da je neka vred-
 nost oddaljena od sredisca za en, dva ali tri standardne odklone. Verjetnost, da
 se izid nahaja v razdalji enega standardnega odklona od sredisca, je 0,68. Za dva
 standardna odklona je ta verjetnost enaka 0,95. Pri treh standardnih odklonih je
 verjetnost ze skoraj 1, natancneje, 0,997. Te stevilke lahko izracunamo iz enacb za
 normalne krivulje in ne veljajo za druge porazdelitve.
 Slika 3.12 prikazuje te verjetnosti, izrazene v odstotkih. Tej lastnosti pravimo 68–
 95–99,7 pravilo za normalne porazdelitve.
 95%podatkov
 68%podatkov
 99,7%podatkov
 | | | ||||
 0 1 2 3-1-2-3
 Slika 3.12: Pravilo 68–95–99,7 za normalne porazdelitve.
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 Po pravilu 68–95–99,7 za vsako normalno porazdelitev velja:
 • 68% vrednosti lezi v razdalji enega standardnega odklona od srednje
 vrednosti,
 • 95% vrednosti lezi v razdalji dveh standardnih odklonov od srednje
 vrednosti,
 • 99,7% vrednosti lezi v razdalji treh standardnih odklonov od srednje
 vrednosti.
 Z uporabo treh stevil iz pravila 68–95–99,7 lahko hitro izpeljemo koristne infor-
 macije o vsaki normalni porazdelitvi. Bolj podrobne informacije lahko dobimo iz
 tabel, ki navajajo ploscine pod normalnimi krivuljami, vendar pa bo za nase potrebe
 zadoscalo pravilo 68–95–99,7.
 Primer. (Porazdelitve visin) Visine deklet med 18. in 24. letom so priblizno nor-
 malno porazdeljene s srednjo vrednostjo µ = 64, 5 incev in standardnim odklonom
 σ = 2, 5 incev. En standardni odklon pod srednjo vrednostjo je 64.5 − 2.5 = 62
 incev. Podobno je en standardni odklon nad srednjo vrednostjo 67 incev. Pravilo
 68–95–99,7 nam pove, da je priblizno 68% deklet visokih med 62 in 67 inci. Dva
 standardna odklona ustrezata 5 incem, zato vemo, da je 95% deklet visokih med
 59,5 in 69,5 incev. Skoraj vse visine pa padejo v interval treh standardnih odklonov
 od srednje vrednosti, torej med 57 in 72 inci. Zelo malo deklet je visjih od 6 cevljev
 (72 incev). �
 Primer. (Rezultati sprejemnih izpitov) Porazdelitve rezultatov izpitov so pri-
 blizno normalne. Rezultati izpitov SAT so preracunani tako, da je povprecni rezultat
 priblizno µ = 500 in je standardni odklon priblizno σ = 100. S pomocjo teh dejstev
 lahko odgovorimo na nekaj vprasanj o SAT rezultatih.
 • Koliko tock mora doseci kandidat, da se uvrsti v zgornjih 25%?
 Tretji kvartil je 0, 67 · 100 = 67 tock nad srednjo vrednostjo, zato so rezultati
 nad 567 v zgornjih 25%.
 • Koliksen del rezultatov je med 200 in 800 tockami?
 Rezultati med 200 in 800 tockami so najvec tri standardne odklone oddaljeni
 od srednje vrednosti. Po pravilu 68–95–99,7 sklepamo, da lezi 99, 7% rezulta-
 tov na tem intervalu. (V resnici sta 200 in 800 mejni vrednosti med dosezenimi
 rezultati. Rezultate, ki so visji od 800 tock, zaokrozijo na 800.)
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 • Koliksen del rezultatov je nad 700 tockami?
 Vrednost 700 lezi dva standardna odklona nad srednjo vrednostjo. Po pravilu
 68–95–99,7 sklepamo, da lezi 95% vseh rezultatov med 300 in 700, torej jih
 5% lezi pod 300 in nad 700. Ker so normalne krivulje simetricne, lezi polovica
 od teh 5% rezultatov nad 700. Ce torej kandidat dobi vec kot 700 tock, sodi
 v zgornjih 2,5% populacije.
 Ploscina = 0,95
 Ploscina = 0,025 Ploscina = 0,025
 | | | ||||
 500 600 700 800400300200
 Rezultati izpitov SAT.
 Slika 3.13: Z uporabo pravila 68–95–99,7 poiscemo odstotek rezultatov sprejemnih izpitov SAT,
 visjih od 700. Za zgornjo krivuljo je µ = 500 in σ = 100.
 Graf normalne krivulje, na katerem oznacimo tocke, ki so en, dva ali tri standardne
 odklone oddaljene od srednje vrednosti, nam lahko pomaga pri uporabi pravila 68–
 95–99,7. Na sliki 3.13 je prikazana porazdelitev rezultatov sprejemnih izpitov SAT.
 Ploscini, ki nam pomagata pri dolocanju deleza rezultatov nad 700 tockami, sta
 osenceni. �
 3.10 Centralni limitni izrek
 Pomembnost normalnih porazdelitev delno pojasnjuje kljucna ugotovitev v teoriji
 verjetnosti, poznana pod imenom centralni limitni izrek. Izrek pravi, da porazdelitve
 slucajnih pojavov po velikem stevilu neodvisnih ponovitev tezijo k normalnim. Cen-
 tralni limitni izrek nam omogoca, da analiziramo slucajne pojave in predvidimo
 njihove izide, ce imamo na voljo vecje stevilo podatkov.
 Videli smo ze, kako centralni limitni izrek deluje v nasem primeru s slucajnim
 vzorcenjem. Vsak posameznik odgovori pritrdilno ali nikalno na anketno vprasanje.
 Mozna sta le dva izida in nikjer ne opazimo kaksne normalne krivulje. Vendar pa
 delez pozitivnih odgovorov pri slucajnem vzorcu 100 ljudi ze grobo sledi normalni

Page 26
						
						

140 Verjetnost: matematika nakljucij
 porazdelitvi. Delez pozitivnih odgovorov si lahko predstavljamo kot povprecje pozi-
 tivnih odgovorov po mnozici 100 ljudi. Ce v vzorec izberemo 1493 ljudi, delez pozi-
 tivnih odgovorov predstavlja povprecje po se vecji skupini ljudi, zato je porazdelitev
 se blizje normalni.
 V nasem eksperimentu z vzorcenjem smo ugotovili, da so vzorci velikosti 1493 precej
 manj razprseni kot vzorci velikosti 100. Razpon opisemo s standardnim odklonom
 normalne porazdelitve izidov. Centralni limitni izrek eksplicitno poveze velikost
 vzorca in standardni odklon. Tule je bolj natancna formulacija trditve:
 Centralni limitni izrek pravi, da
 • je vzorcno povprecje (ali delez vzorca) n ponovitev istega slucajnega
 pojava pri velikih n priblizno normalno porazdeljeno,
 • srednja vrednost te normalne porazdelitve je enaka srednji vrednosti
 posamezne ponovitve poskusa in
 • standardni odklon te normalne porazdelitve je standardni odklon
 posamezne ponovitve poskusa, deljen z√
 n.
 Pozorni moramo biti tudi na dejstvo, da standardni odklon pada s kvadratnim ko-
 renom stevila ponovitev poskusa,√
 n. To je res za vse vrednosti n, ne samo za tiste
 dovolj velike n, pri katerih nam centralni limitni izrek pove, da je porazdelitev blizu
 normalni.
 Primer. (Spremenljivost povprecij) Slucajno izberimo neko dekle iz primera
 o porazdelitvah visin. Pri ponavljanju takih izbir se dobljene visine spreminjajo,
 standardni odklon pri tem pa je σ = 2, 5 incev.
 Zdaj pa izberimo pet deklet in izracunajmo povprecje njihovih visin x. Povprecje
 x se prav tako spreminja, ko izberemo vec takih skupin, standardni odklon pa je v
 tem primeru enak
 σx =σ√n
 =2, 5√
 5=
 2, 5
 2, 236= 1, 118 incev.
 Oznaka σx nas opominja, da gre za standardni odklon porazdelitve x, ne pa za
 standardni odklon ene same vrednosti. �
 Da je spremenljivost povprecij x manjsa od spremenljivosti ene spremenljivke, je
 pomembna ugotovitev. Na primer povprecje 25 vrednosti (√
 25 = 5) iz iste popu-
 lacije ima standardni odklon, ki je petkrat manjsi od standardnega odklona spre-
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 menljivke. Standardni odklon povprecja 100 vrednosti (√
 100 = 10) je le se 110
 stan-
 dardnega odklona spremenljivke. Ce zelimo standardni odklon vzorcnega povprecja
 razpoloviti, moramo zaradi kvadratnega korena stevilo vzorca kar stirikrat povecati,
 ce velikost le podvojimo, ni dovolj.
 3.11 Uporaba centralnega limitnega izreka
 Centralni limitni izrek lahko uporabimo, da se prepricamo, kako dober posel so za
 igralnice igre na sreco. Oglejmo si le eno od stevilnih stav, ki jih ponujajo.
 Primer. (Rdece ali crno) Amerisko kolo pri ruleti ima 38 razdelkov, med katerimi
 je 18 crnih, 18 rdecih in 2 zelena. Ko kolo zavrtimo, je za vsak razdelek enako
 verjetno, da kroglica pristane v njem. Igralci lahko postavijo razlicne stave. Pri
 eni od najpreprostejsih igralec izbere rdeco ali crno barvo. Recimo da stavi en
 evro na rdece. Ce kroglica pristane v rdece obarvanem razdelku, igralec dobi poleg
 vlozenega evra se enega. V nasprotnem primeru izgubi denar, ki ga je stavil. Pri
 tem je pomembno, da zelena razdelka pomenita zmago igralnice.
 Odlocimo se torej, da bomo stavili na rdece. Mozna sta le dva izida: zmagamo ali
 izgubimo. Zmagamo, ce se kroglica ustavi v enem od 18 rdecih razdelkov, izgubimo
 pa, ce konca v enem od 20 razdelkov crne ali zelene barve. Ker so kolesa v igralnicah
 skrbno uravnotezena, so vsi razdelki enako verjetni in zato sta verjetnosti
 P (dobimo 1 AC) =18
 38,
 P (izgubimo 1 AC) =20
 38.
 Povprecni izid ene same stave na rdece poiscemo na obicajni nacin:
 µ = 1 · 18
 38+ (−1) · 20
 38= − 2
 38= −0, 053.
 Zakon velikih stevil nam pove, da je povprecje µ povprecni izid po velikem stevilu
 stav. Na dolgi rok torej igralci izgubimo (in igralnica zasluzi) povprecno 5,3 centa
 na stavo. �
 Kadar za mnenje vprasamo le eno osebo, ne vidimo nobene normalne krivulje.
 Situacija je enaka v primeru, ko igralec le enkrat stavi na rdece pri ruleti. Ven-
 dar pa nam centralni limitni izrek zagotavlja, da bo povprecni izid velikega stevila
 stav sledil porazdelitvi, ki bo blizu normalne. Recimo, da tekom vecera postavimo
 50 stav. Povprecni izid x je skupni dobicek (ali izguba), deljena s 50. Ce zmagamo
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 v 30 in zgubimo v 20 primerih, je skupni dobicek 10 AC, povprecje pa x = 0, 20 AC.
 Ce nadaljujemo z igranjem vecer za vecerom, se bo nas povprecni dobitek vsak dan
 spreminjal. Histogram teh vrednosti bo sledil normalni porazdelitvi. Na sliki 3.15
 so prikazani rezultati velikega stevila po 50 zaporednih stav. Preko njih narisana
 normalna krivulja, je porazdelitev, ki jo napoveduje centralni limitni izrek za ta
 primer.
 Slika 3.14: Igralec pri ruleti lahko izgubi ali zmaga, na dolgi rok pa zmaguje igralnica.
 Vemo, da je srednja vrednost normalne porazdelitve s slike 3.15 enaka povprecni
 vrednosti ene same stave, -0,053. Koliksen je standardni odklon? Vemo, da je enakσ√50
 , kjer je σ standardni odklon porazdelitve posameznih stav. Posamicne stave
 nimajo normalne porazdelitve, vendar pa je njihova porazdelitev tako preprosta,
 da lahko standardni odklon poiscemo z upostevanjem ugotovitve, da je varianca
 povprecen kvadrat odklona od srednje vrednosti. Kot v primeru srednje vrednosti
 dobimo tu “povprecje” z uporabo verjetnosti posameznih izidov.
 Recimo, da so mozni izidi s1, s2, . . . , sn iz vzorcnega prostora S stevila in
 da je pj verjetnost dogodka sj. Varianca σ2 tega verjetnostnega modela
 je
 σ2 = (s1 − µ)2p1 + (s2 − µ)2p2 + . . . + (sn − µ)2pn.
 Standardni odklon σ je kvadratni koren iz variance.
 Primer. (Rdece ali crno) Videli smo, da je povprecje pri stavi na rdece (ali na
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 | | | | | |||||||
 0,00 0,20 0,40-0,20-0,40-0,60
 Povprecni dobitek (v $).
 Slika 3.15: Porazdelitev zmag pri ruleti ob veckratnem stavljenju na rdece ali crno.
 crno) enako µ = −0, 053. Varianca in standardni odklon izidov ene same stave sta
 σ2 = (1 − (−0, 053))2 · 18
 38+ (−1 − (−0, 053))2 · 20
 38=
 = 1, 0532 · 18
 38+ (−0, 947)2 · 20
 38=
 = 0, 9972,
 σ =√
 0, 9972 = 0, 9986.
 Standardni odklon povprecnega izida x pri 50 stavah je torej
 σ√n
 =0, 9986√
 50= 0, 14.
 Prepricaj se v pravilnost te trditve tako, da poisces na sliki 3.15 tocki, kjer se krivulji
 spremeni ukrivljenost. �
 Kaj bo torej izkusil kronicni igralec, ki vsak vecer odigra 50 iger? Skoraj vsi
 povprecni dnevni dobitki bodo lezali v obmocju treh standardnih odklonov od sred-
 nje vrednosti, torej med
 −0, 053 + 3 · 0, 14 = 0, 367
 in
 −0, 053 − 3 · 0, 14 = −0, 473.
 Skupni dobicek po 50 stavah bo torej lezal med
 0, 367 · 50 = 18, 35
 in
 −0, 473 · 50 = −23, 65.
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 Drzavne loterije v ZDAIgranje iger na sreco sega v preteklost vse do antike. V zgodnjih letih ZDA so bile
 pogoste tako javne kot zasebne loterije. Kasneje so za kaksno stoletje izginile,
 a se je igranje, upravljano s strani drzave, vrnilo leta 1964. V New Hampshireu
 so povzrocili naval navdusenja, ko so ustanovili loterijo z namenom povecati
 drzavne dohodke brez povecanja davkov. Navdusenje se je hitro poleglo, ko so
 vecje drzave posvojile to idejo, dokler ni vecina drzav sponzorirala svoje loterije.
 Drzavne loterije so hazarderstvo spremenile v sprejemljivo obliko zabave. V letu
 1998 le tri drzave niso poznale nobene oblike legalnega hazarderstva.
 Zveznim vladam je bila vsec zamisel, da bi svoje dohodke povecale brez zvisanja
 davkov. Igralnice pa po drugi strani zahtevajo visoke socialne zrtve v obliki
 povecanega kriminala in zasvojencev z igrami na sreco, ki zapravijo vse svoje in
 druzinsko premozenje. Ena od studij, ki so jo izvedli na University of Illinois, je
 ocenila, da so s tem povzroceni stroski priblizno trikrat visji od zneska, ki ga v
 blagajne prispeva loterija.
 Najbolj priljubljena igra na ameriskih loterijah je Loto, pri katerem igralci
 izberejo (na primer) 6 stevil izmed 49 in upajo, da jim je uspelo uganiti
 nakljucno izbrane zmagovalne stevilke. Moznosti za dobitek so neskoncno maj-
 hne (6 991 908 proti 1 za sestico). Seveda pa so dobitki velikanski. Loterija
 je precej slaba stava, ker drzava izplaca le priblizno polovico vsega stavljenega
 denarja. Veliko drugih iger na sreco je precej bolj radodarnih, na primer ruleta,
 o cemer se prepricamo tudi v tem poglavju.
 Redni igralci Lota se ne morejo zanasati niti na centralni limitni izrek. Povprecni
 dobitek za 1AC je 50 centov, vendar pa to povprecje zajema pescico zmagovalcev
 in velikansko stevilo porazencev. Variacija pri eni sami igri je velikanska in
 nobeno clovesko izvedljivo stevilo iger je ne more tako zmanjsati, da bi lahko
 prisli do kaksne uporabne napovedi. Pri tem nam ne pomaga niti√
 n. Edino,
 kar vecina igralcev Lota dobi za svoj denar, je zadovoljstvo, ki ga obcutijo, ko
 si predstavljajo, kako bodo obogateli. Lastnikom igralnic gre bolje. Eden izmed
 njih, Donald Trump, je rekel: “Se nikoli v zivljenju nisem igral iger na sreco.
 Hazarderji so ljudje, ki igrajo na avtomatih. Jaz sem raje lastnik teh igralnih
 avtomatov.”
 Igralec lahko torej dobi do 18, 35AC, izgubi pa do 23, 65AC. Igre na sreco so zanimive,
 ker so izidi tudi po celem veceru igranja se vedno negotovi. Mogoce je zapustiti
 preprogo kot zmagovalec. Vse je odvisno od srece.
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 Igralnica pa je v povsem drugacnem polozaju. Ne isce vznemirjenja, le konstanten
 dotok denarja. Kasino igra z vsako stranko, recimo 100 000 stav na rdece ali crno na
 teden. Porazdelitev povprecnih zasluzkov njihovih strank pri 100 000 stavah je zelo
 blizu normalni in srednja vrednost je se vedno povprecni zasluzek ene stave, -0,053,
 torej izguba 5,3 centa pri stavi enega evra. Standardni odklon je veliko manjsi, ko
 ga povprecimo po 100 000 stavah. Enak je
 σ
 n=
 0, 9986√100 000
 = 0, 003.
 Takole izgleda razpon povprecnih rezultatov za igralnico po 100 000 stavah:
 Razpon = Srednja vrednost ± 3 standardni odkloni =
 = −0, 053 ± 3 · 0, 003 =
 = −0, 053 ± 0, 009 =
 = −0, 044 do − 0, 062.
 Ker igralnica stavi velikokrat, postane standardni odklon povprecnega zasluzka zelo
 majhen. Ker je srednja vrednost negativna, bodo skoraj vsi izidi negativni. Izgube
 igralcev in dobitki igralnice so skoraj gotovo med 4,4 in 6,2 centa za vsak stavljeni
 evro.
 Igralci, ki skupaj postavijo 100 000 stav, bodo izgubili denar. Verjeten obseg njihovih
 izgub je
 −0, 044 · 100 000 = −4400,
 −0, 062 · 100 000 = −6200.
 Igralci bodo torej skoraj zagotovo izgubili – in igralnica zasluzila – med 4400 AC in
 6200 AC pri teh 100 000 stavah. Se vec, centralni limitni izrek nam pove, da je obseg
 moznih izidov vedno ozji, ko se stevilo stav povecuje. To je razlog, da se igralnicam
 splaca poslovati. Vec denarja kot stavimo, bolj natancno lahko igralnica predvidi
 svoje zasluzke.
 3.12 Slovarcek
 centralni limitni izrek (ang. central limit theorem) Povprecna vrednost velikega
 stevila neodvisnih slucajnih izidov je priblizno normalno porazdeljena. Ko
 povprecimo n neodvisnih ponovitev istega slucajnega pojava, je povprecje po-
 razdelitve izidov enako povprecnemu izidu enega samega poskusa, standardni
 odklon pa je sorazmeren z 1√n.
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 disjunktni dogodki (ang. disjoint events) Dogodki, ki nimajo nobenega skupnega
 izida.
 dogodek (ang. event) Vsaka zbirka moznih izidov slucajnega pojava. Dogodek je
 podmnozica vzorcnega prostora.
 enako verjetni izidi (ang. equally likely outcomes) Kadar je za vse mozne izide
 slucajnega pojava verjetnost, da se zgodijo, enaka, govorimo o enako verjetnih
 izidih. Ce je vseh izidov n, potem se vsak zgodi z verjetnostjo 1n.
 kombinatorika (ang. combinatorics) Veja matematike, ki se ukvarja s presteva-
 njem ureditev objektov.
 normalne porazdelitve (ang. normal distributions) Druzina verjetnostnih mo-
 delov, pri kateri je verjetnost dogodka dolocena s ploscino pod ustrezno nor-
 malno krivuljo. Normalne krivulje so simetricne in zvoncaste oblike. Vsaka je
 natancno dolocena z µ in s standardnim odklonom σ.
 pravilo 68–95–99,7 (ang. 68–95–99.7 rule) V vsaki normalni porazdelitvi lezi 68%
 izidov znotraj enega standardnega odklona okoli srednje vrednosti; 95% izidov
 lezi znotraj intervala s polmerom dveh standardnih odklonov okoli srednje
 vrednosti; 99.7% izidov lezi manj kot tri standardne odklone stran od srednje
 vrednosti.
 pravilo vsote za disjunktne dogodke (ang. addition rule for disjoint events)
 Ce sta dva dogodka disjunktna, je verjetnost, da se zgodi vsaj eden od njiju,
 enaka vsoti verjetnosti, da se zgodi prvi, in verjetnosti, da se zgodi drugi.
 slucajni pojav (ang. random phenomenon) Pojav je slucajen, ce ne moremo
 predvideti naslednjega izida, vseeno pa se vsak od izidov pojavlja v nekem
 tocno dolocenem odstotku primerov v dolgem zaporedju ponovitev; ti delezi
 ponovitev so ravno verjetnosti posameznih izidov.
 srednja vrednost verjetnostnega modela (ang. mean of a probability model)
 Povprecni izid slucajnega pojava z numericnimi vrednostmi. Ce imajo mozni
 izidi s1, . . . , sn verjetnosti p1, . . . , pn, potem je srednja vrednost enaka uteze-
 nemu povprecju izidov: µ = p1s1 + . . . + pnsn.
 standardni odklon normalne krivulje (ang. standard deviation of a normal
 curve) Standardni odklon σ normalne krivulje je razdalja med srednjo vred-
 nostjo in prevojem na katerikoli strani.
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 standardni odklon verjetnostnega modela (ang. standard deviation of a pro-
 bability model) Mera spremenljivosti verjetnostnega modela; ce imajo mozni
 izidi s1, . . . , sn verjetnosti p1, . . . , pn, potem je varianca enaka
 σ2 = (s1 − µ)2p1 + . . . + (sn − µ)2pn,
 standardni odklon pa je σ, t.j. kvadratni koren iz variance.
 statistika (ang. statistic) Stevilo, ki ga izracunamo iz vzorca, na primer srednja
 vrednost vzorca; pri slucajnem vzorcenju se vrednosti statistik za razlicne
 vzorce razlikujejo.
 verjetnost (ang. probability) Stevilo med 0 in 1, ki pove, kako pogosto se pojavi
 nek dogodek pri veliko ponovitvah poskusa.
 verjetnostni histogram (ang. probability histogram) Histogram, s katerim pred-
 stavimo verjetnostni model v primeru numericnih izidov. Visina vsakega
 stolpca je verjetnost izida ali skupine izidov, ki jih ta stolpec predstavlja.
 verjetnostni model (ang. probability model) Vzorcni prostor S skupaj s predpi-
 som, ki vsakemu dogodku priredi njegovo verjetnost. Verjetnost P (s), pred-
 pisana dogodku s ∈ S, je stevilo med 0 in 1. Vsota verjetnosti vseh izidov
 mora biti enaka 1. Verjetnostni model lahko dogodkom priredi verjetnosti tudi
 kot ploscine pod neko krivuljo. V tem primeru mora biti celotna ploscina pod
 krivuljo enaka 1.
 vzorcna porazdelitev (ang. sampling distribution) Porazdelitev vrednosti, ki jih
 zavzame statistika, ko izberemo veliko slucajnih vzorcev pod enakimi okolisci-
 nami. Vzorcno porazdelitev sestavlja predpis, ki moznim vrednostim statistike
 priredi verjetnosti.
 vzorcna spremenljivost (ang. sampling variability) nakljucna odstopanja v vre-
 dnosti statistike, ko iz iste populacije izbiramo vec slucajnih vzorcev.
 vzorcni prostor (ang. sample space) Mnozica vseh moznih izidov slucajnega po-
 java.
 zakon velikih stevil (ang. law of large numbers) Ko slucajni pojav velikokrat
 ponovimo, se povprecje x opazenih vrednosti priblizuje srednji vrednosti µ.
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 3.13 Dodatna literatura
 • Mosteller, Frederick, Robert E. K. Rourke, George B. Thomas. Probability with
 Statistical Applications, Addison–Wesley, Reading, Mass., 1970. Obsirna, a
 rahlo prefinjena obravnava osnov verjetnosti, ki zahteva le znanje srednjesolske
 algebre.
 • Olkin, Ingram, Leon J. Glesser, Cyrus Derman. Probability Models and Ap-
 plications, 2. izdaja, Macmillan, New York, 1994. Ta knjiga izstopa s poudar-
 janjem uporabe verjetnosti pri resnicnih pojavih in z odlicnimi primeri mode-
 liranja. Po nivoju je nekje med obema drugima.
 • Snell, J. Laurie, Introduction to Probability, Random House, New York, 1988.
 Temelji na diferencialnem racunu in je namenjena dodiplomskim studentom
 matematike. Tu jo priporocamo, ker vsebuje odlicne primere in zgodovinske
 komentarje, se posebej pa zato, ker uporablja programe v BASICu, ki so
 vkljuceni v besedilo.
 Na internetu lahko najdemo animirane simulacije, ki ilustrirajo pomembne ugo-
 tovitve o verjetnosti in vzorcnih porazdelitvah. Vecina teh strani pripada solam,
 univerzam ali statisticnim uradom. Na zalost se pogosto spreminjajo. Brskanje po
 spletu za kljucnimi besedami tipa “probability applet” bo najbrz vrnilo vec rezulta-
 tov, kot jih imas cas pregledati.
 Ze leta 1999 je David Lane z Rice University,
 http://www.ruf.rice.edu/∼lane/hyperstat/index.html,
 objavil stevilne programcke in dober seznam s tem povezanih projektov.
 3.14 Preverjanje znanja
 (1) Vrzemo kovanec in kocko. Nato pogledamo, koliko pik smo vrgli na kocki in
 ali je kovanec pokazal glavo ali cifro. Koliko izidov vsebuje vzorcni prostor?
 (a) 6
 (b) 8
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 (c) 12
 (2) Vzorcni prostor vsebuje tri izide, A, B in C. Kateri od naslednjih primerov
 predstavlja pravilno prireditev verjetnosti tem izidom?
 (a) P (A) = 0,3, P (B) = 0,6, P (C) = 0,1.
 (b) P (A) = 0,5, P (B) = 0,4, P (C) = 0,4.
 (c) P (A) = 0,7, P (B) = -0,2, P (C) = 0,5.
 (3) V predalu so 3 crne in 7 modrih nogavic. Sezemo v predal in na slepo poteg-
 nemo iz njega eno nogavico. Koliksna je verjetnost, da je ta nogavica crna?
 (a) 310
 (b) 37
 (c) 12
 (4) Kovcek ima kombinacijsko kljucavnico, ki jo odpremo z izbiro pravega za-
 poredja treh stevk med 0 in 9. Koliko je razlicnih moznih kod?
 (a) 30
 (b) 729
 (c) 1000
 (5) Vsaka srecka stane 2 AC. Izmed 200 prodanih sreck bo ena zadela 100 AC in ena
 50 AC. Koliksna je povprecna vrednost ene igre?
 (a) 0,75 AC
 (b) 1,25 AC
 (c) -1,25 AC
 (6) Zivljenjska doba baterije v uri je normalno porazdeljena s srednjo vrednostjo 2
 leti in standardnim odklonom 0,75 leta. Koliksna je verjetnost, da bo baterija
 zdrzala manj kot 6 mesecev?
 (a) 5%
 (b) 2,5%
 (c) manj kot 1%
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 (7) Zivljenjska doba baterije v uri je normalno porazdeljena s srednjo vrednostjo
 2 leti in standardnim odklonom 0,75 leta. Recimo, da iz proizvodnje izbe-
 remo vzorec 16 baterij in jih preiskusimo. Koliksen je standardni odklon σx
 povprecnega rezultata?
 (a) 0,75 leta
 (b) 0,1875 leta
 (c) 0,0469 leta
 3.15 Naloge
 Kaj je verjetnost?
 (1) Postavi kovanec na njegov rob in ga pridrzi s kazalcem. Nato ga frcni z drugim
 kazalcem, da se nekajkrat zavrti, preden pade na podlago. Na osnovi 50
 poskusov oceni, koliksna je verjetnost, da pade glava.
 (2) Morda se ti zdi ocitno, da je verjetnost glave pri metu kovanca priblizno 12,
 ker ima kovanec dve strani. Taksna prepricanja niso vedno tocna. V prejsnji
 nalogi smo kovanec frcali, namesto da bi ga metali. Pri tem se je verjetnost, da
 pade glava, spremenila. Poskusimo se z eno razlicico. Postavi kovanec na rob
 na trdi, ravni podlagi. Nato udari po njej, da se kovanec prevrne. Koliksna je
 verjetnost, da pade glava? Napravi vsaj 50 poskusov, da ocenis verjetnost.
 (3) Odpri lokalni telefonski imenik na poljubni strani in si za prvih 100 telefonskih
 stevilk na tej strani zapisi, ali je zadnja stevka liha ali soda. Koliko stevk je
 bilo lihih? Koliksna je priblizno verjetnost, da je zadnja stevka telefonske
 stevilke liha?
 (4) Tabelo nakljucnih stevil 1.1 smo dobili s pomocjo slucajnega mehanizma, pri
 katerem je vsaka od stevk z verjetnostjo 0,1 enaka 0. Koliksen delez prvih 200
 stevil v tabeli predstavlja stevilo 0? Ta delez je ocena za dejansko verjetnost,
 za katero v tem primeru vemo, da je enaka 0,1.
 (5) V knjigi o pokru preberes, da je verjetnost, da med petimi kartami dobis tri
 enake 150
 . Razlozi, kaj to pomeni.
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 (6) Verjetnost je merilo za moznost, da se zgodi nek dogodek. Vsakemu od spod-
 njih dogodkov pripisi eno od verjetnosti, ki sledijo. (Verjetnost je obicajno
 precej bolj natancna ocena moznosti kot pa besedni opis.)
 0 0,01 0,3 0,6 0,99 1
 (a) Ta dogodek je nemogoc. Nikoli se ne more zgoditi.
 (b) Ta dogodek je gotov. Pojavil se bo pri vsaki ponovitvi slucajnega poskusa.
 (c) Ta dogodek je zelo malo verjeten, vendar pa se bo v dolgem zaporedju
 ponovitev obcasno pojavil.
 (d) Ta dogodek se bo veckrat zgodil kot ne.
 Verjetnostni modeli in pravila
 V nalogah 7, 8 in 9 poisci smiseln vzorcni prostor za omenjene slucajne pojave.
 V nekaterih primerih je vec moznih izbir.
 (7) Desetkrat vrzemo kovanec.
 (a) Prestej stevilo glav.
 (b) Izracunaj, koliksen delez vseh izidov predstavljajo glave.
 (c) Ali se je pojavilo vsaj 5 glav ali ne?
 (8) Pricakujemo novo leglo laboratorijskih podgan in presteli bomo stevilo novoro-
 jenih primerkov. (Ne vemo, kako velika so obicano legla, lahko pa postavis neko
 smiselno zgornjo mejo, ce zelis.)
 (9) Osebke v klinicni studiji slucajno delimo v testno in kontrolno skupino. Za
 naslednjega si zabelezis, v kateri skupini je, katerega spola je in ali kadi.
 (10) Vsa cloveska kri spada v eno od stirih krvnih skupin: 0, A, B ali AB, vendar
 pa je porazdelitev pri razlicnih rasah nekoliko razlicna. V spodnji tabeli je
 prikazana porazdelitev krvnih skupin pri slucajno izbranih Afroamericanih.
 Krvna skupina 0 A B AB
 Verjetnost 0,49 0,27 0,20 ?
 (a) Koliksna je verjetnost, da spada kri v skupino AB? Zakaj?
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 (b) Maria ima krvno skupino B. Varno lahko sprejme kri skupin 0 in B.
 Koliksna je verjetnost, da lahko nakljucno izbran Afroamerican Marii
 daruje kri?
 (11) Ce iz velike vrece bonbonov M&M slucajno izberemo en bonbon, bo ta ene
 izmed sestih moznih barv. Verjetnost vsake od barv je odvisna od deleza, ki
 ga med vsemi proizvedenimi bonboni predstavlja ta barva.
 (a) V spodnji tabeli so verjetnosti vsake od barv pri slucajni izbiri navadnih
 M&M bonbonov. Koliksna je verjetnost, da izberemo modri bonbon?
 Barva Rjava Rdeca Rumena Zelena Oranzna Modra
 Verjetnost 0,3 0,2 0,2 0,1 0,1 ?
 (b) Pri M&M bonbonih z arasidi so verjetnosti nekoliko drugacne. Tule so:
 Barva Rjava Rdeca Rumena Zelena Oranzna Modra
 Verjetnost 0,2 0,1 0,2 0,1 0,1 ?
 Koliksna je verjetnost, da je nakljucno izbran arasidov M&M modre
 barve?
 (c) Koliksna je verjetnost, da je navaden M&M rdec, rumen ali oranzen?
 Koliksna je verjetnost, da je ene od teh barv M&M z arasidom?
 (12) Lasvegaskega vedezevalca Zokija smo prosili za napoved izidov nekega prven-
 stva v kosarki. Kot je dandanes v navadi, je Zoki v odgovor vpletel verjet-
 nosti. Pravi, “Racmani imajo dvakrat toliksne moznosti za zmago kot Carji.
 Za Strele je verjetnost zmage 0,1 in prav to velja tudi za Viharje, Carji imajo
 trikrat vecje moznosti. Ostale ekipe nimajo niti najmanjse sanse.” Ali je
 Zokijeva razporeditev verjetnosti za zmago med osem ekip, ki so udelezene v
 prvenstvu, prepricljiva? Odgovor utemelji.
 (13) V ZDA pri vsakem primeru smrti zabelezijo vzrok (in sicer en sam). Po-
 datki kazejo, da je z verjetnostjo 0,45 slucajno izbrani nesrecnez umrl zaradi
 kardiovaskularnih bolezni in z verjetnostjo 0,22 je bil vzrok rak. Koliksna je
 verjetnost, da je smrt povzrocil rak ali kardiovaskularna bolezen? S koliksno
 verjetnostjo je bil vzrok kje drugje?
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 Enako verjetni izidi
 (14) Abby, Deborah, Julie, Sam in Roberto delajo v istem podjetju v oddelku za
 stike z javnostjo. Njihov delodajalec mora izbrati dva izmed njih, ki se bosta
 udelezila konference v Parizu. Da bi se izognili pristranskosti, bodo izbiro
 izpeljali z vlecenjem listkov iz klobuka. (Gre torej za enostavni slucajni vzorec
 velikosti 2.)
 (a) Naredi seznam vseh moznih izbir dveh imen izmed petih. To je vzorcni
 prostor.
 (b) Ker izbiramo slucajno, so vse izbire enako verjetne. Koliksna je verjetnost
 za vsako od izbir?
 (c) Koliksna je verjetnost, da bo izbrana Julie?
 (d) Koliksna je verjetnost, da ne bosta izbrana niti Sam niti Roberto?
 (15) Nek mladi par si zeli tri otroke. Skupaj je 8 moznih razporeditev deklic in
 deckov. Dogovorimo se, da oznaka ZZM pomeni, da sta prva dva otroka de-
 klici in tretji decek, in podobno za ostale moznosti. Vseh 8 razporeditev je
 (priblizno) enako verjetnih.
 (a) Napravi seznam vseh razporeditev. Koliksna je verjetnost vsake izmed
 njih?
 (b) Na podlagi tega verjetnostnega modela izdelaj verjetnostni model za
 stevilo deklic med tremi otroki. Narisi verjetnostni histogram.
 (c) Uporabi model iz prejsnje tocke in izracunaj verjetnost, da sta med tremi
 otroki vsaj dve deklici.
 (d) Vrnimo se k modelu iz tocke (a). Uporabi ta model za izracun verjetnosti,
 da sta med tremi otroki vsaj dve deklici. Primerjaj rezultat s tistim iz
 prejsnje tocke.
 (16) Racunalnik dodeljuje uporabnikom tricrkovne identifikacijske kode za prijavo v
 sistem. Pri tem uporablja crke angleske abecede. Med samoglasnike stejemo a,
 e, i, o, u in y. Koliksna je verjetnost, da v kodi, ki jo dobimo, ni samoglasnikov,
 ce dovoljujemo ponovitve? Kaj pa, ce se crke ne smejo ponavljati?
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 (17) Racunalnik iz prejsnje naloge preprogramiramo tako, da so vse kode oblike
 soglasnik–samoglasnik–soglasnik. Oboje se vedno izbiramo nakljucno in so-
 glasniki se lahko ponovijo. Koliksna je verjetnost, da koda ne bo vsebovala
 crke x?
 (18) Recimo, da lahko kode iz prejsnjih nalog vsebujejo tudi stevila od 0 do 9, poleg
 tega pa dovolimo ponavljanja. Koliksna je zdaj verjetnost, da koda ne vsebuje
 crke x? Kaj pa verjetnost, da ne vsebuje nobene stevilke?
 (19) Osebne identifikacijske stevilke PIN so obicajno stirimestne. Opazis, da vse-
 buje vecina tvojih PIN kod vsaj eno niclo in se zacnes sprasevati, ce proizvajalci
 kartic in naprav morda namenoma uporabljajo veliko nicel, da si je kode lazje
 zapomniti. Koliksna je verjetnost, da vsebuje nakljucno izbrani PIN vsaj eno
 niclo?
 Srednja vrednost verjetnostnega modela
 (20) Vrzemo posteno kocko. Izracunaj povprecno vrednost stevila pik.
 (21) Za verjetnostni model iz naloge 15 (a) izracunaj povprecno stevilo deklic med
 tremi otroki.
 (22) Profesor ekonomije ocenjuje svoje studente z ocenami od 0 do 4. Porazdelitev
 ocen je naslednja:
 Razred 0 1 2 3 4
 Verjetnost 0,10 0,15 0,30 0,30 0,15
 Poisci povprecje (se pravi, srednjo vrednost) ocene pri tem predmetu. Izde-
 laj verjetnostni histogram za porazdelitev ocen in na njem oznaci izracunano
 srednjo vrednost.
 (23) Ameriska drzavna loterija je predstavila igro Izberi 3, pri kateri ponujajo
 igralcu vec moznih stav. Igralci izberejo trimestno stevilo in stavijo 1 $. Lo-
 terija vsak vecer oznani zmagovalno trimestno stevilo, ki ga izbere slucajno.
 Ce igralec ugane vsa tri stevila v poljubnem vrstnem redu, dobi 83, 33 $, sicer
 pa izgubi vplacani dolar. Poisci povprecni dobitek. (Predpostavi, da igralec
 izbere stevilo s tremi razlicnimi stevkami.)
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 (24) V vecini velikih ameriskih mest je organizirana nekaksna ilegalna oblika lota,
 ki deluje na naslednji nacin: igralec izbere eno od 1000 trimestnih stevil med
 000 in 999 in placa posredniku en dolar, da lahko stavi na to stevilo. Vsak
 dan slucajno izberejo eno trimestno stevilo in ce je igralec stevilo uganil, dobi
 600 $, sicer pa izgubi vplacani dolar. Koliksen je povprecni dobicek? Janez
 ze veliko let vsak dan stavi na eno stevilo. Kaj pravi zakon velikih stevil o
 Janezovem dobicku, medtem ko Janez veselo nadaljuje s stavami?
 (25) Ameriska ruleta ima 38 zepkov, oznacenih z 0, 00 in s stevili od 1 do 36.
 Ko zavrtimo kolo, kroglica z enako verjetnostjo pristane v kateremkoli od
 teh zepkov. Oznake zepkov so razporejene tudi po mizi, na kateri igralci
 postavljajo svoje stave. Eden od stolpcev vsebuje vse veckratnike stevila 3,
 torej stevila 3, 6, . . . , 36. Igralec polozi 1 AC na stolpec in prejme 3 AC, ce se
 kroglica ustavi na kateremkoli od teh stevil.
 (a) Koliksna je verjetnost, da zmaga?
 (b) Koliksen je povprecni dobitek ene igre, ce upostevamo, da vsaka igra
 stane 1 AC?
 Vzorcne porazdelitve
 (26) Ilustrirajmo idejo vzorcne porazdelitve z zelo majhnim vzorcem iz zelo majhne
 populacije. Populacija naj bo sestavljena iz rezultatov, ki jih je 10 studentov
 doseglo na izpitu:
 Student 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
 Rezultat 82 62 80 58 72 73 65 66 74 62
 Parameter, ki nas zanima, je povprecen rezultat µ. Vzorec je enostavni slucajni
 vzorec velikosti n = 4, ki ga izberemo iz nase populacije. Ker smo studente
 oznacili s stevilkami od 0 do 9, nam vsaka stevka iz tabele nakljucnih stevil
 1.1 pomaga izbrati po enega studenta za vzorec.
 (a) Izracunaj povprecje vseh 10 rezultatov. To je srednja vrednost populacije
 µ.
 (b) Uporabi tabelo 1.1, da izberes enostavni slucajni vzorec velikosti 4 iz te
 populacije. Izpisi ustrezne stiri rezultate in izracunaj povprecje x. Ta
 statistika je ocena za µ.
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 (c) Desetkrat ponovi zgornji postopek in pri tem vsakic uporabi drug del
 tabele 1.1. Izdelaj histogram vseh 10 tako dobljenih vrednosti x. Na ta
 nacin dobis vzorcno porazdelitev x. Ali je sredisce tvojega histograma
 blizu µ?
 (27) V tabeli 2.8 so podani casi prezivetja 72 morskih prasickov, ki so bili del
 medicinskega eksperimenta. Teh 72 morskih prasickov bo nasa populacija.
 (a) Narisi histogram vseh 72 casov prezivetij. Ta populacija je mocno desno
 asimetricna.
 (b) Poisci povprecen cas prezivetja. To je srednja vrednost populacije µ.
 Oznaci µ na x-osi svojega histograma.
 (c) Oznaci clane populacije s stevili med 01 in 72 in uporabi tabelo 1.1, da
 izberes enostavni slucajni vzorec velikosti n = 12. Izracunaj povprecni
 cas prezivetja x za ta vzorec. Oznaci vrednost x s tocko na osi histograma
 iz (a).
 (d) Izberi se stiri enostavne slucajne vzorce velikosti 12 s pomocjo razlicnih
 delov tabele 1.1. Za vsakega od vzorcev poisci x in ustrezno vrednost
 oznaci na histogramu iz tocke (a). Ali bi bilo zelo nenavadno, ce bi vseh
 pet izracunanih x lezalo na isti strani µ? Zakaj?
 (e) Recimo, da bi iz te populacije izbrali veliko stevilo enostavnih slucajnih
 vzorcev velikosti 12 in narisali histogram vrednosti x. Kje bi po tvojem
 mnenju lezalo sredisce te vzorcne porazdelitve?
 Normalne porazdelitve
 (28) Porazdelitev visin odraslih ameriskih moskih je priblizno normalna s srednjo
 vrednostjo 69 incev in standardnim odklonom 2,5 incev. Narisi normalno
 krivuljo, na kateri sta pravilno oznacena srednja vrednost in standardni odklon.
 (Namig: Najprej narisi krivuljo nato pa oznake na vodoravni osi.)
 (29) Z uporabo normalne porazdelitve, opisane v nalogi 28, in pravila 68–95–99,7
 odgovori na naslednja vprasanja o visinah odraslih Americanov.
 (a) Koliksen delez moskih je visjih od 74 incev?
 (b) Med katerima dvema visinama lezi srednjih 95 % visin?
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 (c) Koliksen delez moskih je nizjih od 66,5 incev?
 (30) Kje so kvartili porazdelitve visin iz naloge 28?
 (31) Stevilo napak na kvadratni meter preproge se spreminja, srednja vrednost je
 1,6, standardni odklon pa 1,2 napake na kvadratni meter. Porazdelitev ne
 more biti normalna, ker je stevilo napak vedno celo. Inspektor v vzorec izbere
 200 kvadratnih metrov preprog, zabelezi stevilo napak, ki jih je nasel v vsakem
 kvadratnem metru, in izracuna x, povprecno stevilo napak na kvadratni meter
 v pregledanem vzorcu. Take preglede opravi veckrat. Na katerem intervalu
 lezi srednjih 95% vseh x?
 (32) Na sliki 3.16 je prikazana nesimetricna verjetnostna porazdelitev. Srednja
 vrednost in mediana ne sovpadata. Katera od oznacenih crt je srednja vrednost
 porazdelitve in katera mediana? Odgovor utemelji.
 A B
 Slika 3.16: Asimetricna porazdelitev.
 (33) Rezultati standardnega inteligencnega testa Wechsler Adult Intelligence Scale
 za skupino med 20. in 34. letom starosti so porazdeljeni priblizno normalno z
 µ = 110 in σ = 25.
 (a) Koliksen delez ljudi iz te skupine doseze rezultate nad 110?
 (b) Koliksen delez teh ljudi ima rezultat, visji od 160?
 (c) Poisci kvartila te porazdelitve. S preprostimi besedami razlozi, kaj nam
 povesta ti dve stevili.
 (34) Vojska poroca, da je porazdelitev obsega glav vojakov priblizno normalna s
 srednjo vrednostjo 22,8 incev in standardnim odklonom 1,1 incev.
 (a) Koliksen delez vojakov ima obseg glave vecji od 23,9 incev?
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 (b) Vojska zeli celade pripraviti vnaprej in hoce, da bi se prilegale sredinskim
 95 % vojakov. Preostalim vojakom bodo izdelali celade posebej. Kateri
 obsegi so dovolj majhni ali pa dovolj veliki, da si bodo “prisluzili” celade
 po narocilu?
 Centralni limitni izrek
 (35) Rezultati sprejemnih izpitov SAT so priblizno normalno razporejeni s srednjo
 vrednostjo µ = 500 in standardnim odklonom σ = 100.
 (a) Nakljucno izberi enega kandidata. Koliksna je verjetnost, da je rezultat
 izbranega kandidata vecji od 500? Vecji od 600?
 (b) Izberi enostavni slucajni vzorec velikosti 4. Koliksna je verjetnost, da je
 povprecje njihovih rezultatov vecje od 500? Vecje od 600?
 (36) Juan v kemijskem laboratoriju izvede nekaj meritev in o rezultatih poroca v
 svojem laboratorijskem porocilu. Standardni odklon meritev, ki so jih dobili
 studenti, je σ = 10 mg. Juan ponovi meritve trikrat in izracuna povprecje x
 vseh treh rezultatov.
 (a) Koliksen je standardni odklon povprecja, ki ga je izracunal Juan? (Se
 pravi, ce bi Juan nadaljeval z izvajanjem meritev in racunal povprecja
 treh zaporednih rezultatov, koliksen bi bil standardni odklon vseh tako
 dobljenih x?)
 (b) Kolikokrat mora Juan ponoviti meritve, da bi zmanjsal standardni odklon
 vrednosti x na 5? Razlozi nekomu, ki ne zna statistike, zakaj je bolje
 poznati povprecje vecih meritev kot pa rezultat ene same.
 (37) Studentska organizacija namerava vprasati vzorec 50 studentov, ce so opazili
 nove izobrazevalne brosure o AIDSu. Zabelezili si bodo delez pozitivnih od-
 govorov. Njihov svetovalec za statistiko pravi, da bo standardni odklon tega
 deleza priblizno 7%. Koliksen bi bil standardni odklon, ce bi vzorec vseboval
 100 studentov in ne 50?
 (38) Kako velik vzorec bi morali izbrati v nalogi 37, da bi zmanjsali standardni
 odklon deleza pozitivnih odgovorov iz 7% na 3, 5%? Pojasni nekomu, ki ne
 zna statistike, zakaj so vecji vzorci pri raziskavah mnenja boljsi kot manjsi.
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 (39) V nalogi 25 smo poiskali povprecen dobitek pri stavi 1 AC na stolpec pri ruleti.
 Seveda je povprecni dobitek negativen – na dolgi rok igralci izgubljajo in igral-
 nica dobiva. Poisci standardni odklon za ta primer. Primerjaj svoj rezultat
 s tistimi, ki smo jih dobili v tem poglavju v primerih stave na rdece ali crno.
 Ali je katera od teh stav boljsa od drugih?
 (40) V nalogi 24 smo poiskali povprecni dobitek v igri s stevili. Poisci se standardni
 odklon za dobicke posamezne igre. Uporabi centralni limitni izrek, da podas
 razpon (srednja vrednost ± 3 standardni odkloni) za dobicek, ki ga ima igralec
 v enem letu (po 365 igrah) in v 10 letih (po 3650 igrah).
 Dodatne naloge
 (41) Nakljucno izberi studenta in si zapisi, koliko denarja v bankovcih ima s se-
 boj (ignoriraj kovance). Definiraj smiselni vzorcni prostor S za ta slucajni
 pojav. (Ne vemo, kaksna bi bila najvecja vrednost, ki bi jo lahko imel pri
 sebi student, zato se moramo odlociti za neko smiselno vrednost, ko opisujemo
 vzorcni prostor.)
 (42) Spodaj je porazdelitev zakonskega statusa Americank med 25. in 29. letom.
 Izid Nikoli porocena Porocena Vdovela Locena
 Verjetnost 0,376 ? 0,003 0,062
 (a) Gre za resnicen verjetnostni model. Koliksna je verjetnost, da je zenska
 iz te skupine porocena?
 (b) Pri tem modelu nima smisla govoriti o srednji vrednosti. Zakaj ne?
 (43) Paket kart za bridge vsebuje 52 kart, po stiri vsake vrednosti: kralja, damo,
 fanta, desetko, devetko, ..., dvojko. Iz kupcka potegnemo eno karto in si
 zapisemo vrednost. Vsakemu od izidov pripisi verjetnost, ki bi jo imel, ce
 bi bile karte posteno premesane. Podaj se neko drugo mozno porazdelitev
 verjetnosti (se pravi tako, ki uposteva pravila verjetnosti), ki se razlikuje od
 prve. Nato si izmisli se tretjo porazdelitev verjetnosti, ki pa ne bo legitimna.
 Pojasni, zakaj ni.
 (44) Avtomobilske tablice v Indiani vsebujejo sedem znakov. Prva dva sta oz-
 naka drzave, v kateri je avto registriran, tretja je crka in zadnje stiri so
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 stevilke. Koliksna je verjetnost, da dobimo tablico, na kateri bodo zadnje
 stiri stevilke enake (na primer 7777)? Predpostavimo, da so crke in stevilke
 izbrane slucajno.
 (45) Avtomobilske tablice na Havajih vsebujejo tri crke, ki jim sledijo se tri stevilke.
 (a) Koliko je razlicnih moznih havajskih tablic?
 (b) Ko obiscemo Honolulu, opazimo, da se vse tablice zacenjajo z enim E, F,
 G ali H. Koliko tablic je moznih, ce se lahko zacnejo le s katero od teh
 stirih crk?
 (c) Recimo, da bi drzava dovolila uporabo katerihkoli sestih crk ali stevilk
 v poljubnem vrstnem redu. Koliko razlicnih tablic bi bilo moznih v tem
 primeru?
 (46) Opica se igra s pisalnim strojem in zadene crke i, m in t v nakljucnem vrstnem
 redu. Koliko tricrkovnih “besed” lahko sestavi? Katere od teh besed imajo
 v slovenscini nek pomen? Koliksna je verjetnost, da je beseda, ki jo je opica
 sestavila, smiselna?
 (47) Odlocis se obiskati svojega novega soseda. Ves, da so v druzini stirje otroci, ne
 ves pa, koliko so stari in katerega spola so. Napravi seznam vseh moznih raz-
 poreditev deklic in deckov, urejenih od najmanjsega do najstarejsega. Recimo
 MMZZ naj pomeni, da sta mlajsa dva decka, starejsi dve pa deklici. Zakoni
 genetike pravijo, da so vse te razporeditve enako verjetne.
 (a) Koliksna je verjetnost, da je najstarejsi otrok deklica?
 (b) Koliksna je verjetnost, da so v druzini vsaj trije decki?
 (c) Koliksna je verjetnost, da so vsaj trije od otrok istega spola?
 (48) Pri neki studiji smo izbrali vzorec ucencev petega razreda in si zapisali, koliko
 let solanja so scasoma dokoncali. Na osnovi te studije lahko podamo naslednji
 verjetnostni model za leta solanja, ki jih bo scasoma koncal slucajno izbrani
 petosolec:
 Leta 4 5 6 7 8
 Verjetnost 0,010 0,007 0,007 0,013 0,032
 Leta 9 10 11 12
 Verjetnost 0,068 0,070 0,041 0,752
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 (a) Prepricaj se, da ta verjetnostni model zadosca pravilom.
 (b) Kateri izidi sestavljajo dogodek “ucenec je koncal vsaj eno leto srednje
 sole”? (Srednja sola se zacne z devetim letom solanja.) Koliksna je
 verjetnost tega dogodka?
 (c) Izracunaj povprecno stevilo dokoncanih let solanja.
 (49) V igralnicah je zelo popularna igra, imenovana Keno. Kroglice, oznacene s
 stevili med 1 in 80, premesamo v posebni napravi, medtem ko lahko igralci
 stavijo tako, da oznacijo stevilke na kartici. Nato nakljucno izberemo 20
 kroglic. Spodaj sta dva primera stav. Za vsakega napravi verjetnostni model
 izidov ter poisci srednjo vrednost in standardni odklon dobitkov. Ali je katera
 od stav boljsa od druge?
 (a) Pri stavi 1 AC na “Oznaci eno!” dobimo 3 AC, ce je oznaceno stevilo med
 20 izbranimi, sicer pa izgubimo vlozeni evro.
 (b) Pri stavi 1 AC na “Oznaci dve!” dobimo 12 AC, ce sta obe oznaceni stevili
 med 20 izbranimi. Verjetnost tega dogodka je priblizno 0,06. Ali je bolje
 igrati “Oznaci eno!” ali “Oznaci dve!”?
 (50) Obstaja preprost nacin za izdelavo verjetnostnega modela z danima srednjo
 vrednostjo µ in standardnim odklonom σ: izida sta samo dva, in sicer µ − σ
 ter µ + σ, vsak pa se pojavi z verjetnostjo 0,5. S pomocjo definicij srednje
 vrednosti in variance verjetnostnega modela pokazi, da je res srednja vrednost
 takega modela enaka µ in standardni odklon σ.
 (51) Psiholog Amos Tversky se je veliko ukvarjal s cloveskim pojmovanjem slu-
 cajnosti. V njegovi osmrtnici (6. junij 1996) so v casopisu New York Times
 navajali naslednji primer:
 (a) Tversky je osebke prosil, da izberejo med dvema zdravstvenima pro-
 gramoma, ki bi vplivala na 600 ljudi. V prvem bi imeli 12
 moznosti,
 da resimo vseh 600 in prav toliko moznosti, da vseh 600 umre. V drugem
 bi zagotovo prezivelo natanko 400 ljudi. Poisci povprecno stevilo ljudi,
 ki jih resi prvi program.
 (b) Tversky jim je nato ponudil drugacno izbiro. Pri prvem programu spet z
 enako verjetnostjo resimo ali pa izgubimo vseh 600 ljudi, medtem ko pri
 drugem zagotovo izgubimo natanko 200 ljudi. V cem je razlika med to
 izbiro in tisto iz tocke (a)?
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 (c) Pri izbiri iz tocke (a) je vecina vprasanih izbrala drugi program, pri izbiri
 iz (b) pa so izbrali prvega. Ali si vprasani pri odlocanju pomagajo s
 srednjimi vrednostmi? Zakaj sta se po tvojem mnenju njihovi izbiri raz-
 likovali?
 (52) Spodnja tabela vsebuje rezultate 100 ponovitev izbire enostavnega slucajnega
 vzorca velikosti 200 iz velike mnozice lezajev, med katerimi je 10% taksnih, ki
 ne ustrezajo specifikacijam. Stevila v tabeli so odstotki neustreznih lezajev v
 vsakem od vzorcev.
 8,5 11,5 9,0 13,5 7,5 8,5 9,0 6,5 8,0 9,0
 10,0 7,5 9,0 8,0 10,5 8,5 9,0 9,5 8,0 11,5
 10,0 9,0 9,0 8,5 9,5 6,5 13,5 11,0 11,5 13,0
 8,5 6,5 8,0 7,0 12,0 11,0 8,0 10,5 12,0 10,5
 15,0 12,0 8,5 7,0 8,0 8,0 8,5 12,0 10,5 8,0
 8,5 11,5 9,0 11,5 11,0 12,0 11,5 11,5 10,0 9,5
 10,0 9,0 10,0 12,5 8,0 12,0 12,0 12,0 7,5 11,0
 11,0 8,0 14,0 7,5 11,0 4,5 9,5 8,0 9,5 9,5
 12,5 12,0 10,0 7,5 10,5 12,5 12,0 9,5 9,5 10,0
 14,0 9,0 8,5 8,5 12,5 8,5 8,5 9,0 9,5 9,0
 Podaj priblizno vzorcno porazdelitev za deleze vzorcev, in sicer tako, da si za
 vsak izid zapises delez vzorcev, pri katerih se je pojavil. Narisi histogram po-
 razdelitve in opisi njegovo obliko. Ali je sredisce blizu 10%? Ali je porazdelitev
 priblizno simetricna? Ali je priblizno normalna? Iz porazdelitve poisci srednjo
 vrednost izidov. Ali je blizu 10%?
 (53) Koncentracija aktivne sestavine v kapsulah je porazdeljena normalno z µ =
 10% in σ = 0,2%.
 (a) Koliksna je povprecna koncentracija? Odgovor utemelji.
 (b) Na katerem intervalu se nahaja srednjih 95% vseh koncentracij?
 (c) Na katerem intervalu se nahajajo koncentracije srednje polovice vseh kap-
 sul?
 (54) Odgovori na naslednji vprasanji o kapsulah iz naloge 53:
 (a) Pri koliksnem odstotku kapsul je koncentracija aktivne sestavine visja od
 10,4%?
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 (b) Pri koliksnem odstotku kapsul je koncentracija aktivne sestavine visja od
 10,6%?
 (55) Dolzina nosecnosti pri cloveku se spreminja po porazdelitvi, ki je priblizno
 normalna s srednjo vrednostjo 266 dni in standardnim odklonom 16 dni.
 (a) Med kateri vrednosti pade srednjih 95% vseh nosecnosti?
 (b) Kako dolgih je najkrajsih 2,5% nosecnosti?
 (56) Decila porazdelitve sta tocki, pod katerima lezi 10% (spodnji decil) oziroma
 90% (zgornji decil) vseh vrednosti. Med spodnjim in zgornjim decilom lezi 80%
 vseh podatkov. Pri normalnih porazdelitvah se nahajata na razdalji 1,28 stan-
 dardnega odklona od srednje vrednosti. Koliko tock mora doseci student, da
 sodi med zgornjih 10% porazdelitve rezultatov SAT (ki je normalna s srednjo
 vrednostjo 500 in standardnim odklonom 100)?
 (57) S pomocjo podatkov iz nalog 55 in 56 ugotovi, kako dolgih je najkrajsih 10%
 nosecnosti.
 3.16 Tehnoloski koticek
 Nacrtovanje iger na sreco
 Igre na sreco so nacrtovane tako, da ponujajo mamljivo velik glavni dobitek, obcasno
 izplacajo manjse nagrade in zagotavljajo majhen povprecen donos v korist ponudni-
 ka igre. Oglejmo si naslednjo igro: igralec vplaca 1 AC, nato pa potegne po eno karto
 iz vsakega od treh premesanih kupckov 52 kart. Ce so vse tri karte enake, zadene
 jackpot. Ce se ujemata dve izmed kart, dobi manjso nagrado. Od 523 = 140 608
 moznih izbir treh kart v 52 primerih dobimo jackpot in v nadaljnjih 7956 primerih
 zadenemo manjso nagrado.
 Preglednica na sliki 3.17 opisuje situacijo, ko je jackpot vreden 1000 AC in manjsa
 nagrada 10 AC. Verjetnosti, da dobimo nagrado, sta enaki 52523 in 7956
 523 . Povprecno
 igralnica na vsako igro izplaca 90 centov, igralec pa vlozi 1 AC. Igralnica torej zasluzi
 10 centov pri vsaki igri.
 Naloga 1. Vecina igralnic nacrtuje igre tako, da zasluzijo priblizno 5 centov na vsak
 vlozeni evro. Poisci taksne vrednosti za nagrade v zgornji igri, da bo zasluzek
 enak 5 centov na igro.
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 A B C D
 1 nagrada verjetnost nagrada · verjetnost
 2 1 000,00AC 0,000369822 0,36982
 3 10,00AC 0,053440088 0,53440
 4
 5 skupno 0,90422
 6 cena 1,00AC
 7 povp. dobitek -0,09578
 Slika 3.17: Mozna izbira dobitkov pri neki igri.
 Naloga 2. Da bi naredila igro bolj vabljivo, igralnica doda se eno nagrado – ce
 izvlecemo tri ase, dobimo super jackpot. Nastavi vrednosti nagrad tako, da
 bosta obe glavni nagradi veliki in bo igralnica vseeno zasluzila 5 centov za
 vsak vlozeni evro.
 Simulacija igre s preglednico
 Predpostavimo, da so karte oznacene s stevili od 1 do 52, pri cemer zacnemo s
 stirimi asi. V preglednici na sliki 3.18 uporabimo funkcijo =RandBetween(1,52)
 da izberemo nakljucno stevilo med 1 in 52 v vsakem od prvih treh stolpcev. V
 cetrtem stolpcu preglednice program za nas preveri, ce se izbrana tri stevila uje-
 majo. Ce zelimo na primer preveriti, ali so stevila iz A1, B1 in C1 enaka, uporabimo
 ukaz =And(A1=B1,B1=C1). Ta funkcija vrne ne, kadar so ta tri stevila razlicna.
 V petem stolpcu preverimo, ce se vsaj dve od stevil ujemata s pomocjo ukaza
 =Or(A1=B1,A1=C1,B1=C1). S pomocjo preglednice lahko kopiramo prvo vrstico in jo
 prilepimo v naslednjih devetih ter tako izracunamo podatke se za preostale vrstice.
 Ta preglednica torej simulira 10 iger, vrednih 10 AC.
 Vsakic ko preglednico na novo evalviramo, so izbrana druga nakljucna stevila in
 ustvarimo nove igre. V zadnjem stolpcu so shranjeni podatki o tem, kolikokrat sta
 se dve od izbranih stevil ujemali. (Med to simulacijo nismo naleteli na trojico enakih
 stevil.) Vsota stevil iz zadnjega stolpca je 11. Ce je vsaka manjsa nagrada vredna
 10 AC, igralec dobi 110 AC, vlozil pa je 100 AC.
 Naloga 3. Simuliraj deset skupin po 100 iger kot je to prikazano v zgornjem pri-
 meru. Pri koliko od teh je bil izkupicek vecji od vlozenih 100 AC?
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 A B C D E F G
 1 35 30 17 ne ne izidi: 2
 2 14 46 48 ne ne 1
 3 10 28 20 ne ne 2
 4 11 29 36 ne ne 1
 5 29 26 16 ne ne 1
 6 25 9 6 ne ne 0
 7 21 50 33 ne ne 2
 8 8 41 41 ne da 1
 9 22 29 48 ne ne 0
 10 17 30 43 ne ne 1
 11
 12 vse 3 vsaj 2
 Slika 3.18: Simulacija igre s preglednico
 Naloga 4. Ali je mozno izbrati vrednosti za nagrade tako, da sta glavni nagradi
 se vedno visoki, povprecni zasluzek igralnice je 5 centov na igro in igralec iz
 prejsnjih simulacij v splosnem dobi povrnjeno vecino svojih investicij? Poisci
 kompromisno zasnovo nagrad, pri kateri upostevas te zelje.
 Raziskovanje
 Ce igramo to igro velikokrat, bomo statisticno gledano pri vsaki igri izgubili 5 centov.
 Ker pa so jackpoti zelo redki, bomo morali igrati zelo dolgo, preden bomo lahko
 zadeli in s tem poplacali svoje investicije. Kako dolgo bi po tvojem mnenju morali
 igrati, da bi zadeli jackpot?
 3.17 Pisni projekti
 (1) “Zacetki matematicne teorije verjetnosti segajo v Francijo sedemnajstega sto-
 letja, ko so se kockarji zaceli obracati na matematike po nasvete.” Dva od teh
 matematikov sta bila Pierre de Fermat in Blaise Pascal. Poisci nekaj literature
 o zacetkih verjetnosti in napisi kratek esej o vlogi Fermata in Pascala. (Dober
 vir je na primer Carl B. Boyer, A History of Mathematics, Wiley, New York,
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 (2) Drzavne loterije so zelo pogoste v ZDA in drugih drzavah (glej besedilo v
 okvircku). Napisi kratek esej, ki opisuje trenutno stanje loterij v Sloveniji.
 Koliko denarja dobijo? Kako ga porabijo? Kaksni so trendi ponujenih iger?
 Katere druge oblike igralnistva dovoljuje drzava?
 (3) Veliko ljudi je pretirano strah dogodkov, ki so sicer zelo malo verjetni. Verjet-
 nost, da umremo v letalski nesreci, teroristicnem napadu ali tornadu, je zelo
 majhna. Vendar pa pri javnem mnenju in v zasebnih odlocitvah velikokrat rav-
 namo tako, kot da bi bila nevarnost taksna kot v primeru prometnih nesrec ali
 srcnega napada. Napisi kratek esej, v katerem opisujes, kako ljudje ocenjujejo
 tveganje in kateri dejavniki poleg verjetnosti se vplivajo na njihova dejanja.
 Eden moznih virov je Richard J. Zeckhauser, W. Kip Vicusi, Risk within rea-
 son, Science, 4. maj 1990, str. 559–564.
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