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Statistik &Methodenlehre
 Folie 2
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA (ANalysis Of VAriance)
 Ziel: Analyse des Einflusses unabhängiger Variablen (UVn) auf eine abhängige Variable (AV)
 Während bei der Regression der Fokus eher auf der Vorhersage einer AV liegt, soll die ANOVA gemessene Unterschiede in der AV erklären.
 Beispiele: Wie gut wirken unterschiedliche Therapieformen bei spezifischen Phobien bei verschiedenen Geschlechtern? Wie verändert sich die Schulleistung von Kindern über mehrere Nachhilfesitzungen hinweg?
 Generell versucht die ANOVA immer, Unterschiede zwischen Gruppen in der Höhe der AV aufzuzeigen.
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
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Statistik &Methodenlehre
 Folie 3
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA (ANalysis Of VAriance)
 Die AV muss dabei stetig sein (intervallskaliert) die UVn sind i.d.R nominal- oder ordinalskaliert
 Die UVn werden im Rahmen der ANOVA auch als Treatments oder Faktoren bezeichnet, die Ausprägungen eines Treatments als Treatmentstufen oder Faktorstufen
 Nach der Anzahl der Treatments unterscheidet man die einfaktorielle, zweifaktorielle oder allgemein mehrfaktorielle ANOVA
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
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Statistik &Methodenlehre
 Folie 4
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA (ANalysis Of VAriance)
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Vp-Nr. A1 A2 A3
 1 9 6 102 18 8 113 12 13 7
 … … … …n 14 11 12
 Beispiel: Experiment mit einem 3stufigen Treatment A
 Man habe an 3 Personengruppen (definiert durch die Treatmentstufen A1 bis A3) die Werte einer AV erhoben.
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 Folie 5
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA (ANalysis Of VAriance)
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Vp-Nr. A1 A2 A3
 1 x1,1 = 9 x1,2 = 6 x1,3 = 102 x2,1 = 18 x2,2 = 8 x2,3 = 113 x3,1 = 12 x3,2 = 13 x3,3 = 7
 … … … …n xn,1 = 14 xn,2 = 11 xn,3 = 12
 Die abhängige Variable sei X genannt.
 Mit der korrekten Indizierung lässt sich die Tabelle dann schreiben als
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
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Statistik &Methodenlehre
 Folie 6
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA (ANalysis Of VAriance)
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Die ANOVA geht nun davon aus, dass am Zustande-kommen jedes Messwertes xi,j (i = 1…n, j=1…p mit p=3) drei wesentliche Komponenten beteiligt sind:
 1. Ein von allen Personen geteilter Wert, der sogenannte PopulationswertDieser ist für alle Personen konstant
 2. Effekt der Treatmentstufe j des Treatments ADieser ist für jede Person in Gruppe Aj konstant
 3. Zufallsfehler, der die Unterschiede zwischen den Personen erklärt, die nicht auf den Effekt von A zurückgehenDieser ist individuell für jede Person
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
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Statistik &Methodenlehre
 Folie 7
 0 2 4 6 8 10 12 14
 0 2 4 6 8 10 12 14
 0 2 4 6 8 10 12 14
 x μ=Streuung von μ=
 x eμ= +Fehlerstreuung=
 Treatment-streuung=
 x a eμ= + +
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Wie die Regression geht die ANOVA von einem einfachen linearen Modell aus.
 Sie nimmt an, dass der Messwert einer Person auf einer beliebigen AV additiv aus systematischen Komponenten und einer Fehlerkomponente besteht
 Von allen geteilter Populationswert
 plus Fehler
 plus systema-tischer Effekt
 n=60
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 Folie 8
 Der einfaktoriellen Varianzanalyse liegt also formal ein sehr einfaches lineares Modell zugrunde
 Merke: Der Messwert einer beliebigen aller N Person setzt sich zusammen aus einem Populationswert, dem Effekt der Treatmentstufe und einem individuellen Messfehler.
 Messwert der Person ( 1... ) unter Treatmentstufe ( 1... )
 Populationswert aller PersonenEffekt der Treatmentstufe
 Fehler der Person unter Treatmentstufe
 ij
 j
 ij
 x i i n j j p
 n p Na j
 e i j
 μ
 = = =
 = ⋅ ==
 =
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA (ANalysis Of VAriance)
 ij j ijx a eμ= + +
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
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Statistik &Methodenlehre
 Folie 9
 Die Beobachtungen müssen unabhängig sein, d.h. sie müssen von verschiedenen Merkmalsträgern stammen
 Die Fehler in jeder Treatmentstufe solltennormalverteilt sein mit einem erwartetenMittelwert von 0.
 Die Fehlervarianzen in jederder p Treatmentstufen sollenerwartet (nicht numerisch)gleich sein (Homoskedastizität).
 Treatmenteffekt und Fehler müssen additiv sein, d.h. die Fehler dürfen nicht mit den Erwartungswerten der Treatmentstufen korrelieren.
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA - Annahmen
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab. 0je =
 1 2
 2 2 2pe e es s s= = =…
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Statistik &Methodenlehre
 Folie 10
 Die Unabhängigkeit der Beobachtungen wird i.d.R. „begründet angenommen“ (educated guess).
 Zur Prüfung der Normalverteilungsannahme der Fehler (i.e. Zellresiduen) wird der Kolmogoroff-Smirnov Test verwendet
 Zur Prüfung der Homogenität der Fehlervarianzenwird zumeist der Bartlett Test, seltener der Levene Test bzw. der F-Test verwendet.
 Die Unabhängigkeit der Treatmenteffekte und Messfehler kann über einen Korrelationstest von Zellmittelwerten und Varianzen geprüft werden (selten praktiziert)
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA – Prüfung der Annahmen
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
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 Folie 11
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA (ANalysis Of VAriance)
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Vp-Nr. A1 A2 A3
 1 μ + a1 + e11 μ + a2 + e12 μ + a3 + e13
 2 μ + a1 + e21 μ + a2 + e22 μ + a3 + e23
 3 μ + a1 + e31 μ + a2 + e32 μ + a3 + e33
 … … … …n μ + a1 + en1 μ + a2 + en2 μ + a3 + en3
 Der beobachtete Messwert jeder Person ist also in drei Komponenten zerlegt
 Damit lässt sich die Tabelle schreiben als
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
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 Folie 12
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA (ANalysis Of VAriance)
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Die zentrale Forschungsfrage, die von der ANOVA beantwortet werden soll, lautet nun:
 Gilt ai = aj für alle
 oder ai ≠ aj für mindestens eine
 der paarweisen Kombinationen von i und j.
 In Worten: Gibt es mindestens eine Treatmentstufe, die auf den Messwert der Versuchspersonen anders wirkt als die übrigen Treatmentstufen?
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
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 Folie 13
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA (ANalysis Of VAriance)
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Problem: Sowohl die einzelnen aj als auch μ sind unbekannt.
 Man kann aber aus den Daten andere, inhaltlich ähnliche Kennzahlen berechnen.
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Vp-Nr. A1 A2 A3
 1 μ + a1 + e11 μ + a2 + e12 μ + a3 + e13
 2 μ + a1 + e21 μ + a2 + e22 μ + a3 + e23
 3 μ + a1 + e31 μ + a2 + e32 μ + a3 + e33
 … … … …n μ + a1 + en1 μ + a2 + en2 μ + a3 + en3
 2A1Mittelwert: A 3AGesamtmittel
 oder x G
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 Folie 14
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA (ANalysis Of VAriance)
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Wegen der Annahme des Fehlermittelwertes von Null kann man unmittelbar ableiten, dass für den Mittelwert der n Personen aus einer Treatmentstufe gelten muss:
 Und damit für den Gesamtmittelwert aller Personen:
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 j jA aμ= +
 jx G aμ= = +
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 Folie 15
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA (ANalysis Of VAriance)
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Mit diesen Definitionen kann man die Ausgangsgleichung
 anders schreiben, und zwar als
 Die Streuung der Daten, ausgedrückt als Quadratsumme (anstatt als Varianz) lautet nun einfach
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 ij j ijx a eμ= + +
 ij j ijx A e= +
 ( ) ( )2 2
 1 1 1 1
 p pn n
 x ij j iji j i j
 QS x x A e G= = = =
 = − = + −∑∑ ∑∑
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 Folie 16
 Daraus lässt sich die Quadratsummenzerlegung in der Varianzanalyse ableiten:
 Die QSTreat wird auch als QSbetween, die QSFehler auch als QSwithin bezeichnet.
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA (ANalysis Of VAriance)
 ( ) ( ) ( )2 2 2
 1 1 1 1 1 1
 Tot Treat Fehler
 p p pn n n
 ij j ij ji j i j i j
 QS QS QS
 x G A G x A= = = = = =
 = +
 − = − + −∑∑ ∑∑ ∑∑
 ( ) ( ) ( )2 2 2
 1 1 1 1 1
 p p pn n
 ij j ij ji j j i j
 x G n A G x A= = = = =
 − = ⋅ − + −∑∑ ∑ ∑∑
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
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 Folie 17
 Aus den Quadratsummen lassen sich nun spezielle Varianzen bestimmen, die Populationsvarianzen
 Die Berechnung der Populationsvarianzen erfordert statt des – bei der Varianzberechnung üblichen – Terms 1/n andere Nenner.
 Statt des n werden die so genannten Freiheitsgrade(df, degrees of freedom) eingesetzt.
 Dabei gilt:
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA (ANalysis Of VAriance)
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 2σ̂
 11( 1)
 Tot
 Treat
 Fehler
 df p ndf pdf p n
 = ⋅ −= −
 = ⋅ −
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 Folie 18
 Damit werden die Populationsvarianzen berechnet als
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA (ANalysis Of VAriance)
 ( )
 ( )
 ( )
 2
 1 12
 2
 12
 2
 1 12
 ˆ1
 ˆ1
 ˆ( 1)
 pn
 iji jTot
 TotTot
 p
 jjTreat
 TreatTreat
 pn
 ij ji jFehler
 ErrorFehler
 x GQSdf n p
 n A GQSdf p
 x AQSdf p n
 σ
 σ
 σ
 = =
 =
 = =
 −= =
 ⋅ −
 ⋅ −= =
 −
 −= =
 ⋅ −
 ∑∑
 ∑
 ∑∑
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
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 Folie 19
 Hat der Treatment keinen Effekt, so sind Unterschiede zwischen Mittelwerten der Treatmentstufen rein zufällig
 Die Streuung der Stufenmittelwertekann dann nur aus der Fehlerstreuungentstehen. Es muss gelten:
 Daraus konstruiert man die Prüfgröße
 Sie ist F-verteilt mit dfTreat= p–1 Zählerfreiheitsgraden und dfFehler= p·(n-1) Nennerfreiheitsgraden.
 Aus der F-Verteilung kann die Wahrscheinlichkeit p(F)für das Auftreten dieser Prüfgröße ermittelt werden
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA (ANalysis Of VAriance)
 2 2ˆ ˆTreat Fehlerσ σ
 2
 2
 ˆˆ
 Treat
 Fehler
 F σσ
 =
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
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 Folie 20
 Man berechnet also zunächst die Prüfgröße F
 Die F-Verteilung gibt nun an, welche Wahrscheinlichkeitp(F) das Auftreten der Prüfgröße hat unter der Annahme, dass Treatmentvarianz und Fehlervarianz gleich sind.
 Ist diese Wahrscheinlichkeit zu klein, so muss es Einflüsse auf die Treatmentstreuung geben, die nicht auf die Fehlerstreuung zurückzuführen sind.
 Diese Einflüsse können nur durch das Treatment hervorgerufen werden, es hat also eine Wirkung.
 Das bedeutet gleichzeitig, dass die Mittelwerte der Treatmentstufen systematisch unterschiedlich sind (dieser Unterschied erzeugt gerade die Treatmentstreuung).
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA (ANalysis Of VAriance)
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 Folie 21
 Ist die berechnete Wahrscheinlichkeit p(F) also zu klein, gibt es Unterschiede in den Stufenmittelwerten.
 Problem: Wie klein ist „zu unwahrscheinlich“?
 Es gibt hier Konventionen, die so genannten Signifikanzniveaus:
 0.05 statistisch nicht signifikant0.05 statistisch signifikant0.01 statistisch hochsignifikant
 ααα
 ≥ →< →< →
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA (ANalysis Of VAriance)
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 Folie 22
 Beobachtung im Experiment: Treat und Fehler
 Frage: Sind die Varianzen in Wahrheit gleich?Geht die Streuung der Mittelwerte der Treatmentstufen nur auf die Fehlerstreuung zurück?
 (2) Berechnung der Prüfgröße: Fderen Häufigkeitsverteilung theoretisch bekannt ist (F-Verteilung)
 (3) Berechnung der Wahrscheinlichkeit für diese Prüfgröße: p(F)
 (4) Rückschluss:
 (1) Festlegung eines Signifikanzniveaus α
 (5) Vergleich von p mit α undTreffen der Signifikanzaussage
 Aber: Bei dieser Aus-sage irrt man sich mit einer Wahrscheinlich-keit von α·100%
 VarianzanalysePrinzip des Testens
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 2σ̂ 2σ̂
 ( )2 2ˆ ˆ( ) Treat Fehlerp F p σ σ= =
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 Folie 23
 Man erstellt folgende Ergebnistabelle
 Zusätzlich ist zu empfehlen, die Varianzaufklärung η² (eta²) für das Modell zu bestimmen.
 Diese wird anhand der Quadratsummen, nicht der Varianzen berechnet
 bzw.
 VarianzanalyseErgebnistabelle
 2 TreatTreat
 Tot
 QSQS
 η = 2 FehlerFehler
 Tot
 QSQS
 η =
 Treatment QS df Var F p
 A 798.819 3 266.273 7.860 0.000
 Fehler 2303.500 68 33.875
 Total 3102.319 71 43.695
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
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 Folie 2
 Problem: Ein signifikantes Ergebnis in der ANOVA zeigt nicht an, zwischen welchen Treatmentstufen der Effekt besteht.
 Für die Prüfung der Mittelwerte einzelner Faktorstufen gibt es zwei unterschiedliche Verfahrensweisen
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA – Mittelwertevergleiche
 1. A-Priori Tests zur Prüfung von Hypothesen, die bereits vor der Untersuchung formuliert worden sind.
 2. A-Posteriori Tests (Post-hoc Tests) zur Prüfung von Hypothesen, die nach Ansehen der Daten gebildet wurden.
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
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 Folie 3
 Bei den Mittelwertevergleichen im Rahmen der ANOVA können einzelne und Kombinationen von Mittelwerten verglichen werden.
 Es können Fragen beantwortet werden wie z.B.
 1. Sind die Mittelwerte zweier Faktorstufen unterschiedlich?
 2. Ist eine Faktorstufe unterschiedlich zum Mittelwert aller vorhergehenden Faktorstufen?
 3. Sind die letzten beiden Faktorstufen unterschiedlich zu den ersten beiden?
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA – Mittelwertevergleiche
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
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 Folie 4
 Sind die Mittelwerte zweier Faktorstufen unterschiedlich?
 Ist eine Faktorstufe unterschiedlich zum Mittelwert aller vorhergehenden Faktorstufen?
 Sind die letzten beiden Faktorstufen unterschiedlich zu den ersten beiden?
 0j kD A A= − ≠
 ( )1 2 11 ... 0
 1p pD A A A Ap −= − ⋅ + + + ≠−
 ( ) ( )1 2 11 1 02 2 p pD A A A A−= ⋅ + − ⋅ + ≠
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA – Mittelwertevergleiche
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
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 Folie 5
 Frage: Wann ist ein so berechnetes D verschieden genug von Null, damit der Mittelwerteunterschied als statistisch signifikant bewertet wird?
 Lösung: Aus dem D muss eine Prüfgröße mit bekannter Häufigkeitsverteilung konstruiert werden, um die Auftretenswahrscheinlichkeit des gemessenen D zu ermitteln, wenn in Wahrheit kein Unterschied besteht.
 Zur Berechnung einer F-verteilten Prüfgröße wird die (theoretische) Varianz des D benötigt, die man erhielte, wenn man dasselbe Experiment sehr oft mit immer neuen Stichproben durchführte
 Die Berechnung der Varianz ist dabei von der Art des Mittelwertevergleichs abhängig.
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA – Mittelwertevergleiche
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
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 Folie 6
 Beobachtung im Experiment: Mehrere Stufenmittelwerte
 Frage: Sind (zwei) Mittelwerte in Wahrheit gleich?Ist ihre Differenz D=0?
 (2) Berechnung der Prüfgröße: Fderen Häufigkeitsverteilung theoretisch bekannt ist (F-Verteilung)
 (3) Berechnung der Wahrscheinlichkeit für diese Prüfgröße: p(F)
 (4) Rückschluss:
 (1) Festlegung eines Signifikanzniveaus α
 (5) Vergleich von p mit α undTreffen der Signifikanzaussage
 Aber: Bei dieser Aus-sage irrt man sich mit einer Wahrscheinlich-keit von α·100%
 VarianzanalysePrinzip des Testens
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 jA
 ( )( ) 0p F p D= =
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
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 Folie 7
 Oft sollen in einer rmANOVA Mittelwerte von Messzeitpunkten auf Unterschiedlichkeit geprüft werden.
 Hat a-priori eine Hypothesenbildung stattgefunden, kann dies über Kontraste erreicht werden
 A1 A2 A3
 1A 2A 3A
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA – A-Priori Kontraste
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 verschieden?
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 Folie 8
 Die Populationsvarianz einer paarweisen Mittelwerte-differenz D für Kontraste in der ANOVA ist immer:
 Es wird also die in der ANOVA bereits berechnete Fehlervarianz zugrunde gelegt.
 Hinweis: Ein Mittelwert hat natürlich keine Varianz.ist die theoretisch zu erwartende Streuung bei vielen
 Wiederholungen der ANOVA mit neuen Stichproben.
 2 22ˆ ˆ( ) D FehlerVar Dn
 σ σ= =
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
 2ˆDσ
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA – A-Priori Kontraste
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 Folie 9
 Zur statistischen Prüfung der Mittelwertsdifferenz lässt sich nun eine F-verteilte Prüfgröße konstruieren
 mit
 Aus der F-Verteilung lässt sich nun die Wahrscheinlichkeit p(F) ermitteln, mit der der beobachtete Wert der Prüfgröße auftritt, unter der Annahme, dass es in Wahrheit keinen Unterschied zwischen den Stufenmittelwerten gibt (D=0).
 Ist p(F) zu klein, liegt ein statistisch signifikanter Unterschied zwischen den verglichenen Mittelwerten vor, die Treatmentstufen haben verschieden große Effekte.
 2
 2ˆD
 DFσ
 =1Zähler
 Nenner Fehler
 dfdf df
 =
 =
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA – A-Priori Kontraste
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test

Page 32
						
						

Statistik &Methodenlehre
 Folie 10
 Gerade bei umfangreicheren Versuchsdesigns und unklaren Hypothesen werden während der Auswertung Effekte entdeckt, für die zuvor keine Hypothesenbestanden.
 In solchen Fällen ist es trotzdem sinnvoll zu prüfen, ob sich Signifikanzen ergeben, um gezielt Fragestellungen für weitere Untersuchungen zu entwickeln
 Achtung: Eine im Nachhinein aufgestellte Hypothese mit einem a-posteriori Test zu prüfen und zu belegen, hat faktisch keine Aussagekraft(ist jedoch in der empirischen Forschung durchaus verbreitet)
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA – A-Posteriori Tests
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
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 Folie 11
 Oft sollen in einer rmANOVA Mittelwerte von Messzeitpunkten auf Unterschiedlichkeit geprüft werden.
 Hat die Hypothesenbildung erst nach dem Experiment (a-posteriori) stattgefunden, kann der Scheffé Testverwendet werden
 A1 A2 A3
 1A 2A 3Averschieden?
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA – A-Posteriori Scheffé Test
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
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 Folie 12
 Ziel: Prüfung von paarweisen Mittelwerteunterschieden in einer einfaktoriellen ANOVA mit p Treatmentstufen ohne Kumulierung der Irrtumswahrscheinlichkeit α.
 Scheffé konnte zeigen, dass durch eine Korrektur der F-Prüfgröße und ihrer Freiheitsgrade eine beliebige Anzahl von Mittelwertevergleichen durchgeführt werden können, ohne dass α-Fehler Kumulierung entsteht.
 Fcorr hat nicht mehr 1, sondern dfZähler = p–1Zählerfreiheitsgrade.
 1corr
 Zähler
 F Fdf
 = ⋅
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA – A-Posteriori Scheffé Test
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 Folie 13
 Die Prüfgröße für paarweise a-posteriori Mittelwertsunterschiede verändert sich damit also nur um den Faktor 1/(p-1) im Vergleich zum a-priori Kontrast
 wieder mit
 Für die Prüfgröße Fcorr gilt:
 2
 2
 1 1ˆcorr
 Zähler Zähler D
 DF Fdf df σ
 = ⋅ = ⋅
 1Zähler
 Nenner Fehler
 df pdf df
 = −
 =
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
 2 22ˆ ˆD Fehlernσ σ= ⋅
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA – A-Posteriori Scheffé Test
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 Folie 14
 Der Scheffé Test ist der konservativste unter den üblichen a-posteriori Tests, d.h. er kommt erst bei größeren Mittelwertsunterschiede zu einer signifikanten Entscheidung.
 Er ist zudem robust gegenüber Verletzungen der Voraussetzungen der ANOVA
 Andere, progressivere Tests sind der Duncan-Test, der Newman-Keuls Test oder der Tukey Test
 VarianzanalyseEinfaktorielle ANOVA – Weitere A-Posteriori Tests
 Einfaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
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 Folie 15
 0 2 4 6 8 10 12 14
 0 2 4 6 8 10 12 14
 Datenstreuung
 Einfaktorielle ANOVA – Zusammenfassung
 Ziel der ANOVA ist die Beantwortung der Frage, ob die Stufen eines Treatments keinen (bzw. denselben) Effekt oder verschiedene Effekte auf eine AV haben
 Die ANOVA geht zunächst von der Gesamtstreuung der Daten ungeachtet der Treatmentgruppen aus
 Diese wird zerlegt in die Streuung aufgrund der Treatmentwirkung und die Fehlerstreuung (= unerklärbare Unterschiede zwischen Personen)
 Alle DatenUngeachtet der Treatmentgruppen
 N=60
 Streuung zwischen den Treatmentgruppen
 Mittelwert G
 Streuung innerhalb der Treatmentgruppen1A
 2A
 3A
 GGruppierte DatenAufgeteilt nach Treatmentgruppen
 n1=n2=n3=20
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 Folie 16
 0 2 4 6 8 10 12 14
 Einfaktorielle ANOVA – Zusammenfassung
 Grundfrage: Ist die Streuung der Mittelwerte zwischen Treatmentstufen hoch genug, damit statistisch behauptet werden kann, das sie nicht mehr auf zufälligen Unterschieden aufgrund der Stichprobenziehung beruhen kann?
 Dazu muss bekannt sein, in welchem Bereich die Streuung der Mittelwerte zwischen Treatmentstufen typischerweise läge, wenn in Wahrheit keine Treatmentwirkung besteht.
 Die Statistik beantwortet dies „typischerweise“ mithilfe einer Prüfgröße.
 Streuung zwischen den Treatmentgruppen
 Streuung innerhalb der Treatmentgruppen1A
 2A
 3A
 GGruppierte DatenAufgeteilt nach Treatmentgruppen
 n1=n2=n3=20
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 Folie 17
 Einfaktorielle ANOVA – Zusammenfassung
 Grundfrage: Ist die Streuung der Mittelwerte zwischen Treatmentstufen hoch genug, damit statistisch behauptet werden kann, das sie nicht mehr auf zufälligen Unterschieden aufgrund der Stichprobenziehung beruhen kann?
 Dazu muss bekannt sein, in welchem Bereich die Streuung der Mittelwerte zwischen Treatmentstufen typischerweise läge, wenn in Wahrheit keine Treatmentwirkung besteht.
 Die Statistik beantwortet dies „typischerweise“ mithilfe einer Prüfgröße.
 Aus Treatment- und Fehlerstreuung wird eine solche Prüfgröße F errechnet, deren zufällige Schwankungen bekannt sind, weil sie der F-Verteilung folgen.
 Ein zu unwahrscheinlicher F-Wert belegt Unterschiede zwischen Treatmentstufen
 00.050.1
 0.150.2
 0.250.3
 0.350.4
 f(F‐Wert)
 F‐Wert
 Beobachtete F‐Werte bei sehr vielen Stichprobenziehungen
 F‐Verteilung
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 Folie 18
 VarianzanalyseEinfaktorielle rmANOVA (repeated measurements)
 Ziel: Analyse des Einflusses einer unabhängigen Variablen (UVn) auf eine abhängige Variable (AV)
 Die AV muss dabei stetig sein (intervallskaliert) die UVn sind i.d.R nominal- oder ordinalskaliert
 Anders als bei der einfaktoriellen ANOVA werden in der rmANOVA dieselben Merkmalsträger in allen Treatmentstufen beobachtet („Messwiederholung“)
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
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 Folie 19
 Vorteil: Die Fehlervarianz wird i.d.R. kleiner, da sich die Unterschiedlichkeit zwischen den Versuchspersonen auf alle Stufenmittelwerte gleich auswirkt → schärfere Testung
 Es braucht also nicht auf Varianzhomogenität zwischen den Versuchspersonen geachtet zu werden.
 Nachteil: Die rmANOVA ist durch anspruchsvollere Voraussetzungen gekennzeichnet als die ANOVA
 Zudem wirkt sich der Ausfall eines Merkmalsträgers auf alle Stufen aus.
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 VarianzanalyseEinfaktorielle rmANOVA (repeated measurements)
 Wenn anwendbar, ist die rmANOVA trotzdem zumeist das wünschenswertere Design.
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
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 Folie 20
 Die Beobachtungen müssen abhängig sein
 Die Fehler innerhalb einer Person sollen normalverteiltsein mit einem Erwartungswert von 0.
 Die Varianzen der Differenzen zwischen den Treatmentstufen müssen gleich sein→ Sphärizitätsannahme
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab. Vp A1 A2 … Ap
 1 3.8 5.2 … 6.92 4.4 6.6 … 7.73 3.9 5.4 … 5.8… … … … …n 5.1 7.1 … 7.3
 ΔA ΔA
 identische Varianzen
 VarianzanalyseEinfaktorielle rmANOVA (repeated measurements)
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
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 Folie 21
 Die Sphärizitätsannahme ist eine wichtige Voraussetzung
 Verletzungen führen zu progressiveren Entscheidungen bei der der F-Prüfgröße, d.h. es stellen sich schneller Signifikanzen ein (unerwünscht)
 Die Sphärizitätsannahme wird mit dem Mauchly Testauf Sphärizität geprüft
 Ist die Sphärizität verletzt, so ist eine Korrektur der Freiheitsgrade vorzunehmen (aber: es empfiehlt sich, die Freiheitsgradkorrektur immer durchzuführen).
 Korrekturmethoden sind die Greenhouse-GeisserKorrektur sowie die Huynh-Feldt Korrektur
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 VarianzanalyseEinfaktorielle rmANOVA (repeated measurements)
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
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 Folie 22
 Der einfaktoriellen rmANOVA liegt ein einfaches lineares Modell zugrunde
 Messwert von Person ( 1... ) in Treatmentstufe ( 1... )
 Populationswert aller PersonenEffekt der Treatmentstufe
 Fehler (oder auch "Effekt") der Person
 ij
 j
 i
 x i i n j j p
 na j
 e i
 μ
 = = =
 ==
 =
 ij j i j ix a e a eμ= + + + ×
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Treatment Fehler I (Zwischen-Person Schwankung)
 Fehler II (Innerhalb-Person Schwankung)
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
 VarianzanalyseEinfaktorielle rmANOVA (repeated measurements)
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 Folie 23
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 QSTotal
 QSZwischen QSInnerhalb
 QSTreat QSResidual/A e
 QSZwischen = Streuung zwischen Personen (uninteressant)QSInnerhalb = Streuung innerhalb von PersonenQSTreat = Wirkung der Faktorstufen (interessant)QSResidual = Streuung innerhalb einer Person (Prüfstreuung)
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
 VarianzanalyseEinfaktorielle rmANOVA (repeated measurements)
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 Folie 24
 ( ) ( ) ( )2 22
 1 1 1 1 1 1
 Tot Zwischen Innerhalb
 p p pn n n
 ij i ij ii j i j i j
 QS QS QS
 x G x G x x= = = = = =
 = +
 − = − + −∑∑ ∑∑ ∑∑
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 ( ) ( ) ( )/
 2 2 2
 1 1 1 1 1 1
 Innerhalb Treat Residual A e
 p p pn n n
 ij i j ij j ii j i j i j
 QS QS QS
 x x A G x A x G
 ×
 = = = = = =
 = +
 − = − + − − +∑∑ ∑∑ ∑∑
 Mittelwert der Person i über alle j Faktorstufen von A
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
 VarianzanalyseEinfaktorielle rmANOVA (repeated measurements)
 Daraus lässt sich nun die Quadratsummenzerlegung in der Varianzanalyse ableiten:
 Die QSInnerhalb zerfällt in
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 Folie 25
 Aus den Quadratsummen lassen sich nun spezielle Varianzen bestimmen, die Populationsvarianzen
 Dazu werden wieder die Freiheitsgrade(df, degrees of freedom) benötigt.
 In der rmANOVA gilt:
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 2σ̂
 ( )
 ( )/
 11
 11
 ( 1) 1
 Tot
 Zwischen
 Innerhalb
 Treat
 Residual A e
 df n pdf ndf n pdf pdf n p×
 = ⋅ −
 = −
 = ⋅ −
 = −
 = − ⋅ −
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
 VarianzanalyseEinfaktorielle rmANOVA (repeated measurements)
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 Folie 26
 Damit werden die Populationsvarianzen berechnet als
 ( )
 ( )
 ( )
 2
 1 12
 2
 1 12
 2
 1 12
 ˆ1
 ˆ1
 ˆ( 1)
 pn
 iji jTot
 Tottot
 pn
 ii jZwischen
 ZwischenZwischen
 pn
 ij ii jInnerhalb
 InnerhalbInnerhalb
 x GQSdf n p
 x GQSdf n
 x xQSdf n p
 σ
 σ
 σ
 = =
 = =
 = =
 −= =
 ⋅ −
 −= =
 −
 −= =
 ⋅ −
 ∑∑
 ∑∑
 ∑∑
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
 VarianzanalyseEinfaktorielle rmANOVA (repeated measurements)
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 Folie 27
 Damit werden die Populationsvarianzen berechnet als
 ( )
 ( )( ) ( )
 2
 1 12
 2
 1 1/2/
 /
 ˆ1
 ˆ1 1
 pn
 ji jTreat
 TreatTreat
 pn
 ij j ii jRes A e
 Residual A eRes A e
 A GQSdf p
 x A x GQSdf n p
 σ
 σ
 = =
 = =××
 ×
 −= =
 −
 − − += =
 − ⋅ −
 ∑∑
 ∑∑
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
 VarianzanalyseEinfaktorielle rmANOVA (repeated measurements)
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 Folie 28
 Hat das Treatment keinen Effekt, so sind Unterschiede zwischen Mittelwerten der Treatmentstufen rein zufällig
 Die Streuung der Stufenmittelwertekann dann nur aus der Residualstreu-ung entstehen. Es muss gelten:
 Daraus konstruiert man die Prüfgröße
 Sie ist F-verteilt mit dfTreat= p–1 Zählerfreiheitsgraden und dfResidual= (n-1)·(p-1) Nennerfreiheitsgraden.
 Aus der F-Verteilung kann die Wahrscheinlichkeit p(F)für das Auftreten dieser Prüfgröße ermittelt werden
 2 2/ˆ ˆTreat Res A eσ σ ×
 2
 2/
 ˆˆ
 Treat
 Res A e
 Fσσ ×
 =
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
 VarianzanalyseEinfaktorielle rmANOVA (repeated measurements)
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 Folie 29
 Man berechnet also zunächst die Prüfgröße F
 Die F-Verteilung gibt nun an, welche Wahrscheinlichkeitp(F) das Auftreten der Prüfgröße hat unter der Annahme, dass Treatmentvarianz nur aus der Fehlervarianz entsteht.
 Ist diese Wahrscheinlichkeit zu klein, so muss es Einflüsse auf die Treatmentstreuung geben, die nicht auf die Fehlerstreuung zurückzuführen sind.
 Diese Einflüsse können nur durch das Treatment hervorgerufen werden, es hat also eine Wirkung.
 Das bedeutet gleichzeitig, dass die Mittelwerte der Treatmentstufen systematisch unterschiedlich sind (dieser Unterschied erzeugt gerade die Treatmentstreuung).
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
 VarianzanalyseEinfaktorielle rmANOVA (repeated measurements)
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 Folie 30
 Ist die berechnete Wahrscheinlichkeit p(F) also zu klein, gibt es Unterschiede in den Stufenmittelwerten.
 Problem: Wie klein ist „zu unwahrscheinlich“?
 Es gelten wieder die bereits bekannten Signifikanzniveaus:
 0.05 statistisch nicht signifikant0.05 statistisch signifikant0.01 statistisch hochsignifikant
 ααα
 ≥ →< →< →
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
 VarianzanalyseEinfaktorielle rmANOVA (repeated measurements)
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 Folie 31
 Beobachtung im Experiment: Treat und Residual
 Frage: Sind die Varianzen in Wahrheit gleich?Geht die Streuung der Mittelwerte der Treatmentstufen nur auf die Fehlerstreuung zurück?
 (2) Berechnung der Prüfgröße: Fderen Häufigkeitsverteilung theoretisch bekannt ist (F-Verteilung)
 (3) Berechnung der Wahrscheinlichkeit für diese Prüfgröße: p(F)
 (4) Rückschluss:
 (1) Festlegung eines Signifikanzniveaus α
 (5) Vergleich von p mit α undTreffen der Signifikanzaussage
 Aber: Bei dieser Aus-sage irrt man sich mit einer Wahrscheinlich-keit von α·100%
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 2σ̂ 2σ̂
 ( )2 2Reˆ ˆ( ) Treat sidualp F p σ σ= =
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
 VarianzanalyseEinfaktorielle rmANOVA (repeated measurements)
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 Folie 32
 Man erstellt folgende Ergebnistabelle
 Dabei wird die zweite Zeile (QSInnerhalb) manchmal auch weggelassen, v.a. von Statistikprogrammen.
 Faktor QS df Var F p
 Zwischen 116.800 9 12.978Innerhalb 870.667 20 43.533A 582.867 2 291.433 18.227 0.000
 Residual/A e 287.800 18 15.989Total 987.467 29 34.051
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
 VarianzanalyseEinfaktorielle rmANOVA (repeated measurements)

Page 55
						
						

Statistik &Methodenlehre
 Folie 33
 Zusätzlich ist zu empfehlen, die Varianzaufklärung η²(eta²) für das Model zu bestimmen.
 Die Varianzaufklärung für QSZwischen und QSInnerhalb verläuft analog zur ANOVA für unabhängige Daten.
 bzw.
 Für den Messwiederholungsfaktor wird jedoch die QSInnerhalb als Referenz gewählt.
 bzw.
 2 ZwischenZwischen
 Tot
 QSQS
 η = 2 InnerhalbInnerhalb
 Tot
 QSQS
 η =
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
 VarianzanalyseEinfaktorielle rmANOVA (repeated measurements)
 2 TreatTreat
 Innerhalb
 QSQS
 η = /2/
 Res A eRes A e
 Innerhalb
 QSQS
 η ×× =
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 Folie 34
 Verwendet man als Messwerte die Abweichungen vom Personmittelwert (ipsative Werte), ergibt die ANOVA für unabhängige Stichproben über diese Werte dasselbe Resultat wie die rmANOVA der Originalwerte.
 Sind die Daten zwischen den Messzeitpunkten perfekt unkorreliert, ergibt sich ein ähnliches (knapp weniger signifikantes) Ergebnis wie für die ANOVA für unabhängige Stichproben.
 Sind die Daten zwischen den Messzeitpunkten hochkorreliert, ergibt sich extreme Teststärke der rmANOVA (frühe Signifikanzen).
 Sind die Daten negativ korreliert, ergibt sich schwächere Teststärke als für die ANOVA für unabhängige Stichproben (späte Signifikanzen)
 Einführung
 Annahmen
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
 VarianzanalyseEinfaktorielle rmANOVA (repeated measurements)
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 Folie 2
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
 Prinzip: Die Mittelwertevergleiche in der rmANOVA fol-gen demselben Prinzip wie in der unabhängigen ANOVA
 Frage: Wann ist ein Mittelwertsunterschied zwischen Messzeitpunkten verschieden genug von Null, damit das berechnete D als statistisch signifikant bewertet wird?
 Berechnung: Es gelten praktisch dieselben Berechnungsformeln wie in er einfaktoriellen ANOVA.
 Wie auch dort existieren zwei verschiedene Testvarianten:
 VarianzanalyseEinfaktorielle rmANOVA – Mittelwertevergleiche
 1. A-Priori Tests zur Prüfung von Hypothesen, die vor der Untersuchung formuliert wurden.
 2. A-Posteriori Tests (Post-hoc Tests) zur Prüfung von Hypothesen, die nach Ansehen der Daten gebildet wurden.
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 Folie 3
 Beobachtung im Experiment: Mehrere Stufenmittelwerte
 Frage: Sind (zwei) Mittelwerte in Wahrheit gleich?Ist ihre Differenz D=0?
 (2) Berechnung der Prüfgröße: Fderen Häufigkeitsverteilung theoretisch bekannt ist (F-Verteilung)
 (3) Berechnung der Wahrscheinlichkeit für diese Prüfgröße: p(F)
 (4) Rückschluss:
 (1) Festlegung eines Signifikanzniveaus α
 (5) Vergleich von p mit α undTreffen der Signifikanzaussage
 Aber: Bei dieser Aus-sage irrt man sich mit einer Wahrscheinlich-keit von α·100%
 VarianzanalysePrinzip des Testens
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
 jA
 ( )( ) 0p F p D= =
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
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 Folie 4
 Oft sollen in einer rmANOVA Mittelwerte von Messzeitpunkten auf Unterschiedlichkeit geprüft werden.
 Hat a-priori eine Hypothesenbildung stattgefunden, kann dies über Kontraste erreicht werden
 A1 A2 A3
 1A 2A 3A
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
 VarianzanalyseEinfaktorielle rmANOVA – A-Priori Kontraste
 verschieden?
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
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 Folie 5
 Der einzige Unterschied zu Kontrasten in der unabhängigen ANOVA ist die Verwendung der Residualvarianz als Prüfvarianz
 Die Prüfgröße ist
 mit
 Für die Prüfgröße F gilt:
 2
 2ˆD
 DFσ
 =
 Re
 1Zähler
 Nenner sidual
 dfdf df
 =
 =
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
 2 2Re
 2ˆ ˆD sidualnσ σ= ⋅
 VarianzanalyseEinfaktorielle rmANOVA – A-Priori Kontraste
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
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 Folie 6
 Oft sollen in einer rmANOVA Mittelwerte von Messzeitpunkten auf Unterschiedlichkeit geprüft werden.
 Hat die Hypothesenbildung erst nach dem Experiment (a-posteriori) stattgefunden, kann der Scheffé Testverwendet werden
 A1 A2 A3
 1A 2A 3Averschieden?
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
 VarianzanalyseEinfaktorielle rmANOVA – A-Posteriori Scheffé Test
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
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 Folie 7
 Die Prüfgröße für paarweise a-posteriori Mittelwertsunterschiede verändert sich wieder nur um den Faktor 1/(p-1) im Vergleich zum a-priori Kontrast
 wieder mit
 Für die Prüfgröße Fcorr gilt:
 2
 2
 1 1ˆcorr
 Zähler Zähler D
 DF Fdf df σ
 = ⋅ = ⋅
 Re
 1Zähler
 Nenner sidual
 df pdf df
 = −
 =
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
 2 2Re
 2ˆ ˆD sidualnσ σ= ⋅
 VarianzanalyseEinfaktorielle rmANOVA – A-Posteriori Scheffé Test
 Einfaktorielle rmANOVA Einzelvergleiche
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 Folie 8
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 0 2 4 6 8 10 12 14
 0 2 4 6 8 10 12 14
 0 2 4 6 8 10 12 14
 AQS=
 x a eμ= + +
 x a b eμ= + + +
 BQS=
 x a b a b eμ= + + + × +A BQS ×=
 Ziel: Analyse des Einflusses von zwei Treatments (UVn) auf eine AV
 Annahme: der Messwert einer Person auf einer beliebigen AV besteht additiv aus systematischen Komponenten und einer Fehlerkomponente
 Zusätzlich berücksichtigt die zweifaktorielle ANOVA, dass es spezifische Effektefür bestimmte Kombinationen aus Treatmentstufen geben kann (Interaktionen)
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 Folie 9
 VarianzanalyseZweifaktorielle ANOVA
 Ansatz: Das bereits für die einfaktorielle ANOVA entwickelte lineare Modell wird lediglich um den zweiten Treatmentfaktor erweitert.
 Das Modell lautet:
 Erwartungswert der Population aller PersonenEffekt der Treatmentstufe des Faktors ( 1... )
 Effekt der Treatmentstufe des Faktors ( 1... )Messwert der Person ( =1... ) unt
 j
 k
 ijk
 n p qa j A j p
 b k B k qx i i n
 μ = ⋅ ⋅= =
 = == er den Faktorstufen und
 Fehler der Person unter den Faktorstufen und j k
 ijk j k
 a b
 e i a b=
 ijk j k j k ijkx a b a b eμ= + + + × +
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Plots
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 Folie 10
 Der Treatmenteffekt a×b wird als Interaktionseffektbezeichnet
 Ein Interaktionseffekt besteht dann, wenn die beiden Faktoren nicht einfach additiv auf den Messwert der Person wirken
 Eine bestimmte Treatmentstufe eines Faktors wirkt dann differentiell in Abhängigkeit davon, mit welcher Stufe eines anderen Faktors sie kombiniert wird.
 Beispiele: Männer werden mit steigendem Alkoholpegel immer gesprächiger, Frauen zunächst gesprächiger, dann aber weniger gesprächig. Angstgestörte profitieren stärker von massierter Konfrontation, Zwangsgestörte stärker von gradueller Konfrontation.
 VarianzanalyseZweifaktorielle ANOVA
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Plots

Page 66
						
						

Statistik &Methodenlehre
 Folie 11
 Es gelten dieselben Voraussetzungen wie bei der einfaktoriellen ANOVA
 VarianzanalyseZweifaktorielle ANOVA
 1. Normalverteilung der Fehler (i.e.) Zellresiduen
 2. Homogenität der Fehlervarianzen
 3. Unabhängigkeit von Treatmenteffekt und Messfehlern
 4. Unabhängigkeit der Beobachtungen
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Plots
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 Folie 12
 Die Quadratsummenzerlegung ist analog zur einfaktoriellen ANOVA:
 Direkt analog zur einfaktoriellen ANOVA sind die Formeln:
 Gesamte QS:
 QS Treatment A:(q = Treat.stufen von B)
 QS Treatment B:(p = Treat.stufen von A)
 Tot TreatA TreatB TreatA B FehlerQS QS QS QS QS×= + + +
 ( )2
 1 1 1
 p qn
 Tot ijki j k
 QS x G= = =
 = −∑∑∑
 ( )2
 1 1 1
 p qn
 TreatA ji j k
 QS A G= = =
 = −∑∑∑
 ( )2
 1 1 1
 p qn
 TreatB ki j k
 QS B G= = =
 = −∑∑∑
 VarianzanalyseZweifaktorielle ANOVA
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Plots
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 Folie 13
 Die Fehlerquadratsumme errechnet sich wieder aus der Abweichung jedes Personenmesswert von seinem Gruppenmittelwert (bei p·q Gruppen).
 mit
 Die so berechneten p·q Mittelwerte bezeichnet man in der ANOVA auch als Zellmittelwerte.
 ( )2
 1 1 1
 p qn
 jkFehler ijki j k
 QS x AB= = =
 = −∑∑∑
 1
 1 für jede Kombination , n
 jk ijki
 AB x j kn =
 = ∑
 VarianzanalyseZweifaktorielle ANOVA
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Plots
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 Folie 14
 Gäbe es keine Interaktion, so sollte man annehmen, dass die beiden Faktoren additiv zusammenwirken.
 Dann sollte gelten:
 Der Grand Mean muss einmal subtrahiert werden, da er in beiden Stufenmittelwerten enthalten ist
 Die Differenz dieser beiden Terme ist dann die Interaktionswirkung (i.e. der nicht-additive Teil des gemeinsamen Effektes von A und B.
 ' jk j kAB A B G= + −
 ( )2
 1 1 1'
 p qn
 jkA B jki j k
 QS AB AB×= = =
 = −∑∑∑mit ' jk j kAB A B G= + −
 VarianzanalyseZweifaktorielle ANOVA
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Plots
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 Folie 15
 Aus den Quadratsummen lassen sich nun wieder die Populationsvarianzen bestimmen
 Zu ihrer Berechnung werden die Freiheitsgrade (df) der einzelnen Quadratsummen benötigt.
 Es gilt:
 VarianzanalyseZweifaktorielle ANOVA
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 2σ̂
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Plots
 ( ) ( )
 111
 1 1( 1)
 Tot
 TreatA
 TreatB
 TreatA B
 Fehler
 df n p qdf pdf qdf p qdf p q n
 ×
 = ⋅ ⋅ −= −= −
 = − ⋅ −
 = ⋅ ⋅ −

Page 71
						
						

Statistik &Methodenlehre
 Folie 16
 Damit werden die Populationsvarianzen berechnet als
 ( )
 ( )
 ( )
 2
 1 1 12
 2
 1 1 12
 2
 1 1 12
 ˆ1
 ˆ1
 ˆ1
 p qn
 ijki j kTot
 Tottot
 p qn
 ji j kTreatA
 TreatATreatA
 p qn
 ki j kTreatB
 TreatBTreatB
 x GQSdf n p q
 A GQSdf p
 B GQSdf q
 σ
 σ
 σ
 = = =
 = = =
 = = =
 −= =
 ⋅ ⋅ −
 −= =
 −
 −= =
 −
 ∑∑∑
 ∑∑∑
 ∑∑∑
 VarianzanalyseZweifaktorielle ANOVA
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Plots
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 Folie 17
 Damit werden die Populationsvarianzen berechnet als
 ( )
 ( )
 2
 1 1 12
 2
 1 1 12
 'ˆ
 ( 1) ( 1)
 ˆ( 1)
 p qn
 jk jki j kA B
 A BA B
 p qn
 jkijki j kFehler
 FehlerFehler
 AB ABQSdf p q
 x ABQSdf p q n
 σ
 σ
 = = =××
 ×
 = = =
 −= =
 − ⋅ −
 −= =
 ⋅ ⋅ −
 ∑∑∑
 ∑∑∑
 VarianzanalyseZweifaktorielle ANOVA
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Plots

Page 73
						
						

Statistik &Methodenlehre
 Folie 18
 Hat das Treatment keinen Effekt,so sollte wieder gelten:
 Daraus konstruiert man die Prüfgröße
 Sie ist F-verteilt mit dfTreat= k–1 Zählerfreiheitsgraden und dfError= p·q·(n-1) Nennerfreiheitsgraden.
 (k = Stufenanzahl des jeweiligen Faktors; also entweder p oder q)
 Aus der F-Verteilung kann die Wahrscheinlichkeit p(F)für das Auftreten dieser Prüfgröße ermittelt werden.
 VarianzanalyseZweifaktorielle ANOVA
 2 2ˆ ˆTreat Fehlerσ σ=
 2
 2
 ˆˆ
 Treat
 Fehler
 F σσ
 =
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Plots
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 Folie 19
 Beobachtung im Experiment: Treat und Fehler
 Frage: Sind die Varianzen in Wahrheit gleich?Geht die Streuung der Mittelwerte der Treatmentstufen nur auf die Fehlerstreuung zurück?
 (2) Berechnung der Prüfgröße für jeden Faktor: FA,FB,FA×Bderen Häufigkeitsverteilung theoretisch bekannt ist (F-Verteilung)
 (3) Berechnung der Wahrscheinlichkeit für diese Prüfgröße: p(FA), p(FB), p(FA×B)
 (4) Rückschluss:
 (1) Festlegung eines Signifikanzniveaus α
 (5) Vergleich von p mit α undTreffen der Signifikanzaussage
 Aber: Bei dieser Aus-sage irrt man sich mit einer Wahrscheinlich-keit von α·100%
 VarianzanalysePrinzip des Testens
 2σ̂ 2σ̂
 ( )2 2ˆ ˆ( ) Treat Fehlerp F p σ σ= =
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Plots
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 Folie 20
 Man erstellt folgende Ergebnistabelle
 Zusätzlich werden wieder die Varianzaufklärungen η²(eta²) für das Model bestimmt, und zwar wie bei der einfaktoriellen ANOVA mit der QSFehler im Nenner.
 VarianzanalyseZweifaktorielle ANOVA
 Faktor QS df Var F p
 A 399.410 3 133.137 16.456 0.000
 B 27.503 1 27.503 3.400 0.070
 A B 2157.628 3 719.209 88.898 0.000
 Fehler 517.778 64 8.090
 Total 3102.319 71 43.695
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
 Plots
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 Folie 2
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 Zur Veranschaulichung der Effekte bei der mehrfak-toriellen ANOVA werden Interaktionsplots verwendet.
 Sie enthalten die Informationen der Zellmittelwerte für zwei Faktoren
 Für solche Plots existieren immer zwei mögliche Darstellungen
 VarianzanalyseZweifaktorielle ANOVA – Interaktionsplots
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
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 Folie 3
 Effekt auf Faktor A, kein Effekt auf Faktor B, keine Interaktion zwischen A und B.
 VarianzanalyseZweifaktorielle ANOVA – typische Effekte
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
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 Folie 4
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 Effekt auf Faktor A, Effekt auf Faktor B, keine Interaktion zwischen A und B.
 VarianzanalyseZweifaktorielle ANOVA – typische Effekte
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
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 Folie 5
 Effekt auf Faktor A, Effekt auf Faktor B, Interaktion zwischen A und B ordinal, da sich die Geraden auch im Gegenplot nicht schneiden.
 VarianzanalyseZweifaktorielle ANOVA – typische Effekte
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
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 Folie 6
 Kein Effekt auf Faktor A, kein Effekt auf Faktor B, Interaktion zwischen A und B ► disordinal, da sich die Geraden auch im Gegenplot schneiden.
 VarianzanalyseZweifaktorielle ANOVA – typische Effekte
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
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 Folie 7
 Kein Effekt auf Faktor A, großer Effekt auf Faktor B, Interaktion ► hybrid, da sich die Geraden im Gegenplot schneiden.
 VarianzanalyseZweifaktorielle ANOVA – typische Effekte
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 QS-Zerlegung
 Prüfgröße & Ergebnistab.
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 Folie 8
 Problem: Signifikante Ergebnisse in der mehrfaktoriellen ANOVA zeigen zwar an, auf welchen Treatments ein Effekt besteht, allerdings nicht auf welchen Stufen.
 Erneut können für die Prüfung der Mittelwerteeinzelner Faktorstufen eines Faktors zwei unterschiedliche Verfahrensweisen gewählt werden
 VarianzanalyseZweifaktorielle ANOVA – Mittelwertevergleiche
 1. A-Priori Tests zur Prüfung von Hypothesen, die bereits vor der Untersuchung formuliert worden sind.
 2. A-Posteriori Tests (Post-hoc Tests) zur Prüfung von Hypothesen, die nach Ansehen der Daten gebildet wurden.
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
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 Folie 9
 Beobachtung im Experiment: Stufen- oder Zellmittelwerte
 Frage: Sind die Mittelwerte in Wahrheit gleich?Ist ihre Differenz D=0?
 (2) Berechnung der Prüfgröße: Fderen Häufigkeitsverteilung theoretisch bekannt ist (F-Verteilung)
 (3) Berechnung der Wahrscheinlichkeit für diese Prüfgröße: p(F)
 (4) Rückschluss:
 (1) Festlegung eines Signifikanzniveaus α
 (5) Vergleich von p mit α undTreffen der Signifikanzaussage
 Aber: Bei dieser Aus-sage irrt man sich mit einer Wahrscheinlich-keit von α·100%
 VarianzanalysePrinzip des Testens
 ( )( ) 0p F p D= =
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
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 Folie 10
 Kontraste können verwendet werden, um beliebige Zellen innerhalb der Mittelwertetabelle, jedoch keine Stufenmittelwerte zu vergleichen
 Es muss a-priori eine Hypothesenbildung stattgefunden haben.
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
 VarianzanalyseA-Priori Tests – Kontraste I
 A1 A2 A3
 B1
 B2
 1 1A B
 1 2A B
 2 1A B
 2 2A B
 3 1A B
 3 2A B
 verschieden?
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 Folie 11
 Die Berechnung verläuft exakt analog zur Prüfung von Stufenmittelwerten in der einfaktoriellen ANOVAAchtung: Für den Vergleich von Stufenmittelwerten in der zweifaktoriellen ANOVA muss eine leicht andere Varianz verwendet werden (siehe später)
 Die Prüfgröße ist
 mit
 Für die Prüfgröße F gilt:
 2
 2ˆD
 DFσ
 =
 1Zähler
 Nenner Fehler
 dfdf df
 =
 =
 2 22ˆ ˆD Fehlernσ σ= ⋅
 VarianzanalyseA-Priori Tests – Kontraste I
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
 2ˆDσ
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
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 Folie 12
 Oft sollen in einer zweifaktoriellen ANOVA Mittelwerte von Treatmentstufen ohne Beachtung des anderen Faktors geprüft werden.
 Hat a-priori eine Hypothesenbildung stattgefunden, kann auch dies über Kontraste erreicht werden
 A1 A2 A3
 B1B2
 1 1A B
 1 2A B2 1A B
 2 2A B3 1A B
 3 2A B
 verschieden?
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 1B
 2B
 1A 2A 3Averschieden?
 VarianzanalyseA-Priori Tests – Kontraste II
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
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 Folie 13
 Im Rahmen der einfaktoriellen ANOVA galt immer
 Im Nenner der Varianz steht also die Anzahl der Merkmalsträger, die in einer Zelle des ANOVA Designs enthalten waren, d.h. n
 Wird ein Kontrast für Randmittelwerte in der zweifak-toriellen ANOVA berechnet, bleibt diese Logik erhalten
 Im Nenner der Varianz muss die Anzahl der Merkmalsträger aus allen Zellen stehen, die in die Differenz eingehen
 VarianzanalyseA-Priori Tests – Kontraste II
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test2ˆDσ
 2 22ˆ ˆD Fehlernσ σ= ⋅
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
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 Folie 14
 Sei k die Anzahl der Stufen im anderen Faktor (d.h. der Faktor, für den der Kontrast nicht berechnet wird)
 Die Prüfgröße ist wie üblich
 mit
 Für die Prüfgröße F gilt:
 2
 2ˆD
 DFσ
 =
 1Zähler
 Nenner Fehler
 dfdf df
 =
 =
 2 22ˆ ˆD Fehlerk nσ σ= ⋅
 ⋅
 VarianzanalyseA-Priori Tests – Kontraste II
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
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 Folie 15
 Mit dem Scheffé Test können beliebige Zellen miteinander verglichen werden.
 Dieser Test ist ein a-posteriori Test und kommt eher spät (i.e. bei größeren Unterschieden) zu einer Signifikanzaussage.
 A1 A2 A3
 B1
 B2
 1 1A B
 1 2A B
 2 1A B
 2 2A B
 3 1A B
 3 2A B
 verschieden?
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
 VarianzanalyseA-Posteriori Tests – Scheffé Test
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 Folie 16
 Für a-posteriori Vergleiche beliebiger Zellen (aber nicht der Randmittelwerte) einer ANOVA mit p·q Zellen gilt im Scheffé Test
 wieder mit:
 Für die Prüfgröße Fcorr gilt
 VarianzanalyseA-Posteriori Tests – Scheffé Test
 Einführung
 A-Priori Kontraste
 Scheffé Test
 2 21ˆ ˆ2D Fehlernσ σ= ⋅ ⋅
 2
 2
 1 1ˆcorr
 Zähler Zähler D
 DF Fdf df σ
 = ⋅ = ⋅
 1Zähler
 Nenner Fehler
 df p qdf df
 = ⋅ −
 =
 Zweifaktorielle ANOVA Einzelvergleiche
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 Folie 17
 Es können in abhängigen und unabhängigen ANOVA Designs beliebig viele Faktoren mit beliebig vielen Stufen miteinander kombiniert werden
 Auch die Kombination von abhängigen und unabhängigen Faktoren ist möglich
 Beispiel: Therapiestudie mit einem Messwiederholungsfaktor, einem Geschlechtsfaktor und einem Faktor „Therapieart“
 Messwiederholungsdesigns mit Gruppenfaktoren
 VarianzanalyseWeitere wichtige Typen von Varianzanalysen
 ANOVA Ausblick
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 Folie 18
 Die Anzahl von Zellen in der ANOVA wird bei multiplen Faktoren mit vielen Stufen sehr schnell sehr groß (kombinatorische Explosion)
 Wenn der Experimentator nur an den Haupteffekten interessiert ist, kann der Versuchsplan drastisch reduziert werden, indem nur bestimmte Kombinationen von Stufen der Faktoren realisiert werden
 Lateinische Quadrate
 VarianzanalyseWeitere wichtige Typen von Varianzanalysen
 a1 a2 a3
 b1 c1 c2 c3
 b2 c2 c3 c1
 b3 c3 c1 c2
 ANOVA Ausblick

Page 93
						
						

Statistik &Methodenlehre
 Folie 19
 In einigen Untersuchungsdesigns wird ein zweiter Faktor nur für bestimmte Stufen eines anderen Faktors realisiert
 Beispiel: Therapiestudie mit Placebogruppe, Medikamentengruppe und VT-Gruppe. Die Medikamentengruppe zerfällt in drei Untergruppen (kleine, mittlere, starke Dosis)
 Hierarchische ANOVA Designs
 VarianzanalyseWeitere wichtige Typen von Varianzanalysen
 ANOVA Ausblick
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 Folie 20
 Bei vielen Fragestellungen ist es sinnvoll, verschiedene Treatments an denselben Merkmalsträgern zu testen.
 Beispiel: Strahlungsstärken in der Krebstherapie, Reizstärken bei Tests auf Schmerzempfindlichkeit, Effektivität verschiedener Düngemittel.
 Problem: Die einer Treatmentstufe ausgesetzte Stelle ist „kontaminiert“ und für weitere Stufen unbrauchbar.
 Lösung: Man teilt den Merkmalsträger auf in verschiedene, als eigenschaftsgleich definierte Stücke („Plots“) und appliziert hier die verschiedenen Stufen des Treatments.
 Split Plot Designs
 VarianzanalyseWeitere wichtige Typen von Varianzanalysen
 ANOVA Ausblick
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