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Capitolo 1
 Sistemi meccanici discreti nonvincolati
 Introduciamo gli strumenti per descrivere il moto di un sistema di punti materiali
 P1, . . . , PN dotati di massem1, . . . ,mN , soggetti a forze esterne assegnate, che si possono
 muovere liberamente nello spazio ambiente
 1.1 Spazio, tempo e sistemi di riferimento
 Assumiamo che lo spazio ambiente sia uno spazio euclideo tridimensionale e loindichiamo con il simbolo E3. Esso e dunque uno spazio affine reale di dimensionetre a cui e associato1 uno spazio vettoriale V3 dotato di un prodotto scalare, cheindichiamo con ·, cioe di una forma bilineare simmetrica definita positiva V3×V3 →R. Possiamo introdurre su V3 la norma
 |~u| =√~u · ~u, ~u ∈ V3
 e, con questa, la distanza tra i punti di E3:
 d(P,Q) = |P −Q|, P, Q ∈ E3.
 Introduciamo anche lo spazio prodotto G = E3×R, che chiamiamo spazio–tempodi Galileo. Gli elementi diG si chiamano eventi. Si puo pensare G come compostoda fibre della forma E3 × t, al variare di t ∈ R. A queste fibre, che chiamiamospazi degli eventi simultanei, possiamo attribuire la stessa struttura euclidea di E3.Possiamo quindi misurare la distanza d tra eventi simultanei tramite la formula
 d((P, t), (Q, t)) = d(P,Q), (P, t), (Q, t) ∈ G.
 1scelti comunque due punti P,Q ∈ E3 la loro differenza P − Q e un vettore di V3. Inoltre,scelti comunque un punto Q ∈ E3 e un vettore ~v ∈ V3 la loro somma Q + ~v e un punto P ∈ E3
 e si ha P −Q = ~v. In questo contesto la somma P +Q di due punti di E3 non ha senso.
 9
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10 CAPITOLO 1. SISTEMI MECCANICI DISCRETI NON VINCOLATI
 Prodotto vettoriale
 Chiamiamo prodotto vettoriale (o prodotto vettore) su V3 un’applicazione V3 ×V3 → V3 bilineare, antisimmetrica, che denotiamo con ×, tale che
 i) se ~u · ~v = 0 allora |~u× ~v| = |~u||~v|,
 ii) ~u× ~v · ~w = ~v × ~w · ~u,
 per ogni ~u, ~v, ~w ∈ V3.
 Proposizione 1. Sullo spazio V3, dotato del prodotto scalare ·, esistono due pro-dotti vettoriali ×1,×2, il cui risultato differisce solo per il segno e, scelta una baseortonormale e1, e2, e3, risulta
 e1 ×1 e2 = e3, e2 ×1 e3 = e1, e3 ×1 e1 = e2,e1 ×2 e2 = −e3, e2 ×2 e3 = −e1, e3 ×2 e1 = −e2.
 (1.1)
 Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che le (1.1) definiscono due applicazionibilineari e antisimmetriche ×1,×2 che soddisfano le proprieta i), ii).
 Esercizio 1. Verificare l’affermazione precedente.
 Suggerimento: basta verificarlo sugli elementi di una base ortonormale.
 Consideriamo adesso un’applicazione V3×V3 → V3 bilineare e antisimmetricacon le proprieta i), ii) del prodotto vettore elencate sopra. Innanzitutto osserviamoche dalla proprieta antisimmetrica segue che
 ~u× ~u = ~0, ∀~u ∈ V3.
 Inoltre, per ogni ~u ∈ V3, dalla ii) si ha
 ~u× ~v ∈ ~v⊥, ∀~u ∈ V3, (1.2)
 dove~v⊥ = ~w ∈ V3 : ~w · ~v = 0.
 Data una base ortornormale e1, e2, e3 di V3, da i) segue che |e1 × e2| = 1 e da(1.2) si ha
 e1 × e2 ∈ e⊥1 ∩ e⊥
 2 = span(e3),
 quindie1 × e2 = ±e3.
 Inoltre, se e1 × e2 = +e3, si ha anche
 e2 × e3 = e1, e3 × e1 = e2. (1.3)
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1.1. SPAZIO, TEMPO E SISTEMI DI RIFERIMENTO 11
 Infatti, ragionando come prima si ottiene e2×e3 = ±e1 e, se valesse e2×e3 = −e1,usando ii) avremmo la seguente contraddizione:
 −1 = e2 × e3 · e1 = e1 × e2 · e3 = 1.
 La seconda equazione in (1.3) si dimostra in modo simile. Procedendo in modoanalogo si ottiene che se invece vale e1 × e2 = −e3 si ha
 e2 × e3 = −e1, e3 × e1 = −e2.
 Scelto uno dei due prodotti vettoriali su V3, che indichiamo con ×, diciamoche una terna ordinata di vettori ortonormali e1, e2, e3 e levogira2 rispetto a ×se vale
 e1 × e2 = e3, e2 × e3 = e1, e3 × e1 = e2.
 Nel seguito considereremo solo terne levogire.
 Esercizio 2. Mostrare che vale la seguente proprieta (formula del prodotto triplo):
 (~u× ~v)× ~w = (~u · ~w) ~v − (~v · ~w) ~u, ~u, ~v, ~w ∈ V3. (1.4)
 Notiamo che il prodotto vettoriale non e associativo, infatti dalla formula delprodotto triplo e dalla proprieta antisimmetrica otteniamo
 (~u× ~v)× ~w − ~u× (~v × ~w) = (~u · ~v) ~w − (~v · ~w) ~u
 che in generale e non nullo.
 Esercizio 3. Mostrare che
 |~u× ~v|2 = |~u|2|~v|2 − (~u · ~v)2, ~u, ~v ∈ V3. (1.5)
 Suggerimento: calcolare (~u × ~v) × ~u e sostituire il risultato in ~u× ~v · ~u× ~v dopo aver
 permutato ciclicamente i suoi argomenti come nella proprieta ii) della definizione di
 prodotto vettoriale.
 2cioe soddisfa la cosiddetta regola della mano destra: se distendiamo il pollice, l’indice e ilmedio della mano destra in modo che descrivano tre direzioni ortogonali seguendo la conforma-zione naturale della mano, questi indicano rispettivamente i versi dei vettori e1, e2, e3 di unaterna levogira.
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12 CAPITOLO 1. SISTEMI MECCANICI DISCRETI NON VINCOLATI
 Dato ~v ∈ V3, ogni vettore ~u ∈ V3 si puo scomporre in modo unico comecombinazione lineare di due vettore ortogonali uno dei quali e parallelo a ~v:
 ~u =1
 |~v|2 [(~u · ~v)~v + ~v × (~u× ~v)] (1.6)
 Quindi (~u · ~v)/|~v| e la proiezione ortogonale di ~u lungo ~v e l’angolo θ ∈ [0, π] tra~u e ~v e definito da
 cos θ =~u · ~v|~u||~v| . (1.7)
 Dalle relazioni (1.5), (1.7) si ottiene
 |~u× ~v| = |~u||~v|√1− cos2 θ = |~u||~v| sin θ.
 Introduciamo in R3 il prodotto scalare
 x · y =
 3∑
 h=1
 xhyh, dove x =
 x1x2x3
 , y =
 y1y2y3
 e il prodotto vettoriale
 x× y = (x2y3 − x3y2)e1 + (x3y1 − x1y3)e2 + (x1y2 − x2y1)e3,
 dove
 e1 =
 100
 , e2 =
 010
 , e3 =
 001
 sono i vettori della base canonica di R3. La terna e1, e2, e3 e levogira rispetto aquesto prodotto vettoriale.
 Sistemi di riferimento
 La descrizione del moto di un corpo richiede l’introduzione di un sistema di rife-rimento, che permetta di individuare la posizione del corpo nello spazio ambientein cui avviene il moto.
 Un sistema di riferimento (o piu brevemente un riferimento) in E3 e una mappacontinua
 t 7→ Σ(t) =(
 O(t), e1(t), e2(t), e3(t))
 ∈ E3 × (V3)3
 definita su R o su un intervallo I ⊂ R, in cui O = O(t) ∈ E3 si chiama origine delriferimento, ed i vettori ej = ej(t) ∈ V3, che indicano le direzioni degli assi, sonotali che
 ei(t) · ej(t) = δij ∀i, j, ∀t,
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1.2. DESCRIZIONE DEL MOTO 13
 dove δij e il delta di Kronecker, che vale 1 per i = j, 0 per i 6= j.Per indicare gli elementi di un sistema di riferimento Σ useremo la notazione
 piu semplice O e1e2e3, oppure Oxyz. Nel caso del moto in un piano scriveremoanche Oe1e2, oppure Oxy, per indicare gli elementi del riferimento in tale piano,intendendo che il vettore e3 e ortogonale al piano e la terna e1, e2, e3 e levogirarispetto al prodotto vettoriale considerato.
 Rappresentazione in coordinate
 Dato un punto P ∈ E3 e un riferimento Σ = O e1e2e3, possiamo associare in modounico a tale punto un vettore di coordinate in R3:
 E3 ∋ P ←→ ~xP = P −O =
 3∑
 i=1
 xiei ∈ V3 ←→ xP = (x1, x2, x3)T ∈ R3, (1.8)
 dove il simbolo ‘T ’ indica l’operazione di trasposizione, cioe xP e un vettore co-lonna. In seguito, nella scrittura delle formule, utilizzeremo sia la notazione inV3 (indicando i vettori con un simbolo in grassetto con la freccetta sopra, o comedifferenza tra punti) che quella in coordinate in R3 (simbolo in grassetto senzafreccetta).
 1.2 Descrizione del moto
 Il moto di un punto P ∈ E3 e una mappa
 t 7→ P (t) ∈ E3 (1.9)
 definita su R o su un suo intervallo.Dato il moto P (t) ed un riferimento Σ = O e1e2e3, possiamo definire ad ogniistante t la posizione di P relativa a Σ come
 ~xP = P − O =3
 ∑
 i=1
 xi ei,
 dove xi = xi(t) sono le coordinate di P al tempo t in Σ. Il moto di P e anchedato dalla mappa t 7→ x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t))
 T delle sue coordinate al variaredel tempo. Se esistono le derivate prima e seconda di xi(t), i = 1, 2, 3, possiamodefinire la velocita e l’accelerazione di P relativa a Σ rispettivamente come
 ~vP =d
 dt(P − O)
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ=
 3∑
 i=1
 xi ei,
 ~aP =d2
 dt2(P − O)
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ=
 3∑
 i=1
 xi ei.
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14 CAPITOLO 1. SISTEMI MECCANICI DISCRETI NON VINCOLATI
 Tramite la (1.8) possiamo identificare queste quantita con i rispettivi vettori delleloro coordinate in R3:
 xP = (x1, x2, x3)T , vP = xP = (x1, x2, x3)
 T , aP = xP = (x1, x2, x3)T .
 Nel seguito eviteremo di scrivere l’indice P quando sara chiaro il punto a cui ciriferiamo, quindi ad esempio scriveremo ~x,x al posto di ~xP ,xP .
 L’operazione di derivata temporale di una mappa vettoriale t 7→ ~u(t) ∈ V3
 dipende dalla base in cui si scrivono le componenti e quindi dalla scelta del riferi-mento. Utilizzeremo la notazione d~u
 dt
 ∣
 ∣
 Σper indicare esplicitamente tale dipendenza.
 1.3 Le equazioni del moto
 Le forze
 Dato un sistema di N punti materiali e fissato un riferimento Σ = O e1e2e3
 assumiamo che la forza agente sul punto Pi sia esprimibile da una funzione
 ~Fi : (V3)N × (V3)N × R→ V3
 che dipende solo dalle posizioni ~xi = Pi−O e dalle velocita ~vi =ddt(Pi − O)
 ∣
 ∣
 Σdei
 punti del sistema e dal tempo t, quindi
 ~Fi = ~Fi(~x1, . . . , ~xN , ~v1, . . . , ~vN , t).
 In coordinate nel riferimento Σ questa si scrive come una funzione
 Fi : (R3)N × (R3)N × R→ R3
 delle variabili x1, . . . ,xN , v1, . . . , vN , t.Vale il principio di sovrapposizione, cioe i contributi di due forze agenti su uno
 stesso punto si sommano vettorialmente.Nel Capitolo 4 mostreremo come cambiano le forze agenti sui punti Pi al variare
 del sistema di riferimento scelto.
 Le equazioni di Newton
 Il principio del determinismo meccanicistico ci dice che la conoscenza dello statocinetico (posizioni e velocita) di un sistema di N punti materiali ad un certo istantepermette di determinare tutta la sua evoluzione temporale.
 Dato un sistema formato dai punti Pi, i = 1, . . . , N , di masse mi, soggettialle forze ~Fi nel sistema di riferimento Σ, assumiamo che valgano le equazioni diNewton (secondo principio della Dinamica). Piu precisamente, siano
 ~x = (~x1, . . . , ~xN) , ~v = (~v1, . . . , ~vN) ,∈ (V3)N
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1.4. I RIFERIMENTI INERZIALI 15
 i vettori delle posizioni e velocita degli N punti. Se
 ~Fi = ~Fi(~x, ~v, t)
 e la forza agente sul punto Pi, i = 1, . . . , N , allora si assume che il moto t 7→ x(t)sia soluzione del sistema di equazioni differenziali del secondo ordine
 mi~ai = ~Fi(~x, ~v, t) i = 1, . . . , N, (1.10)
 oppure, in coordinate in R3,
 mixi = Fi(x, x, t) i = 1, . . . , N. (1.11)
 Le equazioni precedenti si possono scrivere come sistema del primo ordine intro-ducendo le incognite vi:
 xi = vivi =
 1miFi(x, v, t)
 i = 1, . . . , N. (1.12)
 Il sistema (1.12) insieme alle posizioni e velocita dei punti a un certo istante inizialedefiniscono un problema di Cauchy. L’esistenza e l’unicita di una soluzione diquesto problema in un intorno del tempo iniziale e assicurata dalla teoria delleequazioni differenziali se le funzioni Fi sono, ad esempio, di classe C1.
 1.4 I riferimenti inerziali
 Trattiamo adesso i sistemi di riferimento inerziali, nei quali ‘ogni corpo persiste nelsuo stato di quiete o di moto rettilineo uniforme fino a quando non sia costretto amutare il suo stato dall’azione di una forza.’3 Questa e la formulazione che Newtonda al suo primo principio della Dinamica, o principio di inerzia..
 Trasformazioni di Galileo
 Consideriamo l’insieme G delle trasformazioni affini dello spazio-tempo di GalileoE3×R che conservano gli intervalli di tempo (con la loro orientazione) e la distanzatra eventi simultanei. Fissato un sistema di riferimento, possiamo identificare lospazio-tempo di Galileo con lo spazio delle sue coordinate R3 ×R e considerare Gagente su quest’ultimo.
 3I. Newton, da Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (1687). ‘Corpus omne perse-verare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus illud a viribusimpressis cogitur statum suum mutare.’
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 SiaMR(n) l’insieme delle matrici quadrate di ordine n ∈ N a coefficienti reali.Introduciamo l’insieme
 O(3) = A ∈MR(3) : AAT = ATA = I
 delle matrici ortogonali di ordine 3. Osserviamo che, per A ∈ O(3), si ha 1 =det(AAT ) = (detA)2, per cui detA = ±1. Denotiamo con SO(3) l’insieme dellematrici di O(3) che hanno determinante uguale a 1.
 Proposizione 2. (teorema di Eulero) Gli elementi di SO(3) sono matrici dirotazione attorno ad un asse.
 Dimostrazione. Mostriamo che ogniR ∈ SO(3) ha l’autovalore 1. Per ogni x ∈ R3,da Rx · Rx = RTRx · x = x · x segue che |Rx| = |x|, cioe R e una isometria.Dunque se λ e un autovalore di R si ha |λ| = 1. Vale inoltre la relazione seguente:
 det(R− I) = detRT det(R− I) = det(RT (R − I)) = det(I −RT ) = det(I − R),
 dove abbiamo usato il fatto che det(RT ) = det(R) = 1 e il teorema di Binet.4 SeA e una matrice di ordine 3, per le proprieta dei determinanti si ha
 det(−A) = (−1)3 det(A) = − detA.
 Concludo che
 det(R− I) = 0,
 quindi R ha l’autovalore λ1 = 1. Gli altri autovalori λ2, λ3 devono soddisfare lecondizioni
 λ2λ3 = 1, |λ2| = |λ3| = 1,
 quindi si hanno 3 casi:5 i) λ2 = λ3 = 1, ii) λ2 = λ3 = −1, iii) λ3 = λ2 ∈ C \ R,λ2 = µ+ iν, µ, ν ∈ R, ν 6= 0.
 Nel caso i) si ha R = I, cioe R rappresenta la rotazione che lascia invariatoogni elemento di R3. Se R 6= I l’autospazio V1 relativo all’autovalore λ1 = 1 hadimensione uno perche, se avessimo dimV1 = 2, potremmo completare l’insiemex1,x2 composto da due autovettori ortonormali di V1 ad una base ortonormalex1,x2,x3 di R3 e, in questa base, la matrice associata alla trasformazione linearedefinita da R sarebbe diagonale. Infatti i suoi coefficienti sono dati da xi · Rxj esi ha
 xi · Rxj = xi · xj = 0,
 4per ogni coppia di matrici quadrate A,B dello stesso ordine si ha det(AB) = detAdetB.5z indica il numero complesso coniugato a z ∈ C.
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 se i = 1, 2, 3, j = 1, 2 con i 6= j. Dato che detR = 1 si avrebbe quindi che R = I,contro l’ipotesi fatta. Quindi ogni matrice R ∈ SO(3) diversa dall’identita haesattamente un asse di punti fissi (asse di rotazione).
 Nel caso ii) l’autospazio V−1 di λ2 = −1 ha dimensione 2. Infatti, due auto-vettori unitari x1 ∈ V1, x2 ∈ V−1 relativi a λ1 = 1 e λ2 = −1 sono ortogonalipoiche
 x2 · x1 = RTRx2 · x1 = Rx2 ·Rx1 = −x2 · x1.
 Come prima, possiamo completare x1,x2 ad una base ortonormale di R3 e, inquesta base, la matrice associata alla trasformazione definita da R e diagonale enecessariamente della forma
 1 0 00 −1 00 0 −1
 .
 Quindi R rappresenta la rotazione di π attorno all’asse corrispondente alla dire-zione di x1.
 Nel caso iii) gli autovettori relativi a λ2 = µ + iν, λ3 = µ − iν sono complessiconiugati:
 x2 = a+ ib, x3 = a− ib,con a, b ∈ R3 entrambi ortogonali ad x1. Infatti, passando ai coniugati, la relazioneRx2 = λ2x2 diventa Rx3 = λ3x3. Inoltre, da
 λ2x2 · x1 = Rx2 ·Rx1 = RTRx2 · x1 = x2 · x1
 si ricava
 (µ(a · x1)− ν(b · x1)) + i(ν(a · x1) + µ(b · x1)) = (a · x1) + i(b · x1),
 cioe, uguagliando parte reale e immaginaria,
 (µ− 1)(a · x1)− ν(b · x1) = 0,
 ν(a · x1)− (µ− 1)(b · x1) = 0.
 Questo sistema ha solo la soluzione nulla a · x1 = b · x1 = 0, infatti
 (µ− 1)2 + ν2 > 0
 perche ν 6= 0. Nella base x1, b,a la matrice associata alla trasformazione definitada R si scrive nella forma canonica reale
 1 0 00 cos θ − sin θ0 sin θ cos θ
 ,
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 dovecos θ = µ, sin θ = ν.
 Quindi R rappresenta la rotazione di θ attorno all’asse corrispondente alla direzionedi x1.
 Vale il seguente risultato:
 Proposizione 3. Ogni elemento g ∈ G si scrive in modo unico come prodotto ditrasformazioni del tipo seguente:
 i) g1(x, t) = (x+ tu, t) (moto uniforme con velocita u)
 ii) g2(x, t) = (x+ y, t+ s) (traslazione dell’origine)
 iii) g3(x, t) = (Gx, t) (isometria spaziale)
 con x,y,u ∈ R3, t, s ∈ R, G ∈ O(3).
 Dimostrazione. Osserviamo che le trasformazioni della forma g1, g2, g3 stanno inG. Consideriamo adesso una generica trasformazione affine Φ di R3 × R in se:
 (
 x
 t
 )
 Φ7→ A
 (
 x
 t
 )
 +B, (1.13)
 con
 A =
 [
 G u
 wT a
 ]
 , B =
 (
 y
 s
 )
 , G ∈M(3, 3), u,w,y ∈ R3, a, s ∈ R.
 Mostriamo che se Φ e una trasformazione dell’insieme G si ha w = 0, a = 1,G ∈ O(3). Da questo seguira la tesi. Con la notazione introdotta, l’immaginedella trasformazione Φ in (1.13) si scrive
 (
 Gx+ tu+ y
 wTx+ at + s
 )
 .
 L’invarianza degli intervalli di tempo ci dice che
 |w · (x1 − x2) + a(t1 − t2)| = |t1 − t2|
 per ogni x1,x2 ∈ R3, t1, t2 ∈ R. Da questo segue che w = 0, |a| = 1. Perconservare anche il verso del tempo si deve scegliere a = 1. L’invarianza delladistanza tra eventi simultanei (x1, t), (x2, t) ci da
 |G(x1 − x2)| = |x1 − x2|
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 per ogni x1,x2 ∈ R3, da cui segue che G ∈ O(3). Infatti, da |Gx| = |x|,x ∈ R3
 segue x · GTGx = x · x. La matrice S = GTG e simmetrica e con essa possiamodefinire la forma quadratica q(x) = x · Sx = |x|2. Si ha
 x · Sy =1
 2
 (
 q(x+ y)− q(x)− q(y))
 =1
 2
 (
 |x+ y|2 − |x|2 − |y|2)
 = x · y,
 per ogni x,y ∈ R3, da cui segue che GTG = S = I.
 Si verifica facilmente che l’insieme G, col prodotto di composizione, e un sot-togruppo del gruppo delle trasformazioni affini di E4, che chiameremo gruppodi Galileo.6 Siccome vogliamo conservare anche l’orientazione dello spazio, datadalla scelta del sistema di riferimento, ci restringeremo alle trasformazioni conG ∈ SO(3), cioe alle trasformazioni ortogonali con determinante uguale a 1.
 Principio di relativita di Galileo
 Dato un sistema di punti materiali P1, . . . , PN , possiamo estendere in modo na-turale l’azione del gruppo di Galileo alle mappe t 7→ xi(t), i = 1, . . . , N , cherappresentano il moto dei punti. Precisamente si ha:
 g1xi(t) = xi(t) + tu,
 g2xi(t) = xi(t+ s) + y,
 g3xi(t) = Gxi(t).
 Definizione 1. Diciamo che un sistema di riferimento e inerziale se le equazio-ni di Newton (1.11) per ogni sistema di punti materiali isolato scritte in questoriferimento sono invarianti rispetto alle trasformazioni del gruppo di Galileo G.
 L’invarianza delle equazioni di Newton significa che, data una qualunque solu-zione t → x(t) = (x1(t), . . . ,xN(t)) di queste equazioni, ogni elemento g ∈ G latrasforma in un’altra soluzione delle stesse equazioni.
 Il principio di relativita di Galileo afferma che esistono dei riferimenti inerziali.
 Questo principio porta il nome di Galileo Galilei poiche in un passo di un suolibro egli scrive che, facendo alcuni semplici esperimenti all’interno di una barcache si muove di moto rettilineo uniforme, partendo da una posizione qualunque eandando in una qualunque direzione, si osservano gli stessi effetti che si avrebbero
 6Un insieme G ha la struttura di gruppo se in esso e definito un prodotto associativo, indicatocon ∗, tale che esista in G un elemento neutro e (per cui g∗e = e∗g = g, ∀g ∈ G) ed ogni elementog abbia un inverso g−1 (per cui g ∗ g−1 = g−1 ∗ g = e). Un sottogruppo H e un sottoinsieme diun gruppo G che ha anch’esso una struttura di gruppo con lo stesso prodotto di G.
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 sulla terraferma. Quindi, in particolare, non si puo distinguere sulla base di questiesperimenti se la barca sia in movimento oppure no.7
 La proprieta di invarianza rispetto al gruppo di Galileo impone delle restrizionisulla forma delle forze:
 a) invarianza per traslazioni del tempo: se x(t) e soluzione di (1.11) anche x(t+s)lo e, cioe
 mixi(t + s) = Fi(x(t+ s), x(t+ s), t), i = 1, . . . , N, (1.14)
 7G. Galilei, dal Dialogo sopra i due massimi sistemi del mondo (1632). ‘Riserratevi conqualche amico nella maggiore stanza che sia sotto coverta di alcun gran navilio, e quivi fated’aver mosche, farfalle e simili animaletti volanti; siavi anco un gran vaso d’acqua, e dentrovide’ pescetti; sospendasi anco in alto qualche secchiello, che a goccia a goccia vadia versandodell’acqua in un altro vaso di angusta bocca, che sia posto a basso: e stando ferma la nave,osservate diligentemente come quelli animaletti volanti con pari velocita vanno verso tutte leparti della stanza; i pesci si vedranno andar notando indifferentemente per tutti i versi; le stillecadenti entreranno tutte nel vaso sottoposto; e voi, gettando all’amico alcuna cosa, non piugagliardamente la dovrete gettare verso quella parte che verso questa, quando le lontananzesieno eguali; e saltando voi, come si dice, a pie giunti, eguali spazii passerete verso tutte le parti.Osservate che avrete diligentemente tutte queste cose, benche niun dubbio ci sia che mentre ilvassello sta fermo non debbano succeder cosı, fate muover la nave con quanta si voglia velocita;che (pur che il moto sia uniforme e non fluttuante in qua e in la) voi non riconoscerete unaminima mutazione in tutti li nominati effetti, ne da alcuno di quelli potrete comprender se lanave cammina o pure sta ferma: voi saltando passerete nel tavolato i medesimi spazii che prima,ne, perche la nave si muova velocissimamente, farete maggior salti verso la poppa che versola prua, benche, nel tempo che voi state in aria, il tavolato sottopostovi scorra verso la partecontraria al vostro salto; e gettando alcuna cosa al compagno, non con piu forza bisognera tirarla,per arrivarlo, se egli sara verso la prua e voi verso poppa, che se voi fuste situati per l’opposito;le gocciole cadranno come prima nel vaso inferiore, senza caderne pur una verso poppa, benche,mentre la gocciola e per aria, la nave scorra molti palmi; i pesci nella lor acqua non con piu faticanoteranno verso la precedente che verso la sussequente parte del vaso, ma con pari agevolezzaverranno al cibo posto su qualsivoglia luogo dell’orlo del vaso; e finalmente le farfalle e le moschecontinueranno i lor voli indifferentemente verso tutte le parti, ne mai accadera che si riduchinoverso la parete che riguarda la poppa, quasi che fussero stracche in tener dietro al veloce corsodella nave, dalla quale per lungo tempo, trattenendosi per aria, saranno state separate; e seabbruciando alcuna lagrima d’incenso si fara un poco di fumo, vedrassi ascender in alto ed aguisa di nugoletta trattenervisi, e indifferentemente muoversi non piu verso questa che quellaparte. E di tutta questa corrispondenza d’effetti ne e cagione l’esser il moto della nave comunea tutte le cose contenute in essa ed all’aria ancora, che per cio dissi io che si stesse sotto coverta;che quando si stesse di sopra e nell’aria aperta e non seguace del corso della nave, differenzepiu e men notabili si vedrebbero in alcuni de gli effetti nominati: e non dubbio che il fumoresterebbe in dietro, quanto l’aria stessa; le mosche parimente e le farfalle, impedite dall’aria,non potrebber seguir il moto della nave, quando da essa per spazio assai notabile si separassero;ma trattenendovisi vicine, perche la nave stessa, come di fabbrica anfrattuosa, porta seco partedell’aria sua prossima, senza intoppo o fatica seguirebbon la nave, e per simil cagione veggiamotal volta, nel correr la posta, le mosche importune e i tafani seguir i cavalli, volandogli ora inquesta ed ora in quella parte del corpo; ma nelle gocciole cadenti pochissima sarebbe la differenza,e ne i salti e ne i proietti gravi, del tutto impercettibile.’
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 per ogni t, s ∈ R per cui la relazione di sopra e definita. Ne segue che le forzeFi non dipendono da t:
 Fi = Fi(x, v), (1.15)
 cioe ‘le leggi della natura restano le stesse al passare del tempo’ [1]. Infatti,dati t, s, possiamo scegliere t1, s1 ∈ R in modo che t1 + s1 = t + s = τ escrivere
 mixi(t1 + s1) = Fi(x(t1 + s1), x(t1 + s1), t1), i = 1, . . . , N. (1.16)
 Dal confronto tra le equazioni (1.14) e (1.16) si ottiene
 Fi(x(τ), x(τ), t) = Fi(x(τ), x(τ), t1),
 per ogni τ, t, t1 per cui tale relazione e definita, per cui
 ∂Fi∂t
 (x(τ), x(τ), t) = limh→0
 Fi(x(τ), x(τ), t + h)− Fi(x(τ), x(τ), t)
 h= 0,
 cioe le forze Fi non dipendono dal tempo.
 Grazie all’arbitrarieta di x(τ), x(τ), che possono essere scelte come condi-zioni iniziali che definiscono la soluzione x(t), possiamo concludere che vale(1.15).
 b) invarianza per traslazioni uniformi nello spazio E3: se x(t) e soluzione anchex(t)+tu+y, con u = (u, . . . ,u), y = (y, . . . ,y), lo e (lo spazio e omogeneo).Ne segue che8
 Fi = Fi(xj − xk, vj − vk), (1.17)
 cioe le forze dipendono solo dalle posizioni e dalle velocita relative.
 Fissando un tempo arbitrario τ e usando l’invarianza per trasformazioni dellaforma g2 con y = −x1(τ), s = 0, cioe g2xi(t) = xi(t) − x1(τ), per t = τ siottiene
 Fi(x(τ), x(τ)) = Fi(0,x2(τ)− x1(τ), . . . ,xN(τ)− x1(τ), x(τ)). (1.18)
 Usando (1.18), cioe il fatto che la dipendenza dalle posizioni dei punti appaiasolo tramite le differenze xj−x1, e l’invarianza per trasformazioni della formag1 con u = −x1(τ), cioe g1xi(t) = xi(t)− tx1(τ), si ottiene
 Fi(x(τ), x(τ)) = Fi(0,x2(τ)− x1(τ), . . . ,xN(τ)− x1(τ),
 0, x2(τ)− x1(τ), . . . , xN(τ)− x1(τ)).(1.19)
 8con questa notazione si intende che gli argomenti di Fi possono essere tutte le combinazionixj − xk,vj − vk, con 1 ≤ j < k ≤ N .
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 Grazie all’arbitrarieta delle condizioni iniziali x(τ), x(τ) possiamo concludereche9
 Fi = Fi(xj − x1, vj − v1), (1.20)
 cioe le forze Fi dipendono solo dalle posizioni e velocita relative a P1 deipunti P2, . . . , PN .
 Osserviamo anche che (1.20) e equivalente a (1.17), cioe possiamo scriverele Fi nella forma (1.20) se e solo se le possiamo scrivere nella forma (1.17),infatti
 xj − xk = (xj − x1)− (xk − x1), vj − vk = (vj − v1)− (vk − v1).
 c) invarianza per rotazioni nello spazio E3: se x(t) = (x1(t), . . . ,xN(t)) e solu-zione anche (Gx1(t), . . ., GxN(t)) lo e, per ogni G ∈ SO(3) (lo spazio eisotropo). Ne segue che
 Fi(G(xj − xk), G(vj − vk)) = GFi(xj − xk, vj − vk). (1.21)
 La (1.21) segue applicando G ai due membri dell’equazione di Newton:
 Gmixi = GFi(xj − xk, xj − xk),
 e osservando che l’invarianza per trasformazioni della forma g3 ci da
 miGxi = Fi(G(xj − xk), G(xj − xk)).
 Osservazione 1. In particolare, se il sistema consiste di un solo punto, in ognisistema di riferimento inerziale la forza che agisce sul punto e nulla e quindi ilsuo moto e rettilineo uniforme. Infatti per a), b) la forza non dipende da t,x, v,quindi e costante; inoltre per c) essa e invariante per rotazioni, quindi e nulla.
 1.5 Sistemi meccanici
 Definizione 2. Consideriamo un insieme di N punti materiali, Pi, i = 1, . . . , N ,di masse mi, su cui agiscono delle forze ~Fi assegnate a priori in un sistema diriferimento Σ. Diciamo che questo e un sistema meccanico classico (discreto,non vincolato) se il moto dei punti soddisfa le equazioni di Newton (1.11). Se nelriferimento scelto le equazioni di Newton sono invarianti per l’azione del gruppoG (cioe il riferimento considerato e inerziale), parleremo di sistema meccanicogalileiano.
 9in modo analogo a prima, anche qui intendiamo che gli argomenti di Fi possono essere tuttele combinazioni xj − x1,vj − v1, con j = 1, . . . , N .
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 La dimensione dello spazio vettoriale in cui si possono muovere i punti delsistema, che nel caso di N punti e 3N , si chiama numero di gradi di libertadel sistema
 Per i sistemi meccanici che studieremo le equazioni del moto potranno nonessere invarianti per le trasformazioni di Galileo. L’esempio piu semplice e quellodella caduta di un grave, cioe il moto di un punto materiale di massam soggetto allaforza di gravita −mge3 in un riferimento Σ = O e1e2e3. E evidente la mancanzadi invarianza per rotazione dell’equazione del moto, che si scrive:
 mx = −mge3.
 In questo caso la direzione della gravita e privilegiata. Osserviamo comunque cheil sistema meccanico considerato non e isolato.
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Capitolo 2
 Dinamica di un punto materialelibero
 Studiamo il moto di un punto materiale libero. Introduciamo inoltre i problemi integra-bili secondo Liouville e, tra essi, i moti unidimensionali.
 2.1 Quantita dinamiche per un punto materiale
 Consideriamo un punto materiale P di massa m sul quale agisce una forza ~F nelsistema di riferimento Σ = O e1e2e3. Siano ~xP , ~vP , ~aP la posizione, la velocitae l’accelerazione di P relative a Σ. Denoteremo con xP , vP ,aP i vettori dellecoordinate in Σ di queste quantita.
 Introduciamo le seguenti definizioni:
 Quantita di moto (o momento lineare)
 ~p = m~v,
 Momento Angolare rispetto a un polo Q ∈ E3
 ~MQ = (P −Q)×m~v,
 Energia cinetica1
 T =1
 2m|~v|2,
 Momento della forza ~F rispetto a un polo Q ∈ E3
 ~NQ = (P −Q)× ~F ,
 1la quantita m|~vP |2 e stata introdotta da Leibniz con il nome di vis viva.
 25
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 Potenza della forza ~F
 Π = ~F · ~v = F · v,
 Lavoro elementare2 all’instante t della forza ~F (~x, ~v, t)
 δL = ~F · d~x = F · dx.
 Osserviamo che il valore della potenza e del lavoro elementare e lo stesso inqualunque base ortonormale si rappresentino ~F , ~v, d~x.
 Energia potenzialeSi dice che un campo di forze posizionale F = F (x) e conservativo se
 ammette un potenziale, cioe se esiste una funzione scalare U(x) tale che3
 ∇U = F .
 In tal caso la funzione V = −U si chiama energia potenziale del campo di forzee si ha4
 F = −∇V δL = −∇V · dx = −dV,Energia totale
 Se la forza F e conservativa, con energia potenziale V , possiamo definirel’energia totale del sistema come
 E = T + V.
 Esempi
 Forze conservative:
 1) F (x) = −mge3, x ∈ R3 (forza peso)
 V (x) = mgx · e3, ∇V (x) = mge3 = −F (x).
 2) F (x) = −kx, k > 0, x ∈ R3 (forza elastica centrale)
 V (x) =1
 2k|x|2, ∇V (x) = kx = −F (x).
 2dette (x1, x2, x3) e (F1, F2, F3) le coordinate di ~x e ~F , il lavoro elementare ha un’espressionedel tipo F1dx1 + F2dx2 + F3dx3, che si chiama forma differenziale su R3.
 3data una funzione f(x), con il simbolo ∇f indicheremo il vettore colonna delle derivateparziali di f rispetto ad x, cioe ∇f = ( ∂f
 ∂x)T .
 4in questo caso si dice che la forma differenziale δL e esatta, cioe rappresenta il differenzialedi una funzione.
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 3) F (x) = f(ρ)xρ, ρ = |x|, x ∈ R3 (forza centrale a simmetria sferica)
 V (x) = −∫
 f(ρ) dρ, ∇V (x) = −f(ρ)∇ρ = −f(ρ)xρ= −F (x).
 Forza non conservativa:F (x) = (x2 + y2, xy, 0).
 Ragioniamo per assurdo. Se esistesse una funzione V (x) tale che −∇V = F , siavrebbe in particolare
 −∂V∂x
 = x2 + y2, −∂V∂y
 = xy.
 Per il teorema di Schwartz, nelle derivate seconde di V (x) l’ordine di derivazionenon conta, quindi si avrebbe
 y = − ∂2V
 ∂x∂y= − ∂2V
 ∂y∂x= 2y,
 che e una contraddizione.
 2.2 Equazioni di bilancio e leggi di conservazione
 Consideriamo un punto materiale P di massa m con coordinate x, su cui agiscauna forza F .
 Proposizione 4. Sia x(t) una qualunque soluzione dell’equazione di Newtonmx =F (x, x, t). Allora, lungo questa soluzione5 valgono le relazioni
 p = F , (2.1)
 e, per ogni punto Q ∈ E3,
 MQ = NQ −mvQ × v. (2.2)
 Dimostrazione. Basta calcolare la derivata totale di p e di MQ, cioe la derivatatemporale lungo una qualunque soluzione dell’equazione di Newton.
 5dire che queste relazioni valgono lungo una soluzione x(t) dell’equazione di Newton significache tali relazioni sono soddisfatte sostituendo le funzioni x(t), x(t), x(t) al posto di x,v,a.
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 Proposizione 5. (teorema dell’energia cinetica) Sia x(t) una qualunque soluzionedell’equazione di Newton mx = F (x, x, t). Allora, lungo questa soluzione vale larelazione
 T = Π.
 Dimostrazione.
 Π = F · x = mx · x =m
 2
 d
 dt(x · x) = T .
 Definizione 3. Si dice che una funzione I(x, t) e un integrale primo di un’e-quazione differenziale x = f (x, t), con x ∈ Rk, k > 0, se il suo valore e costantelungo una qualunque soluzione x(t) di questa equazione.
 Questo significa che, se I(x, t) e un integrale primo e x(t) e una qualunquesoluzione di x = f (x, t), si ha
 d
 dtI(x(t), t) = 0
 e quindi, integrando a partire dal tempo iniziale t0, si ottiene la legge di conserva-zione
 I(x(t), t) = I(x(t0), t0).
 I valori dell’integrale primo I saranno in generale diversi in corrispondenza disoluzioni x(t) diverse.
 Proposizione 6. Valgono le seguenti proprieta:
 1) se la componente di F nella direzione e ∈ R3 e nulla allora p·e e un integraleprimo;
 2) se il momento della forza F rispetto ad un polo Q in quiete (nel riferimentoin cui si studia il moto) ha componente nulla nella direzione e allora MQ ·ee un integrale primo.
 Dimostrazione. Basta moltiplicare scalarmente per e le relazioni (2.1), (2.2).
 Ad esempio, per un punto materiale soggetto alla forza peso F = −mge3 siconservano p · e1,p · e2 e MQ · e3 rispetto ad ogni polo fisso Q.
 Dato un versore e ∈ V3, la quantita ~MQ · e si chiama momento angolareassiale relativo alla retta Qe = Q + λe, λ ∈ R, passante per Q e avente la
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 direzione di e. Il suo valore non cambia scegliendo come polo un punto qualunquesu tale retta, infatti, se Q′ ∈ Qe, dalla relazione
 ~MQ = ~MQ′ + (Q−Q′)×m~vPsegue che
 ~MQ · e = ~MQ′ · epoiche (Q−Q′)×m~vP · e = 0.
 Proposizione 7. (conservazione dell’energia) Se il campo di forze F = F (x) econservativo, con energia potenziale V (x), allora l’energia totale E = T + V e unintegrale primo.
 Dimostrazione.
 T = Π = F · x = −∇V · x = −V ⇒ d
 dt(T + V ) = 0.
 2.3 Problemi integrabili
 Si consideri il problema di Cauchy
 x = f(x)
 x(0) = x0
 (2.3)
 dove f : U → Rn e un campo vettoriale di classe C1 definito su un aperto U ∈ Rn,con n ≥ 1, e x0 ∈ U e la condizione iniziale al tempo t = 0.Per il teorema di Cauchy una soluzione locale x(t) di (2.3) esiste ed e unica, peroin generale non abbiamo nessuna informazione sulla sua espressione. In alcunicasi, molto particolari, la soluzione x(t) di (2.3) si riesce a trovare esplicitamente.Ad esempio, se n = 1 ed
 f(x) = ax,
 con a 6= 0 costante, la soluzione e data da
 x(t) = eatx0,
 dove x0 ∈ R e la condizione iniziale.Ci interessa adesso studiare una situazione intermedia, in cui la soluzione x(t) si
 puo scrivere in forma implicita e precisamente a meno di inversioni e quadrature6.
 6cioe a meno di invertire esplicitamente delle funzioni e a meno di calcolare delle primitive intermini di funzioni elementari. Si richiede comunque l’esistenza di tali funzioni inverse e di taliprimitive.
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 In questo caso diciamo che il problema (2.3) e integrabile secondo Liouville, osemplicemente che e integrabile. Un esempio di problema integrabile e descrittodi seguito.
 Equazioni differenziali a variabili separabili
 Si consideri il problema di Cauchy
 x = f(x)
 x(0) = x0(2.4)
 dove f : I → R e una funzione di classe C1 definita su un intervallo aperto I ⊂ R
 e x0 ∈ R e la condizione iniziale. I valori di x0 tali che f(x0) = 0 danno luogo asoluzioni stazionarie x(t) = x0. Se la condizione iniziale x0 non annulla f allora,per l’unicita della soluzione x(t) di (2.4), si avra f(x(t)) 6= 0 in tutto l’intervallomassimale di definizione di tale soluzione. Per risolvere il problema posso dividerel’equazione differenziale per f(x(t)) e integrare nella variabile temporale tra 0 e t.Usando il cambiamento di variabili nell’integrazione ottengo
 t =
 ∫ t
 0
 x(t′)
 f(x(t′))dt′ =
 ∫ x
 x0
 1
 f(x′)dx′ =: G(x). (2.5)
 Osserviamo che la funzione 1f(x)
 e di classe C1, quindi la sua primitiva G(x) esiste,anche se non e detto che si riesca a calcolare in termini di funzioni elementari,come ad esempio nel caso f(x) = ex
 x. Inoltre, siccome f non puo cambiare segno
 nell’intervallo considerato, la funzione G(x) e strettamente monotona e quindiinvertibile, anche se non e detto che si riesca a calcolarne esplicitamente l’inversa,come ad esempio nel caso G(x) = xex. Possiamo quindi concludere che il problema(2.4) e integrabile secondo Liouville.
 Osservazione 2. Puo succedere che il moto diventi illimitato in tempo finito. Sef non e lipschitziana,7 nemmeno localmente, puo anche succedere che la soluzionenon sia unica.
 Esercizio 4. Studiare le soluzioni dei problemi di Cauchy
 x = x2
 x(0) = x0
 x =√
 |x|x(0) = x0
 con x0 ∈ R.
 7f : Ω → R si dice lipschitziana su un aperto Ω ∈ Rn se esiste una L > 0 tale che |f(x) −f(y)| ≤ L|x− y| per ogni x,y ∈ Ω.
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 2.4 Moti unidimensionali
 In questa sezione consideriamo il problema di Cauchy unidimensionale
 mx = F (x, x, t),x(0) = x0,x(0) = v0.
 dove n = 1, F : R× R× R→ R e x0, v0 ∈ R.Osserviamo che un tale problema puo apparire anche nel caso di moti tridi-
 mensionali soggetti a forze di un certo tipo. Fissiamo un sistema di riferimentoΣ = O e1e2e3 e consideriamo il moto di un punto materiale P di massa m soggettoad una forza ~F = ~F ((P −O) · e, ~v · e, t), tale che ~F × e = ~0, con e vettore unitariocostante, cioe ad una forza che ha direzione costante e dipende solo dalla proie-zione dei vettori posizione e velocita lungo quella direzione. A meno di ruotare ilriferimento, che corrisponde ad applicare una particolare trasformazione galileiana,possiamo supporre che e = e1, per cui le equazioni di Newton si possono scrivere
 mx1 = F1(x1, x1, t), mx2 = 0, mx3 = 0, (2.6)
 dove x1, x2, x3 sono le componenti del vettore x ed F1 = ~F · e1. Consideriamo ilproblema di Cauchy dato dalla (2.6) e dalle condizioni iniziali
 x(0) = x0, x(0) = v0,
 con x0, v0 ∈ R3. A meno di applicare un’altra trasformazione galileiana8 dellaforma
 g(x, t) = (x− x0 − tv0, t),
 possiamo assumere chex(0) = 0, x(0) = 0, (2.7)
 e considerare il problema di Cauchy unidimensionale
 mx1 = F1(x1, x1, t),x1(0) = 0,x1(0) = 0,
 (2.8)
 in quanto le componenti x2, x3 della soluzione nel nuovo riferimento sono identica-mente nulle. Chiameremo problema del moto unidimensionale il problema diCauchy
 mx1 = F1(x1, x1, t),x1(0) = x0,x1(0) = v0,
 (2.9)
 8per cui, se il riferimento Σ era inerziale, continua ad esserlo.
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 con x0, v0 ∈ R. Data la soluzione x1(t) di (2.9),9 osserviamo che x(t) = x1(t)e1
 risolve le equazioni differenziali (2.6) e soddisfa le condizioni iniziali (2.7). Se F1 edi classe C1, per l’unicita della soluzione del problema di Cauchy x(t) e la soluzionecercata. Nel seguito scriveremo semplicemente x, x, F al posto di x1, x1, F1.
 Se la forza F in (2.9) e continua e puramente posizionale allora e conservativa epossiamo determinare un’energia potenziale, cioe una funzione V (x) con −V ′(x) =F (x). In questo caso il problema di Cauchy (2.9) si scrive
 mx = −V ′(x),x(0) = x0,x(0) = v0.
 (2.10)
 Osservazione 3. Le soluzioni dell’equazione differenziale
 mx = −V ′(x) (2.11)
 sono invarianti per traslazioni e riflessioni temporali, cioe se x(t) e una soluzionedi (2.11), allora anche y(t) = x(t−τ) con τ ∈ R e z(t) = x(−t) risolvono la stessaequazione differenziale.
 Proposizione 8. Il problema (2.10) e integrabile secondo Liouville.
 Dimostrazione. L’energia totale
 E(x, x) =1
 2mx2 + V (x)
 e un integrale primo di (2.11). Posto E0 = E(x0, v0) scriviamo la conservazionedell’energia
 1
 2mx2(t) + V (x(t)) = E0 (2.12)
 lungo la soluzioni x(t) di (2.10). Dalla (2.12) si vede che i valori ammissibili dix(t) soddisfano necessariamente la condizione
 E0 − V (x) ≥ 0.
 I valori di x tali cheE0 − V (x) = 0 (2.13)
 si chiamano punti di inversione. Supponiamo che ci sia un numero finito (diversoda zero) di punti di inversione. Possiamo trovare un numero finito di intervalli
 9il problema di Cauchy (2.9) ammette un’unica soluzione anche se F1 dipende da t, purcheF1 sia abbastanza regolare.
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 disgiunti di valori di x in cui si puo svolgere il moto. Questi intervalli possonoessere sia limitati che illimitati.
 Dalla (2.12) ricaviamo che la soluzione di (2.10) soddisfa
 x = ±√
 2(E0 − V (x))
 m. (2.14)
 Distinguiamo 3 casi in base alle condizioni iniziali di (2.10):
 i) v0 > 0, ii) v0 < 0, iii) v0 = 0.
 Nel caso i) scelgo il segno positivo in (2.14) e considero il problema di Cauchy
 x =
 √
 2(E0 − V (x))m
 , x(0) = x0. (2.15)
 Nel caso ii) scelgo il segno negativo e considero
 x = −√
 2(E0 − V (x))m
 , x(0) = x0. (2.16)
 Infine, nel caso iii) x0 e un punto di inversione. In questo caso scelgo in (2.14)il segno della forza F (x0). Infatti, se F (x0) > 0 allora x(0) > 0, quindi x deveessere crescente, almeno inizialmente. Analogamente, se F (x0) < 0 allora x deveessere inizialmente decrescente. Se F (x0) = −V ′(x0) = 0 e x0 = 0 allora x0 e unaconfigurazione di equilibrio, infatti la funzione costante x(t) = x0 e la soluzione di(2.10).
 Diciamo che un valore E0 dell’energia E e critico se nell’insieme (x, v) :E(x, v) = E0 c’e un punto critico di E, cioe un punto (x, v) = (x0, 0) tale cheV ′(x0) = 0. In caso contrario diciamo che E0 e un valore regolare.
 Sia x0 un punto di inversione e consideriamo lo sviluppo di Taylor di E0−V (x)centrato in x = x0:
 E0 − V (x) = −V ′(x0)(x− x0)−1
 2V ′′(x0)(x− x0)2 + o(|x− x0|2).
 Introducendo la funzione
 τ(x; x0) :=
 ∫ x
 x0
 √
 m
 2(E0 − V (x′))dx′, (2.17)
 che rappresenta il tempo impiegato dal punto P per arrivare nella posizione xpartendo da x0, risulta che τ(x; x0) e finito nel caso di un valore regolare di E,infinito nel caso di un valore critico. Infatti si ha
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∫ x
 x0
 1√
 |x− x0|dx
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 < +∞,∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∫ x
 x0
 1
 |x− x0|dx
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = +∞.
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 Osservazione 4. Nel caso iii) della dimostrazione della Proposizione 8 il puntox0 e di inversione. Se E0 e un valore regolare di E, la funzione
 √
 E0 − V (x) none lipschitziana in nessun intorno (destro o sinistro) di x0 dove E0 − V (x) ≥ 0,cioe dove e possibile il moto. In questo caso si perde l’unicita delle soluzioni deiproblemi di Cauchy (2.15), (2.16), che hanno anche la soluzione costante x(t) = x0.Quest’ultima e la soluzione (unica) di (2.10) se e solo se E0 e un valore critico,cioe se V ′(x0) = 0.
 Moti per valori regolari di E
 Considero due punti di inversione consecutivi xmin < xmax che corrispondono a unvalore regolare E0 dell’energia e sono tali che il moto si possa svolgere all’internodell’intervallo [xmin, xmax], cioe
 E0 − V (xmin) = E0 − V (xmax) = 0,
 E0 − V (x) > 0 se x ∈ (xmin, xmax),
 V ′(xmin) < 0 < V ′(xmax).
 (2.18)
 Definizione 4. Diciamo che una soluzione x(t) di (2.10) e un moto periodicodi periodo T > 0 se
 x(t+ T ) = x(t), ∀t ∈ R
 e per nessun T ′, con 0 < T ′ < T , si ha x(t + T ′) = x(t), per ogni t ∈ R.
 Proposizione 9. Se valgono le relazioni (2.18), con E0 = E(x0, v0), la soluzionex(t) di (2.10) da luogo a un moto periodico con periodo
 T = 2τ(xmax; xmin) = 2
 ∫ xmax
 xmin
 √
 m
 2(E − V (x′))dx′. (2.19)
 Dimostrazione. Considero la soluzione x(t) del problema di Cauchy (2.10) conx0 = xmin e v0 = 0 (perche xmin e un punto di inversione). Osserviamo che x(t)soddisfa l’equazione (2.14) con la scelta positiva del segno poiche −V ′(xmin) > 0.Sicuramente x(t) e definita su [0, T/2], dove
 T = 2τ(xmax; xmin)
 e il doppio del tempo necessario per andare da xmin a xmax, vedi (2.17). Osserviamoche la funzione
 y(t) = x(T − t)e ancora soluzione di (2.11) e si ha
 y(T/2) = x(T/2) = xmax, y(T/2) = −x(T/2) = 0. (2.20)
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 Da questo e dall’unicita della soluzione del problema di Cauchy per (2.11), concondizioni iniziali date da (2.20) al tempo T/2, segue che
 x(T − t) = x(t), ∀t ∈ [0, T ]. (2.21)
 Osserviamo che anche la funzione
 z(t) = x(t + T )
 e soluzione di (2.11). Dalla relazione (2.21) segue che
 z(0) = x(T ) = x(0) = xmin, z(0) = x(T ) = x(0) = 0. (2.22)
 Quindi, usando l’unicita della soluzione del problema di Cauchy per (2.11) concondizioni iniziali date da (2.22) al tempo T e iterando la costruzione precedente,otteniamo che
 x(t + T ) = x(t), ∀t ∈ R
 cioe il moto e periodico di periodo T .
 Moti per valori critici di E
 Sia (x0, 0) un punto critico di E(x, v). Allora x0 e un punto di inversione el’equazione differenziale (2.11) ammette la soluzione di equilibrio x(t) = x0.
 Sia E0 = E(x0, 0) il valore critico dell’energia corrispondente all’equilibrio x0.Se considero per l’equazione differenziale (2.11) delle condizioni iniziali (x1, v1) taliche
 E(x1, v1) = E0, v1 6= 0,
 allora il punto di partenza x1 e diverso da un equilibrio. Possiamo assumere, senzaperdita di generalita, che x1 < x0. Se E0 − V (x) > 0 in [x1, x0), allora il motoe possibile in tale intervallo. In questo caso potro avvicinarmi all’equilibrio x0arbitrariamente, senza pero mai raggiungerlo, infatti si ha τ(x0; x1) = +∞.
 Ritratto di fase
 Osserviamo che la funzione t 7→ x(t) e soluzione di (2.10) se e solo se la curvapiana t 7→ (x(t), v(t)) e soluzione del sistema di equazioni differenziali del primoordine
 x = vv = − 1
 mV ′(x)
 (2.23)
 con le condizioni iniziali
 x(0) = x0, v(0) = v0. (2.24)
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 Il ritratto di fase di un moto unidimensionale conservativo e un disegno nelpiano della fasi, con coordinate x, v, delle traiettorie delle soluzioni di (2.23). Perquesto sistema abbiamo l’integrale primo dell’energia
 E(x, v) =1
 2mv2 + V (x)
 per cui le traiettorie delle sue soluzioni giacciono sulle curve di livello
 CE = (x, v) : E(x, v) = E0
 al variare di E0 in R. Nel disegnare il ritratto di fase si scelgono dei valori deilivelli E0 che corrispondono a curve qualitativamente diverse.
 Le traiettorie delle soluzioni di (2.24) non si possono intersecare nel piano concoordinate x, v, infatti vale il seguente risultato:
 Proposizione 10. Siano x1(t),x2(t) due soluzioni di
 x = f (x), x ∈ Rn, n ≥ 1 (2.25)
 tali che le loro traiettorie si intersecano in un punto, cioe esistono t1, t2 tali chex1(t1) = x2(t2). Allora queste traiettorie coincidono.
 Dimostrazione. Definisco y(t) = x2(t− t1 + t2). La curva t 7→ y(t) e ancora unasoluzione di (2.25). Inoltre si ha
 y(t1) = x2(t2) = x1(t1),
 quindi le traiettorie di y(t) e di x1(t) coincidono.
 Osserviamo che i cambiamenti nella topologia delle curve di livello possonoavvenire solo attraversando i livelli critici di E, per cui E(x, v) = E(x0, 0) conV ′(x0) = 0. Quindi nel ritratto di fase tracceremo sicuramente le curve checorrispondono a tali livelli.
 Esempio 1. Tracciamo il ritratto di fase del moto unidimensionale con energiapotenziale
 V (x) = −x3 + 2x− 4. (2.26)
 I punti critici di V sono x1,2 = ±√
 23. Indichiamo con h1 = V (x1) ≈ −2.9113,
 h2 = V (x2) ≈ −5.0887 i corrispondenti valori critici dell’energia
 E(x, v) =1
 2mv2 + V (x).
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 Figura 2.1: Sopra: grafico dell’energia potenziale in (2.26). Sotto: curve di livellodell’energia totale E(x, v).
 Nella Figura 2.1 disegnamo il grafico dell’energia potenziale V (sopra) e alcu-ne curve di livello di E (sotto). Oltre ai livelli critici, abbiamo scelto dei livelliintermedi dell’energia. I valori considerati sono
 (E1, E2, E3, E4, E5) = (−6, h2,−4, h1,−2.5).
 Ai minimi locali di V corrispondono minimi locali di E e ai massimi locali di Vcorrispondono punti di sella di E.
 Nella Figura 2.2 tracciamo il grafico della superficie definita dall’energia E(x, v)insieme ad alcune sue curve di livello nel piano x, v.
 Osservazione 5. Vedremo che alcuni problemi della Meccanica saranno riconduci-bili allo studio di moti unidimensionali in seguito ad un procedimento di riduzionedel numero di gradi di liberta.
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 Figura 2.2: Grafico dall’energia E(x, v) insieme ad alcune curve di livello.
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Capitolo 3
 Moti centrali
 Descriviamo le proprieta delle forze centrali a simmetria sferica e mostriamo come questediano luogo a problemi integrabili. Trattiamo inoltre in dettaglio il caso particolare delproblema di Keplero.
 Definizione 5. Si dice che F : R3 \ 0 → R3 e un campo di forze centralecon centro O se per ogni x ∈ R3 \ 0 vale la relazione
 F (x) = f(ρ)x
 ρ, (3.1)
 dove ρ = |x| ed f : R+ → R e una funzione di classe C1.
 Proposizione 11. Un campo di forze F : R3 \ 0 → R3 e centrale se e solo se
 F (Rx) = RF (x), ∀x ∈ R3 \ 0, ∀R ∈ SO(3). (3.2)
 Dimostrazione. Se F (x) e della forma (3.1) allora si verifica facilmente che vale(3.2), in quanto si ha |Rx| = |x| = ρ per ogni R ∈ SO(3), x ∈ R3 \ 0.Assumiamo adesso che valga (3.2). Mostriamo prima che F (x)×x = 0. Per ognix ∈ R3 \ 0, scelta arbitrariamente una rotazione Rx ∈ SO(3) con Rxx = x,dalla (3.2) si ottiene
 RxF (x) = F (Rxx) = F (x),
 cioe ogni rotazione che lascia fisso il vettore posizione x lascia fissa anche la forzaF (x). Ma ogni rotazione in R3 diversa dall’identita lascia fissi solo i vettori di unospazio lineare unidimensionale (che e appunto l’asse di rotazione). Si ha quindi
 F (x)× x = 0.
 Per dimostrare che F (x) = f(ρ) x
 ρper una qualche funzione f : R+ → R, cioe che il
 campo di forze e a simmetria sferica, scegliamo arbitrariamente x,y ∈ R3\0 tali
 39
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 che |x| = |y|, che rappresentano le coordinate di due punti sulla stessa superficiesferica centrata nell’origine, e dimostriamo che
 F (x) · x = F (y) · y. (3.3)
 Scelta R ∈ SO(3) tale che Rx = y, e usando (3.2) si ha
 F (y) · y = F (Rx) · Rx = RF (x) · Rx = F (x) · x.
 Dalla (3.3) segue che l’intensita della forza F e la stessa in tutti i punti della sferadi raggio |x| = |y|.
 Osserviamo che in questo caso le equazioni di Newton mx = F (x) sono inva-rianti solo rispetto ad alcune trasformazioni di Galileo, quelle del tipo g3, ma nonlo sono rispetto alle traslazioni dell’origine, che corrisponde al centro di forza.
 3.1 Integrabilita dei moti centrali
 Consideriamo il moto di un punto materiale di massa m in un campo di forzecentrali F (x) = f(ρ)x
 ρ. Dalla relazione
 MO = NO = x× f(ρ)xρ= 0
 abbiamo la conservazione del momento angolare MO rispetto al centro di forze O.Inoltre la forza F (x) e conservativa, con energia potenziale
 V (x) = V(ρ(x)), V(ρ) = −∫
 f(ρ) dρ, (3.4)
 infatti
 ∇V (x) = dVdρ
 (ρ(x))∇ρ(x) = −f(ρ(x)) x
 ρ(x),
 per cui si conserva l’energia totale E = T + V .
 Ricordiamo che un sistema meccanico si dice integrabile se per ogni scelta dellecondizioni iniziali possiamo scrivere la soluzione delle equazioni di Newton a menodi inversioni e quadrature.
 Proposizione 12. Il sistema dato da un punto materiale che si muove in uncampo di forze centrali e integrabile.
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 Trattiamo prima il caso particolare in cui MO = 0 e mostriamo che in questocaso il moto si svolge su una retta passante per O. Poiche MO = mx × x = 0,possiamo trovare un vettore unitario e ∈ R3 con
 x(0) = ρ0e, x(0) = ρ0e.
 Se t 7→ ρ(t) e la soluzione del problema di Cauchy unidimensionale
 mρ = f(ρ), ρ(0) = ρ0, ρ(0) = ρ0, (3.5)
 che si puo scrivere a meno di inversioni e quadrature, allora
 t 7→ x(t) = ρ(t)e
 e la soluzione di mx = F (x), con dati iniziali x(0), x(0), e il moto e quindirettilineo, su una retta passante per O.Osserviamo che vale anche il viceversa: se il moto avviene lungo una retta passanteper O allora x(t), x(t) sono sempre paralleli, quindi MO = 0.L’equazione differenziale del moto unidimensionale in (3.5) deriva dall’equazionedel primo ordine
 1
 2mρ2 + V(ρ) = 1
 2mρ20 + V(ρ0)
 che ci da la conservazione dell’energia totale e puo essere integrata per separazionedelle variabili.
 Assumiamo adesso che MO 6= 0. Possiamo usare la conservazione del momentoangolare MO per ridurci ad un problema unidimensionale. L’invarianza delladirezione di MO implica che il moto si svolge su un piano fisso πO che dipendedalle condizioni iniziali: infatti la relazione
 MO · x = x×mx · x = 0
 ci dice che il vettore x e sempre ortogonale a MO. Possiamo quindi ruotare ilsistema di riferimento O e1e2e3 introdotto, in funzione delle condizioni iniziali,facendo in modo che e3 ‖ MO. Con questa rotazione il moto si svolge quindinel piano πO = Oe1e2. Introduciamo in questo piano delle coordinate polari ρ, θ,definite da
 eρ =x
 ρ= cos θe1 + sin θe2.
 Consideriamo anche il vettore
 eθ = e3 × eρ = − sin θe1 + cos θe2
 ed osserviamo che valgono le relazioni
 eρ = θeθ, eθ = −θeρ.
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 Possiamo quindi scrivere
 x = ρeρ, x = ρeρ + θρeθ, x = (ρ− ρθ2)eρ + (ρθ + 2ρθ)eθ.
 L’equazione di Newton, proiettata lungo eρ, eθ, ci da
 mx · eρ = f(ρ), mx · eθ = 0. (3.6)
 La seconda equazione in (3.6) rappresenta la conservazione della terza componentedel momento angolare
 MO · e3 = ρeρ ×m(ρeρ + ρθeθ) · e3 = mρ2θ,
 infatti
 m(ρθ + 2ρθ) =1
 ρ
 d
 dt(mρ2θ).
 Fissiamo un valore c 6= 0 di tale quantita:
 mρ2θ = c. (3.7)
 Sostituendo θ = cmρ2
 nella prima equazione in (3.6) si ottiene
 mρ = f(ρ) +c2
 mρ3, (3.8)
 che e un problema unidimensionale. Possiamo scrivere (3.8) nella forma
 mρ = − d
 dρV(c)eff (ρ), (3.9)
 con
 V(c)eff (ρ) = V(ρ) +
 c2
 2mρ2.
 La funzione V(c)eff si dice energia potenziale efficace. Il sistema (3.9) ha l’integrale
 primo
 E (c)eff (ρ, ρ) =1
 2mρ2 + V(c)
 eff (ρ),
 che corrisponde all’energia totale E = T + V scritta come funzione di ρ, θ, ρ, θ conla condizione (3.7):
 E|θ= c
 mρ2=
 [1
 2m(ρ2 + ρ2θ2) + V(ρ)
 ]
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 θ= c
 mρ2
 =1
 2mρ2 +
 c2
 2mρ2+ V(ρ) = E (c)eff (ρ, ρ).
 Per semplicita, nel seguito scriveremo Veff , Eeff , evitando di sottolineare la dipen-denza da c di tali funzioni.
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 3.2 Legge delle aree
 Dalla conservazione del momento angolare si ha che, se MO 6= 0, θ e mono-tona, quindi puo essere utilizzata come variabile indipendente per descrivere latraiettoria. Infatti se c 6= 0, allora θ = c
 mρ2ha lo stesso segno di c.
 Sia D = D(θ; θ0) l’insieme descritto dal raggio vettore quando l’angolo polarepassa dal valore θ0 a θ. L’area di questo insieme e
 a(θ) =
 ∫ θ
 θ0
 ∫ ρ(θ′)
 0
 ρ′ dρ′ dθ′ =1
 2
 ∫ θ
 θ0
 ρ2(θ′) dθ′,
 per cui, posto a(t) = a(θ(t)), si ha
 da
 dt=da
 dθθ =
 1
 2ρ2θ =
 c
 2m,
 quindi la conservazione della terza componente del momento angolare
 MO · e3 = mρ2θ
 corrisponde alla conservazione della velocita areolare, detta anche legge dellearee.
 3.3 Formula di Binet
 Consideriamo un punto materiale che si muove in un piano in cui mettiamocoordinate polari (ρ, θ). Assumiamo che valga la legge delle aree:
 1
 2ρ2θ = α,
 con α 6= 0. Queste ipotesi valgono in particolare nel caso dei moti centrali. Allorala componente radiale dell’accelerazione e
 x · eρ = −4α2
 ρ2
 (
 d2
 dθ21
 ρ+
 1
 ρ
 )
 . (3.10)
 Infatti
 ρ =dρ
 dθθ =
 2α
 ρ2dρ
 dθ= −2α d
 dθ
 (1
 ρ
 )
 ,
 ρ = θdρ
 dθ= −4α
 2
 ρ2d2
 dθ2
 (1
 ρ
 )
 ,
 per cui, usando la formula x ·eρ = ρ−ρθ2 si ottiene (3.10), che si chiama formuladi Binet.
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 3.4 Traiettoria del moto
 Fissate le condizioni iniziali x(0), x(0), per determinare il comportamento qualita-tivo della traiettoria nel piano del moto, con coordinate polari (ρ, θ), si utilizzanole leggi di conservazione
 mρ2θ = c,1
 2mρ2 + Veff(ρ) = E, (3.11)
 in cui c, E sono i valori delle quantita conservate al tempo iniziale t = 0.Se c = 0 abbiamo gia visto nella Proposizione 12 che la traiettoria e rettilinea.
 Se c 6= 0 allora possiamo descrivere la traiettoria attraverso una mappa θ 7→ ρ(θ).Dalle (3.11) si ottiene
 dρ
 dθ= ±mρ
 2
 |c|
 √
 2
 m(E − Veff(ρ)). (3.12)
 Consideriamo il caso seguente in cui la traiettoria e limitata. Siano ρmin, ρmax
 due punti di inversione consecutivi (ρmin < ρmax) che corrispondono a un valore re-golare E dell’energia, tali che Il moto si svolga all’interno dell’intervallo [ρmin, ρmax].Abbiamo quindi
 E − Veff(ρmin) = E − Veff(ρmax) = 0,
 E − Veff(ρ) > 0 se ρ ∈ (ρmin, ρmax),
 V ′eff(ρmin) < 0 < V ′
 eff(ρmax).
 In questo caso, nello spazio delle fasi ridotto con coordinate (ρ, ρ) abbiamo un’or-bita periodica di periodo
 Tρ =√2m
 ∫ ρmax
 ρmin
 1√
 E − Veff(ρ)dρ.
 Nel piano del moto genericamente si ottiene una traiettoria a forma di rosetta(vedi figura): infatti dalla conservazione del momento angolare si ha che t 7→ θ(t)e monotona. Inoltre ρ oscilla periodicamente tra il valore massimo ρmax e il valoreminimo ρmin.
 Definiamo l’angolo di avanzamento del pericentro1 come
 ∆θ = c
 √
 2
 m
 ∫ ρmax
 ρmin
 1
 ρ2√
 E − Veff(ρ)dρ. (3.13)
 1nota che ∆θ puo essere anche negativo e ha lo stesso segno di c
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 La condizione per avere una traiettoria periodica nel piano del moto e che
 ∆θ
 π∈ Q.
 In ogni caso, data la mappa θ 7→ ρ(θ), la traiettoria della soluzione si puoscrivere
 θ 7→ (x(θ), y(θ)) = (ρ(θ) cos θ, ρ(θ) sin θ)
 e ha la seguente simmetria:
 R2(θ−θ0)
 (
 x(θ0 − θ)y(θ0 − θ)
 )
 =
 (
 x(θ − θ0)y(θ − θ0)
 )
 dove
 Rα =
 [
 cosα − sinαsinα cosα
 ]
 e θ0 corrisponde a un punto di inversione. Possiamo dimostrare questa proprietadi simmetria tramite la formula di Binet. Infatti, posto u = 1
 ρ, da
 −4mα2
 ρ2
 (
 d2
 dθ21
 ρ+
 1
 ρ
 )
 = f(ρ)
 si ottiene
 u′′ = g(u), g(u) = − f( 1u)
 4mα2u2− u. (3.14)
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 Siano umax = 1/ρmin, umin = 1/ρmax. Questi sono punti di inversione per il motounidimensionale definito da (3.14) perche risolvono l’equazione
 E −W(u) = 0
 dove
 W(u) = −∫
 g(u)du =1
 4mα2
 ∫
 f(1
 u
 )
 d(1
 u
 )
 +u2
 2= − 1
 4mα2V(1
 u
 )
 +u2
 2
 con V(ρ) = −∫
 f(ρ)dρ, per cui
 W ′(u) =1
 4mα2u2V ′(1
 u
 )
 +u =m
 c2u2
 (
 V ′(1
 u
 )
 +c2u3
 m
 )
 =m
 c2u2feff
 (1
 u
 )
 = − m
 c2u2V ′eff
 (1
 u
 )
 .
 Si ha dunque
 W ′(umax) = −mρ2min
 c2V ′eff(ρmin) > 0, W ′(umin) = −
 mρ2max
 c2V ′eff(ρmax) < 0.
 Avendo un moto per valori regolari dell’energia 12u′2 + W(u), possiamo quin-
 di procedere come nella Sezione 2.4 per dimostrare che la soluzione u(θ) ha leproprieta
 u(∆θ − θ) = u(θ), θ ∈ [0,∆θ]
 u(∆θ + θ) = u(θ), θ ∈ R
 dove ∆θ e l’angolo di avanzamento del pericentro e abbiamo assunto che u(0) =umin.
 Dimostriamo adesso la seguente
 Proposizione 13. Genericamente la traiettoria e ovunque densa nella coronacircolare
 C = (x, y) = (ρ cos θ, ρ sin θ) : ρmin ≤ ρ ≤ ρmax.
 Dimostrazione. Vogliamo dimostrare che, se ∆θπ6∈ Q, scelto comunque un punto
 della corona l’orbita passa arbitrariamente vicino a quel punto. Tutti i valoridi ρ nell’intervallo [ρmin, ρmax] vengono raggiunti periodicamente. Fissiamo unacirconferenza Cρ centrata in O e di raggio ρ ∈ [ρmin, ρmax]. Dimostriamo, seguendo[?], che in generale Cρ viene riempito in modo ovunque denso.
 Definiamo la mappa
 φ : Cρ → Cρ, φ(ρeiθ) = ρei(θ+∆θ)
 dove ∆θ e l’angolo di avanzamento del pericentro.
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 Se ∆θ/π 6∈ Q allora i punti φm(x)m, con x = ρeiθ, sono tutti distinti. SiccomeCρ e compatto c’e almeno un punto di accumulazione, quindi per ogni ǫ > 0esistono interi positivi n,m, con n > m, tali che
 d(φn(x), φm(x)) < ǫ.
 Inoltre la mappa φ conserva la distanza tra due punti perche e una rotazione,quindi
 d(φn−m(x), x) = d(φn(x), φm(x)) < ǫ.
 Posto k = n−m otteniamo una successione
 x, φk(x), φ2k(x), φ3k(x), . . .
 di punti distinti su Cρ che sono equidistanti e due consecutivi di essi distano menodi ǫ. Si conclude usando l’arbitrarieta di ǫ e di ρ ∈ [ρmin, ρmax].
 Si puo dimostrare che solo due tipi di forze centrali, quelle dell’oscillatore armo-nico e del problema di Keplero, sono tali che tutte le orbite limitate con momentoangolare non nullo sono periodiche. Questo risultato e noto come teorema diBertrand.2
 3.5 Il problema dei due corpi
 Studiamo il moto di due punti materiali di massa m1, m2 soggetti alla loro intera-zione mutua. Le equazioni del moto sono
 m1x1 = F1, m2x2 = F2
 e assumiamo che le forze F1,F2 soddisfino le seguenti proprieta:
 (i) Fj = Fj(x1,x2),
 (ii) F1 + F2 = 0,
 (iii) Fj × r = 0, r = x1 − x2,
 (iv) F1 = f(ρ)rρ, ρ = |r|
 dove f : R+ → R e una funzione di classe C1.
 2J. Bertrand (1873): ‘parmi les lois d’attraction qui supposent l’action nulle a une distanceinfinie, celle de la nature est la seule pour laquelle un mobile lance arbitrairement avec une vitesseinferieure a une certaine limite, et attire vers un centre fixe, decrive necessairement autour de cecentre une courbe fermee. Toutes le lois d’attraction permettent des orbites fermees, mais la loide la nature est la seule qui les impose’.
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 Il cambiamento di coordinate
 (x1,x2) 7→ (xB, r)
 definito dalle relazioni
 (m1 +m2)xB = m1x1 +m2x2, r = x1 − x2
 disaccoppia le equazioni di Newton: si ottengono infatti le equazioni
 mxB = 0, µr = F (r), (3.15)
 in cuiF (r) = F1(x1,x2), µ =
 m1m2
 m1 +m2
 , m = m1 +m2.
 Possiamo quindi studiare il problema di moto centrale dato dalla seconda delle(3.15) e poi ricostruire la soluzione tramite le relazioni
 x1 − xB =m2
 mr, x2 − xB = −m1
 mr. (3.16)
 Osservazione 6. Dalle (3.16) si vede che le traiettorie nel riferimento del centrodi massa si ottengono per similitudine da quelle del moto relativo, soluzione di unproblema di moto centrale.
 Osservazione 7. Nel caso della forza di attrazione gravitazionale di Newton si haF1(x1,x2) = −G m1m2
 |x1−x2|3 (x1−x2), dove G e la costante di gravitazione universale,
 per cui, utilizzando la relazione mµ = m1m2, si ottiene F (r) = −Gmµρ3
 r, con
 ρ = |r|. In questo modo la seconda equazione in (3.15) si scrive
 µr = −Gmµ r
 ρ3,
 che corrisponde al problema del moto di un corpo di massa µ (massa ridotta)che si muove in un campo di forze centrali prodotto dall’attrazione gravitazionaledi un punto di massa m fisso nell’origine.
 3.6 Il problema di Keplero
 Nel periodo tra il 1601 ed il 1602 Johannes Kepler (1571-1630) fu assistente diTycho Brahe3 a Praga. Sulla base delle osservazioni di Brahe, Kepler formulo letre leggi seguenti:
 3L’astronomo Tycho Brahe (1546-1601) riuscı a fare diverse osservazioni astronomiche deipianeti conosciuti, con una precisione dell’ordine di un minuto di arco (= 1/60 di grado), che eraun’ottima accuratezza considerato il fatto che non aveva ancora a disposizione un telescopio.
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 1) i pianeti descrivono delle ellissi di cui il Sole occupa uno dei 2 fuochi;
 2) il raggio vettore che congiunge un pianeta al Sole descrive aree uguali intempi uguali;
 3) i quadrati dei periodi di rivoluzione dei pianeti sono proporzionali ai cubidei semiassi maggiori delle ellissi, cioe T 2
 a3e una costante, che e la stessa per
 tutti i pianeti.
 Le prime due leggi appaiono in Astronomia Nova (1609), la terza si trova inHarmonices Mundi (1619).
 In questa sezione discuteremo dei seguenti problemi:
 i) problema di Keplero diretto: dato il campo di forze calcolare i moti possibili;
 ii) problema di Keplero inverso: dati i moti possibili calcolare il campo di forze.
 Entrambi i problemi sono stati risolti da Newton, vedi [12].
 Problema diretto
 Posto
 k = GmM, m =m1m2
 m1 +m2
 , M = m1 +m2,
 consideriamo il moto centrale dato dalle equazioni
 mx = f(ρ)x
 ρ, f(ρ) = − k
 ρ2
 con ρ = |x|, k > 0 e con condizioni iniziali x(0) = x0, x(0) = x0. La forza centraleammette l’energia potenziale
 V (x) = −kρ.
 Assumiamo che il momento angolare sia non nullo e introduciamo coordinate polariρ, θ nel piano del moto Π. Sia c = mρ2θ il valore costante della componente delmomento angolare ortogonale a Π, che corrisponde alle condizioni iniziali scelte.Essendo il moto centrale vale la legge delle aree, che rappresenta la conservazionedel momento angolare mρ2θ e ci da la seconda legge di Keplero.
 Proiettando l’equazione di Newton in direzione radiale eρ ed usando la formuladi Binet si ottiene l’equazione per la componente radiale della forza:
 −4mα2
 ρ2
 [ d2
 dθ2
 (1
 ρ
 )
 +1
 ρ
 ]
 = − k
 ρ2
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 dove α = c2m
 e la costante delle aree. Ponendo
 p =4mα2
 k(3.17)
 e usando la variabile u = 1/ρ si ottiene l’equazione differenziale lineare
 u′′ + u =1
 p(3.18)
 dove l’apice ′ indica la derivata rispetto a θ. L’equazione (3.18) ha come soluzionegenerale
 u(θ) = A cos(θ − θ0) +1
 p
 con A > 0, θ0 ∈ S1. Introducendo il parametro e = Ap si ha l’equazione di unaconica in coordinate polari
 ρ =p
 1 + e cos(θ − θ0). (3.19)
 Scriviamo p, e in funzione di c, E. Sostituendo la relazione α = c2m
 in (3.17) siottiene
 p =c2
 mk. (3.20)
 Il valore minimo di ρ lungo la traiettoria definita da (3.19) e dato da
 ρmin =p
 1 + e(3.21)
 che e un punto di inversione del moto per la variabile ρ, cioe
 E − Veff(ρmin) = 0, (3.22)
 dove
 Veff(ρ) = −k
 ρ+
 c2
 2mρ2
 e l’energia potenziale efficace del problema di Keplero. Dalle relazioni (3.20), (3.21)si ottiene
 ρmin =c2
 k(1 + e)
 che, sostituita nella (3.22) ci da
 0 = E +k
 ρmin
 − c2
 2mρ2min
 = E +k2m(1 + e)
 c2− c2m2k2(1 + e)2
 2mc4=
 = E +mk2(1 + e)
 c2
 (
 1− 1 + e
 2
 )
 = E +mk2(1− e2)
 2c2,
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 Figura 3.1: Valori ammissibili per la coppia (E, c).
 da cui
 e2 = 1 +2Ec2
 mk2. (3.23)
 Dalla (3.23) si ottiene che
 E < 0 ⇐⇒ e < 1 orbite ellittiche,E = 0 ⇐⇒ e = 1 orbite paraboliche,E > 0 ⇐⇒ e > 1 orbite iperboliche.
 Inoltre dalla relazione mk2 + 2Ec2 ≥ 0 segue che non tutte le coppie (c, E) sonoammissibili (vedi Figura 3.1).
 Calcoliamo adesso il periodo T di un’orbita ellittica che corrisponde ai valoric, E (E < 0) del momento angolare e dell’energia. Valgono le relazioni seguenti,che legano semiasse maggiore a, semiasse minore b ai parametri p, e e quindi aivalori di c, E:
 p = a(1 − e2), b = a√1− e2, (3.24)
 per cui
 p =b2
 a. (3.25)
 L’area dell’ellisse e
 πab = πa√ap = πa3/2
 |c|√mk
 e la velocita areale e
 α =c
 2m,
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 per cui
 T 2 =(πab)2
 α2=π2a3c2
 mk
 4m2
 c2=
 4π2m
 ka3
 che rappresenta la terza legge di Keplero. In particolare, il periodo T dipende solodal semiasse maggiore a e quindi solo dall’energia E, infatti, usando c2 = mkp =mka(1− e2), si ha
 E = Eeff(ρmin, 0) = −k
 a(1− e) +c2
 2ma2(1− e)2 = − k
 2a.
 Osservazione 8. Se consideriamo il problema di Keplero derivante dal problemadi due corpi di massa m1, m2 si ha
 m =m1m2
 m1 +m2, k = Gm1m2,
 per cui k/m = G(m1 +m2) e la costante di proporzionalita e quindi
 4π2m
 k=
 4π2
 G(m1 +m2). (3.26)
 Se m1 ed m2 rappresentano rispettivamente la massa del Sole e quella di un pia-neta, dalla (3.26) segue che la costante k/m dipende dal pianeta scelto, contraddi-cendo quindi parte della terza legge di Keplero. Comunque, usando come unita lamassa solare m1 e scegliendo pianeti diversi la variazione della somma m1 +m2
 e al massimo dell’ordine di 10−3, cioe uguale al rapporto tra la massa di Giove equella del Sole.
 Il vettore di Laplace-Lenz
 Consideriamo il vettoreL = p×MO −mk
 x
 ρ, (3.27)
 dove p = mx. Questo si chiama vettore di Laplace-Lenz.Mostriamo che L e un integrale primo per il moto centrale con energia poten-
 ziale di Keplero V (ρ) = −kρ:
 L = p×MO + p×NO −mk[v
 ρ− x
 ρ2d
 dt(√x · x)
 ]
 =
 =(
 −kxρ3
 )
 × (x×mv) +mv ×[
 x×(
 −kxρ3
 )]
 − mk
 ρv +
 mk
 ρ2x(2x · v
 2ρ
 )
 =
 = −kmρ3
 [(x · v)x− ρ2v]− mk
 ρv +
 mk
 ρ3(x · v)x = 0.
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 Calcoliamo adesso la norma di L.
 L ·L =(
 p×MO −mkx
 ρ
 )
 ·(
 p×MO −mkx
 ρ
 )
 =
 = |p×MO|2 − 2mk
 ρp×MO · x+m2k2 =
 = |p|2[|p|2ρ2 − (p · x)2]− 2mk
 ρ[|p|2ρ2 − (p · x)2] +m2k2,
 dove abbiamo usato
 p×MO = p× (x× p) = |p|2x− (p · x)p,
 da cui
 |p×MO|2 = |p|2[|p|2ρ2 − (p · x)2],p×MO · x = |p|2ρ2 − (p · x)2.
 Usando la relazione
 p×MO · x = x× p ·MO = |MO|2 = c2
 e l’espressione dell’energia cinetica T = 12m|v|2 = |p|2
 2msi ottiene quindi
 L ·L = c2(
 |p|2 − 2mk
 ρ
 )
 +m2k2 = c2(
 2mT − 2mk
 ρ
 )
 +m2k2 =
 = 2mEc2 +m2k2 = m2k2(
 1 + 2Ec2
 mk2
 )
 = m2k2e2.
 Concludo che la norma del vettore di Laplace-Lenz e il prodotto di mk e dell’ec-centricita e. Per questo motivo L viene anche chiamato vettore eccentricita.
 Denotiamo con ψ l’angolo tra x e L. Si ha allora
 e cosψ =L
 mk· xρ
 =p×MO · x
 mkρ− 1 =
 c2
 mkρ− 1.
 Usando la (3.20) si ottiene
 1 + e cosψ =p
 ρ
 e si ritrova l’equazione della traiettoria in formapolare (3.19) con l’angolo ψ al posto di θ − θ0.
 L
 x
 θ − θ0
 Ne segue che L deve indicare la direzione del pericentro, che corrisponde aθ = θ0, vedi figura.
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 Problema inverso
 Mostriamo che, se valgono le leggi di Keplero, l’accelerazione di ogni pianeta esempre diretta verso il Sole ed e inversamente proporzionale al quadrato delladistanza da esso.
 Il fatto che il moto sia piano e che valga la legge delle aree implica che l’acce-lerazione sia puramente radiale.
 Sostituiamo l’equazione della traiettoria, nota per la prima legge,
 ρ(θ) =p
 1 + e cos θ
 nella formula di Binet:
 a · eρ = −4α2
 ρ2
 [ d2
 dθ2
 (1
 ρ
 )
 +1
 ρ
 ]
 = −4α2
 ρ2
 (
 −e cos θp
 +1 + e cos θ
 p
 )
 = −4α2
 p
 1
 ρ2.
 Esaminiamo adesso il fattore 4α2
 p, che potrebbe dipendere dalle condizioni iniziali.
 Scegliamo un’orbita ellittica. Siano T, a, b il periodo ed i semiassi maggiore eminore di quest’orbita. Usando la formula α = πab
 Te la (3.25) si ottiene
 4α2
 p=
 4π2a2b2
 T 2
 a
 b2= 4π2 a
 3
 T 2
 che per la terza legge di Keplero e costante.
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Capitolo 4
 Sistemi di riferimento in motorelativo
 Mostriamo come cambiano la velocita e l’accelerazione di un punto materiale rispetto asistemi di riferimento diversi, in moto relativo tra loro. A tal fine introduciamo il vettorevelocita angolare e le sue proprieta.
 4.1 Velocita angolare e formule di Poisson
 Consideriamo due sistemi di riferimento
 Σ = O e1e2e3 Σ′ = O′e′1e
 ′2e
 ′3
 nello spazio euclideo E3. Le terne di vettori e1, e2, e3 e e′1, e
 ′2, e
 ′3 dei sistemi
 di riferimento formano due basi B,B′ dello spazio vettoriale V3 associato ad E3.Pertanto, dato un vettore ~u ∈ V3, esistono uniche le rappresentazioni in tali basi
 ~u =
 3∑
 h=1
 uh eh =
 3∑
 h=1
 u′h e′h.
 Data una mappa
 t 7→ ~u(t) ∈ V3,
 definita in R o in un suo intervallo, se i coefficienti uh, u′h sono derivabili rispetto
 al tempo, definiamo le derivate temporali di ~u nei sistemi di riferimento Σ e Σ′
 come
 d~u
 dt
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ
 =3
 ∑
 h=1
 uh eh,d~u
 dt
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ′
 =3
 ∑
 h=1
 u′h e′h.
 55
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 Proposizione 14. Se le coordinate di e′h in Σ sono funzioni derivabili del tempo
 t allora esiste un’unica mappa t 7→ ~ω(t) ∈ V3, tale che
 de′h
 dt
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ
 = ~ω × e′h, h = 1, 2, 3. (4.1)
 Le relazioni (4.1) si chiamano formule di Poisson e il vettore ~ω(t) si dicevelocita angolare di Σ′ rispetto a Σ al tempo t.
 Dimostrazione. Consideriamo la matrice R ∈ SO(3) di cambiamento di base daB′ = e′
 1, e′2, e
 ′3 a B = e1, e2, e3, con componenti Rji = e′
 i · ej , i, j = 1, 2, 3.Siano inoltre eh ∈ R3 i vettori della base canonica, che rappresentano eh nella baseB ed e′
 h ∈ R3 i vettori delle componenti di e′h in B. Valgono le relazioni e′
 h = Reh,j = 1, 2, 3. Il vettore
 de′h
 dt
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ
 e rappresentato da e′h ∈ R3 nella base B. Dalla relazione RTR = I si ottiene
 e′h = RRTReh = RRTe′
 h.
 La matrice RRT e antisimmetrica, come si vede derivando RRT = I rispetto a t.Data una matrice antisimmetrica A, esiste un unico vettore a ∈ R3 tale che
 Au = a× u, ∀u ∈ R3. (4.2)
 La relazione tra le componenti di A e quelle di a = (a1, a2, a3) e la seguente:
 A =
 0 −a3 a2a3 0 −a1−a2 a1 0
 .
 Concludo che esiste un unico vettore ω ∈ R3, associato alla matrice RRT , tale che
 e′h = ω × e′
 h, h = 1, 2, 3.
 Il vettore ~ω =∑3
 h=1 ωheh ∈ V3, rappresentato da ω in B, soddisfa la (4.1). Infatti
 se a, b rappresentano ~a,~b in B, allora ~a× ~b e rappresentato da a× b:
 ~a× ~b =
 3∑
 i=1
 aiei ×3
 ∑
 j=1
 bj ej =
 3∑
 i,j=1
 aibj ei × ej =
 ∑
 1≤i<j≤3
 (aibj − ajbi)ei × ej =3
 ∑
 h=1
 (a× b)heh.
 (4.3)
 L’unicita di ~ω si dimostra per assurdo. Se esistessero ~ω1, ~ω2 che soddisfano le(4.1), allora si avrebbe (~ω1 − ~ω2)× e′
 h = ~0 per h = 1, 2, 3. Quindi ~ω1 = ~ω2.
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 Esercizio 5. Per ogni ~a ∈ V3 l’applicazione lineare
 V3 ∋ ~u 7→ ~a× ~u ∈ V3
 ha un nucleo di dimensione dispari.
 Suggerimento: scrivere la matrice corrispondente a questa applicazione in una base di
 cui ~a e un elemento.
 Proposizione 15. Una formula esplicita per la velocita angolare e data da
 ~ω =1
 2
 3∑
 h=1
 e′h ×
 de′h
 dt
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ
 (4.4)
 Dimostrazione. Usando le formule di Poisson (4.1) si ha
 3∑
 h=1
 e′h ×
 de′h
 dt
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ
 =3
 ∑
 h=1
 e′h × (~ω × e′
 h) =3
 ∑
 h=1
 [~ω − (~ω · e′h)e
 ′h] = 2~ω.
 Esempio 2. Siano Σ = O e1e2e3, Σ′ = Oe′
 1e′2e
 ′3 due sistemi di riferimento con
 la stessa origine O. Assumiamo che Σ′ ruoti attorno all’asse Oe3 di Σ in modoche i vettori e′
 1 e e1 formino un angolo θ(t). Calcoliamo la velocita angolare di Σ′
 rispetto a Σ.Abbiamo che
 e′1 = cos θe1 + sin θe2, e′
 2 = − sin θe1 + cos θe2, e′3 = e3. (4.5)
 Derivando le (4.5) rispetto a t ed applicando (4.4) si ottiene che
 ~ω = θe3.
 4.1.1 Derivata temporale di un vettore in riferimenti di-
 versi
 Mostriamo la relazione tra le derivate temporali di una stessa mappa vettorialeeseguite in due riferimenti diversi.
 Proposizione 16. Data una mappa vettoriale t 7→ ~u(t) ∈ V3, definita in R o inun suo intervallo e derivabile in due riferimenti Σ, Σ′, vale la relazione
 d~u
 dt
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ
 =d~u
 dt
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ′
 + ~ω × ~u. (4.6)
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 Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che, poiche e′i =
 ∑
 j Rjiej ,
 ~u =∑
 i
 u′ie′i =
 ∑
 i
 u′i∑
 j
 Rjiej =∑
 j
 (
 ∑
 i
 u′iRji
 )
 ej ,
 dove le somme su i e j si intendono da 1 a 3. Abbiamo quindi
 d~u
 dt
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ
 =∑
 j
 d
 dt
 (
 ∑
 i
 u′iRji
 )
 ej =∑
 j
 ∑
 i
 (
 u′iRji + u′iRji
 )
 ej =
 =∑
 i
 u′i
 (
 ∑
 j
 Rjiej
 )
 +∑
 i
 u′i∑
 j
 Rjiej =d~u
 dt
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ′
 +∑
 i
 u′ide′
 i
 dt
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ
 =
 =d~u
 dt
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ′
 +∑
 i
 u′i~ω × e′i =
 d~u
 dt
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ′
 + ~ω × ~u.
 Osservazione 9. Dalla (4.6) segue che la derivata temporale di ~ω in Σ ed in Σ′
 coincidono. Per questo motivo in seguito scriveremo anche ~ω al posto di d~ωdt
 ∣
 ∣
 Σe
 di d~ωdt
 ∣
 ∣
 Σ′.
 Se u, u′ rappresentano le coordinate del vettore ~u ∈ V3 nelle basi B =e1, e2, e3, B′ = e′
 1, e′2, e
 ′3 rispettivamente, possiamo scrivere
 u = Ru′ + ω × Ru′,
 dove R ∈ SO(3), Reh = e′h.
 4.1.2 Composizione di velocita angolari
 Consideriamo tre sistemi di riferimento in E3:
 Σ = O e1e2e3, Σ′ = O′e′1e
 ′2e
 ′3, Σ′′ = O′′e′′
 1e′′2e
 ′′3.
 Proposizione 17. Se ~ω′ e la velocita angolare di Σ′ rispetto a Σ e se ~ω′′ e lavelocita angolare di Σ′′ rispetto a Σ′, allora la velocita angolare ~ω di Σ′′ rispetto aΣ e data dalla somma ~ω′ + ~ω′′.
 Dimostrazione. Usando la (4.6) e le formule di Poisson si ha, per h = 1, 2, 3,
 ~ω × e′′h =
 de′′h
 dt
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ
 =de′′
 h
 dt
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ′
 + ~ω′ × e′′h = (~ω′′ + ~ω′)× e′′
 h.
 Si conclude usando l’unicita della velocita angolare.

Page 59
						

4.2. EQUAZIONE DEL MOTO IN RIFERIMENTI DIVERSI 59
 4.2 Equazione del moto in riferimenti diversi
 Scriviamo le formule che legano la velocita ~v e l’accelerazione ~a di un punto mate-riale P in un sistema di riferimento Σ = O e1e2e3 alla velocita ~v
 ′ e all’accelerazione~a′ relative ad un altro riferimento Σ′ = O′e′
 1e′2e
 ′3, in moto con velocita angolare
 ~ω rispetto a Σ.
 Proposizione 18. Valgono le relazioni
 ~v = ~v′ + ~vT , (4.7)
 ~a = ~a′ + ~aT + ~aC , (4.8)
 in cui
 ~vT = ~vO′ + ~ω × (P − O′),
 ~aT = ~aO′ + ~ω × (~ω × (P −O′)) + ~ω × (P − O′),
 ~aC = 2~ω × ~v′
 dove ~vO′, ~aO′ sono la velocita e l’accelerazione di O′ in Σ.
 Dimostrazione. Per ricavare le formule precedenti scriviamo
 P − O = (P −O′) + (O′ −O).
 Derivando rispetto a t in Σ e usando la (4.6) si ha
 ~v =d(P −O′)
 dt
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ
 +d(O′ − O)
 dt
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ
 =d(P −O′)
 dt
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ′
 + ~ω × (P − O′) + ~vO′
 = ~v′ + ~ω × (P − O′) + ~vO′,
 che corrisponde alla (4.7). Derivando ancora e usando la (4.6) si ottiene1
 ~a =d2~v′
 dt2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ′
 + ~ω × ~v′ + ~ω × (P − O′) + ~ω × ~v′ + ~ω × (~ω × (P − O′)) + ~aO′,
 da cui segue la (4.8).
 I termini ~aT e ~aC si chiamano rispettivamente accelerazione di trascinamento eaccelerazione di Coriolis. Il termine ~ω×(~ω×(P−O′)) si chiama accelerazionecentripeta. In coordinate nella base B abbiamo
 x = Rx′ + xO′,
 x = Rx′ + xO′ + ω × Rx′,
 x = Rx′ + xO′ + ω × (ω × Rx′) + ω × Rx′ + 2ω × Rx′
 1usiamo la relazione ddt(~u × ~v)
 ∣
 ∣
 Σ= d
 dt~u∣
 ∣
 Σ× ~v + ~u× d
 dt~v∣
 ∣
 Σ, che segue dalla (4.3).
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 in cui x′ = (x′1, x′2, x
 ′3) e il vettore delle coordinate di (P − O′) in B′.
 Se l’equazione del moto di un punto materiale P di massa m in un riferimentoO e1e2e3 si scrive
 m~a = ~F (P − O, ~v, t),allora nel riferimento O′e′
 1e′2e
 ′3 possiamo scrivere
 m~a′ = ~F ((P −O′) + (O′ −O), ~v′ + ~vT , t)−m~aT −m~aC .
 In coordinate nella base B l’ultima equazione diventa
 mRx′ = F(Rx′ + xO′, Rx′ + xO′ + ω ×Rx′)
 −m(
 xO′ + ω × (ω × Rx′) + ω × Rx′)− 2mω ×Rx′.
 4.3 Deviazione dei gravi in caduta libera
 Si consideri un sistema di riferimento Σ = Oxyz, avente per origine il centro dellaTerra. Studiamo il moto di un punto materiale P in un sistema di riferimentosolidale alla Terra, assumendo che questa abbia forma sferica e che ruoti attornoall’asse Oz con velocita angolare ~ω costante. Stiamo trascurando il moto di rivolu-zione della Terra attorno al Sole: in prima approssimazione questo e lecito, poichela forza di attrazione gravitazionale del Sole e bilanciata dalla forza centrifuga ditale moto di rivoluzione.
 Dato un sistema di riferimento Σ′ = O′ξηζ solidale alla Terra, l’accelerazionerelativa e data da
 ~a′ = ~a− ~aT − ~aC ,dove
 ~a = ~g, ~aT = ~aO′ + ~ω × (~ω × (P −O′)), ~aC = 2~ω × ~v′,
 con ~g costante in Σ′. Inoltre
 ~aO′ = ~ω × (~ω × (O′ −O)), (4.9)
 infatti O,O′ sono fissi in Σ′, per cui (4.9) segue applicando la formula (4.6) nelcalcolo della derivata prima e seconda di O′ − O rispetto a t in Σ, oppure da
 ~aO = ~a′O + ~aO′ + ~ω × [~ω × (O −O′)] + 2~ω × ~v′
 O
 e da ~aO = ~a′O = ~v′
 O = ~0. Siccome P − O′ e molto piu piccolo di O′ − O possotrascurare il termine ~ω × (~ω × (P − O′)) quindi
 ~a′ = ~g − ~ω × (~ω × (O′ −O))− 2~ω × ~v′.
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 Poniamo~gO′ = ~g − ~ω × (~ω × (O′ − O)),
 che e l’accelerazione di gravita locale, dipendente dalla latitudine. Possiamo orien-tare il riferimento Σ′ nel modo seguente: scelgo l’asse O′ζ lungo la direzione dellagravita locale, l’asse O′ξ parallelo al piano del meridiano, diretto verso l’equato-re, e l’asse O′η in modo tale che i versori di O′ξηζ formino una terna levogira,vedi Figura 4.1. Approssimiamo la gravita locale con ~g, trascurando2 il termine
 Figura 4.1: Il riferimento O′ξηζ in cui si studia il moto del grave.
 −~ω × (~ω × (O′ − O)). Con queste approssimazioni l’equazione del moto per ilpunto P in Σ′ diventa quindi
 d2
 dt2(P − O′)|Σ′ = ~g − 2~ω × ~v′. (4.10)
 Indicando con λ la latitudine di O′ e usando le coordinate ξ, η, ζ , l’equazione (4.10)si scrive
 ξ = 2ω sinλη, η = −2ω sin λξ − 2ω cosλζ, ζ = −g + 2ω cosλη, (4.11)
 infatti
 ~ω = ω(− cosλeξ + sinλeζ),
 dove eξ, eζ sono i versori degli assi O′ξ, O′ζ .
 2Osserviamo che la norma della velocita angolare del moto di rotazione della Terra e ω =2π
 86400s−1 e la misura del raggio equatoriale della Terra e R⊕ ≈ 6378 Km. Stimiamo la norma del
 termine trascurato con ω2R⊕ ≈ 0.03373 ms−2, che e piu piccolo di due ordini di grandezza delvalore della accelerazione di gravita g ≈ 9.81 ms−2.
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 Considero per queste equazioni le condizioni iniziali
 ξ(0) = η(0) = ζ(0) = ξ(0) = η(0) = ζ(0) = 0. (4.12)
 La soluzione del problema di Cauchy lineare dato da (4.11), (4.12) si potrebbescrivere esplicitamente. Comunque possiamo semplificare i conti facendo un’ulte-riore approssimazione. Integrando rispetto al tempo la prima e la terza equazionein (4.11) e sostituendo le risultanti espressioni di ξ, ζ nella seconda si ottiene
 η = −4ω2η + 2gωt cosλ.
 Trascurando il termine con ω2 e integrando si ottiene
 η(t) =1
 3gωt3 cosλ.
 Questa formula ci dice che un grave in caduta libera sulla Terra e soggetto adeviazione verso Est.
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Capitolo 5
 Dinamica dei sistemi di N puntimateriali liberi
 Studiamo il moto di un sistema di N punti materiali liberi nello spazio tridimensionale.Introduciamo il baricentro del sistema e descriviamo le sue proprieta. Distinguiamo traforze interne ed esterne e mostriamo che le prime sono sempre conservative. Parliamoinoltre dei sistemi di vettori applicati equivalenti e di quelli equilibrati.
 5.1 Quantita dinamiche per N punti materiali
 Consideriamo un sistema di punti materiali Pi di massa mi, i = 1, .., N , su cui agi-scono le forze ~Fi nel sistema di riferimento Σ = O e1e2e3. Siano ~xi, ~vi, ~ai la posizio-ne, la velocita e l’accelerazione di Pi relative a Σ. Siano inoltre Fj ,xi, vi,ai ∈ R3
 le coordinate di questi vettori in Σ. Introduciamo le seguenti quantita, utili adescrivere la dinamica degli N punti nel loro insieme:Quantita di moto totale (momento lineare)
 ~p =
 N∑
 j=1
 ~pj =
 N∑
 j=1
 mj~vj .
 Momento Angolare rispetto a un polo Q
 ~MQ =N∑
 j=1
 (Pj −Q)×mj~vj .
 Energia cinetica
 T =1
 2
 N∑
 j=1
 mj |~vj |2.
 63
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 Risultante delle forze ~Fj
 ~R =
 N∑
 j=1
 ~Fj.
 Momento risultante delle forze ~Fj rispetto a un polo Q
 ~NQ =
 N∑
 j=1
 (Pj −Q)× ~Fj.
 Potenza risultante delle forze ~Fj
 Π =N∑
 j=1
 ~Fj · ~vj =N∑
 j=1
 Fj · vj .
 Lavoro elementare all’instante t delle forze ~Fj
 δL =N∑
 j=1
 ~Fj · d~xj =N∑
 j=1
 Fj · dxj.
 5.2 Teoremi di scomposizione relativi al baricen-
 tro
 Introduciamo la massa totale
 m =N∑
 j=1
 mj
 e il baricentro B ∈ E3 degli N punti materiali, definito da
 m(B −Q) =N∑
 j=1
 mj(Pj −Q), (5.1)
 dove Q ∈ E3 e un punto scelto a piacere.Osserviamo che la definizione di B non dipende dalla scelta di Q infatti, scelto
 Q′ 6= Q e definito B′ tramite la relazione
 m(B′ −Q′) =
 N∑
 j=1
 mj(Pj −Q′)
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 si ha
 B′−Q′ =1
 m
 N∑
 j=1
 mj(Pj−Q′) =1
 m
 N∑
 j=1
 mj(Pj−Q)+(Q−Q′) = (B−Q)+(Q−Q′),
 per cui B′ = B.
 Definizione 6. Il sistema di riferimento ΣB, centrato in B e orientato come Σ,si chiama riferimento del baricentro.
 Rappresentazione della quantita di moto
 Dalla (5.1) segue subito che la quantita di moto totale corrisponde a quella di unpunto avente massa totale m, che si muove come il baricentro del sistema:
 p =
 N∑
 j=1
 mjvj = mvB. (5.2)
 Proposizione 19. (teorema del centro di massa) Il baricentro di un sistema di Npunti si muove come un punto materiale di massa m su cui agisce la risultante R
 delle forze che agiscono sui singoli punti:
 maB = R. (5.3)
 Dimostrazione. Sia t→ (x1(t) . . .xN(t)) una soluzione delle equazioni di Newton(1.11). Derivando (5.2) si ottiene
 maB =N∑
 j=1
 mjaj =N∑
 j=1
 Fj.
 Scomposizione del momento angolare rispetto a un polo Q
 Il momento angolare totale rispetto ad un polo Q ∈ E3 si puo scomporre comesomma di due componenti
 MQ = (xB −xQ)×mvB +M (B), M (B) =N∑
 j=1
 (xj −xB)×mj(vj − vB). (5.4)
 La prima corrisponde al momento angolare rispetto a Q di un punto di massa mche si muove come il baricentro del sistema. La seconda corrisponde al momentoangolare nel sistema nel riferimento del baricentro e non dipende dalla scelta delpolo Q.

Page 66
						

66CAPITOLO 5. DINAMICA DEI SISTEMI DIN PUNTI MATERIALI LIBERI
 Dimostrazione.
 MQ =N∑
 j=1
 (xj − xB)×mjvj +N∑
 j=1
 (xB − xQ)×mjvj =
 = MB + (xB − xQ)×mvB.
 Inoltre
 MB = M (B) +
 N∑
 j=1
 (xj − xB)×mjvB
 e si ha
 N∑
 j=1
 (xj − xB)×mjvB =
 N∑
 j=1
 mj(xj − xB)× vB = m(xB − xB)× vB = 0.
 Osservazione 10. Se scriviamo MQ nel riferimento del baricentro il primo ad-dendo in (5.4) si annulla. Quindi in tale riferimento il momento angolare nondipende dalla scelta del polo.
 Scomposizione del momento risultante delle forze rispetto a
 un polo Q
 Il momento risultante delle forze rispetto ad un polo Q ∈ E3 si puo scomporrecome somma di due componenti
 NQ = (xB − xQ)×R +N (B), N (B) =
 N∑
 j=1
 (xj − xB)× (Fj −mjaB) (5.5)
 la prima corrisponde al momento rispetto al polo Q della forza risultante R agentesu un punto di massa m che si muove come il baricentro B del sistema. La secondacorrisponde al momento risultante delle forze nel riferimento del baricentro e nondipende dalla scelta del polo Q.
 Dimostrazione.
 NQ =
 N∑
 j=1
 (xj − xB)× Fj +
 N∑
 j=1
 (xB − xQ)× Fj =
 = NB + (xB − xQ)×R.
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 Inoltre
 NB = N (B) +
 N∑
 j=1
 (xj − xB)×mjaB
 e si ha
 N∑
 j=1
 (xj − xB)×mjaB =N∑
 j=1
 mj(xj − xB)× aB = m(xB − xB)× aB = 0.
 Osservazione 11. Se scriviamo NQ nel riferimento del baricentro il primo ad-dendo in (5.5) si annulla per la Proposizione 19. Quindi in tale riferimento ilmomento risultante delle forze non dipende dalla scelta del polo.
 Scomposizione dell’energia cinetica
 L’energia cinetica del sistema si puo scomporre come somma di due componenti
 T =1
 2m|vB|2 +
 1
 2
 N∑
 j=1
 mj(vj − vB) · (vj − vB), (5.6)
 la prima corrisponde all’energia cinetica di un punto materiale di massa m che simuove come il baricentro del sistema, la seconda corrisponde all’energia cineticadel sistema nel riferimento del baricentro. Questo risultato e noto come teoremadi Konig.
 Dimostrazione.
 T =1
 2
 N∑
 j=1
 mj(vj − vB) · (vj − vB) +
 N∑
 j=1
 mjvB · (vj − vB) +1
 2(
 N∑
 j=1
 mj)vB · vB.
 Inoltre il secondo addendo a destra e nullo.
 5.3 Forze interne e forze esterne
 Possiamo scomporre le forze ~Fi che agiscono sui punti Pi come somma vettorialedi due contributi: ~Fi = ~F
 (I)i + ~F
 (E)i . Il vettore ~F
 (I)i e la somma delle forze che gli
 altri punti del sistema esercitano su Pi e si chiama forza interna (agente su Pi);~F(E)i e la somma delle altre forze e si chiama forza esterna.
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 Assumiamo che~F(E)i = ~F
 (E)i (~xi, ~vi, t),
 cioe che ogni forza esterna ~F(E)i dipenda solo dallo stato del punto Pi.
 Sulle forze interne ~F(I)i facciamo le seguenti ipotesi (forze di tipo classico):
 ~F(I)i = ~F
 (I)i (~x1, . . . , ~xN) =
 N∑
 j = 1
 j 6= i
 ~Fij(~xi, ~xj), (5.7)
 cioe le ~F(I)i sono puramente posizionali e sono la somma vettoriale di interazioni a
 due corpi. Assumiamo inoltre che valgano le seguenti proprieta:
 1. ~Fij + ~Fji = ~0, ∀i, j,
 2. ~Fij × ~rij = ~0, con ~rij = ~xi − ~xj,
 3. ~Fij = fij(ρij)~rijρij
 , con ρij = |~rij| .
 Osserviamo che le relazioni precedenti implicano che fij = fji.
 Osservazione 12. Queste ipotesi sulle forze sono caratteristiche della MeccanicaClassica: la proprieta 1. corrisponde al principio di azione e reazione.1
 Con queste ipotesi si dimostra che la risultante e il momento risultante delleforze interne (rispetto a qualunque polo Q) sono nulli. Infatti
 ~R(I) =
 N∑
 i=1
 ~F(I)i =
 N∑
 i=1
 N∑
 j=1
 j 6=i
 ~Fij =∑
 1≤i<j≤N( ~Fij + ~Fji) = ~0,
 ~N(I)Q =
 N∑
 i=1
 (Pi −Q)× ~F(I)i =
 N∑
 i=1
 N∑
 j=1
 j 6=i
 (Pi −Q)× ~Fij =
 =∑
 1≤i<j≤N
 [
 (Pi −Q)× ~Fij + (Pj −Q)× ~Fji
 ]
 =∑
 1≤i<j≤N(Pi − Pj)× ~Fij = ~0.
 1Troviamo gia negli scritti di Leonardo da Vinci un chiaro riferimento a questo principio.Nel suo Codice sul volo degli uccelli egli scrive: ‘Tanta forza si fa con la cosa in contra all’aria,quanto l’aria contro alla cosa. Vedi l’alie percosse contro all’aria far sostenere la pesante aquilanella suprema sottile aria vicina all’elemento fuoco. Ancora vedi la mossa aria sopra’l mare,ripercossa nelle gonfiate vele, far correre la carica e pesante nave; sicche per queste dimostrativee assegnate ragioni potrai conoscere l’omo con le sue congegnate e grandi alie, facendo forzacontro alla resistente aria e, vincendo, poterla soggiogare e levarsi sopra di lei’.
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 5.4 Le equazioni cardinali
 Si consideri un sistema meccanico formato daN punti materiali di massam1, . . . , mn,sui quali agiscono delle forze Fj = F
 (I)j + F
 (E)j , con forze interne F
 (I)j di tipo
 classico.
 Proposizione 20. Sia x(t) = (x1(t), . . . ,xN(t)) una qualunque soluzione delsistema di equazioni di Newton
 mjx = Fj(x, x, t), j = 1 . . . N.
 Allora x(t) risolve le seguenti equazioni differenziali:
 p = R(E)
 MQ = N(E)Q − vQ × p
 . (5.8)
 Le (5.8) si chiamano equazioni cardinali della dinamica.
 Dimostrazione. Calcolando la derivata di p e MQ rispetto al tempo lungo lesoluzioni delle equazioni di Newton si ottiene che
 p = mxB = R = R(I) +R(E),
 MQ = NQ − xQ ×mxB = N(I)Q +N
 (E)Q − xQ ×mxB.
 Si conclude usando le ipotesi sulle forze interne fatte nella sezione precedente.
 5.5 Sistemi equivalenti di vettori applicati
 Un sistema di vettori applicati e un insieme S della forma
 S = (~v1, P1), . . . , (~vN , PN)
 costituito da un insieme di coppie (~vj , Pj) che rappresentano un vettore e il suopunto di applicazione. Le rette
 Pj~vj = Pj + λ~vj , λ ∈ R,
 passanti per Pj e aventi la direzione di ~vj , si dicono rette di applicazione, oanche linee di azione, dei vettori ~vj .
 I vettori
 ~R =
 N∑
 j=1
 ~vj , ~NQ =
 N∑
 j=1
 (Pj −Q)× ~vj
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 si chiamano risultante e momento risultante rispetto al polo Q ∈ E3 delsistema S.
 Consideriamo adesso due sistemi di vettori applicati:
 S1 = (~v1, P1), . . . , (~vN , PN), S2 = ( ~w1, Q1), . . . , ( ~wM , QM).
 Definizione 7. I sistemi S1 e S2 si dicono equivalenti se hanno la stessa risul-tante e lo stesso momento risultante rispetto ad un polo O qualunque.
 Osservazione 13. Osserviamo che nelle equazioni cardinali (5.8) appaiono so-lamente la risultante ed il momento risultante delle forze esterne applicate neipunti del sistema, quindi considerando un sistema di forze equivalente otteniamole stesse equazioni differenziali.
 Notiamo che se i sistemi S1 e S2 hanno la stessa risultante ( ~RS1 = ~RS2) e lo stesso
 momento risultante rispetto ad un polo Q ( ~NS1
 Q = ~NS2
 Q ), allora i due sistemi hannolo stesso momento risultante rispetto ad un qualunque altro polo Q′:
 ~NS1
 Q′ =
 N∑
 h=1
 (Ph −Q′)× ~vh = ~NS1
 Q + (Q−Q′)× ~RS1 =
 = ~NS2
 Q + (Q−Q′)× ~RS2 =M∑
 k=1
 (Qk −Q′)× ~wk = ~NS2
 Q′
 Definizione 8. Diciamo che un sistema di vettori applicati (~vj , Pj)j=1...N e
 equilibrato se la risultante ~R e il momento risultante ~NQ rispetto ad un poloQ qualunque sono nulli.
 Dalla relazione~NQ′ = ~NQ + (Q−Q′)× ~R
 valida per ogni Q,Q′ ∈ E3, segue che per verificare che un sistema e equilibratobasta controllare che, oltre alla risultante ~R, si annulli il momento risultante ~NQ
 rispetto ad un particolare polo Q.Introduciamo delle operazioni elementari, eseguibili su un sistema S =
 (~vj , Pj)j=1...N di vettori applicati, che danno luogo ad un sistema ad esso equi-valente:
 (i) composizione e scomposizione di vettori applicati in uno stesso punto;
 (ii) aggiunta o eliminazione di due vettori opposti e paralleli alla retta congiun-gente i loro punti di applicazione (vettori direttamente opposti).
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 Osserviamo che tramite queste operazioni elementari possiamo trasportare ognivettore applicato lungo la sua linea di azione. Infatti dato un vettore ~v applicatoin P e scelto un punto Q sulla linea di azione di ~v possiamo aggiungere il vettorenullo ~0 applicato in Q e scomporlo come somma di ~v e −~v (operazione (i), oanche (ii)). Possiamo poi eliminare i vettori applicati (~v, P ), (−~v, Q), in quantodirettamente opposti (operazione (ii)). Il sistema che ne risulta e quindi compostodal vettore ~v applicato in Q.
 Proposizione 21. Ogni sistema di vettori applicati (~vj, Pj)j=1,...,N puo essereridotto tramite operazioni elementari ad un sistema di tre vettori (possibilmentenulli) applicati in tre punti non allineati scelti a piacere.
 Dimostrazione. Siano Q1, Q2, Q3 tre punti non allineati. Mostriamo che ogni vet-tore ~vj applicato nel punto Pj si puo sostituire con tre vettori applicati nei puntiQi. Infatti, se ~vj appartiene allo spazio lineare generato da Q2−Q1, Q3−Q1 e Pjgiace nel piano Q1Q2Q3, allora usando la prima operazione elementare possiamoscrivere ~vj come combinazione lineare di due dei vettori (Qi − Pj), i = 1, 2, 3.Assumiamo ad esempio che
 ~vj = λ1(Q1 − Pj) + λ2(Q2 − Pj),
 per opportuni coefficienti λ1, λ2 ∈ R. Possiamosostituire (~vj , Pj) con i due vettori λi(Qi − Pj),i = 1, 2 applicati nel punto Pj . Poi possiamotraslare tali vettori lungo la loro linea di azionee considerarli applicati nei punti Qi.
 Pj
 Q1
 Q2
 ~vj
 PjQ1
 Q2
 Q3
 ~vj
 Se invece ~vj non appartiene allo spazio lineare genera-to da Q2−Q1, Q3−Q1, a meno di una traslazione sullasua linea di azione si puo supporre ~vj applicato in unpunto Pj che non giaccia nel piano Q1Q2Q3. Possiamoquindi scrivere
 ~vj = λ1(Q1 − Pj) + λ2(Q2 − Pj) + λ3(Q3 − Pj),
 per opportuni coefficienti λi ∈ R, sostituire (~vj , Pj) coni tre vettori λi(Qi − Pj), i = 1, 2, 3 applicati in Pj etraslare tali vettori lungo la loro linea di azione in modoche siano applicati nei punti Qi.
 Concludo osservando che per ogni indice j abbiamo sostituito a (~vj , Pj) trevettori (possibilmente nulli) applicati in Q1, Q2, Q3. Usando la prima operazioneelementare possiamo considerare, per ciascuno dei tre puntiQi, la somma vettorialedi tutti i vettori applicati in questo. Si ottiene cosı la tesi.
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 Proposizione 22. Ogni sistema di vettori applicati puo essere ridotto ad un si-stema di due vettori applicati tramite operazioni elementari. Uno dei due punti diapplicazione puo essere scelto a piacere.
 Dimostrazione. Vedi [8], capitolo 1, sezione 6.
 Proposizione 23. Ogni sistema di vettori applicati equilibrato si puo ridurre adun sistema nullo, cioe costituito da soli vettori nulli, tramite operazioni elementari.
 Dimostrazione. Applicando a tale sistema la riduzione della Proposizione 22 siarriva ad un sistema di due vettori applicati che risultano necessariamente opposti(poiche la risultante e nulla) e diretti lungo la retta congiungente i loro due punti diapplicazione (poiche il momento risultante rispetto a un polo qualunque e nullo).Tale sistema si riduce mediante la seconda operazione elementare ad un sistemanullo.
 Proposizione 24. Sia S = (~v1, P1), (~v2, P2), (~v3, P3) un sistema equilibrato for-mato da soli tre vettori. Allora le rette di applicazione di tali vettori sono coplanari.Tali rette sono inoltre concorrenti in uno stesso punto oppure parallele.
 Dimostrazione. Indichiamo con r1, r2, r3 le tre rette di applicazione. Se queste sonocoincidenti il risultato vale banalmente. Se non e cosı allora possiamo trasportarei vettori ~vj lungo le loro linee di azione e assumere che i punti di applicazione Pjnon siano collineari. Consideriamo le coppie (~v1, P1) e (~v2, P2). Dato un punto Qdell’asse r12, passante per P1, P2, le proiezioni dei momenti
 (P1 −Q)× ~v1, (P2 −Q)× ~v2
 lungo r12 sono nulle. Poiche il sistema e equilibrato, il momento risultante rispettoa qualunque polo e nullo, quindi anche la proiezione del momento
 (P3 −Q)× ~v3
 lungo r12 deve essere nulla. Dunque i vettori ~v3, P3−Q, P2−P1 sono linearmentedipendenti e il punto P3 + ~v3 sta nel piano P1P2P3. Analogamente si dimostrache i punti P1 + ~v1, P2 + ~v2 stanno in tale piano. Quindi le rette di applicazioner1, r2, r3 sono coplanari.
 Se r1, r2 si incontrano in un punto Q, si possono trasportare ~v1, ~v2 fino ad avereil loro punto di applicazione in Q. La somma ~u = ~v1 + ~v2 di tali vettori applicatain Q equivale al sistema dei due vettori applicati. Poiche il sistema S e equilibrato,
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 la linea di azione r di (~u, Q) deve coincidere con la linea di azione r3 di (~v3, P3),che quindi deve passare per Q. Se invece r1 e r2 sono parallele, e parallela ad esseanche r3: infatti, se r1, r3 avessero un punto in comune, in questo punto dovrebbeconcorrere anche r2.
 Proposizione 25. Dati due sistemi equivalenti di vettori applicati
 S1 = (~vj, Pj)j=1,...,N , S2 = ( ~wk, Qk)k=1,...,M
 si puo sempre ridurre l’uno all’altro tramite operazioni elementari.
 Dimostrazione. Si consideri il sistema S ′2 = (− ~wh, Qh)h=1,...,M . Il sistema S3 =
 S1,S2,S ′2, composto dall’unione dei tre sistemi, e equivalente a S1, infatti per
 ogni vettore ~wk in S2 si trova − ~wk in S ′2 applicato allo stesso punto Qk, quindi
 queste coppie di vettori si possono cancellare. Osserviamo adesso che il sistemaS1,S ′
 2 e equilibrato, poiche la risultante e il momento risultante (rispetto aqualsiasi polo) di S ′
 2 sono opposti a quelli di S2, che sono uguali a quelli di S1.Quindi S1,S ′
 2 e equivalente ad un sistema nullo per la Proposizione 23. Possiamodunque concludere che il sistema S3 e anche equivalente a S2.
 5.5.1 Asse centrale
 Dimostriamo il seguente risultato.
 Proposizione 26. Dato un sistema di vettori applicati
 S = (~vi, Pi)i=1...N , (5.9)
 con risultante ~R non nulla, esiste un’unica retta r, detta asse centrale, formatada tutti e soli i punti Q ∈ E3 tali che
 ~NQ × ~R = ~0. (5.10)
 Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che per ogni scelta di P,Q ∈ E3 si ha
 ~NP =
 N∑
 j=1
 ((Pj −Q) + (Q− P ))× ~vj = ~NQ + (Q− P )× ~R. (5.11)
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 Scelto a piacere un punto O′ ∈ E3, con-sideriamo il piano ΠO′ passante per O′
 e ortogonale alla risultante ~R. Osser-viamo che se Q ∈ ΠO′ e Q′ e un puntodella retta Q + λ ~R, λ ∈ R passante
 per Q e parallela a ~R, dalla relazione(5.11) si ottiene
 ~NQ′ × ~R = ~NQ × ~R.
 O′ Q
 Q′
 Q0
 ~R~NQ
 ~NQ′
 ~NQ0
 asse centrale
 Per dimostrare che l’asse centrale esiste posso quindi limitarmi a cercare nelpiano ΠO′ un punto Q0 tale che ~R× ~NQ0
 sia nullo. Si ha
 ~NQ0× ~R = ( ~NO′ + (O′ −Q0)× ~R)× ~R = ~NO′ × ~R− | ~R|2(O′ −Q0),
 poiche (O′ − Q0) ⊥ ~R. Quindi, ponendo ~NQ0× ~R = ~0, si ottiene come unica
 soluzione
 Q0 − O′ =1
 | ~R|2~R× ~NO′.
 Dalla relazione (5.11) segue anche che
 ~NP · ~R = ~NQ · ~R, ∀P,Q ∈ E3. (5.12)
 L’espressione ~NP · ~R non dipende dalla scelta del polo e si chiama trinomio in-variante, con riferimento alla somma dei tre termini che si ottengono sviluppandoil prodotto scalare.
 Per ogni punto Q ∈ E3 usando la formula (1.6) possiamo scrivere ~NQ comesomma di due vettori ortogonali:
 ~NQ =1
 | ~R|2[( ~NQ · ~R) ~R + ~R× ( ~NQ × ~R)]. (5.13)
 Il primo vettore e lo stesso al variare di Q perche ~NQ · ~R e il trinomio invariante.
 Se si sceglie come polo un punto Q0 dell’asse centrale si ha ~NQ0× ~R = ~0. Quindi
 | ~NQ0| = min
 Q∈E3
 | ~NQ|.
 Dalla relazione (5.13) segue anche che se Q0 e un punto dell’asse centrale si ha~NQ0
 = ~0 se e solo se ~NQ0· ~R = 0, quindi solo se il trinomio invariante (che puo
 essere calcolato usando un polo qualunque) e nullo.

Page 75
						

5.5. SISTEMI EQUIVALENTI DI VETTORI APPLICATI 75
 Esercizio 6. Trovare l’asse centrale nel caso del sistema S costituito delle forzedi gravita applicate in N punti materiali P1, . . . , PN di masse m1, . . . , mN :
 S = ( ~Fi, Pi)i=1...N , ~Fi = −mige3, (5.14)
 dove g e l’accelerazione di gravita.
 Soluzione. La risultante delle forze e ~R = −mge3, dove m e la massa totale.Scelto a piacere un punto O′ ∈ E3 si ha
 Q0 − O′ =1
 | ~R|2~R× ~NO′ = − 1
 mge3 ×
 [
 N∑
 j=1
 (Pj −O′)× (−mjge3)]
 = e3 × [(B − O′)× e3]
 L’asse centrale passa per il punto Q0 ed e parallelo ad ~R.Se scegliamo O′ = B, la formula precedente ci dice anche che il baricentro B e
 un punto dell’asse centrale.
 5.5.2 Coppie di vettori applicati
 Una coppia di vettori applicati e un sistema della forma
 (~v1, P1), (~v2, P2)tali che ~v1 + ~v2 = ~0. Assumiamo ~v1 6= ~0. La quantita |(P1 − P2) × ~v1|/|~v1|,che rappresenta la distanza tra le due rette di applicazione P1~v1, P2~v2, si chiamabraccio della coppia.Osserviamo che il momento di una coppia di vettori applicati non dipende dallascelta del polo. Infatti si ha
 (Q1 −Q)× ~v1 + (Q2 −Q)× ~v2 = (Q1 −Q2)× ~v1, ∀Q ∈ E3.
 Proposizione 27. Ogni sistema di vettori applicati S = (~vi, Pi)i=1,...,N e equi-valente ad un sistema costituito da un vettore applicato in un punto qualunque Q,e da una coppia di vettori applicati, dipendente dalla scelta di Q.
 Dimostrazione. Sia ~R =∑
 i ~vi la risultante dei vettori del sistema e ~NQ =∑
 i(Pi−Q)× ~vi il momento risultante rispetto ad un polo fissato Q ∈ E3. Consideriamo ilsistema di vettori applicati
 S ′ = ( ~R, Q), (~v, Q1), (−~v, Q2)con Q1, Q2 ∈ E3 e ~v ∈ V3, scelti in modo che il momento della coppia (Q1−Q2)×~vsia uguale a ~NQ. Si verifica facilmente che S ′ e equivalente a S.
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 Proposizione 28. Condizione necessaria e sufficiente affinche un sistema di vet-tori applicati S = (~vi, Pi)i=1,...,N sia equivalente al sistema composto da un unicovettore applicato in un punto opportuno, oppure ad una sola coppia, e che il tri-nomio invariante sia nullo. Se la risultante ~R e non nulla si ha il primo caso eil punto di applicazione e un punto qualunque dell’asse centrale; se ~R = ~0 si ha ilsecondo.
 Dimostrazione. La condizione~NQ · ~R = 0 (5.15)
 per un polo Q ∈ E3 (e quindi per tutti) e necessaria, infatti se S e equivalente adun sistema composto da una sola coppia allora questo sistema ha risultante nulla.Se invece S e equivalente ad un unico vettore applicato in un punto Q′ allora ilmomento risultante rispetto a Q′ e nullo e quindi lo e anche il trinomio invariante.
 Vediamo che la condizione (5.15) e anche sufficiente. Se ~R = ~0 allora, usandola Proposizione 27, si trova che S e equivalente ad una coppia di vettori applicati.Se ~R 6= ~0 basta osservare che ~NQ = ~0 per ogni punto Q dell’asse centrale, infattisi ha
 ~NQ · ~R = 0, ~NQ × ~R = ~0.
 Dunque S e equivalente al sistema ( ~R, Q).
 Osserviamo che nella discussione precedente e compreso il caso di un sistemaequilibrato: in tal caso l’unico vettore o l’unica coppia sono nulli.
 Esempio 3. Il sistema di forze di gravita S dell’Esercizio 6 e equivalente al sistemaS ′ = ( ~R, B) formato da un’unica forza ~R = −mge3 applicata nel baricentro B,
 infatti il trinomio invariante ~NQ · ~R e nullo (tutte le forze sono parallele ed ~NQ ead esse ortogonale) e il baricentro e un punto dell’asse centrale.
 Come conseguenza il momento risultante delle forze di gravita rispetto albaricentro e nullo.
 Osservazione 14. L’esempio precedente mostra anche che ogni sistema di vettoriapplicati paralleli ha trinomio invariante nullo.
 Diciamo che un sistema S = (~vj , Pj)j=1,...,N di vettori applicati e piano se ipunti Pj , Pj + ~vj , j = 1, . . . , N giacciono tutti in uno stesso piano.
 Esercizio 7. Mostrare che ogni sistema piano di vettori applicati ha trinomioinvariante nullo.
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 5.5.3 Centro di vettori paralleli
 Consideriamo un sistema di vettori applicati tutti paralleli, della forma
 S = (~vj, Pj)j=1,...,N ,
 in cui~vj = vje,
 con vj ∈ R ed e ∈ V3 e un vettore unitario. Scelto Q ∈ E3 arbitrariamente,chiamiamo centro dei vettori paralleli ~v1, . . . , ~vN il punto C ∈ E3 definitodalla relazione
 C −Q =
 ∑Nj=1 vj(Pj −Q)∑N
 j=1 vj. (5.16)
 In modo analogo a quanto fatto per il baricentro si puo dimostrare che la definizionedel centro C non dipende dalla scelta di Q.
 Se v =∑N
 j=1 vj 6= 0 osserviamo che il punto C appartiene all’asse centrale,infatti
 ~NC =N∑
 j=1
 (Pj − C)× vj e =N∑
 j=1
 vj(Pj − C)× e = v(C − C)× e = ~0.
 Osserviamo che il centro C del sistema resta lo stesso se cambiamo la direzionecomune dei vettori ~vj lasciando invariati i loro punti di applicazione Pj.
 5.6 Sistemi meccanici conservativi
 Proposizione 29. Le forze interne di tipo classico ammettono l’energia potenziale
 V (I)(x) =∑
 1≤i<j≤NVij(ρij(x)), x = (x1, . . . ,xN), (5.17)
 condVijdρij
 = −fij ,
 cioe valgono le relazioni
 F(I)k = −∇xk
 V (I), k = 1, . . . , N
 dove
 ∇xkV (I) =
 [
 ∂V (I)
 ∂xk
 ]T
 .
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 Figura 5.1: Caso N = 4. Indici dei termini della somma che definisce V (I) (asinistra); indici dei termini non nulli che appaiono in ∇xk
 V (I) per k = 2 (a destra).
 Dimostrazione. Osserviamo che ρij = ρji e che le funzioni Vij(ρij) e Vji(ρij) pos-sono differire solo per una costante additiva poiche fij = fji. Si ha quindi
 ∇xkV (I) =
 ∑
 1≤i<j≤N∇xkVij =
 N∑
 j=1
 j 6=k
 ∇xkVkj
 =N∑
 j=1
 j 6=k
 dVkjdρkj∇xk
 ρkj = −N∑
 j=1
 j 6=k
 fkjrkj
 ρkj= −F (I)
 k .
 Nei passaggi precedenti abbiamo usato il fatto che
 Vij = Vij(ρij) = Vij(|xi − xj|),
 per cui Vij non dipende da xk se k 6= i, j. Inoltre abbiamo usato le relazioni
 ∇xkρkj =
 [
 ∂|xk − xj|∂xk
 ]T
 =xk − xj
 |xk − xj|, k, j = 1, . . . , N.
 Nella Figura 5.1, per N = 4, evidenziamo a sinistra con una curva tratteggiatagli indici dei termini che appaiono nella somma che definisce V (I); a destra mettia-mo invece in evidenza gli indici dei termini non nulli che appaiono nell’espressionedi ∇xk
 V (I) per k = 2. I cerchi grigi piu grandi corrispondono agli indici (i, j) percui si ha i = k oppure j = k. Al posto dell’indice (1, 2) possiamo considerare (2, 1)perche V12 e V21 differiscono al piu per una costante.
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 Osservazione 15. Possiamo anche assumere, senza perdita di generalita, cheVij = Vji. In questo caso l’energia potenziale delle forze interne si scrive
 V (I)(x) =1
 2
 N∑
 i,j=1
 i 6=j
 Vij(ρij).
 Osservazione 16. Le funzioni
 V(I)k (x) =
 N∑
 j=1
 j 6=k
 Vkj(ρkj), k = 1, . . . , N
 soddisfano le relazioniF
 (I)k = −∇xk
 V(I)k ,
 ma la somma∑N
 k=1 V(I)k non va bene come energia potenziale delle forze interne,
 perche ci da un contributo doppio delle forze.
 Introduciamo la potenza delle forze interne e esterne, denotate rispettivamentecon
 Π(I) =
 N∑
 j=1
 ~F(I)j · ~vj, Π(E) =
 N∑
 j=1
 ~F(E)j · ~vj.
 Con questa notazione si ottiene
 Π = Π(I) +Π(E).
 Abbiamo la seguente
 Proposizione 30. (teorema dell’energia cinetica) Sia x(t) = (x1(t) . . .xN(t))una qualunque soluzione delle equazioni di Newton (1.11). Allora, lungo questasoluzione vale la relazione
 T = Π = Π(I) +Π(E). (5.18)
 Se le forze interne sono di tipo classico, con energia potenziale V (I), allora la (5.18)si puo scrivere
 d
 dt(T + V (I)) = Π(E). (5.19)
 Dimostrazione.
 Π =
 N∑
 j=1
 Fj · xj =N∑
 j=1
 mjxj · xj =N∑
 j=1
 mj
 2
 d
 dt(xj · xj) = T .
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 Siccome le forze interne ammettono l’energia potenziale V (I), abbiamo
 d
 dtV (I) =
 N∑
 i=1
 ∇xiV (I) · xi = −
 N∑
 i=1
 ~F(I)i · xi = −Π(I),
 da cui segue (5.19).
 Definizione 9. La forza esterna F(E)j che agisce sul punto Pj si dice conservativa
 se e puramente posizionale, cioe F(E)j = F
 (E)j (xj), ed esiste una funzione scalare
 Vj(xj) tale che F(E)j = −∇xj
 Vj.
 Definizione 10. Un sistema meccanico di N punti materiali si dice conservativose le forze ~Fj che agiscono sui punti Pj sono puramente posizionali e se esiste unafunzione scalare V (x) tale che Fj = −∇xj
 V , per j = 1 . . . N . La funzione V sichiama energia potenziale del sistema.
 Se le forze esterne F(E)j sono tutte conservative allora la funzione
 V (E)(x) =N∑
 j=1
 Vj(xj)
 soddisfaF
 (E)j = −∇xj
 V (E), j = 1 . . . N.
 In questo caso introduciamo l’energia potenziale del sistema
 V (x) = V (I)(x) + V (E)(x)
 e la sua energia totale
 E(x, x) = T (x, x) + V (I)(x) + V (E)(x).
 Proposizione 31. (conservazione dell’energia) L’energia totale di un sistemadi N punti materiali soggetto a forze interne di tipo classico e a forze esterneconservative e un integrale primo.
 Dimostrazione. Usando la (5.19) si ha
 d
 dt(T + V (I) + V (E)) = Π(E) +
 d
 dtV (E) = 0,
 infattid
 dtV (E) =
 N∑
 i=1
 ∇xiV (E) · xi = −
 N∑
 i=1
 ~F(E)i · xi = −Π(E).
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Capitolo 6
 Il corpo rigido
 Descriviamo l’insieme delle configurazioni e le proprieta cinematiche e dinamiche deicorpi rigidi, nel caso discreto e continuo.
 6.1 Definizioni e preliminari geometrici
 Definizione 11. Un corpo rigido discreto e un sistema formato da N punti ma-teriali che mantengono invariate nel tempo le loro distanze mutue.
 Definizione 12. Un corpo rigido continuo e un sistema formato da una distri-buzione continua di punti che mantengono invariate nel tempo le loro distanzemutue.
 Nel seguito svilupperemo la teoria per un corpo rigido discreto e nella Sezione 6.6discuteremo il caso di un corpo rigido continuo.
 Sia C un corpo rigido discreto formato da N punti materiali P1, ..., PN di massem1, . . . , mN . Fissato un riferimento Σ = O e1e2e3, le posizioni dei punti Pj sonoindividuate dai vettori Pj−O, con coordinate xj nella base e1, e2, e3. Le distanzemutue ρij = |xi − xj | tra punti diversi Pi, Pj di C soddisfano le relazioni
 ρij = cij, i, j = 1, ..., N, i 6= j. (6.1)
 per certe costanti cij > 0.
 Con la definizione di corpo rigido discreto incontriamo un primo caso in cui ipunti del sistema non si possono muovere liberamente, infatti le loro coordinatesono soggette alle relazioni (6.1). Questo e un caso di moto vincolato, per de-scrivere il quale introduciamo adesso alcuni concetti utili. I moti vincolati sarannopoi trattati in dettaglio nel Capitolo 7.
 81
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82 CAPITOLO 6. IL CORPO RIGIDO
 6.1.1 Sottovarieta di Rm
 Definizione 13. Sia Ψ : Rm → Rk una mappa differenziabile, con 1 ≤ k < m.Diciamo che l’insieme
 C = x ∈ Rm : Ψ(x) = 0 (6.2)
 e una sottovarieta di Rm (o semplicemente una varieta) di dimensione n = m− kse
 rank∂Ψ
 ∂x(x) = k, ∀x ∈ C.
 Esempio 4. Il cerchio di raggio unitario centrato nell’origine
 S1 = (x, y) ∈ R2 : Ψ(x, y) = 0,
 dove
 Ψ(x, y) = x2 + y2 − 1,
 e una sottovarieta di R2 di dimensione uno, infatti
 ∂Ψ
 ∂(x, y)(x, y) = 2(x, y) 6= (0, 0), ∀(x, y) ∈ C.
 Esempio 5. L’insieme C = (x, y) ∈ R2 : Ψ(x, y) = 0, con
 Ψ(x, y) = x2 − y2,
 e l’unione di due rette ortogonali passanti per l’originee non e una sottovarieta di R2. Infatti
 ∂Ψ
 ∂(x, y)(x, y) = 2(x,−y),
 che si annulla per (x, y) = (0, 0) ∈ C.
 x
 y
 Notiamo che in (x, y) = (0, 0) la retta tangente a C non e definita. Comunquel’insieme C \ (0, 0), composto da quattro semirette disgiunte, e una sottovarietadi R2.
 Rappresentazione parametrica e coordinate locali
 In (6.2) abbiamo introdotto la sottovarieta C tramite una sua rappresentazioneimplicita, nel senso che essa viene definita come luogo di zeri della mappa Ψ. Eanche utile descrivere C in un altro modo, tramite delle sue parametrizzazioni
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 locali. Per il teorema delle funzioni implicite, possiamo introdurre in un intorno1
 di ogni punto di C delle coordinate locali
 q = (q1, . . . , qn)T
 e una mappa della forma
 Rn ⊇ U ∋ q 7→ χ(q) ∈ C,con
 rank∂χ
 ∂q(q) = n,
 definita su un aperto U di Rn. Una scelta delle coordinate locali si puo fare nelmodo seguente. A meno di riordinare le componenti x1, . . . , xm di x possiamoassumere che in un intorno di x = x0 si abbia
 det∂Ψ
 ∂(x1, . . . , xk)6= 0
 e quindi, per il teorema delle funzioni implicite, possiamo scrivere x1, . . . , xk in fun-zione delle n variabili xk+1, . . . , xm, che dunque si possono usare come coordinatelocali.
 Esempio 6. Si consideri la sottovarieta di R2 definita da
 S1 = (x, y) ∈ R2 : Ψ(x, y) = 0, Ψ(x, y) = x2 + y2 − 1.
 Il punto (x1, y1) = (0, 1) appartiene a S1. Poiche
 ∂Ψ
 ∂y(0, 1) = 2 6= 0,
 per il teorema delle funzioni implicite esistono a > 0 ed un’unica funzione y = f(x)tale che f(0) = 1 e
 Ψ(x, f(x)) = 0
 per ogni x ∈ (−a, a). In questo caso si puo anche scrivere esplicitamente l’espres-sione della funzione f :
 f(x) =√1− x2, x ∈ (−1, 1).
 La mappa(−1, 1) ∋ x 7→ (x, f(x))
 e una parametrizzazione locale di S1 in un intorno di(x1, y1).
 x
 y
 −1 1
 1Un intorno di un punto x0 di una sottovarieta C di Rm e dato dall’intersezione V ∩ C diquesta varieta con un intorno V di x0 in Rm.
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 Osserviamo che anche il punto (x2, y2) = (1, 0) appartiene a C, pero
 ∂Ψ
 ∂y(1, 0) = 0,
 quindi per descrivere S1 in un intorno di (x2, y2) dobbiamo usare un’altra parame-trizzazione locale. Poiche
 ∂Ψ
 ∂x(1, 0) = 2 6= 0,
 possiamo trovare a > 0 ed una funzione x = g(y) tale che g(0) = 1 e
 Ψ(g(y), y) = 0
 per ogni y ∈ (−a, a).Anche in questo caso possiamo scrivere g esplicitamentecome
 g(y) =√
 1− y2, y ∈ (−1, 1)e possiamo scrivere la parametrizzazione locale come
 (−1, 1) ∋ y 7→ (g(y), y).
 x
 y
 −1
 1
 L’insieme S1 ammette anche le seguenti parametrizzazioni locali, che usano lacoordinata angolare θ:
 (a− π, a+ π) ∋ θ 7→ χ(θ) = (x(θ), y(θ)) = (cos θ, sin θ),
 dove a ∈ [0, 2π). Scegliendo opportunamente il valore di a possiamo rappresentareun intorno di ogni punto di S1.
 Esempio 7. Si consideri la sfera bidimensionale in R3, definita da
 S2 = (x, y, z) ∈ R3 : Ψ(x, y, z) = 0,
 dove
 Ψ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1.
 Poiche∂Ψ
 ∂(x, y, z)(x, y, z) = 2(x, y, z) 6= 0, ∀(x, y, z) ∈ S2,
 l’insieme S2 e una sottovarieta di R3 di dimensione 2. Possiamo rappresentare S2
 tramite due parametrizzazioni locali della forma
 q 7→ χ(q) = (x(q), y(q), z(q))T ,
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 dove q = (α, δ) sono coordinate sferiche. Una delle due mappe e data da
 x = cos δ cosα, y = cos δ sinα, z = sin δ,
 con α ∈ (−π, π), δ ∈ (−π/2, π/2) e ricopre S2 meno un arco γ1, che corrisponde aun meridiano. L’altra mappa e data da
 x = − cosα cos δ, y = sinα, z = sin δ cosα,
 con α ∈ (−π/2, π/2), δ ∈ (−π, π) e ricopre S2 meno un arco γ2, che corrisponde ameta dell’equatore. Osserviamo che γ1 ∩ γ2 = ∅.
 6.2 Proprieta cinematiche di un corpo rigido
 6.2.1 Configurazioni di un corpo rigido con tutti i puntiallineati
 Consideriamo prima il caso in cui tutti i punti del corpo siano allineati. Dati ivalori delle costanti cij in (6.1), per conoscere le posizioni di tutti i punti del corpobasta conoscere le posizioni di due di essi, ad esempio P1, P2. Le coordinate diogni altro punto Pj di C sono determinate univocamente dalle costanti c1j , c2j.
 E quindi evidente che l’insieme delle configurazioni C e in corrispondenzabiunivoca con l’insieme
 R3 × S2
 dove S2 e la sfera unitaria bidimensionale in R3. Infatti, per conoscere la posizionedi P1 possiamo specificare le sue coordinate cartesiane in R3 e, visto che la distanzatra P1 e P2 e la costante c12 6= 0, per conoscere la posizione di P2 ci basta conoscereil versore P2−P1
 |P2−P1| , che individua un punto della sfera S2.
 Poiche R3×S2 e una sottovarieta di R3×R3 di dimensione 5, concludiamo checi servono 5 parametri per rappresentare l’insieme delle configurazioni di un corporigido discreto i cui punti sono tutti allineati.
 Il fatto che C corrisponda ad una sottovarieta di R6 di dimensione 5 si puo anchedimostrare nel modo seguente. Le coordinate (x1,x2) ∈ R3×R3 di tutte le possibiliconfigurazioni dei punti P1, P2, sono caratterizzate dalla relazione Ψ(x1,x2) = 0,con
 Ψ(x1,x2) = |x2 − x1|2 − c212.Poniamo x1 = (x1, y1, z1),x2 = (x2, y2, z2). Il vettore
 ∂Ψ
 ∂(x1,x2)(x1,x2) = 2 ((x1 − x2), (y1 − y2), (z1 − z2), (x2 − x1), (y2 − y1), (z2 − z1))
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 e non nullo nei punti (x1,x2) tali che Ψ(x1,x2) = 0. Ne segue che l’insieme
 (x1,x2) ∈ R6 : Ψ(x1,x2) = 0
 e una sottovarieta di R6 di dimensione 5.
 6.2.2 Configurazioni di un corpo rigido con almeno tre
 punti non allineati
 Consideriamo adesso il caso in cui esistano tre punti del corpo non allineati. Ameno di rinumerare i punti, possiamo assumere che questi siano P1, P2, P3.
 Definizione 14. Diciamo che un sistema di riferimento Σ′ = O′e′1e
 ′2e
 ′3 e solidale
 al corpo rigido C se i punti Pj del corpo hanno tutti velocita nulla rispetto a Σ′,cioe se le coordinate di tutti i punti Pj sono costanti in Σ′.
 Possiamo costruire esplicitamente un sistema di riferimento solidale facendo usodei tre punti non allineati P1, P2, P3. Poniamo O′ = P1, e
 ′1 = (P2 − P1)/ρ12, e
 ′2 ∈
 π(P1, P2, P3), che e il piano generato dai tre punti, con e′2 ∈ e′⊥
 1 e (P3−P1) · e′2 > 0.
 Infine e′3 = e′
 1 × e′2.
 Osserviamo che le coordinate di ogni altro punto Pj del corpo sono costanti2
 nel riferimento Σ′ = O′e′1e
 ′2e
 ′3. Quindi ci basta conoscere la posizione di P1, P2, P3
 per determinare quella degli altri punti del corpo.Diamo la seguente caratterizzazione dell’insieme delle configurazioni del corpo
 rigido.
 Proposizione 32. Se C ha almeno tre punti non allineati, il suo insieme delleconfigurazioni e in corrispondenza biunivoca con
 R3 × SO(3).
 Dimostrazione. Sia Σ′ = O′e′1e
 ′2e
 ′3 un riferimento solidale a C, costruito ad esempio
 come descritto sopra. Dato che le coordinate x′j dei punti Pj sono costanti in Σ′,
 assumendo che queste siano note a priori, per determinare le coordinate dei puntidel corpo in Σ ci basta determinare la posizione del sistema di riferimento Σ′
 rispetto a Σ. Questa e determinata una volta note le coordinate dell’origine O′ edi coseni direttori
 Rkh = e′h · ek
 2Osserviamo che le coordinate di ogni altro punto Pj (j ≥ 4) del corpo non sono univocamentedeterminate dalle costanti c1j , c2j , c3j in quanto l’intersezione non vuota delle 3 sfere di centroPi e raggio cij , i = 1, 2, 3 da luogo genericamente a due punti. Comunque, la continuita del motodei Pj implica che le loro coordinate x′
 j in Σ′ siano costanti nel tempo.
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 della terna e′1, e
 ′2, e
 ′3 rispetto a e1, e2, e3. Poiche
 eh · ek = δhk, e′h · e′
 k = δhk, 1 ≤ h, k ≤ 3,
 la matrice R = (Rkh), che ci fornisce l’orientazione di Σ′ rispetto a Σ, e ortogonale,
 cioe soddisfa la relazioneRRT = I = RTR.
 Inoltre le due terne sono entrambe levogire, per cui
 detR = 1,
 cioeR ∈ SO(3).
 Possiamo quindi definire una mappa
 χ : R3 × SO(3)→ R3N
 tramiteχ(xO′, R) = (xO′ +Rx′
 1, . . . ,xO′ +Rx′N ) (6.3)
 dove xO′ e il vettore delle coordinate di O′−O nella base B = e1, e2, e3, x′j, j =
 1, . . . , N sono le coordinate (costanti) dei vettori Pj−O′ nella base B′ = e′1, e
 ′2, e
 ′3
 ed R = (Rkh), cioe R e l’inversa della matrice del cambiamento di base da B a B′.L’immagine della mappa χ descrive tutte le possibili coordinate dei vettori
 Pj − O nella base B in quanto le coppie (xO′, R) descrivono tutte le possibiliposizioni del riferimento solidale Σ′ rispetto a Σ.
 Osserviamo che χ e iniettiva, infatti se
 x(1)O′ +R1x
 ′j = x
 (2)O′ +R2x
 ′j, j = 1, . . . , N
 alloraR1(x
 ′i − x′
 j) = R2(x′i − x′
 j), R1(x′i − x′
 k) = R2(x′i − x′
 k)
 con x′i,x
 ′j ,x
 ′k vettori linearmente indipendenti. Ne segue che R1(R2)
 −1, che eun elemento di SO(3), ha due autovettori indipendenti relativi all’autovalore 1,
 dunque R1 = R2 e, di conseguenza, x(1)O′ = x
 (2)O′ .
 L’insieme delle configurazioni di un corpo rigido con almeno tre punti nonallineati corrisponde ad una sottovarieta di R12 di dimensione 6, infatti vale ilseguente risultato.
 Proposizione 33. L’insieme O(3) e una sottovarieta di R9 di dimensione 3.
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 Dimostrazione. Cosidero la mappa Ψ : R9 7→ R6 le cui componenti Ψij, 1 ≤ i <j ≤ 3 sono definite da
 Ψij(a) =
 3∑
 h=1
 aihajh − δij ,
 dove a = (a11, a12, a13, a21, a22, a23, a31, a32, a33). Se a soddisfa Ψ(a) = 0, allora lamatrice
 A =
 a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33
 e ortogonale, cioe A ∈ O(3). Abbiamo
 ∂Ψ(a)
 ∂a=
 2a11 2a12 2a13 0 0 0 0 0 0a21 a22 a23 a11 a12 a13 0 0 0a31 a32 a33 0 0 0 a11 a12 a130 0 0 2a21 2a22 2a23 0 0 00 0 0 a31 a32 a33 a21 a22 a230 0 0 0 0 0 2a31 2a32 2a33
 Dette r1, . . . , r6 ∈ R9 le righe di ∂Ψ/∂a, la relazione
 6∑
 j=1
 λjrj = 0, (6.4)
 con λ1, . . . , λ6 ∈ R, puo valere solo se i λj sono tutti nulli. Infatti, dalle prime treequazioni in (6.4) otteniamo
 λ1A1 + λ2A2 + λ3A3 = 0,
 dove A1,A2,A3 sono le righe della matrice A, che sono linearmente indipendentiperche detA = ±1, quindi λ1 = λ2 = λ3 = 0. Analogamente, dalle tre equazioniintermedie otteniamo che anche λ4 = λ5 = 0 e dalle ultime tre equazioni si ha cheanche λ6 = 0.
 Osservazione 17. SO(3) e una componente connessa di O(3), definita dalle ma-trici di O(3) con determinante 1. Ne segue che anche SO(3) e una sottovarieta diR9 di dimensione 3.
 6.2.3 Gli angoli di Eulero
 Introduciamo delle coordinate locali sulla varieta SO(3) delle rotazioni in R3. Ab-biamo visto che SO(3) corrisponde all’insieme delle configurazioni di un corporigido con un punto fisso, che abbia tre punti non allineati.
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 Sia Σ = Oxyz un riferimento fissato, con Oil punto fisso del corpo ed e1, e2, e3 i versoridegli assi di Σ. Sia inoltre e Σ′ = Ox′y′z′
 un riferimento solidale al corpo rigido, ede′1, e
 ′2, e
 ′3 i versori degli assi di Σ
 ′. A meno diruotare Σ si puo assumere che il piano Oe1e2
 non sia parallelo a Oe′1e
 ′2. Dall’intersezione
 dei due piani risulta definita una retta
 rN = λeN , λ ∈ R, eN =e3 × e′
 3
 |e3 × e′3|
 detta linea dei nodi.
 O
 x
 y
 z
 eNx′
 y′
 z′
 ϕψ
 θ
 Introduciamo le seguenti quantita:
 l’angolo ϕ tra e1 e eN (angolo di precessione);
 l’angolo θ tra e3 e e′3 (angolo di nutazione);
 l’angolo ψ tra eN e e′1 (angolo di rotazione propria).
 Vale la relazioneeN = cosψ e′
 1 − sinψ e′2. (6.5)
 Le quantita ϕ, ψ, θ si chiamano angoli di Eulero.Ogni matrice di rotazione R ∈ SO(3) si puo scrivere come prodotto di tre
 rotazioni definite nel modo seguente, che portano un sistema di riferimento Σ =Oxyz a coincidere con un riferimento Σ′ = Ox′y′z′ solidale al corpo passando dasistemi di riferimento intermedi Σ1 = Ox1y1z1,Σ2 = Ox2y2z2 (vedi figura).
 O
 x
 yx1y1
 z1 = z
 ϕ
 O
 x2 = x1
 y1
 z1
 y2
 z2
 θ
 O
 x′
 y′
 z′ = z2
 x2
 y2
 ψ
 Prima si fa una rotazione di ϕ attorno a Oz, in modo che l’asse Ox1 abbia la stessaorientazione di eN . Poi si esegue una rotazione di θ attorno a Ox1 portando Oz inOz2 = Oz′. Infine si fa una rotazione di ψ attorno a Oz′ per arrivare al riferimentoΣ′.
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 Dette u = (u1, u2, u3) ed u′ = (u′1, u′2, u
 ′3) le coordinate di un vettore ~u ∈ V3
 nelle basi e1, e2, e3 e e′1, e
 ′2, e
 ′3 rispettivamente, vale la relazione
 u = Ru′, R = R(3)ϕ R
 (1)θ R
 (3)ψ , (6.6)
 in cui R(i)α e la matrice di rotazione di un angolo α attorno all’i-mo asse coordinato:
 R(1)α =
 1 0 00 cos θ − sin θ0 sin θ cos θ
 , R(3)α =
 cosϕ − sinϕ 0sinϕ cosϕ 0
 0 0 1
 .
 6.2.4 I quaternioni di Hamilton
 Nel 1843 William Rowan Hamilton introdusse l’insieme dei quaternioni per poteroperare in modo piu agevole con le rotazioni di R3. Questo modo di rappresentarele rotazioni e molto utile, ad esempio, nel campo della robotica.
 Un quaternione e un’espressione della forma
 q = a+ bi + cj + dk (6.7)
 dove a, b, c, d ∈ R. I quaternoni si possono sommare e moltiplicare tra loro: lamoltiplicazione e distributiva rispetto alla somma e i simboli i, j,k soddisfano lerelazioni
 i2 = j2 = k2 = −1, ijk = −1. (6.8)
 Dalle (6.8) si ottiene che
 ij = k, jk = i, ki = j,
 ik = −j, ji = −k, kj = −i.
 Dato un quaternione q della forma (6.7) introduciamo il suo coniugato
 q = a− bi− cj − dk.
 La norma di q si definisce come
 ‖q‖ =√a2 + b2 + c2 + d2
 e valgono le proprieta
 ‖q‖ =√
 qq, ‖pq‖ = ‖p‖ ‖q‖, (6.9)
 per ogni quaternione p, q. Dalla prima delle (6.9) segue che
 q−1 =q
 ‖q‖2 .
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 Se a2+ b2 + c2 + d2 = 1, allora il quaternione a+ bi+ cj + dk si dice unitario.Utilizzeremo il simbolo u al posto di q per denotare quaternioni unitari. Possiamoidentificare l’insieme dei quaternioni unitari con la sfera unitaria tridimensionaleS3. Osserviamo che si ha
 u−1 = u.
 Un quaternione della forma
 xi + yj + zk, x, y, z ∈ R
 si dice puro. Utilizzeremo il simbolo p per denotare quaternioni puri. Possiamoidentificare l’insieme dei quaternioni puri con R3.
 Sia u un quaternione unitario. Consideriamo la mappa
 R3 ∋ p 7→ upu =: Rup ∈ R3.
 Si verifica facilmente che gli elementi dell’immagine di questa mappa sono qua-ternioni puri. Si puo dimostrare che questa mappa codifica una rotazione di R3,vedi [9]. Se a = ±1 allora Ru e la rotazione identica. Altrimenti Ru e la rotazionedell’angolo
 θ = 2 arccos a = 2 arcsin(√b2 + c2 + d2)
 attorno all’asse orientato definito dal vettore (b, c, d).
 Esercizio 8. Calcolare il vettore di R3 che si ottiene ruotando (1, 2, 3) di un angoloϕ = π/3 attorno all’asse passante per l’origine definito da (1, 0, 1).
 Soluzione: Considerop = i+ 2j + 3k,
 e calcolo il quaternione puro u corrispondente alla rotazione scelta. Dalle relazioni
 a = cos(π
 6) =
 √3
 2, c = 0,
 3
 4+ b2 + d2 = 1, b = d
 si ottiene
 u =
 √3
 2+
 1
 2√2i+
 1
 2√2k =
 1
 2√2(√6 + i+ k),
 per cui
 Rup = upu =1
 8(√6 + i+ k)(i+ 2j + 3k)(
 √6− i− k)
 =1
 8
 (
 −4 + (√6− 2)i + (2
 √6− 2)j + (3
 √6 + 2)k
 )
 (√6− i− k)
 =1
 4
 (
 (6− 2√6)i+ (−2
 √6 + 4)j + (2
 √6 + 10)k
 )
 .
 Si ottiene quindi il vettore
 (3−√6
 2, 1−
 √6
 2,5 +√6
 2
 )
 .
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 6.2.5 Formula fondamentale della cinematica rigida
 Definizione 15. Definiamo la velocita angolare ~ω di un corpo rigido come quelladi minima norma tra le velocita angolari di tutti i sistemi di riferimento solidalirispetto ad un riferimento dato Σ.
 Si presentano due casi:
 Proposizione 34. i) Se C ha almeno 3 punti non allineati allora la sua velocitaangolare e quella di un qualunque riferimento solidale a C. ii) Se invece tutti ipunti di C sono allineati allora la sua velocita angolare e data dalla differenza traquella di un qualunque riferimento solidale a C e la sua componente in direzionedell’allineamento dei punti.
 Dimostrazione. Consideriamo due riferimenti solidali Σ′,Σ′′. Denotiamo con ~ω,~ω′ le velocita angolari di Σ′ rispetto a Σ e di Σ′′ rispetto a Σ′ rispettivamente. i)La velocita angolare di Σ′′ rispetto a Σ e data da ~ω + ~ω′. Se P1, P2, P3 sono puntidel corpo non allineati, dalla (4.6) applicata a P2 − P1 e a P3 − P1 si ha
 ~ω′ × (P2 − P1) = ~0, ~ω′ × (P3 − P1) = ~0, (6.10)
 infattid
 dt(P2 − P1)
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ′=
 d
 dt(P2 − P1)
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ′′+ ~ω′ × (P2 − P1)
 e si had
 dt(P2 − P1)
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ′=
 d
 dt(P2 − P1)
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ′′= ~0
 poiche P1, P2 sono solidali sia a Σ′ che a Σ′′. La seconda relazione in (6.10) sidimostra in modo analogo. Dalle (6.10) segue che
 ~ω′ = ~0,
 quindi le velocita angolari di Σ′ e Σ′′ rispetto a Σ sono le stesse.
 ii) Si considerino due punti P1, P2 del corpo. Dal-la (4.6) abbiamo ~ω′ × (P2 − P1) = ~0, quindi le ve-locita angolari di Σ′ e Σ′′ differiscono solo per unacomponente lungo la direzione di allineamento.Quindi, per ottenere la velocita angolare di minimanorma tra quelle dei sistemi di riferimento solidalial corpo basta considerare la velocita angolare di unqualunque sistema di riferimento solidale e sottrar-re ad essa la sua componente lungo la direzione diallineamento dei punti.
 ~ω
 ~ω′
 P1
 P2
 PN
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 Definizione 16. Diciamo che un punto P e solidale ad un corpo rigido C se Pha velocita nulla in tutti i riferimenti Σ′ solidali a C che hanno velocita angolaredi minima norma.
 Per quanto detto prima, nel caso in cui C abbia tre punti non allineati, affincheP sia un punto solidale basta che esso abbia velocita nulla in un qualunque riferi-mento solidale. Se invece tutti i punti di C sono allineati serve che P abbia velocitanulla in un riferimento Σ′ tale che la sua velocita angolare rispetto a Σ abbia inogni istante componente nulla nella direzione dell’allineamento dei punti di C.
 Proposizione 35. Siano ~xh, ~xk ∈ V3 le posizioni di due punti Ph, Pk di un corporigido C o ad esso solidali e siano ~vh, ~vk le loro rispettive velocita relative a Σ. SeC e in moto con velocita angolare ~ω vale la formula
 ~vk = ~vh + ~ω × (Pk − Ph). (6.11)
 Dimostrazione. Denotando con Σ′ = O′e′1e
 ′2e
 ′3 un sistema di riferimento solidale
 al corpo, con velocita angolare ~ω di minima norma, e usando le relazioni (4.7) siottiene
 ~vk − ~vh = ~v′k + ~vO′ + ~ω × (Pk − O′)− ~v′
 h − ~vO′ − ~ω × (Ph − O′)
 = ~ω × (Pk − Ph),
 in cui abbiamo usato il fatto che le velocita ~v′h, ~v
 ′k di Pk, Ph relative a Σ′ sono nulle.
 Le relazione (6.11) si chiama formula fondamentale della cinematica rigida.
 Esempio 8. Calcoliamo la velocita angolare di un disco D di raggio R che si muovenel piano Oxy, rotolando senza strisciare sull’asse Ox. Usiamo come coordinatal’ascissa s del disco sull’asse Ox. Scelto un riferimento solidale con e′
 3 = e3,dall’Osservazione 19 abbiamo
 ~ω = ωe3, ω ∈ R.
 Poiche il disco rotola senza strisciare, la velocita ~vP del punto P del disco a contattocon l’asse Ox e nulla. Detto B il baricentro del disco, dalla formula fondamentale(6.11) si ottiene
 ~0 = ~vP = ~vB + ωe3 × (P − B) = se1 − ωe3 × Re2 = (s+ ωR)e1.
 Si trova quindi che
 ω = − sR.
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 6.2.6 Velocita angolare e angoli di Eulero
 Facendo riferimento alla notazione introdotta nella Sezione 6.2.3 dimostriamo laformula seguente.
 Proposizione 36. la velocita angolare di un corpo rigido si puo scrivere in terminidegli angoli di Eulero e delle loro derivate temporali come segue:
 ~ω = ψ e′3 + θ eN + ϕ e3. (6.12)
 Dimostrazione. Osserviamo che
 e′i = Rei , R = R(3)
 ϕ R(1)θ R
 (3)ψ ,
 con le matrici R(i)α definite come in (6.6), per cui
 e′i = Rei =
 [
 R(3)ϕ R
 (1)θ R
 (3)ψ +R(3)
 ϕ R(1)θ R
 (3)ψ +R(3)
 ϕ R(1)θ R
 (3)ψ
 ]
 R(3)−ψ R
 (1)−θ R
 (3)−ϕe
 ′i =
 =[
 R(3)ϕ R
 (3)−ϕ +R(3)
 ϕ (R(1)θ R
 (1)−θ)R
 (3)−ϕ +R(3)
 ϕ R(1)θ (R
 (3)ψ R
 (3)−ψ)R
 (1)−θ R
 (3)−ϕ
 ]
 e′i.
 Le matrici
 R(3)ϕ R
 (3)−ϕ = ϕ
 ∂R(3)ϕ
 ∂ϕR
 (3)−ϕ, R
 (1)θ R
 (1)−θ = θ
 ∂R(1)θ
 ∂θR
 (1)−θ, R
 (3)ψ R
 (3)−ψ = ψ
 ∂R(3)ψ
 ∂ψR
 (3)−ψ,
 sono antisimmetriche, come si vede derivando rispetto a ϕ, θ, ψ le relazioni
 R(3)ϕ R
 (3)−ϕ = R
 (1)θ R
 (1)−θ = R
 (3)ψ R
 (3)−ψ = I.
 In particolare si ha
 ∂R(3)ϕ
 ∂ϕR
 (3)−ϕ =
 ∂R(3)ψ
 ∂ψR
 (3)−ψ =
 0 −1 01 0 00 0 0
 ,∂R
 (1)θ
 ∂θR
 (1)−θ =
 0 0 00 0 −10 1 0
 .
 Inoltre le matriciR
 (3)−ϕ, R
 (1)−θR
 (3)−ϕ
 rappresentano rispettivamente il cambiamento di base da B a B1 e da B a B2, dove
 B1 = eN , eϕ, e3, B2 = eN , eψ, e′3
 con
 eϕ = − sinϕe1 + cosϕe2,
 eψ = sinψ e′1 + cosψ e′
 2,
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 i versori degli assi Oy1, Oy2 dei riferimenti intermedi Σ1, Σ2 introdotti nellaSezione 6.2.3.
 Usando la corrispondenza tra matrici antisimmetriche e vettori descritta in(4.2) notiamo che le matrici
 R(3)ϕ (R
 (1)θ R
 (1)−θ)R
 (3)−ϕ, R(3)
 ϕ R(1)θ (R
 (3)ψ R
 (3)−ψ)R
 (1)−θ R
 (3)−ϕ,
 scritte nella base B, corrispondono rispettivamente al vettore velocita angolare delriferimento Σ1 = OeN eϕe3 che ruota di un angolo θ(t) attorno all’asse OeN e alvettore velocita angolare del riferimento Σ2 = OeN eψe
 ′3 che ruota di un angolo
 ψ(t) attorno all’asse Oe′3. La (6.12) segue allora dalle formule di Poisson.
 Utilizzando il versore ausiliario eψ, che e ortogonale a eN e giace nel pianogenerato da e3, e
 ′3, possiamo scrivere
 e3 = cos θ e′3 + sin θ eψ. (6.13)
 Possiamo quindi scrivere ~ω nella base B′ = e′1, e
 ′2, e
 ′3 come
 ~ω = (ϕ sin θ sinψ+ θ cosψ)e′1+(ϕ sin θ cosψ− θ sinψ)e′
 2+(ϕ cos θ+ ψ)e′3. (6.14)
 6.2.7 Posizioni e velocita dei punti di un corpo rigido
 Date le coordinate costanti x′1, . . . ,x
 ′N dei punti di un corpo rigido discreto in
 un riferimento solidale Σ′, le coordinate delle posizioni x1, . . . ,xN e delle velocitav1, . . . , vN di questi punti in Σ sono determinate ad ogni istante dalla posizionee velocita di un punto O′ solidale al corpo, da una matrice R ∈ SO(3) e dallavelocita angolare ω del corpo:
 xj = xO′ +Rx′j, vj = vO′ + ω × (xj − xO′). (6.15)
 Le componenti della matrice di rotazione R possono essere espresse in funzionedegli angoli di Eulero ϕ, θ, ψ, e le componenti della velocita angolare ω in funzionedi ϕ, θ, ψ, ϕ, θ, ψ.
 6.2.8 Campo delle velocita di un moto rigido
 Proposizione 37. Se ~ω(t) 6= ~0 e la velocita angolare di un corpo rigido all’istantet, allora esiste un’unica retta r(t), detta asse istantaneo di rotazione, compostadi punti solidali al corpo che hanno tutti velocita parallela ad ~ω(t) oppure nulla.
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 Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che dati due punti P , Q solidali al corpo,che all’istante t si trovano su una retta parallela ad ~ω = ~ω(t), si ha
 ~vP = ~vQ + ~ω × (P −Q) = ~vQ.
 Quindi ci basta dimostrare che all’istante t esiste un punto P0 solidale al corpocon ~vP0
 parallela ad ~ω oppure nulla. L’asse istantaneo di rotazione corrisponderaallora alla retta passante per P0 e parallela a ~ω.
 Siano O′ un punto solidale al corpo e ΠO′ il piano ortogonale a ~ω e passanteper O′. Determiniamo un punto P0 ∈ ΠO′ solidale al corpo e tale che ~vP0
 × ~ω = ~0.Moltiplichiamo vettorialmente per ~ω la formula fondamentale relativa a P0 e O′:
 ~vP0× ~ω = ~vO′ × ~ω + (~ω × (P0 − O′))× ~ω = ~vO′ × ~ω + |~ω|2(P0 − O′),
 poiche (P0−O′) · ~ω = 0. Imponendo che la velocita di P0 sia parallela ad ~ω oppurenulla otteniamo
 P0 − O′ =1
 |~ω|2 ~ω × ~vO′,
 che individua il punto P0 cercato. Dalla dimostrazione costruttiva della sua esi-stenza segue anche l’unicita dell’asse istantaneo di rotazione.
 Osservazione 18. La dimostrazione di questa proposizione e analoga a quelladella Proposizione 5.10, relativa all’asse centrale: basta sostituire ~NQ0
 con ~vP0ed
 ~R con ~ω.
 Il seguente risultato descrive globalmente il campo delle velocita di un motorigido:
 Proposizione 38. Le velocita dei punti solidali al corpo rigido hanno una sim-metria cilindrica rispetto all’asse istantaneo di rotazione.
 Dimostrazione. Assumiamo che ~ω 6= ~0 all’istante t e consideriamo l’asse istantaneodi rotazione r = r(t). Per quanto mostrato nella Proposizione 37, ci basta mostrareche tale simmetria sussiste per i punti di un piano ortogonale all’asse r. Dato unpunto P1 6∈ r definisco P0 = r∩ΠP1
 con ΠP1il piano passante per P1 e ortogonale a
 r. Dato un punto P2 sulla circonferenza di centro P0, raggio |P1−P0| e ortogonale a~ω consideriamo l’applicazione lineare R che corrisponde ad una rotazione attornoall’asse r tale che
 P2 = P0 +R(P1 − P0).
 Per la (6.11) si ha
 ~vP1= ~vP0
 + ~ω × (P1 − P0), ~vP2= ~vP0
 + ~ω × (P2 − P0). (6.16)
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 Siccome ~vP0e ω sono paralleli all’asse,
 R~vP1= ~vP0
 + ~ω ×R(P1 − P0) = ~vP2.
 Inoltre dalla prima equazione in (6.16) segue che
 ~vP1· (P1 − P0) = 0
 poiche ~vP0× ~ω = ~0 e (P1 − P0) · ~ω = 0.
 Quindi, in coordinate cilindriche con asse r(t), la componente radiale della velocitadei punti solidali al corpo rigido e nulla.
 Consideriamo due punti P , Q qualunque solidali al corpo. Scomponiamo leloro velocita ~vP , ~vQ come segue:
 ~vP = ~v‖P + ~v⊥
 P ~vQ = ~v‖Q + ~v⊥
 Q (6.17)
 dove
 ~v‖P =
 (~vP · ~ω)
 |~ω|2 ~ω, ~v⊥P = ~vP − ~v‖
 P , ~v‖Q =
 (~vQ · ~ω)
 |~ω|2 ~ω, ~v⊥Q = ~vQ − ~v‖
 Q.
 Da ~v‖P = ~v
 ‖Q, (6.17) e dalla formula fondamentale (6.11) segue che
 ~vP · ~ω = ~vQ · ~ω, (6.18)
 quindi le componenti ~v‖P , ~v
 ‖Q lungo l’asse istantaneo di rotazione sono le stesse.
 Dalla (6.11) segue anche che
 ~v⊥P = ~v⊥
 Q + ~ω × (P −Q).Nel caso particolare in cui Q sia un punto dell’asse istantaneo di rotazione si ha~v⊥Q = ~0, per cui
 ~v⊥P = ~ω × (P −Q).
 Viste queste proprieta delle velocita dei punti di un corpo rigido, si parla diatto di moto elicoidale.
 6.3 Moti rigidi piani
 Un moto rigido si dice piano se la velocita angolare ~ω e non nulla e ha direzio-ne costante, e tutti i punti P solidali al corpo hanno velocita ortogonale a taledirezione:
 ~vP · ~ω = 0.
 Posso dunque fissare un piano di riferimento Π ortogonale ad ~ω in cui studiare ilmoto.
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 Osservazione 19. In un moto rigido piano, se consideriamo un riferimento solidaleal corpo rigido O′e′
 1e′2e
 ′3, con e′
 3 = e3, ortogonale al piano di riferimento usato perstudiare il moto, la sua velocita angolare ~ω sara sempre parallela a Oe3. Perdimostrarlo basta usare la formula di Poisson
 ω × e′3 = e′
 3 = e3 = 0.
 Quindi, nel caso di un corpo rigido con tutti i punti allineati, la velocita angolaredi un riferimento solidale Σ′ cosı scelto avra sempre minima norma, in quanto lasua direzione sara sempre ortogonale alla direzione di allineamento dei punti.
 Osservazione 20. Consideriamo un moto rigido piano con il piano di riferimentoΠ ortogonale al vettore e3 del sistema di riferimento Σ. Sia θ l’angolo tra due rettegiacenti nel piano Π, una solidale al corpo e l’altra fissa in Σ e assumiamo che θcresca quando la retta solidale ruota in senso antiorario attorno all’asse orientatoOe3. La velocita angolare di un corpo rigido che esegue un moto rigido piano edata da
 ~ω = θe3.
 Per dimostrarlo basta scegliere un riferimento solidale Σ′ = O′e′1e
 ′2e
 ′3, con e′
 1 lungola direzione della retta solidale, e′
 3 = e3 ed e′2 = e′
 3×e′1. La dimostrazione prosegue
 come nell’Esempio 2.
 6.3.1 Centro istantaneo di rotazione
 Consideriamo un moto rigido piano con piano di riferimento Π. In ogni istantet tale che ~ω(t) 6= ~0 sia r(t) l’asse istantaneo di rotatione: definiamo il centroistantaneo di rotazione come il punto C0(t) = r(t) ∩ Π.
 Proposizione 39. (teorema di Chasles) In un moto rigido piano il centroistantaneo di rotazione C0 si trova sulla retta normale alla velocita di ciascuno deipunti solidali al corpo distinti da C0.
 Dimostrazione. Sia C0 il centro istantaneo di rotazione. Osserviamo che ~vC0= ~0,
 poiche ~vC0× ~ω = ~0, ~vC0
 · ~ω = 0. Quindi
 (P − C0) · ~vP = (P − C0) · (~vC0+ ~ω × (P − C0)) = 0
 per ogni punto P solidale al corpo.
 Per le proprieta dell’asse istantaneo di rotazione possiamo concludere che in unmoto rigido piano, ad ogni istante t, il centro istantaneo di rotazione C0 = C0(t)e l’unico punto solidale al corpo che ha velocita nulla. Tale punto e anche dettocentro delle velocita all’istante t.
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 6.3.2 Traiettorie polari
 Consideriamo un moto rigido piano e denotiamo con Π il piano di riferimento.Fissiamo in tale piano un riferimento Σ = Oe1e2 ed un riferimento Σ′ = O′e′
 1e′2
 solidale al corpo rigido.Chiamiamo base (o polare fissa) la curva descritta dal centro istantaneo di
 rotazione C0 nel riferimento Σ e rulletta (o polare mobile) la curva descritta daC0 nel riferimento Σ′.
 Definizione 17. Diciamo che due corpi rigidi rotolano senza strisciare l’uno sul-l’altro se le velocita dei punti dei corpi a contratto tra loro sono sempre le stesse.In particolare, si dice che un corpo rigido effettua un moto di puro rotolamento suun vincolo fisso se le velocita dei punti del corpo a contatto col vincolo sono nulle.
 Osservazione 21. Nella definizione precedente incontriamo un altro caso di mo-to vincolato, quello di puro rotolamento, in cui viene data una condizione sullevelocita dei punti del sistema.
 Proposizione 40. Durante il moto la rulletta rotola senza strisciare sulla base.
 Dimostrazione. Ad ogni istante t tale che ~ω(t) 6= ~0 esiste un unico centro istan-taneo di rotazione C0. Dato il moto di un punto t 7→ P (t) vale la relazioneseguente
 ~vP = ~vO′ + ~v′P + ~ω × (P −O′),
 in cui ~vP , ~v′P sono le velocita di P in Σ e Σ′, ~vO′ e la velocita dell’origine O′ di Σ′
 e ~ω e la velocita angolare di Σ′ rispetto a Σ.3
 Consideriamo il moto t 7→ P (t) del punto che rappresenta ad ogni istante ilcentro istantaneo di rotazione, visto in Σ e in Σ′. All’istante t si ha P = C0. Allostesso punto possiamo attribuire tre velocita diverse al tempo t: 1) la velocita~vC0
 = ~0 del centro delle velocita; 2) la velocita ~vP del punto P in Σ, utile perdescrivere la polare fissa; 3) la velocita ~v′
 P del punto P in Σ′, utile per descriverela polare mobile. Dalla formula fondamentale della cinematica rigida si ha
 ~0 = ~vC0= ~vO′ + ~ω × (C0 − O′)
 e, usando la relazione
 P = C0
 si ottiene
 ~vP = ~v′P ,
 3si intende la velocita angolare di un riferimento rispetto all’altro completando entrambi iriferimenti con un versore comune e3 = e′
 3ortogonale al piano di riferimento Π.
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 quindi la base b e la rulletta r sono tangenti nel loro punto di contatto P = C0.Essendo la rulletta solidale al corpo rigido, la velocita del suo punto C0 a contattocon la base e nulla, quindi si ha un moto di puro rotolamento di r su b.
 Esempio 9. Si calcolino la base e la rulletta nel caso di un’asta di lunghezza ℓ chesi puo muovere in un piano mantenendo i due estremi A,C sugli assi coordinatidi un sistema di riferimento Σ = Oe1e2.
 Introduciamo un sistema di riferimento Σ′ = Ae′1e
 ′2 con l’asse Ae′
 1 direttolungo l’asta. Per il teorema di Chasles, le coordinate in Σ del centro istantaneo dirotazione dell’asta sono
 x0 = ℓ sin θ, y0 = ℓ cos θ.
 Ne segue che l’equazione della base e
 x20 + y20 = ℓ2,
 che e una circonferenza di raggio ℓ centrata nell’ origine O. Indicate con (x′C0, y′C0
 )le coordinate di C0 in Σ′ si ha
 xC0= xA +Rx′
 C0,
 dove
 xC0= (xC0
 , yC0), xA = (0, ℓ cos θ), x′
 C0= (x′C0
 , y′C0)
 ed
 R =
 [
 sin θ cos θ− cos θ sin θ
 ]
 e la matrice con componenti Rkh = e′h · ek.
 Si ottiene che
 x′C0= ℓ sin2 θ, y′C0
 = ℓ sin θ cos θ.
 Dalla relazione precedente si ha
 x′2C0+ y′2C0
 = ℓ2 sin2 θ = ℓxC0,
 che si puo anche scrivere(
 x′C0− ℓ
 2
 )
 + y′2C0=ℓ2
 4,
 che e l’equazione di una circonferenza di raggio ℓ/2 centrata nel centro B dell’asta.

Page 101
						

6.3. MOTI RIGIDI PIANI 101
 6.3.3 Profili coniugati
 Consideriamo piu in generale una curva piana c solidale al corpo rigido. Sia γ lacurva che corrisponde all’inviluppo della famiglia ctt, definita dal moto del corporigido al variare del tempo t. Le curve c e γ si chiamano profili coniugati.
 Proposizione 41. La normale comune alle curve c e γ nel loro punto di contattoP passa ad ogni istante per il centro istantaneo di rotazione.
 Dimostrazione. Sia P il punto della curva c a contatto con γ e C0 il centro istan-taneo di rotazione. Se P = C0 non c’e nulla da dimostrare. Se invece P 6= C0
 possiamo assumere che il riferimento solidale abbia origine O′ = P e, dalla relazione
 ~vP = ~vO′ + ~v′P + ~ω × (P −O′),
 si ottiene~vO′ = ~vP − ~v′
 P .
 Osserviamo che ~vO′ 6= ~0 perche O′ 6= C0. Siccome γ e l’inviluppo della famigliadi curve ctt si ha ~vP ‖ ~v′
 P , quindi il vettore ~vO′ e tangente alle curve c e γ inP e, per il teorema di Chasles, il centro istantaneo di rotazione C0 si trova sullanormale alle due curve passante da P .
 6.3.4 Campo delle accelerazioni
 Dato un moto rigido piano, sia Σ′ = O′e′1e
 ′2 un sistema di riferimento solidale al
 corpo rigido nel piano di riferimento e sia e′3 = e′
 1 × e′2. Per ogni punto P solidale
 al corpo, dalle (4.7), (4.8) si ottiene
 ~vP = ~vO′ + ~ω × (P −O′), (6.19)
 ~aP = ~aO′ + ~ω × (P − O′) + ~ω × (~ω × (P − O′)) (6.20)
 poiche ~v′P = ~a′
 P = ~0.Dalla (6.20) si ottiene subito il seguente risultato:
 Proposizione 42. (teorema di Rivals) In un moto rigido piano l’accelerazionedi qualsiasi punto P e data dalla somma dell’accelerazione di un punto O′ solidaleal corpo rigido e dell’accelerazione che avrebbe P in un moto rotatorio con velocitaangolare ~ω attorno alla normale al piano di riferimento per O′ .
 Dalla stessa relazione si ottiene anche il seguente risultato:
 Proposizione 43. Se ~ω 6= ~0, esiste un unico punto del piano, detto centro delleaccelerazioni, la cui accelerazione e nulla.
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 Dimostrazione. Annullando il membro destro della (6.20) si ottiene l’equazione
 ~aO′ + ~ω × (P − O′) + ~ω × (~ω × (P −O′)) = ~0.
 Dette (x, y) le coordinate di P − O′ in Σ si ottengono le equazioni
 xO′ − ωy − ω2x = 0
 yO′ + ωx− ω2y = 0
 per le coordinate (xO′, yO′) dell’accelerazione ~aO′ in Σ, e queste equazioni hannoun’unica soluzione poiche ω4 + ω2 6= 0.
 6.4 Operatore di inerzia
 Per studiare il moto di un corpo rigido C e utile introdurre l’operatore di inerzia4
 IQ : V3 → V3 rispetto al polo Q ∈ E3, definito da
 IQ~u =
 N∑
 h=1
 mh(Ph −Q)× [~u× (Ph −Q)] , ~u ∈ V3.
 Proposizione 44. Per ogni scelta del polo Q l’applicazione bilineare
 V3 × V3 ∋ (~u, ~v) 7→ ~u · IQ~v ∈ R
 e simmetrica e, se il corpo C ha almeno tre punti non allineati, e definita positiva.
 Dimostrazione. Dalle proprieta del prodotto misto e dalla simmetria del prodottoscalare abbiamo la simmetria dell’operatore IQ, infatti
 ~u · IQ~v =
 N∑
 h=1
 mh [~u× (Ph −Q)] · [~v × (Ph −Q)] = ~v · IQ~u.
 Similmente si ha
 ~u · IQ~u =
 N∑
 h=1
 mh|~u× (Ph −Q)|2
 e, se ci sono tre punti non allineati, almeno un addendo della sommatoria e stret-tamente positivo. Se tutti i punti del corpo sono allineati ed e ∈ V3, |e| = 1,corrisponde alla direzione della retta di allineamento, allora e · IQe = 0 se Q stasu tale retta.
 4detto anche tensore di inerzia.
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 Scomposizione dell’operatore di inerzia
 Si verifica facilmente che
 IQ~u = IB~u+m(B −Q)× [~u× (B −Q)], ∀~u ∈ V3, (6.21)
 infatti
 IQ~u =
 N∑
 h=1
 mh(Ph −Q)× [~u× (Ph −Q)] =
 =
 N∑
 h=1
 mh(Ph −B)× [~u× (Ph −B)] +
 N∑
 h=1
 mh(B −Q)× [~u× (Ph −B)] +
 +N∑
 h=1
 mh(Ph −B)× [~u× (B −Q)] +N∑
 h=1
 mh(B −Q)× [~u× (B −Q)]
 e si haN∑
 h=1
 mh(B −Q)× [~u× (Ph −B)] =
 N∑
 h=1
 mh(Ph −B)× [~u× (B −Q)] = ~0.
 Dati un punto Q ∈ E3 ed una direzione e ∈ V3, |e| = 1, definiamo momento diinerzia relativo all’asse Qe, passante da Q e parallelo a e, la quantita
 IQe = e · IQe.Osserviamo che se Q′ e un altro punto qualsiasi dell’asse Qe si ha
 IQ′e =N∑
 h=1
 mh|e× (Ph −Q′)|2 =N∑
 h=1
 mh|e× [(Ph −Q) + (Q−Q′)]|2
 =N∑
 h=1
 mh|e× (Ph −Q)|2 = IQe,
 quindi il momento di inerzia IQe non dipende dal particolare polo Q scelto sull’asse.Abbiamo il seguente
 Proposizione 45. (Huygens-Steiner) Il momento diinerzia IBe rispetto all’asse Be ha la seguente proprieta:
 IBe = minQ∈E3
 IQe.
 Dimostrazione. Dalla (6.21) segue che
 IQe = IBe +m|e× (B −Q)|2. (6.22)
 |e× (B −Q)|Q
 Be
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 La relazione (6.22) si chiama teorema di Huygens-Steiner.
 Matrice di inerzia
 Fissata una base, e1, e2, e3 l’operatore di inerzia IQ si scrive tramite la seguentematrice
 IQ =
 I11 I12 I13I21 I22 I23I31 I32 I33
 , Iij = ei · IQej .
 Piu precisamente, posto
 Ph −Q = xhe1 + yhe2 + zhe3, h = 1, . . . , N,
 si ha
 I11 =
 N∑
 h=1
 mh(y2h + z2h); I22 =
 N∑
 h=1
 mh(x2h + z2h); I33 =
 N∑
 h=1
 mh(x2h + y2h);
 I12 = −N∑
 h=1
 mhxhyh; I13 = −N∑
 h=1
 mhxhzh; I23 = −N∑
 h=1
 mhyhzh.
 Infatti
 Iij =N∑
 h=1
 mhei × (Ph −Q) · ej × (Ph −Q),
 con
 e1 × (Ph −Q) = yhe3 − zhe2,
 e2 × (Ph −Q) = zhe1 − xhe3,
 e3 × (Ph −Q) = xhe2 − yhe1.
 Simmetrie e momenti principali di Inerzia
 Gli autovalori dell’operatore JQ si chiamano momenti principali di inerzia e ledirezioni degli autovettori si dicono direzioni principali di inerzia. Piu sempli-cemente si parlera anche di momenti e direzioni principali.
 La matrice di inerzia e simmetrica, dunque per il teorema spettrale essa ediagonalizzabile in una base ortonormale e′
 1, e′2, e
 ′3. Possiamo quindi trovare
 una matrice di cambiamento di base B che corrisponda ad una rotazione e cheporti la matrice di inerzia in forma diagonale, cioe
 BT IQB =
 I1 0 00 I2 00 0 I3
 ,
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 dove I1, I2, I3 sono i momenti principali di inerzia. Una base e′1, e
 ′2, e
 ′3 in cui IQ
 si scrive in forma diagonale si dice base principale (di inerzia).
 Osservazione 22. Dato un corpo rigido, il fatto che B sia una base principale perl’operatore di inerzia IQ dipende dalla scelta del polo Q.
 Si consideri ad esempio un corpo rigido fomato da tre masseuguali m poste ai vertici A,B,C di un triangolo equilatero Tdi lato ℓ. Sia D il punto medio del lato AB e h l’altezza diT . Mostriamo che il segmento AB individua una direzioneprincipale di inerzia per ID, ma non per IA. Osserviamoche la direzione ortogonale al piano di T e sempre principale,qualunque sia il polo Q scelto nel piano di T .
 A B
 C
 D
 Infatti, scelta la base e′1, e
 ′2, e
 ′3 con
 e′1 =
 B − A|B − A| , e′
 3 =(B − A)× (C −A)|(B − A)× (C −A)| , e′
 2 = e′3 × e′
 1
 si ha sempreI13 = I23 = 0.
 Si ha inoltre, con ovvio significato dei simboli,
 ID12 = e′1 · IDe′
 2 = 0,
 IA12 = e′1 · IAe′2 = e′1 ·[
 m(B −A)× (e′2 × (B −A)) +m(C −A)× (e′2 × (C −A))]
 = me′1 ·[
 |B −A|2e′2 − [(B −A) · e′2](B −A) + |C −A|2e′2 − [(C −A) · e′2](C −A)]
 = −m[(C −A) · e′1][(C −A) · e′2] = −√3
 4mℓ2 6= 0.
 Dimostriamo alcune proprieta dei momenti e degli assi principali di inerzia.
 Proposizione 46. Valgono le seguenti proprieta:
 (i) Se esiste un piano Π di simmetria per riflessione (cioe, detta R : E3 → E3 lariflessione rispetto a Π, ad ogni punto P di massa m del corpo corrisponde unaltro punto RP del corpo con la stessa massa) allora la direzione ortogonaleal piano Π e principale per IQ, dove Q e un qualunque punto di Π.
 (ii) Se esiste un asse r di simmetria per rotazione (cioe, per ogni punto P dimassa m del corpo esiste un intero k > 1 tale che, detta Rk : E3 → E3 larotazione di 2π/k attorno ad r, i punti dell’orbita Rh
 kPh=0,...,k−1 di P sottol’azione del gruppo ciclico generato da Rk corrispondono ad altri punti delcorpo con la stessa massa m) allora la direzione dell’asse r e principale perIQ, dove Q e un qualunque punto di r.
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 Inoltre, se e′1, e
 ′2, e
 ′3 e una base principale per IQ,
 (iii) I momenti principali di inerzia soddisfano I1 ≤ I2 + I3 e si ha I1 = I2 + I3solo quando il corpo rigido e piano, e sta nel piano Qe′
 2e′3.
 (iv) Sia ~v un autovettore di IQ con autovalore λ.
 1. Se ~v = vie′i+ vje
 ′j, i, j ∈ 1, 2, 3, i 6= j e vivj 6= 0, allora tutti i vettori
 del piano generato da e′i, e
 ′j definiscono direzioni principali di inerzia
 con lo stesso valore λ = Ii = Ij del momento principale.
 2. Se ~v =∑3
 j=1 vj e′j, vj 6= 0 ∀j, allora IQ e un multiplo dell’identita,
 quindi tutte le direzioni sono principali.
 Dimostrazione. (i) Consideriamo un riferimento Qe′1e
 ′2e
 ′3, dove Q e un punto del
 piano Π e l’asse Qe′3 e ortogonale a Π. Osserviamo che I13 = I23 = 0 perche, dette
 xh, yh, zh le coordinate di un punto Ph del corpo, se zh = 0 questo non contribuiscealla somma che definisce I13, I23. Se invece zh 6= 0 esiste un altro punto Pk delcorpo con la stessa massa e tale che xh = xk, yh = yk, zh = −zk, quindi i contributidei due punti a I13, I23 sono opposti.(ii) Consideriamo un riferimento Qe′
 1e′2e
 ′3, dove Q e un punto dell’asse r e Qe′
 3 = r.Osserviamo che I13 = I23 = 0. Infatti possiamo trovare s interi k1, . . . , ks, doveogni kj e ≥ 1 e
 ∑sj=1 kj = N , tali che
 I13 + iI23 = −N∑
 h=1
 mh(xh + iyh)zh = −s
 ∑
 j=1
 mjzj
 kj−1∑
 l=0
 ωlkj(xj + iyj)
 dove ωkj = e2πi/kj . Si conclude utilizzando il fatto che per ogni k ∈ N si ha
 k−1∑
 h=0
 ωhk =ωkk − 1
 ωk − 1= 0.
 (iii) Segue direttamente dalle formule per Ijj, j = 1, 2, 3.(iv) Dalle relazioni IQe
 ′j = Ij e
 ′j, ~v =
 ∑3j=1 vj e
 ′j si ha
 3∑
 j=1
 vjIje′j = IQ~v = λ~v =
 3∑
 j=1
 vjλe′j .
 Dall’unicita della rappresentazione di un vettore come combinazione lineare deglielementi della base abbiamo λ = Ij se vj 6= 0. Da qui segue la tesi, infatti seIQe
 ′i = λe′
 i, IQe′h = λe′
 h, con i 6= h allora ogni combinazione lineare αe′i + βe′
 h
 (α, β ∈ R) e un autovettore di IQ con autovalore λ:
 IQ(αe′i + βe′
 h) = αλe′i + βλe′
 h = λ(αe′i + βe′
 h).
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 Se inoltre troviamo un autovettore ~v =∑3
 j=1 vj e′j con v1v2v3 6= 0 allora I1 = I2 =
 I3 e la matrice di inerzia e un multiplo dell’identita.
 Esercizio 9. Consideriamo un corpo rigido costituito da N punti di uguale massam, posti ai vertici di uno dei cinque poliedri platonici, cioe il tetraedro, il cubo,l’ottaedro, il dodecaedro e l’icosaedro (N puo essere uguale a 4, 8, 12). Dimostrareche ogni direzione e principale per l’operatore di inerzia IB relativo al baricentroB.
 6.5 Momento angolare ed energia cinetica di un
 corpo rigido
 Fissiamo un riferimento Σ = O e1e2e3. Dato un corpo rigido C, usando la formulafondamentale (6.11) abbiamo
 ~MQ =
 N∑
 h=1
 mh(Ph −Q)× [~vO′ + ~ω × (Ph − O′)] = (6.23)
 = m(B −Q)× ~vO′ + IQ~ω +m(B −Q)× [ω × (Q− O′)].
 Osserviamo che nella (6.23) la velocita ~vO′ e quella di un punto solidale a C.Scegliendo O′ = Q nella (6.23) si ha
 ~MQ = m(B −Q)× ~vQ + IQ~ω,
 che per ~vQ = 0 oppure per Q = B si semplifica:
 ~MQ = IQ~ω.
 Utilizzando la (6.11) possiamo anche rappresentare l’energia cinetica come
 T =1
 2m|~vO′ |2 +m~ω · (B −O′)× ~vO′ +
 1
 2~ω · IO′~ω
 Se scegliamo O′ = B otteniamo la versione per i corpi rigidi del teorema di Konig:
 T =1
 2m|~vB|2 +
 1
 2~ω · IB~ω. (6.24)
 Se ~vO′ = ~0 otteniamo
 T =1
 2~ω · IO′~ω.
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 6.6 Corpi rigidi continui
 Si distinguono corpi continui a 1, 2 e 3 dimensioni, a cui si attribuiscono rispet-tivamente una densita lineare, di superficie e di volume, denotate con λ, σ, ρ.Cosideriamo l’ultimo caso, che e il piu generale. La discussione relativa agli altricasi e simile. Consideriamo la densita di volume
 ρ : R3 → R+ ∪ 0, x′ 7→ ρ(x′)
 dove x′ sono coordinate in un riferimento solidale Σ′. Assumiamo che ρ sia in-tegrabile sull’insieme C ⊂ R3 delle coordinate dei punti del corpo relative a Σ′.Se il corpo rigido non e soggetto ad altri vincoli, una parametrizzazione localedell’insieme delle configurazioni del corpo e data dalla mappa
 Rn ∋ q 7→ χ(q;x′) = xO′ +Rx′ ∈ R3, (6.25)
 con q = (xO′,α) ed R = R(α), dove α = (ϕ, θ, ψ) sono gli angoli di Eulero (vediSezione 6.2.3).
 Le velocita dei punti del corpo si ottengono dalla mappa (6.25):
 Rn × Rn ∋ (q, q) 7→ υ(q, q;x′) = vO′ + ω ×Rx′ ∈ R3, (6.26)
 con q = (vO′, α), ω = ω(α, α).Introduciamo le definizioni delle quantita dinamiche sostituendo alla somma
 finita l’integrale sull’insieme C occupato dal corpo. L’insieme C viene definito inun riferimento solidale al corpo, in modo che C non cambi col tempo.Massa totale
 m =
 ∫
 C
 ρ(x′)dx′
 Baricentro
 m(xB − xO′) =
 ∫
 C
 ρ(x′)Rx′dx′ = R
 ∫
 C
 ρ(x′)x′dx′ (6.27)
 Osservazione 23. Se O′ = B si ottiene∫
 C
 ρ(x′)x′dx′ = 0.
 Quantita di moto
 p =
 ∫
 C
 ρ(x′)υ(q, q;x′)dx′ =
 ∫
 C
 ρ(x′)(vO′ + ω × Rx′)dx′ =
 = mvO′ + ω × R∫
 C
 ρ(x′)x′dx′ = mvO′ +mω × (xB − xO′)
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 Osservazione 24. Se O′ = B si ottiene
 p = mvB .
 Momento angolare rispetto a Q ∈ E3
 MQ =
 ∫
 C
 ρ(x′)(χ(q;x′)− xQ)× υ(q, q;x′)dx′
 =
 ∫
 C
 ρ(x′)(xO′ +Rx′ − xQ)× (vO′ + ω ×Rx′)dx′(6.28)
 Introduciamo la matrice di inerzia IQ, definita da
 IQu =
 ∫
 C
 ρ(x′)(χ(q;x′)− xQ)× [u× (χ(q;x′)− xQ)]dx′
 =
 ∫
 C
 ρ(x′)(xO′ +Rx′ − xQ)× [u× (xO′ +Rx′ − xQ)]dx′
 (6.29)
 per ogni u ∈ R3. Se O′ = Q la (6.29) assume l’espressione piu semplice
 IQu =
 ∫
 C
 ρ(x′)Rx′ × (u× Rx′)dx′.
 Scegliendo O′ = Q nella (6.28) si ottiene quindi
 MQ =
 ∫
 C
 ρ(x′)Rx′ × (vQ + ω × Rx′)dx′ =
 ∫
 C
 ρ(x′)Rx′dx′ × vQ + IQω =
 = m(xB − xQ)× vQ + IQω.
 Energia cinetica
 T =1
 2
 ∫
 C
 ρ(x′)|υ(q, q;x′)|2dx′ =1
 2
 ∫
 C
 ρ(x′)|vO′ + ω × Rx′|2dx′ =
 =1
 2m|vO′ |2 +
 ∫
 C
 ρ(x′)vO′ · ω × Rx′dx′ +1
 2ω · IO′ω =
 =1
 2m|vO′ |2 +mvO′ · ω × (xB − xO′) +
 1
 2ω · IO′ω
 Osservazione 25. Se O′ = B si ottiene
 T =1
 2m|vB|2 +
 1
 2ω · IBω.
 Esercizio 10. Mostrare che vale il teorema di scomposizione di MQ.
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 Si introduce la densita di forza f (q, q;x′).Risultante delle forze
 R =
 ∫
 C
 f (q, q;x′)dx′
 Momento risultante delle forze rispetto a Q ∈ E3
 NQ =
 ∫
 C
 (χ(q;x′)− xQ)× f (q, q;x′)dx′
 Se O′ = Q si ottiene l’espressione piu semplice
 NQ =
 ∫
 C
 Rx′ × f (q, q;x′)dx′.
 Esempio 10. (forza di gravita) Con una scelta opportuna del riferimento abbiamo
 f (q, q;x′) = −ρ(x′)ge3,
 per cui la risultante e
 R =
 ∫
 C
 f (q, q;x′) dx′ = −mge3,
 ed il momento risultante rispetto ad un polo Q e
 NQ =
 ∫
 C
 Rx′×[−ρ(x′)ge3]dx′ = R
 ∫
 C
 ρ(x′)x′dx′×(−ge3) = (xB−xQ)×(−mge3),
 in cui abbiamo usato la relazione (6.27) con O′ = Q.
 Esempio 11. (forza centrifuga) Se ω e la velocita angolare abbiamo
 f (q, q;x′) = −ρ(x′)ω × (ω × Rx′),
 per cui, usando (6.27), la risultante e
 R =
 ∫
 C
 f (q, q;x′) dx′ = −mω × (ω × (xB − xO′)),
 ed il momento risultante rispetto ad un polo Q e (scegliendo O′ = Q)
 NQ = −∫
 C
 ρ(x′)Rx′ × (ω × (ω × Rx′)) dx′ =
 = −∫
 C
 ρ(x′)(ω · Rx′)Rx′ × ω dx′.
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Capitolo 7
 Sistemi vincolati
 Introduciamo diversi tipi di vincoli e presentiamo il problema dello studio del motovincolato in cui, oltre al moto, appaiono come incognite anche le forze di reazione deivincoli.
 7.1 Vincoli e reazioni vincolari
 I vincoli sono una restrizione dell’insieme delle posizioni e velocita dei punti delsistema. Queste restrizioni si ottengono imponendo delle relazioni (equazioni odisequazioni) che possono coinvolgere le coordinate delle posizioni dei punti, quelledelle loro velocita ed il tempo. Se in tali relazioni appaiono delle disequazioni,che non si possono ridurre ad equazioni1, allora i vincoli si dicono unilaterali.Altrimenti si dicono bilaterali. Nel seguito tratteremo esclusivamente il caso deivincoli bilaterali. Inoltre, i vincoli si dicono fissi se nelle relazioni che li definiscononon appare il tempo t esplicitamente. Se invece il tempo vi appare tali vincoli sidicono mobili.
 Con il termine ‘vincoli’ indicheremo anche i mezzi con cui vengono attuate lerestrizioni alle posizioni e velocita.
 Esempi elementari di sistemi vincolati, con vincoli bilaterali, che si incontranocomunemente nello studio dei sistemi meccanici, sono i seguenti: 1) un puntomateriale vincolato ad una curva o una superficie, 2) un insieme di punti materialiche mantengono invariata la loro distanza mutua (cioe un corpo rigido), 3) uncorpo rigido che rotola senza strisciare su una superficie.
 Consideriamo un sistema di N punti materiali di masse m1, . . . , mN sogget-to a vincoli bilaterali. Tipicamente questi vincoli sono definiti da un’equazionevettoriale della forma
 a(x, t) +B(x, t)v = 0, (7.1)
 1ad esempio il sistema f(x) ≥ 0, f(x) ≤ 0 si riduce a f(x) = 0.
 111
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 con a un vettore di Rk e B una matrice di dimensioni k × 3N , entrambi concoefficienti che sono funzioni di (x, t) di classe C2. Nelle equazioni (7.1) appaionole coordinate delle posizioni dei punti x = (x1, . . . ,xN), quelle delle loro velocitav = (v1, . . . , vN) ed il tempo t. Osserviamo che in (7.1) la dipendenza dallevelocita e lineare. Affinche queste equazioni siano soddisfatte si ammette che ivincoli esercitino delle forze Φj sui punti del sistema, che si chiamano reazionivincolari. Anche in presenza di vincoli assumiamo che valgano le equazioni diNewton, che in questo caso si scrivono nella forma
 mjxj(t) = Fj(x(t), x(t), t) +Φj(t), j = 1 . . . N.
 Le reazioni vincolari Φj si aggiungono alle forze attive Fj, ma sono di naturadiversa, in quanto le Fj sono funzioni note dello stato cinetico dei punti del sistemamentre le Φj sono da determinarsi insieme al moto del sistema.
 7.1.1 Coppie cinematiche
 Altri esempi di vincoli sono dati dalle coppie cinematiche. Se due corpi rigidisono vincolati in modo tale che una superficie σ1 solidale al primo resti sempre acontatto con una superficie σ2 solidale al secondo, allora si dice che i due corpi(o le due superfici) formano una coppia cinematica. Gli esempi principali sono iseguenti:
 1. coppia prismatica: σ1 e σ2 sono superfici cilindriche uguali, non di rotazio-ne, per cui e possibile solo un moto traslatorio di un corpo rispetto all’altrolungo una direzione, che e quella delle generatrici del cilindro;
 2. coppia rotoidale: σ1 e σ2 sono superfici di rotazione uguali e coassiali, percui e possibile solo un moto rotatorio di un corpo rispetto all’altro. L’assecomune alle due superfici si dice asse della coppia. Esse formano unacerniera cilindrica, che puo essere fissa oppure mobile;
 3. coppia elicoidale: σ1 e σ2 sono superfici elicoidali uguali e coassiali. L’assecomune alle due superfici si dice asse della coppia. In questo caso in cor-rispondenza ad un moto traslatorio si ha anche un moto rotatorio ad essocorrelato: si ha una traslazione di p (detto passo dell’elica) in direzionedell’asse della coppia quando σ2 ruota di 2π rispetto a σ1.
 4. coppia rototraslatoria: σ1 e σ2 sono superfici di rotazione, cilindriche,uguali e coassiali, con sezione circolare. L’asse della coppia corrisponde al-l’asse comune dei due cilindri, con versore e. E possibile che i due corpisvolgano, l’uno rispetto all’altro, sia un moto traslatorio lungo la direzionedi e che un moto rotatorio attorno all’asse della coppia;
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 5. coppia sferica: σ1 e σ2 sono sfere concentriche uguali, o porzioni di esse. Ilcentro delle due sfere si chiama centro della coppia.
 Definiamo catena cinematica un sistema di corpi rigidi collegati con coppiecinematiche, tali che il moto relativo di ognuna di esse abbia un solo grado diliberta.
 Esempio 12. Chiamiamo manovellismo una catena cinematica costituita daquattro corpi che si muovono in un piano e sono disposti come in figura: in basealle loro funzioni questi corpi si dicono biella, manovella, guida e corsoio. Laguida e il corsoio formano una coppia prismatica; gli altri corpi sono collegati traloro da coppie rotoidali. L’estremo C della manovella e fissato tramite una cernieracilindrica. Se la distanza h tra C e la guida e nulla allora il manovellismo si dicecentrato.
 guida
 biella manovella
 corsoio
 +A
 B
 C
 h
 7.1.2 Studio del moto vincolato
 Mostriamo alcuni esempi elementari che illustrano i problemi che si incontranonello studio del moto vincolato.
 Punto materiale su una curva
 Come primo esempio di studio di moto vincolato consideriamo il caso di un puntomateriale vincolato a muoversi su una curva regolare in R3. Nel presentare questocaso introduciamo la base di Frenet, che e una base naturale sulla quale sipossono proiettare le equazioni di Newton.
 Consideriamo una curva regolare γ : R → R3, parametrizzata per lunghezzad’arco s. Indicando con ′ la derivata rispetto al parametro s si ha
 ∫ s
 0
 |γ′(σ)|dσ = s,
 o anche
 |γ′(s)| = 1,
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 per ogni valore di s scelto nell’intervallo di definizione di γ. Allora si ottiene
 x(t) = γ(s(t)),x(t) = s(t)γ ′(s(t)),x(t) = s2(t)γ ′′(s(t)) + s(t)γ ′(s(t)).
 (7.2)
 Consideriamo la base (mobile) di R3, detta base di Frenet, costituita dai vettori
 et(s) = γ ′(s), en(s) =γ ′′(s)
 |γ ′′(s)| , eb(s) = et(s)× en(s).
 Poiche s e il parametro arco si ha
 et(s) · et(s) = 1, ∀s. (7.3)
 Derivando la relazione (7.3) rispetto ad s si ottiene
 et(s) · en(s) = 0.
 La funzione κ(s) = |γ ′′(s)| si chiama curvatura della curva γ. Con questanotazione si ha
 x = s2κ(s)en(s) + set(s).
 I vettori et(s), en(s), eb(s) si chiamano rispettivamente vettore tangente, nor-male e binormale.
 Supponiamo che il punto sia soggetto ad una forza F (x, x, t) e alla reazionevincolare Φ che costringe il punto a restare sulla curva γ. L’equazione di Newtonsi scrive
 mx(t) = F (x(t), x(t), t) +Φ(t), (7.4)
 dove le incognite sono il moto t 7→ x(t) e la reazione vincolare Φ che dipendeda esso. Se sostituiamo le formule (7.2) nell’equazione (7.4) e proiettiamo questaequazione sulla base di Frenet si ottiene
 ms = Ft(s, s, t) + Φt,ms2κ(s) = Fn(s, s, t) + Φn,
 0 = Fb(s, s, t) + Φb,(7.5)
 dove Ft, Fn, Fb, Φt,Φn,Φb sono le componenti della forza F e della reazione vinco-lare Φ lungo i vettori di questa base.
 Gia in questo semplice esempio si vede che per determinare il moto s(t) ela reazione vincolare Φ(t) e necessario fare delle ipotesi aggiuntive. Un’ipotesicomune e assumere che la reazione vincolare sia ortogonale alla curva: Φt = Φ·et =
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 0 (vincolo liscio, o privo di attrito). In questo caso la prima equazione in (7.5) siscrive
 ms = Ft(s, s, t).
 Poiche questa equazione non contiene reazioni vincolari, da essa si puo determinareil moto t 7→ s(t). Sostituendo s(t), s(t), s(t) nelle altre due equazioni in (7.5) siottengono le componenti Φn,Φb della reazione vincolare ortogonali al vincolo infunzione del tempo t:
 Φn = −Fn(s, s, t) +ms2κ(s), Φb = −Fb(s, s, t).
 Sottolineamo che la soluzione del problema dipende dall’ipotesi fatta sulla reazionevincolare.
 Esercizio 11. Determinare il moto e la reazione vincolare per una particella dimassa m vincolata a muoversi su una circonferenza di raggio R scabra, assumendoche valga la legge di Coulomb-Morin
 Φt = −s
 |s|√
 Φ2n + Φ2
 b .
 Il pendolo
 Si fissi un riferimento Oe1e2, con l’asse Oe1 verticalediscendente. Consideriamo un pendolo, costituito da unpunto materiale P di massa m fissato ad un estremodi una sbarretta di lunghezza ℓ e massa trascurabile. Ilpunto e quindi vincolato a muoversi su una circonferenzadi centro O e raggio ℓ. Assumiamo che il sistema siasoggetto alla forza di gravita, di accelerazione g, e chela reazione vincolare Φ sia diretta lungo la sbarretta, equindi ortogonale alla circonferenza (vedi figura).
 e1
 e2
 eρ
 eθ
 O
 P
 θ
 L’equazione di Newton si scrive
 mx = mge1 + Φeρ, (7.6)
 in cui, detto θ l’angolo tra il pendolo e la direzione verticale,
 eρ = cos θe1 + sin θe2
 individua la direzione della reazione vincolare. Sia inoltre
 eθ = − sin θe1 + cos θe2.
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 Usando le relazioni
 x = −ℓθ2eρ + ℓθeθ, e1 = cos θeρ − sin θeθ
 e proiettando l’equazione (7.6) lungo eρ ed eθ si ottiene
 θ +g
 ℓsin θ = 0, (7.7)
 θ2 +g
 ℓcos θ +
 Φ
 mℓ= 0. (7.8)
 La (7.7) e l’equazione del moto del pendolo. Dalla (7.8) si puo ricavare la reazionevincolare.
 7.2 Varieta e spazi tangenti
 Sia Ψ : Rm → Rk una mappa differenziabile, con 1 ≤ k < m. Ricordiamo che
 C = x ∈ Rm : Ψ(x) = 0
 e una sottovarieta differenziabile di Rm di dimensione n = m− k se
 rank∂Ψ
 ∂x(x) = k, ∀x ∈ C.
 Nell’intorno di ogni punto di C possiamo introdurre un sistema di coordinate localiq = (q1, . . . , qn) tramite delle mappe, dette parametrizzazioni locali, della forma
 Rn ⊇ U ∋ q 7→ χ(q) ∈ Rm, (7.9)
 dove U e un aperto di Rn e
 rank∂χ
 ∂q(q) = n, ∀q ∈ U. (7.10)
 Definizione 18. Dati una sottovarieta C di Rm di dimensione n ed x ∈ C, diciamoche il vettore v ∈ Rm e tangente a C in x se esistono ǫ > 0 ed una curvadifferenziabile
 γ : (−ǫ, ǫ)→ Ctale che
 γ(0) = x, γ ′(0) = v.
 Denotiamo con TxC l’insieme dei vettori tangenti a C in x.
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 Proposizione 47. Per ogni x0 ∈ C, l’insieme Tx0C e uno spazio vettoriale di
 dimensione n.
 Dimostrazione. Data una parametrizzazione locale q 7→ χ(q) di C in un intornodi x0 = χ(q0), con q0 ∈ Rn, i vettori
 ∂χ
 ∂q1(q0), . . . ,
 ∂χ
 ∂qn(q0) (7.11)
 sono linearmente indipendenti per la proprieta (7.10). Inoltre tutti i vettori diTx0C si possono scrivere come combinazione lineare dei vettori in (7.11). Infatti
 ogni curva regolare s 7→ γ(s) ∈ C tale che γ(0) = x0 si puo scrivere in un intornodi s = 0 come
 γ(s) = χ(q(s)),
 attraverso una curva s 7→ q(s) che rappresenta γ nell’insieme delle coordinate q.Quindi
 γ ′(0) =n
 ∑
 h=1
 ∂χ
 ∂qh(q0)q
 ′h(0). (7.12)
 Definizione 19. Per ogni x0 ∈ C, l’insieme Tx0C si chiama spazio tangente a
 C in x0.
 I coefficienti q′1(0), . . . , q′n(0) della combinazione lineare (7.12) dei vettori ∂χ
 ∂qhsono
 dunque coordinate naturali sugli spazi tangenti, che indicheremo brevemente conq1, . . . , qn. Poniamo inoltre q = (q1, . . . , qn). Data quindi una parametrizzazionelocale q 7→ χ(q) di C, ogni vettore v tangente a C in χ(q) si scrive in modo unicocome
 v(q, q) =n
 ∑
 h=1
 qh∂χ
 ∂qh(q). (7.13)
 7.3 Vincoli olonomi, fissi e mobili
 Consideriamo un sistema di N punti materiali le cui posizioni x = (x1, . . . ,xN) ∈R3N sono vincolate in ogni istante t ad appartenere all’insieme
 Ct = x ∈ R3N : Ψ(x, t) = 0, (7.14)
 dove
 Ψ : R3N × R→ Rk, 1 ≤ k < 3N,
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 e si ha
 rank∂Ψ
 ∂x(x, t) = k, ∀x ∈ Ct, ∀t ∈ R. (7.15)
 Quindi per ogni tempo t, l’insieme delle configurazioni Ct e una sottovarieta di R3N
 di dimensione n = 3N − k, che si chiama varieta delle configurazioni al tempot.
 Definizione 20. Il numero di gradi di liberta del sistema e la dimensionedella varieta C.
 Se la mappa Ψ non dipende dal tempo i vincoli sono fissi e si scrive sempli-cemente C per la varieta delle configurazioni. Nel caso di vincoli mobili, per ognit ∈ R fissato, le mappe della forma
 U ∋ q 7→ χ(q, t) ∈ Ct,
 definiscono delle parametrizzazioni locali della varieta delle configurazioni Ct. Ipossibili vettori velocita dei punti del sistema al tempo t si scrivono nella forma
 υ(q, q, t) =n
 ∑
 h=1
 qh∂χ
 ∂qh(q, t) +
 ∂χ
 ∂t(q, t), (7.16)
 al variare di q, t e dei coefficienti qh del vettore q. Infatti, se t 7→ q(t) e una curvain Rn che rappresenta un moto t 7→ χ(q(t), t) ∈ Ct, derivando rispetto al tempo siottiene
 n∑
 h=1
 ∂χ
 ∂qh(q(t), t)qh(t) +
 ∂χ
 ∂t(q(t), t),
 Al variare dei coefficienti qh l’espressione
 v(q, q, t) =n
 ∑
 h=1
 qh∂χ
 ∂qh(q, t) (7.17)
 descrive tutti i vettori tangenti alla varieta Ct: questi vettori si dicono anche ve-locita virtuali. Nel caso di vincoli fissi le velocita virtuali coincidono con quellepossibili, cioe
 v(q, q, t) = v(q, q, t)
 mentre, nel caso di vincoli mobili, queste due velocita sono genericamente distinte.
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 Esercizio 12. Fissiamo un riferimento Oxyz, con asseOz verticale ascendente. Consideriamo il sistema mec-canico formato da due punti P1, P2 vincolati a mantenereinvariata la loro distanza. Il punto P1 puo scivolare suuna retta r passante per O, che ruota nel piano Oxy convelocita angolare costante ω. Il punto P2 puo muoversisu un piano verticale passante per la retta r. Scriverela rappresentazione implicita dell’insieme delle configu-razioni e mostrare che a ogni istante t questo e una va-rieta di dimensione 2, che indichiamo con Ct. Usandocome parametri l’ascissa s di P1 lungo r e l’angolo θ cheP2 − P1 forma con la direzione verticale scrivere la pa-rametrizzazione χ(s, θ, t), in questo caso globale, di Ct.Scrivere anche l’espressione di tutte le velocita possibilidei punti P1, P2.
 x
 y
 z
 r
 OP1
 P2
 sωt
 θ
 Soluzione. Dette (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) le coordinate dei due punti, per ogni tempo tl’insieme delle configurazioni e l’insieme degli zeri della mappa
 Ψ(x1, y1, z1, x2, y2, z2, t) =
 (x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2 − ℓ2z1
 −x1 sinωt+ y1 cosωt−(x2 − x1) sinωt+ (y2 − y1) cosωt
 La matrice Jacobiana
 ∂Ψ
 ∂(x1, y1, z1, x2, y2, z2)(x1, y1, z1, x2, y2, z2, t) =
 2(x1 − x2) 2(y1 − y2) 2(z1 − z2) 2(x2 − x1) 2(y2 − y1) 2(z2 − z1)0 0 1 0 0 0
 − sinωt cosωt 0 0 0 0sinωt − cosωt 0 − sinωt cosωt 0
 ha rango 4 per ogni (x1, y1, z1, x2, y2, z2) in Ct (verificarlo!).Sia q = (s, θ). Una parametrizzazione delle configurazioni dei due punti e data da
 χ(q, t) =
 (
 χ1(q, t)χ2(q, t)
 )
 , χ1 =
 s cosωts sinωt
 0
 , χ2 =
 (s+ ℓ sin θ) cosωt(s+ ℓ sin θ) sinωt
 −ℓ cos θ
 La parametrizzazione delle velocita dei punti e data da
 v(q, q, t) =
 (
 v1(q, q, t)v2(q, q, t)
 )
 = v(q, q, t) =
 ∂χ1
 ∂q(q, t)q +
 ∂χ1
 ∂t(q, t)
 ∂χ2
 ∂q(q, t)q +
 ∂χ2
 ∂t(q, t)

Page 120
						

120 CAPITOLO 7. SISTEMI VINCOLATI
 con
 ∂χ1
 ∂q(q, t)q =
 cosωt 0sinωt 00 0
 (
 s
 θ
 )
 =
 s cosωts sinωt
 0
 ,
 ∂χ2
 ∂q(q, t)q =
 cosωt ℓ cos θ cosωtsinωt ℓ cos θ sinωt0 ℓ sin θ
 (
 s
 θ
 )
 =
 s cosωt+ ℓθ cos θ cosωt
 s sinωt+ ℓθ cos θ sinωt
 ℓθ sin θ
 ,
 ∂χ1
 ∂t(q, t) =
 −sω sinωtsω cosωt
 0
 ,∂χ2
 ∂t(q, t) =
 −(s+ ℓ sin θ)ω sinωt(s+ ℓ sin θ)ω cosωt
 0
 .
 Definizione 21. Diciamo che il vincolo e olonomo2 se ad ogni istante t l’in-sieme delle configurazioni del sistema corrisponde3 ad una varieta differenziabileCt e l’insieme delle velocita virtuali, quando il sistema si trova in una qualunqueconfigurazione x ∈ Ct, e costituito da tutti i vettori dello spazio tangente TxCt .
 Abbiamo sicuramente un vincolo olonomo se l’insieme delle configurazioni edella forma (7.14) e vale (7.15). Infatti, se si impone una relazione che lega traloro soltanto le posizioni e il tempo, questa implica sempre una relazione dellaforma
 a(x, t) +B(x, t)v = 0,
 vedi (7.1), dove a e B sono dati da
 a(x, t) =∂Ψ
 ∂t, B(x, t) =
 ∂Ψ
 ∂x. (7.18)
 Ad ogni istante t le velocita virtuali sono della forma (7.17), dove q 7→ χ(q, t) euna parametrizzazione locale di Ct.
 Viceversa, possiamo avere un vincolo olonomo anche quando le equazioni delvincolo sono della forma (7.1), purche queste relazioni siano conseguenza di unarelazione che lega le sole posizioni e il tempo, cioe esista Ψ(x, t) che soddisfa(7.18). In questo caso si dice che il vincolo e integrabile. Come esempio divincolo integrabile consideriamo il seguente.
 Esempio 13. Disco verticale di raggio R che rotola senza strisciare su una guidarettilinea orizzontale. Assumiamo inizialmente che il disco possa anche strisciare
 2Questo termine e stato introdotto da Heinrich Rudolf Hertz e deriva dal greco ὅλος (= tutto,intero) e νόμος (= legge), e si riferisce alla possibilita di scrivere una legge che coinvolga soloposizioni e tempo per l’equazione dei vincoli.
 3la corrispondenza deve essere data da un diffeomorfismo, cioe da una mappa bigettiva,differenziabile, con inversa differenziabile.
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 mantenendosi sempre a contatto con la guida rettilinea. Per definire la configura-zione del disco in questo caso possiamo usare l’ascissa s del suo baricentro lungola guida e l’angolo θ che un raggio del disco forma con una direzione fissa, peresempio quella verticale. Imponiamo adesso la condizione di puro rotolamento:questa si scrive
 s+Rθ = 0. (7.19)
 Integrando l’equazione (7.19) si ottiene
 (s− s0) +R(θ − θ0) = 0,
 in cui s0, θ0 sono i valori di s, θ ad un tempo iniziale t0. Si possono scegliere ivalori di s0, θ0 in modo tale che valga s0 +Rθ0 = 0, quindi si ottiene un’equazionedel vincolo della forma
 Ψ(q) = 0, q = (s, θ).
 Vincoli anolonomi
 Se l’equazione del vincolo e della forma (7.1), ma non esiste una funzione Ψ chesoddisfa le equazioni (7.18), allora il vincolo si dice anolonomo. I sistemi anolonomiche si considerano di solito hanno tutti un insieme delle configurazioni che e unavarieta , pero non tutti i vettori tangenti a questa varieta sono accessibili. Unesempio classico di vincolo anolonomo e un disco che si mantiene verticale e chepuo rotolare senza strisciare su un piano orizzontale.
 7.4 Vincoli ideali
 Consideriamo un sistema di N punti materiali soggetti a vincoli olonomi, convarieta delle configurazioni Ct.
 Definizione 22. Diciamo che i vincoli sono ideali se il vettore complessivo dellereazioni vincolari Φ = (Φ1, . . . ,ΦN) che il vincolo puo esercitare sugli N punti inuna qualunque configurazione x ∈ Ct soddisfa
 Φ · v =
 N∑
 j=1
 Φj · vj = 0, ∀v = (v1, . . . ,vN) ∈ TxCt, ∀t. (7.20)
 I vincoli privi di attrito e quelli di puro rotolamento sono esempi di vincoli ideali.L’espressione
 ∑Nj=1Φj · vj che appare in (7.20) si chiama potenza virtuale delle
 reazioni vincolari.
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 Esempio 14. Mostriamo che, per un corpo rigido composto da N punti materiali,i vincoli che assicurano la rigidita del corpo sono ideali. Indichiamo con Φi unapossibile reazione vincolare agente sul punto Pi del corpo, e con vi una sua velocitavirtuale. Poiche il vincolo di rigidita e fisso si ha
 vi = vi,
 cioe velocita virtuali e velocita possibili coincidono. Usando la formula fondamen-tale della cinematica rigida si ottiene
 N∑
 i=1
 Φi · vi =
 N∑
 i=1
 Φi · [vO′ + ω × (xi − xO′)] =
 =(
 N∑
 i=1
 Φi
 )
 · vO′ + ω ×(
 N∑
 i=1
 (xi − xO′)×Φi
 )
 = R(v) · vO′ +N(v)O′ · ω,
 dove R(v), N(v)O′ sono la risultante e il momento risultante rispetto al polo O′ delle
 reazioni vincolari. Poiche tali reazioni sono forze interne esse formano un sistemaequilibrato. Si ha quindi
 N∑
 i=1
 Φi · vi = 0.
 7.5 Spostamenti virtuali
 Consideriamo un sistema di N punti materiali P1, . . . , PN soggetti a vincoli olono-mi. Sia q 7→ χ(q, t) una parametrizzazione locale della varieta delle configurazionial tempo t.
 Definizione 23. Uno spostamento virtuale
 δχ = (δχ1, . . . , δχN)T , (7.21)
 dove
 δχj = δχj(q, t) =∂χj
 ∂q(q, t)δq (7.22)
 e una variazione infinitesima delle coordinate dei punti Pj, che li sposta da unaconfigurazione ammissibile qualunque ad un’altra infinitamente vicina e relativaallo stesso istante, cioe ottenuta ignorando la dipendenza dal tempo in χ(q, t),come se il vincolo fosse fisso.
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 Osservazione 26. Se i vincoli sono fissi gli spostamenti virtuali corrispondonoagli spostamenti possibili, cioe ai differenziali
 dχ = (dχ1, . . . , dχN), con dχj =∂χj
 ∂q(q)dq.
 In generale ci si riferisce alle formule (7.21), (7.22) parlando anche di differenzialivirtuali.
 Con il simbolo δq si intende sempre il differenziale dq delle variabili indipen-denti q.
 Mostriamo alcune formule per gli spostamenti virtuali nei casi dei vincoliincontrati in precedenza.
 1) corpo rigido: in assenza di altri vincoli, oltre alle forze interne che assicuranola rigidita del corpo, gli spostamenti virtuali dei punti Pj quando essi si trovanoin una configurazione (x1, . . . ,xN) sono dati da
 δχj = dxO′ + ωdt× (xj − xO′), (7.23)
 dove xO′ ∈ R3 sono le coordinate di un punto O′ solidale al corpo. In questa for-mula le variabili indipendenti sono lo spostamento infinitesimo dxO′ e la rotazioneinfinitesima ωdt.
 La (7.23) segue direttamente dalla formula fondamentale della cinematica rigi-da
 vj = vO′ + ω × (xj − xO′)
 e dal fatto che il vincolo di rigidita e fisso.Nella (7.23) possiamo anche scrivere χj al posto di xj, per sottolineare il fatto
 che le posizioni dei punti Pj non sono indipendenti, ma dipendono tutte dallecoordinate xO′ e dal vettore degli angoli di Eulero η = (ϕ, θ, ψ) tramite le relazioni
 χj = xO′ +R(η)x′j,
 vedi la prima relazione in (6.15).In presenza di altri vincoli oltre a quelli di rigidita, assumendo che gli angoli
 di Eulero ϕ, θ, ψ non dipendano dal tempo a causa degli altri vincoli imposti,mostriamo che gli spostamenti virtuali dei Pj si scrivono tramite una formulasimile alla (7.23), cioe:
 δχj = δχO′ + ωdt× (χj − χO′), (7.24)
 dove, detta q 7→ χO′(q, t) la mappa che fornisce le coordinate di O′ al tempo t infunzione delle coordinate locali q, si intende che
 δχO′ =∂χO′
 ∂q(q, t)δq.
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 2) puro rotolamento: se P1, P2 sono i punti in cui due corpi rigidi si toccanosenza strisciare (P1 = P2) e χ1,χ2 sono le loro coordinate si ha
 δχ1 = δχ2.
 3) coppie cinematiche: le superfici σ1, σ2, che delimitano i corpi della coppiacinematica, strisciano l’una sull’altra: un punto P1 ∈ σ1 puo staccarsi da un puntoP2 ∈ σ2, con cui e a contatto, solo muovendosi lungo il piano Π tangente in P1 aσ1 (e σ2). Dette χ1,χ2 le coordinate di P1, P2 si ha
 δχ1 = δχ2 + δπ,
 dove δπ e uno spostamento infinitesimo sul piano Π.
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Capitolo 8
 Statica dei sistemi meccanici
 Studiamo la Statica dei sistemi composti da punti materiali e corpi rigidi, eventualmente
 soggetti ad altri vincoli olonomi fissi. A tal fine introduciamo il principio dei lavori
 virtuali e le equazioni cardinali della Statica.
 8.1 Statica di sistemi di punti materiali vincolati
 Consideriamo un sistema diN punti materiali P1, . . . , PN di massem1, . . . , mN sog-getti a vincoli olonomi fissi e a forze attive indipendenti dal tempo in un riferimentoassegnato Σ.
 Definizione 24. La configurazione x0 = (x1, . . . ,xN) ∈ R3N si dice di equilibriose, ponendo i punti Pj in questa configurazione con velocita tutte nulle, essi virestano per sempre.
 I problemi fondamentali della Statica sono la ricerca delle configurazioni diequilibrio e il calcolo delle reazioni vincolari in corrispondenza degli equilibri. Inquesto capitolo introduciamo due metodi diversi per trattare questi problemi.
 8.2 Il lavoro virtuale
 Fissato un sistema di riferimento, siano F1, . . . ,FN le forze che agiscono sui puntiP1, . . . , PN di un sistema meccanico soggetto a vincoli olonomi fissi. Siano inoltre
 q 7→ χj(q), (q, q) 7→ υj(q, q)
 le mappe che forniscono le coordinate delle posizioni e delle velocita dei punti Pjin termini delle coordinate locali q, q. Chiamiamo lavoro virtuale (elementare)
 125
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 delle forze Fj in corrispondenza agli spostamenti virtuali δχj , j = 1, . . . , N , laquantita
 δL =
 N∑
 j=1
 Fj(χ,υ, t) · δχj.
 Esempio 15. Consideriamo il lavoro virtuale delle reazioni vincolari che assicu-rano la rigidita di un corpo rigido discreto. Usando la (7.24) si ottiene
 δL = R(v) · δχO′ +N(v)O′ · ωdt,
 dove R(v), N(v)O′ sono la risultante e il momento risultante rispetto ad un polo O′,
 solidale al corpo, delle reazioni vincolari. Poiche queste reazioni formano un siste-ma equilibrato, il loro lavoro virtuale e nullo in corrispondenza ad un qualunquespostamento virtuale rigido.
 Osservazione 27. In generale, il lavoro elementare delle forze interne non e nulloper uno spostamento non rigido, anche se il sistema delle forze interne e equilibrato.Come esempio basta prendere un sistema composto da due punti materiali P1, P2
 di masse m1, m2 che si muovono su una retta e sono collegati da una molla dicostante elastica k > 0. In questo caso il sistema di forze e equilibrato perche,indicando con x1, x2 le coordinate di P1, P2 sulla retta, abbiamo una coppia diforze di intensita k|x1 − x2| e braccio nullo. Il lavoro elementare e invece
 δL = −k(x1 − x2)dx1 − k(x2 − x1)dx2 = −k(x1 − x2)[dx1 − dx2],
 che e diverso da zero per la maggior parte degli spostamenti virtuali dx1, dx2.
 Proposizione 48. Il lavoro virtuale delle forze interne di un sistema meccanico,anche non rigido, non dipende dal sistema di riferimento scelto.
 Dimostrazione. Osserviamo che la relazione tra le velocita dei punti Pj del sistemain due riferimenti Σ,Σ′ e data da
 vj = v′j + vTj , vTj = vO′ + ω × (xj − xO′).
 Il lavoro virtuale delle forze interne in Σ differisce da quello in Σ′ per il terminedovuto alle velocita di trascinamento vTj , che e
 δLT =N∑
 j=1
 F(I)j · (δχO′ + ωdt× (χj − χO′)) = R(I) · δχO′ + ωdt ·N (I)
 O′ = 0.
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 8.2.1 Vincoli senza attrito
 Consideriamo un sistema meccanico soggetto a vincoli olonomi fissi e privi di at-trito. Il lavoro virtuale delle reazioni vincolari Φj che agiscono sui punti Pj delsistema e nullo ad ogni istante e per ogni spostamento virtuale:
 δL(v) =
 N∑
 j=1
 Φj · δχj = 0. (8.1)
 La proprieta (8.1) e una legge sperimentale, la cui validita si puo verificare inmolte casi gia trattati, e si assume valida sempre nelle ipotesi fatte.
 Usando la (8.1) per le coppie cinematiche prive di attrito, elenchiamo di seguitole condizioni che devono essere soddisfatte dalla risultante e dal momento risultante(rispetto a un polo scelto) delle reazioni vincolari Φj. Assumendo che non ci siaattrito tra le superfici σ1, σ2 che delimitano i corpi rigidi che formano la coppia,dalla (8.1) segue che
 δL(v) = R(v) · δχO′ +N(v)O′ · ωdt = 0 (8.2)
 per ogni scelta del polo O′ ∈ E3 e per ogni spostamento virtuale definito da δχO′,
 ωdt. Nella (8.2) R(v), N(v)O′ sono la risultante e il momento risultante ripetto a
 O′ delle reazioni vincolari esercitate da un elemento della coppia sull’altro nel lorospostamento relativo. Trattiamo separatamente i vari casi.
 1. coppia prismatica: siano ~u il versore di una generatrice della superficiecilindrica σ1 (= σ2) ed s la coordinata lagrangiana della coppia lungo lageneratrice scelta. Si ha
 δχO′ = uδs, ωdt = 0.
 Dalla (8.2), per l’arbitrarieta di δs segue che
 R(v) · u = 0.
 2. coppia rotoidale: siano u il versore dell’asse di rotazione e θ l’angolo dirotazione. Sia inoltre O′ un punto dell’asse della coppia. Si ha
 δχO′ = 0, ωdt = uδθ.
 Dalla (8.2), per l’arbitrarieta di δθ segue che
 N(v)O′ · u = 0.
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 3. coppia elicoidale: siano u il versore dell’asse di rotazione, θ l’angolo dirotazione e p > 0 il passo dell’elica. Si ha
 δχO′ =p
 2πuδθ, ωdt = uδθ.
 Dalla (8.2), per l’arbitrarieta di δθ segue che
 p
 2πR(v) · u+N
 (v)O′ · u = 0.
 4. coppia rototraslatoria: si ha
 δχO′ = uδs, ωdt = uδθ.
 Dalla (8.2) si ottiene
 R(v) · uδs+N(v)O′ · uδθ = 0,
 per cui, dall’arbitrarieta di δs e di δθ segue che
 R(v) · u = 0, N(v)O′ · u = 0.
 5. coppia sferica: sia O′ il centro della coppia. Da
 δχO′ = 0
 segue cheN
 (v)O′ · ωdt = 0.
 Dall’arbitrarieta di ωdt segue che
 N(v)O′ = 0.
 8.2.2 Vincoli di puro rotolamento
 Il lavoro virtuale e uguale a zero anche per i vincoli di puro rotolamento. Infattisi ha
 δL(v) = Φ1 · δχ1 +Φ2 · δχ2 = Φ1 · (δχ1 − δχ2)
 per il principio di azione e reazione, e in un moto di puro rotolamento si haδχ1 = δχ2.
 Dunque si possono estendere a questo caso i risultati trovati per il caso deivincoli olonomi fissi e senza attrito, se questi dipendono dall’annullarsi del lavorovirtuale delle reazioni vincolari.
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 8.3 Il principio dei lavori virtuali
 Si consideri un sistema meccanico costituito da N punti materiali soggetti a vincoliolonomi fissi, che siano anche privi di attrito o di puro rotolamento. Enunciamo ilseguente risultato.
 Principio di lavori virtuali: condizione necessaria e sufficiente perche una con-figurazione x0 = (x1, . . . ,xN) di tale sistema sia di equilibrio e che per ogni spo-stamento virtuale δχ = (δχ1, . . . , δχN) che allontani la configurazione del sistemada x0 si abbia
 δL(a) =N∑
 j=1
 F(a)j (χ,υ) · δχj = 0. (8.3)
 Osservazione 28. La validita del principio dei lavori virtuali viene assunta comepostulato. Le equazioni che derivano da esso sono pure, cioe non contengonoreazioni vincolari.
 Inserendo la relazione nella (8.3)
 δχj =
 n∑
 h=1
 ∂χj
 ∂qhδqh
 si ottiene
 δL(a) =n
 ∑
 h=1
 ( N∑
 j=1
 F(a)j ·
 ∂χj
 ∂qh
 )
 δqh = 0
 per ogni spostamento infinitesimo δq = (δq1, . . . , δqn). Ponendo
 Qh = Qh(q, q) =
 N∑
 j=1
 F(a)j (χ,υ) · ∂χj
 ∂qh, h = 1, . . . , n, (8.4)
 si trova la seguente condizione necessaria e sufficiente per l’equilibrio:
 Qh(q, 0) = 0, h = 1, . . . , n. (8.5)
 Le espressioni Qh, definite in (8.4), si chiamano forze generalizzate oppurecomponenti lagrangiane delle forze.
 Se le forze attive sono conservative, cioe se Fj = Fj(x), ed esiste una funzioneV(x) tale che
 Fj = −∇xjV, j = 1, . . . , N
 allora, postoV (q) = V(χ(q)),
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 si ha
 Qh = Qh(q) = −N∑
 j=1
 ∇xjV(χ(q)) · ∂χj
 ∂qh(q) = −∂V
 ∂qh(q),
 cioe∂V
 ∂qh(q) = 0, h = 1, . . . , n.
 8.3.1 Alcuni esempi
 Esempio 16. Si consideri il sistema meccanico formato da due aste omogenee, dilunghezza 2ℓ e massa m, incernierate in un loro estremo C.
 L’estremo A della prima asta e collegato all’ori-gine di un riferimento Axy, con asse Ay verticaleascendente. L’estremo B della seconda asta puoscivolare senza attrito sull’asse orizzontale Ax.Sul sistema agisce la forza di gravita, di accele-razione g. Inoltre una molla di costante elasticak > 0 e lunghezza a riposo nulla collega i due bari-centri G1, G2 delle aste. Sia θ l’angolo tra l’astaAC e l’asse Ax. Assumiamo che tutti i vincolisiano privi di attrito.
 x
 y
 +A B
 C
 θ k
 G1 G2~g
 Usiamo il principio dei lavori virtuali per trovare le configurazioni di equilibrio. Leforze esterne attive sono conservative, con energia potenziale
 V (θ) = 2mgℓ sin θ + 2kℓ2 cos2 θ.
 Dall’equazione
 V ′(θ) = 2mgℓ cos θ(1− 2kℓ
 mgsin θ) = 0
 si ottengono le configurazioni di equilibrio
 θ1 =π
 2, θ2 = −
 π
 2
 e, se J = mg2kℓ
 < 1,θ3 = arcsin J, θ4 = π − arcsin J.
 Le configurazioni θ3, θ4 esistono solo se J < 1. Si dice che J = 1 e un valore dibiforcazione del parametro J .
 Osservazione 29. Nota una configurazione di equilibrio, si puo usare il principiodei lavori virtuali anche per trovare le reazioni vincolari. Possiamo infatti imma-ginare di sopprimere il vincolo per cui si vuole calcolare la reazione vincolare eincludere tale reazione tra le forze attive, che appaiono nell’espressione del lavorovirtuale (vedi Esempio 17).

Page 131
						

8.4. LE EQUAZIONI CARDINALI DELLA STATICA 131
 8.4 Le equazioni cardinali della Statica
 Sia dato un sistema di N punti materiali Pj, j = 1 . . .N di masse mj , soggetti avincoli olonomi fissi. Fissato un riferimento Σ, assumiamo che sui punti agiscanodelle forze esterne Fj, che si possono distinguere in forze attive, supposte indipen-denti dal tempo, e reazioni vincolari. Le equazioni di Newton nel riferimento Σ siscrivono
 mjxj = Fj(x, x), j = 1, . . . , N.
 Una configurazione di equilibrio x0 = (x01, . . . ,x
 0N) ∈ R3N e definita dalle
 relazioniFj(x0, 0) = 0, j = 1, . . . , N.
 Ne segue che per la risultante ed il momento risultante rispetto ad ogni polo Qdelle forze Fj valgono le equazioni
 R = 0, NQ = 0. (8.6)
 Poiche la risultante R(I) e il momento risultante N(I)Q delle forze interne sono nulli,
 detti R(E), N(E)Q le rispettive quantita per le forze esterne, dalle (8.6) si ottiene
 R(E) = 0, N(E)Q = 0. (8.7)
 Le relazioni (8.7) si chiamano equazioni cardinali della Statica.Sottolineamo il fatto che le (8.7) sono in generale condizioni necessarie ma non
 sufficienti per l’equilibrio. Infatti, se consideriamo il problema dei due corpi (vediSezione 3.5) si ha
 F2 = −F1, (x2 − x1)× F2 = 0,
 quindiR = NP1
 = 0,
 ma il problema non ammette nessuna configurazione di equilibrio.Se un sistema di N punti materiali vincolati e in equilibrio sotto l’azione di un
 dato sistema di forze attive, sostituendo ai vincoli le reazioni vincolari che questiesercitano, il sistema si puo considerare costituito da un insieme di punti materialiliberi, ciascuno dei quali e in equilibrio sotto l’azione delle forze attive e vincolariagenti su di esso.
 L’equilibrio dei punti del sistema non viene turbato se a due o piu forze ap-plicate ad uno stesso punto del sistema si sostituisce la loro risultante, oppure,se la forza agente su un punto del sistema si scompone come somma vettoriale dipiu forze applicate allo stesso punto. Quindi, in un sistema meccanico discretoin equilibrio si puo sempre eseguire sulle forze applicate ai singoli punti la primaoperazione elementare, introdotta nella Sezione 5.5, senza alterare l’equilibrio.
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 Nel caso di un corpo rigido si assume che valga il cosiddetto postulato carat-teristico dei solidi: l’equilibrio di un corpo rigido non si altera se si applicano dueforze direttamente opposte a due punti qualsiasi del corpo. Quindi, nel caso di uncorpo rigido in equilibrio si puo anche eseguire la seconda operazione elementaresulle forze applicate ai singoli punti senza alterare l’equilibrio.
 Possiamo trarre la seguente conclusione.
 Proposizione 49. Nel caso di un corpo rigido le equazioni (8.6) sono anchesufficienti per avere un equilibrio.
 Dimostrazione. Le forze esterne che agiscono sui punti Pi del corpo soddisfano lerelazioni
 R(E) = N(E)Q = 0
 per un dato polo Q ∈ E3, quindi costituiscono un sistema di forze equilibrato.Avendo a disposizione entrambe le operazioni elementari, per la Proposizione 23possiamo ridurre questo sistema di forze ad un sistema nullo. Ogni punto del corporigido e quindi soggetto ad una forza nulla, dunque il corpo e in equilibrio.
 Le equazioni (8.7) sono utili anche per il calcolo delle reazioni vincolari incondizioni di equilibrio.
 Esempio 17. In un piano verticale si fissi un riferimen-to Oxy, con asse Oy verticale ascendente. Consideriamoun’asta AC omogenea, di lunghezza 2ℓ e massa m. L’e-stremo A dell’asta e incernierato all’asse Oy nel puntodi coordinate (0, 2h), con 0 < h < ℓ, tramite una cer-niera cilindrica fissa. L’estremo C e vincolato all’asseOx tramite una cerniera cilindrica scorrevole sull’asseOx (vedi figura). Sull’asta agisce la forza di gravita, diaccelerazione g.
 +A
 O C
 mg
 B
 x
 y
 θ0
 Tutti i vincoli sono supposti privi di attrito e le cerniere hanno massa trascurabile.Calcoliamo le coordinate delle reazioni vincolari ΦA, ΦC esercitate sull’asta neipunti A, C. Siano e1, e2 le coordinate dei versori degli assi Ox,Oy. Le reazionivincolari si scrivono
 ΦA = αe1 + βe2, ΦC = γe2,
 con α, β, γ ∈ R da determinarsi. La prima equazione cardinale della Statica siscrive
 ΦA +ΦC −mge2 = 0,
 per cui si ottieneα = 0, β + γ −mg = 0.
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 La seconda equazione cardinale della Statica, calcolata rispetto al polo A, si scrive1
 (xB − xA)× (−mge2) + (xC − xA)× γe2 = 0, (8.8)
 con xA,xB,xC le coordinate dei punti A,B,C. All equilibrio si ha
 xA = (0, 2h, 0), xB = (ℓ sin θ0, ℓ cos θ0, 0), xC = (2ℓ sin θ0, 0, 0),
 con θ l’angolo tra l’asta AC e la direzione verticale e θ0 il suo valore all’equilibrio:
 cos θ0 =ℓ
 h.
 Dalla (8.8) si ottiene−mg + 2γ = 0.
 Si ha quindi
 ΦA = ΦC =mg
 2e2.
 Adesso calcoliamo le stesse reazioni vincolari usando il principio dei lavori vir-tuali. Immaginiamo di eliminare il vincolo in C, dato dalla cerniera scorrevole infigura, e consideriamo la reazione χC come una forza esterna attiva. Le coordinatedel punto C dell’asta sono date da.
 χC = 2ℓ sin θe1 + 2ℓ(h− cos θ)e2,
 per cui gli spostamenti virtuali del punto C dalla configurazione di equilibrio sono
 δχC = 2ℓ cos θ0δθe1 + 2ℓ sin θ0δθe2.
 Dalla relazione χB − χA = 12(χC − χA) si ottiene anche che
 δχB =1
 2δχC .
 Il lavoro virtuale delle forze esterne attive (a cui si e aggiunta la reazione ΦC) incorrispondenza ad uno spostamento virtuale δχC e dato da
 δL(a) = γe2 · δχC −mge2 · δχB = ℓ sin θ0(2γ −mh)δθ.
 Poiche δL(a) si deve annullare per ogni spostamento virtuale ammissibile, cioe perogni δθ, si ottiene
 γ =mg
 2.
 1si estendono questi vettori ad R3 aggiungendo una terza coordinata nulla.
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 Immaginiamo adesso di eliminare la cerniera cilindrica in A e consideriamo lareazione ΦA come una forza esterna attiva. In questo caso il sistema acquista duegradi di liberta. Sia s l’ascissa di C sull’asse Ox. Le coordinate dei punti A,B,Csono date da
 χA = (s−2ℓ sin θ)e1+2ℓ cos θe2, χB = (s−ℓ sin θ)e1+ℓ cos θe2, χC = se1,
 per cui gli spostamenti virtuali di questi punti dalla configurazione di equilibriosono
 δχA = (δs− 2ℓ cos θ0δθ)e1 − 2ℓ sin θ0δθe2,
 δχB = (δs− ℓ cos θ0δθ)e1 − ℓ sin θ0δθe2,
 δχC = δse1.
 Il lavoro virtuale delle forze esterne attive (a cui si e aggiunta la reazione ΦA) edato da
 δL(a) = ΦA · δχA −mge2 · δχB +ΦC · δχC
 = α(δs− 2ℓ cos θ0δθ) +mgℓ sin θ0δθ − 2ℓβ sin θ0δθ
 e si deve annullare in corrispondenza ad ogni spostamento virtuale, cioe per ogniscelta di δs e di δθ. Se scegliamo δθ = 0, per l’arbitrarieta di δs si ottiene
 α = 0.
 Scegliendo invece δs = 0, per l’arbitrarieta di δθ si ottiene
 β =mg
 2.
 8.5 Problemi isostatici e iperstatici
 Consideriamo un’asta con un estremo collegato ad un telaio verticale tramite unacerniera cilindrica fissa e con l’altro estremo appoggiato ad una superficie liscia,come in Figura 8.1 a sinistra. Sull’asta agisce anche una forza attiva esterna~F . Le componenti ~ΦA, ~ΦB delle reazioni vincolari agenti sull’asta nei punti Ae B risultano univocamente determinate. Infatti dalle equazioni cardinali dellaStatica otteniamo tre equazioni (due dalla prima equazione cardinale ed una dalla
 seconda) con tre incognite in quanto e noto a priori che ~ΦB ha direzione verticaleper l’ipotesi fatta sul vincolo. Nella stessa figura mostriamo la costruzione graficadelle reazioni vincolari: per avere un sistema di forze equilibrato, se la forza ~Fnon e diretta come l’asta, le linee di azione di ~F e quelle di ~ΦA, ~ΦB si devono
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 +A
 B~F
 C
 ~ΦA
 ~ΦB
 +A
 B+~F
 C
 D
 Figura 8.1: Sinistra: problema isostatico. Destra: problema iperstatico.
 incontrare in un punto, che in figura e chiamato C. In questo caso il problema edetto isostatico.
 Supponiamo adesso che anche l’estremo B dell’asta sia vincolato ad un telaioorizzontale tramite una cerniera cilindrica fissa, come in Figura 8.1 a destra. Inquesto caso le componenti delle reazioni vincolari non sono univocamente determi-nate, infatti le incognite sono quattro. Nella stessa figura mostriamo due diversesoluzioni grafiche per le reazioni vincolari in A e B. In questo caso il problema edetto iperstatico.
 8.6 Sovrapposizione degli effetti e metodo di scom-
 posizione
 Osserviamo che le equazioni introdotte per trattare i problemi di Statica dipendonolinearmente dalle forze. Possiamo allora utilizzare il principio di sovrapposizio-ne degli effetti: se un effetto dipende linearmente dalle cause che lo producono,allora l’effetto totale di tali cause e dato dalla somma degli effetti che ciascuna diesse produrrebbe se agisse da sola.
 Osserviamo anche che se un sistema meccanico e composto da piu parti, ed e inequilibrio, allora ciascuna delle sue parti deve soddisfare le condizioni per l’equili-brio. Questo fatto conduce a un procedimento detto metodo di scomposizionedi un sistema meccanico.
 Mostriamo come queste due osservazioni possono essere utilizzate per calcolarele reazioni vincolari di un sistema meccanico.
 Esempio 18. (arco a tre cerniere) Si consideri il sistema formato da due asterigide AC, BC collegate nel loro estremo comune C da una cerniera cilindricamobile. Gli altri estremi A e B delle due aste sono fissati ad un telaio rettilineoorizzontale attraverso due cerniere cilindriche fisse. Nel punto P1 dell’asta BC eapplicata una forza ~F1 e nel punto P2 dell’asta AC e applicata una forza ~F2. Tuttii vincoli sono supposti privi di attrito. Mostriamo come si calcolano le reazionivincolari esercitate dalle cerniere in A e B sulle due aste.
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 Assumiamo dapprima che l’asta AC sia scarica, cioe che su di essa non agi-scano forze attive esterne. In questa ipotesi chiamiamo ~Φ
 (1)A e ~Φ
 (1)C le reazioni
 vincolari esercitate dalle cerniere in A e C sull’asta AC, e chiamiamo ~Φ(1)B la rea-
 zione della cerniera in B sull’asta BC. Poiche il sistema composto dalla sola astaAC e in equilibrio, le reazioni ~Φ
 (1)A e ~Φ
 (1)C devono essere direttamente opposte e
 dirette lungo la retta rAC per A,C.Osserviamo che, per il principio di azione e reazione e poiche il sistema e in
 equilibrio, la cerniera in C esercita sull’asta BC una reazione vincolare opposta aquella che la stessa cerniera esercita su AC.
 Anche il sistema costituito dalla sola asta BC e in equilibrio e su di essa agisco-no le reazioni vincolari ~Φ
 (1)B , −~Φ(1)
 C e la forza ~F1 applicata nel punto P1. Scompo-
 niamo tale forza nel sistema equivalente ( ~f (1)A , A), ( ~f
 (1)B , B), con una componente
 lungo rAC e l’altra applicata in B, vedi Figura 8.2 a sinistra2. Per avere l’equilibriosi ottiene quindi che
 ~Φ(1)A = − ~f (1)
 A , ~Φ(1)B = − ~f (1)
 B .
 Assumiamo adesso che l’asta BC sia scarica e chiamiamo ~Φ(2)B e ~Φ
 (2)C le reazioni
 vincolari esercitate dalle cerniere in B e C sull’asta BC, e ~Φ(2)A la reazione della
 cerniera in A su AC.In modo analogo a prima otteniamo che le reazioni ~Φ
 (2)B e ~Φ
 (2)C devono essere
 direttamente opposte e dirette lungo la retta rBC per B,C. L’asta AC deve purestare in equilibrio sotto l’azione delle reazioni ~Φ
 (2)A , −~Φ(2)
 C e della forza ~F2 applicata
 in P2. Decomponiamo tale forza nel sistema equivalente ( ~f (2)A , A), ( ~f
 (2)B , B), con
 una componente lungo rBC e l’altra applicata in A, vedi Figura 8.2 a destra.All’equilibrio si ottiene quindi
 ~Φ(2)A = − ~f (2)
 A , ~Φ(2)B = − ~f (2)
 B .
 Usando il principio di sovrapposizione degli effetti, per determinare le reazionivincolari ~ΦA e ~ΦB esercitate dalle cerniere in A e B sulle aste AC e BC rispetti-vamente, in presenza di entrambe le forze attive ~F1, ~F2 applicate in P1, P2, bastafare la somma vettoriale delle reazioni vincolari esercitate in A e B nei due casiprecedenti, vedi Figura 8.3. Concludiamo quindi che
 ~ΦA = ~Φ(1)A + ~Φ
 (2)A , ~ΦB = ~Φ
 (1)B + ~Φ
 (2)B .
 2la figura e disegnata nel caso in cui ~F1 non sia parallela alla retta rAC , comunque anche nelcaso ~F1 ‖ rAC si puo scomporre ( ~F1, P1) in un sistema equivalente con le stesse caratteristiche(dimostrarlo!)
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 A+
 B+
 C
 rAC
 P1~F1
 Q1
 ~f(1)A ~f
 (1)B
 ~Φ(1)A
 ~Φ(1)B
 ~Φ(1)C
 A+
 B+
 C
 rBC
 P2~F2
 Q2
 ~f(2)A
 ~f(2)B
 ~Φ(2)A ~Φ
 (2)B
 ~Φ(2)C
 Figura 8.2: Reazioni vincolari in A, B nell’ipotesi che una delle due aste sia scarica.
 A+
 B+
 C
 rAC
 P1~F1
 Q1
 A+
 B+
 C
 rBC
 P2
 ~F2
 Q2
 ~ΦA ~ΦB
 Figura 8.3: Reazioni vincolari esercitate sulle due aste dalle cerniere in A, B inpresenza delle forze ~F1, ~F2.
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Capitolo 9
 Le equazioni cardinali
 Studiamo la dinamica di sistemi composti da punti materiali e corpi rigidi, eventual-mente soggetti ad altri vincoli. Lo studio e svolto utilizzando le equazioni cardinali.Mostriamo inoltre come calcolare le reazioni vincolari, cioe le forze esercitate dai vincolisul sistema per mantenere le restrizioni imposte sulle posizioni e velocita. Trattiamoinfine le equazioni di Eulero per il moto di un corpo rigido con un punto fisso O e ladescrizione del moto dovuta a Poinsot nel caso in cui il momento delle forze esterneripetto ad O sia nullo (moti per inerzia).
 9.1 Equazioni cardinali e moti rigidi
 Richiamiamo le due equazioni cardinali della dinamica per un sistema di N puntimateriali (5.8):
 maB = R(E)
 MQ = −mvQ × vB +N(E)Q
 . (9.1)
 Possiamo usare le equazioni (9.1) per determinare il moto di un corpo rigido, anchesoggetto ad altri vincoli. Consideriamo un esempio semplice e determiniamo leequazioni del moto in diversi modi.
 Esempio 19. In un piano verticale si fissi un sistema di riferimento Σ = Oxyz, conasse Oy verticale ascendente. Studiamo il moto di un’asta omogenea di lunghezza2ℓ e massa m che scivola mantenendo gli estremi sui due assi coordinati Ox,Oy.Assumiamo che il sistema sia soggetto alla forza di gravita, di accelerazione g,e che gli assi coordinati sviluppino le reazioni vincolari Φ1e1,Φ2e2 sugli estremidell’asta. Le componenti Φ1,Φ2 sono incognite. Usiamo come coordinata l’angolo θche l’asta forma con la direzione verticale. La velocita angolare dell’asta e ω = θe3.Siamo interessati a scrivere delle equazioni che abbiano una forma semplice e chesiano equazioni pure, cioe non contengano reazioni vincolari. Scriviamo la secondaequazione cardinale per l’asta facendo tre scelte diverse per il polo Q.
 139
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 i) Q = O, l’origine del riferimento:
 MO = −mvO × vB +NO = NO, (9.2)
 ii) Q = B, il baricentro dell’asta:
 MB = −mvB × vB +NB = NB, (9.3)
 iii) Q = C0, il centro istantaneo di rotazione:1
 MC0= −mvC0
 × vB +NC0= NC0
 . (9.5)
 La iii) e l’unica equazione pura, infatti
 NO = xA × Φ1e1 + xC × Φ2e2 − xB ×mge2 =
 = (−2 cos θΦ1 + 2 sin θΦ2 −mg sin θ)ℓe3,
 NB = (xA − xB)× Φ1e1 + (xC − xB)× Φ2e2 =
 = ℓ(sin θe1 − cos θe2)× (−Φ1e1 + Φ2e2) =
 = (Φ2 sin θ − Φ1 cos θ)ℓe3,
 NC0= (xB − xC0
 )× (−mge2) = xB ×mge2 =
 = mgℓ sin θe3.
 Quindi l’equazione (9.5) appare la scelta piu conveniente; e comunque utile risol-vere il problema nei tre modi diversi.
 Nel caso i), usando la formula fondamentale (6.11), abbiamo
 MO = mxB × vO + IOω. (9.6)
 1Al variare di θ il centro istantaneo di rotazione C0 e un punto sempre diverso in un riferimentosolidale al corpo, oltre che nel riferimento Σ. Le coordinate di C0 in Σ sono
 xC0= 2ℓ(sin θe1 + cos θe2),
 quindi il termine −mvC0× vB e nullo perche
 vC0= 2θℓ(cos θe1 − sin θe2) (9.4)
 e parallelo a vB. Quando usiamo la formula fondamentale (6.11) con il centro istantaneo di rota-zione C0 abbiamo vC0
 = 0, perche stiamo considerando la velocita di un punto solidale al corpo,cioe stiamo calcolando il limite del rapporto incrementale in cui appaiono le coordinate dellostesso punto del corpo a due tempi diversi, quindi non possiamo usare la (9.4). Nell’Esempio 19la confusione tra le due velocita non produce effetti sulla forma dell’equazione, ma non e semprecosı. Questa difficolta nasce dalla notazione utilizzata tradizionalmente, che e la stessa per ledue velocita.
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 Notiamo che qui vO 6= 0 perche corrisponde alla velocita di O come punto solidaleal corpo rigido. Al variare di θ l’origine O ha coordinate diverse in un riferimentosolidale, ma nella (9.6) vO si deve intendere come la velocita di un punto solidale;per calcolarla possiamo usare nuovamente la formula fondamentale:
 vO = vB − ω × xB = 2vB = 2ℓθ(cos θe1 − sin θe2).
 Inoltre, sapendo che
 I(B)3 =
 mℓ2
 3
 e il momento di inerzia dell’asta rispetto all’asse Be3 passante per il suo baricentroe che Oe3 e un asse principale di inerzia, dal teorema di Huygens-Steiner otteniamo
 IOω =4
 3mℓ2θe3.
 Abbiamo dunque
 MO = −2mℓ2θe3 +4
 3mℓ2θe3 = −
 2
 3mℓ2θe3.
 In alternativa si puo calcolare il momento angolare MO come segue:
 MO = MB + xB ×mvB =1
 3mℓ2θe3 −mℓ2θe3.
 In questo modo sparisce l’ambiguita di notazione, che nasceva dal fatto di calcolarela velocita di un punto solidale al corpo (il punto O), ma sempre diverso al variaredi θ. Dalla (9.2) si ottiene
 −23mℓ2θ = (−2 cos θΦ1 + 2 sin θΦ2 −mg sin θ)ℓ. (9.7)
 Possiamo eliminare le reazioni vincolari Φ1,Φ2 dalla (9.7) utilizzando la primaequazione cardinale proiettata lungo e1, e2:
 Φ1 = maB · e1 = mℓ(θ cos θ − θ2 sin θ), (9.8)
 Φ2 −mg = maB · e2 = −mℓ(θ sin θ + θ2 cos θ). (9.9)
 Sostituendo (9.8), (9.9) nella (9.7) otteniamo l’equazione del moto:
 θ =3
 4
 g
 ℓsin θ. (9.10)
 Nel caso ii) abbiamo
 MB = IBω =mℓ2
 3θe3,
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 per cui dalla (9.3) si ottiene l’equazione
 mℓ2
 3θ = (Φ2 sin θ − Φ1 cos θ)ℓ. (9.11)
 Sostituendo (9.8), (9.9) nella (9.11) si ottiene l’equazione del moto (9.10).Nel caso iii) abbiamo
 MC0= MB + (xC0
 − xB)×mvB = MB − xB ×mvB =4
 3mℓ2θe3,
 e dalla (9.5) si ottiene subito l’equazione (9.10).
 Esercizio 13. Si studi il moto di un disco omogeneo di raggio R e massa m cherotola senza strisciare su un piano inclinato di un angolo α rispetto ad un pianoorizzontale.
 Esercizio 14. Si scrivano le equazioni del moto di un sistema costituito da undisco omogeneo di massa M e raggio R e da un’asta omogenea di massa m elunghezza 2ℓ vincolata per un estremo al baricentro G del disco. Il moto si svolgenel piano (x, y) (vedi figura 14), il disco e vincolato a rotolare senza strisciaresull’asse x mentre l’asta puo oscillare liberamente rispetto alla verticale (il vincoloin G e liscio). Si utilizzino coordinate (s, φ) in cui s e l’ascissa del punto del discoa contatto con l’asse x e φ e l’angolo tra l’asta e la verticale.
 .
 φ
 .s
 x
 y
 G
 P B
 Soluzione. Scriviamo la seconda equazione cardinale per la sola asta rispetto alpolo G:
 M(a)G = −vG ×mvB +N
 (a)G .
 Le coordinate del baricentro G del disco sono
 xG = se1 − Re2.
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 Le coordinate della posizione e velocita del baricentro B dell’asta sono
 xB = (s+ ℓ sinφ)e1 + (−R + ℓ cosφ)e2, xB = (s+ ℓφ cosφ)e1 − ℓφ sin φe2.
 Il momento angolare dell’asta rispetto al polo G si puo scrivere nella forma
 M(a)G = M
 (a)B +m(xB − xG)× vB,
 in cuim(xB − xG)× vB = −mℓ(s cosφ+ ℓφ)e3
 ed il momento angolare rispetto al baricentro B e
 M(a)B = −mℓ
 2
 3φe3.
 Si ha inoltre−vG ×mvB = mℓsφ sinφe3,
 eN
 (a)G = (B −G)×mge2 = mgℓ sinφe3.
 Ottengo l’equazione
 −mℓ[
 s cosφ− sφ sinφ+ ℓφ]
 − mℓ2
 3φ = mℓsφ sinφ+mgℓ sinφ,
 che semplificando diventa
 4
 3ℓ φ+ s cosφ = −g sinφ.
 Sia P = P (t) il punto del disco a contatto con l’asse Ox al generico tempo t.Scriviamo la seconda equazione cardinale per il sistema completo (asta e disco)rispetto al polo P :
 M totP = −vP × (MvG +mvB) +N tot
 P = −vP ×mvB +N totP
 Il momento angolare totale rispetto a P si puo scrivere sommando i due momentiangolari del disco e dell’asta:
 M totP = M
 (d)P +M
 (a)P
 dove
 M(d)P = (xG − xP )×MvG +M
 (d)G ,
 M(a)P = (xB − xP )×mvB +M
 (a)B ,
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 in cui(xG − xP )×MvG =MRse3,
 (xB − xP )×mvB = (−mℓ2φ+mℓ cosφ(Rφ− s) +mRs)e3,
 M(d)G =
 MR
 2se3, M
 (a)B = −mℓ
 2
 3φe3.
 Inoltre
 −mvP × vB = mse1 ×−[(s+ ℓφ cosφ)e1 − ℓφ sin φe2] = mℓ sφ sin φe3,
 N totP = (xB − xP )×mge2 = mgℓ sinφe3.
 Mettendo insieme le espressioni precedenti e semplificando otteniamo(
 3
 2M +m
 )
 Rs− 4
 3mℓ2φ+mℓR
 (
 φ cosφ− φ2 sin φ)
 −mℓ s cosφ = mgℓ sinφ.
 9.1.1 Equazioni del moto con la conservazione dell’energia
 Per un corpo rigido discreto, dal teorema dell’energia cinetica abbiamo
 T = Π, (9.12)
 dove
 Π =
 n∑
 h=1
 ~Fh · ~vh =n
 ∑
 h=1
 Fh · [~vO′ + ~ω × (Ph − O′)] = ~R(E) · ~vO′ + ~N(E)O′ · ~ω.
 Nel caso di corpi rigidi continui otteniamo lo stesso risultato usando (6.26) el’ipotesi che la risultante e il momento risultante delle forze interne siano nulli:
 Π =
 ∫
 C
 f(x′) · υ(q, q;x′)dx′ = R(E) · vO′ +N(E)O′ · ω. (9.13)
 Nella scrittura dell’equazione (9.12) si possono quindi usare sistemi di forze equi-valenti a quelli dati, sia per i corpi rigidi discreti che per quelli continui.
 Se le forze esterne sono conservative allora esse ammettono un’energia poten-ziale V e l’energia totale
 E = T + V
 e un integrale primo. Usiamo la conservazione dell’energia per scrivere le equa-zioni del moto del sistema dell’Esempio 19. L’energia cinetica si puo calcolare colteorema di Konig:
 T =1
 2m|vB|2 +
 1
 2ω · IBω =
 2
 3mℓ2θ2.
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 In questo caso le reazioni vincolari sono a potenza nulla, per ogni velocita possibile.L’energia potenziale della forza di gravita e
 V = mgxB · e2 = mgℓ cos θ.
 Derivando rispetto al tempo l’equazione della conservazione dell’energia si ottiene(4
 3mℓ2θ −mgℓ sin θ
 )
 θ = 0.
 Da questa si ottengono due equazioni: la prima, θ = 0, dice semplicementeche l’energia si conserva nelle configurazioni di equilibrio, la seconda ci forniscel’equazione di moto:
 4
 3mℓ2θ −mgℓ sin θ = 0.
 Esercizio 15. Usando la conservazione dell’energia, scrivere l’equazione del motoper un disco che rotola senza strisciare su un piano inclinato.
 9.2 Equazioni di Eulero per il corpo rigido con
 un punto fisso
 Fissiamo un riferimento Σ = O e1e2e3 e scriviamo le equazioni che descrivono ilmoto di un corpo rigido C con un punto fisso O. La seconda equazione cardinalein questo caso e sufficiente per determinare il moto:
 d
 dt~MO
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ= ~NO. (9.14)
 Sia ~ω la velocita angolare del corpo rigido e consideriamo un sistema di riferimentoprincipale Σ′ = Oe′
 1e′2e
 ′3, solidale a C e centrato nel punto fisso O. Assumiamo
 inoltre che Σ′ abbia la velocita angolare di minima norma tra quelle di tutti iriferimenti solidali a C. Dalla relazione
 d
 dt~MO
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ=
 d
 dt~MO
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ′+ ~ω × ~MO
 si had ~MO
 dt
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ′= ~MO × ~ω + ~NO. (9.15)
 Usando la relazione~MO = IO~ω
 otteniamo le equazioni di Eulero
 d
 dt(IO~ω)
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ′= IO~ω × ~ω + ~NO. (9.16)
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 9.3 Moto per inerzia
 Definizione 25. Chiamiamomoti per inerzia o anchemoti di Eulero-Poinsotle soluzioni delle equazioni
 d
 dt(IO~ω)
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ′= IO~ω × ~ω, (9.17)
 cioe le soluzioni delle equazioni di Eulero (9.16) con ~NO = ~0.
 Con le equazioni (9.17) possiamo studiare il moto di un corpo rigido pesante,cioe soggetto alla forza di gravita, vincolato al suo baricentro, ma anche il motodi un corpo rigido pesante libero di muoversi nello spazio. Per quest’ultimo casobasta infatti studiare il moto nel riferimento del baricentro, che quindi diventa unpunto fisso.
 Rappresentiamo la velocita angolare ~ω, il momento angolare ~MO e il momentodella forza ~NO in coordinate nella base B′ = e′
 1, e′2, e
 ′3:
 ~ω =
 3∑
 i=1
 ωi e′i,
 ~MO =
 3∑
 i=1
 Mi e′i =
 3∑
 i=1
 Ii ωi e′i,
 ~NO =
 3∑
 i=1
 Ni e′i.
 Introduciamo anche i vettori
 ω = (ω1, ω2, ω3)T , MO = (M1,M2,M3)
 T , NO = (N1, N2, N3)T .
 Le equazioni (9.17), scritte in coordinate in questa base, diventano
 I1ω1 = (I2 − I3)ω2ω3
 I2ω2 = (I3 − I1)ω3ω1
 I3ω3 = (I1 − I2)ω1ω2
 . (9.18)
 Si puo descrivere la soluzione generale di queste equazioni tramite l’uso di funzionispeciali, vedi [14]. E comunque interessante ottenere una descrizione delle soluzionidal punto di vista geometrico utilizzando solo gli integrali primi della norma delmomento angolare e dell’energia cinetica. Le componentiM1,M2,M3 del momentoangolare nella base B′ in generale non si conservano, ma si conserva la loro normaeuclidea |MO|, in quanto si conservano le componenti di ~MO nella base B e lamatrice di cambiamento di base da B a B′ e una matrice di rotazione. L’energiacinetica si conserva poiche la potenza della reazione vincolare e nulla, infatti
 T = Π = ~R(E) · ~vO + ~N(E)O · ~ω = 0,
 dove ~R(E) e la risultante delle forze esterne e ~N(E)O e il momento risultante delle
 forze rispetto al punto fisso O.Introduciamo la seguente
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 Definizione 26. L’insieme
 EO = O + ~x ∈ E3 : ~x · IO~x = 1si dice ellissoide di inerzia relativo al punto O.
 Le coordinate x = (x1, x2, x3) dei punti dell’ellissoide di inerzia nel riferimento Σ′
 soddisfano la relazioneI1x
 21 + I2x
 22 + I3x
 23 = 1,
 quindi gli assi principali dell’ellissoide sono diretti lungo le direzioni principali diinerzia e le loro lunghezze sono 1/
 √
 Ij, j = 1, 2, 3.
 Proposizione 50. (Poinsot) In un moto per inerzia di un corpo rigido con puntofisso O l’ellissoide di inerzia relativo al polo O rotola senza strisciare su un pianofisso Π perpendicolare al vettore momento angolare ~MO.
 ~MO = IO~ω
 ~ξ = ~ω√2E
 2IO~ξ
 ~ξ
 P
 Π
 O
 Dimostrazione. Sia E il valore costante dell’energia cinetica:
 T =1
 2~ω · IO~ω = E.
 Il punto P = O+ ~ξ, con ~ξ = ~ω/√2E, appartiene all’ellissoide di inerzia EO, infatti
 ~ξ · IO~ξ =~ω · IO~ω2E
 = 1.
 Osserviamo inoltre che:
 1. il piano tangente all’ellissoide nel punto P e ortogonale a ~MO, infatti
 ∇x(x · IOx) = 2IOx
 e, sostituendo ξ = ω/√2E al posto di x, otteniamo
 2IOξ =
 √
 2
 EIOω =
 √
 2
 EMO.
 Quindi 2IOξ, che rappresenta un vettore normale all’ellissoide in P , e paral-lelo al momento angolare, che e costante nel riferimento Σ.
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 2. La distanza di tale piano da O e costante, infatti questa e data da
 ξ ·MO
 |MO|=
 ω ·MO√2E|MO|
 =
 √2E
 |MO|.
 3. La velocita del punto dell’ellissoide a contatto col piano e nulla, infatti l’el-lissoide e solidale al corpo e O~ξ e l’asse istantaneo di rotazione perche da~vO = ~0 e ~ξ ‖ ~ω segue che tutti i punti solidali al corpo su O~ξ hanno velocitanulla.
 Si chiama poloide la curva tracciata sulla superficie dell’ellissoide di inerziadai punti dell’ellissoide a contatto con il piano fisso; si chiama erpoloide la curvatracciata sul piano fisso dai punti del piano Π a contatto con l’ellissoide di inerzia.
 Esaminiamo in dettaglio il caso perfettamente simmetrico (I1 = I2 = I3), ilcaso a simmetria giroscopica (I1 = I2 6= I3) e quello generale (I1 > I2 > I3).
 Caso 1: I1 = I2 = I3 = I
 Ad esempio, questo e il caso di un corpo sferico omogeneo o di un corpo formatoda 8 masse uguali disposte ai vertici di un cubo, vedi Esercizio 9.
 Se la matrice che rappresenta IO nella base principale B′ e un multiplo dell’i-dentita, allora lo e in qualunque altra base. Abbiamo quindi la relazione
 ~MO = I ~ω (9.19)
 Siccome ~MO e un integrale primo nel sistema di riferimento Σ, anche ~ω = ~MO/Ie costante lungo le orbite, quindi il moto per inerzia e un moto rotatorio uniformeattorno a un asse fisso nello spazio (nel riferimento inerziale), che e l’asse istantaneodi rotazione. Questo segue dalla caratterizzazione del campo delle velocita fattanella Sezione 6.2.8, in cui abbiamo dimostrato che ha una simmetria per rotazioneattorno all’asse istantaneo di rotazione.
 In questo caso i vettori ~ω e ~MO sono costanti anche nel sistema di riferimentoΣ′, solidale al corpo.
 Caso 2: I1 = I2 6= I3 (simmetria giroscopica)
 In questo caso ~ω non e piu costante, ma valgono le seguenti proprieta:
 1. ω3 e |~ω| sono costanti;
 2. il momento angolare ~MO, la velocita angolare ~ω e l’asse e′3 sono complanari;
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 3. gli angoli tra due qualsiasi dei vettori ~MO, ~ω, e′3 sono costanti.
 Osservazione 30. La terza proprieta ci dice in particolare che sono costanti lecomponenti del vettore velocita angolare ~ω sui vettori e′
 3 ed ~MO.
 Dimostrazione. Le equazioni di Eulero si scrivono nel modo seguente
 I1ω1 = (I1 − I3)ω2ω3
 I1ω2 = (I3 − I1)ω3ω1
 I3ω3 = 0(9.20)
 dunque otteniamo
 ω3 = costante ω21 + ω2
 2 = costante ,
 per cui e costante anche |ω|.Siano α l’angolo tra ~MO ed ~ω, β l’angolo tra ~ω ed e′
 3 e γ l’angolo tra ~MO ede′3. Scriviamo le espressioni dei coseni di tali angoli:
 cosα =~MO · ~ω| ~MO| |~ω|
 =2E
 | ~MO| |~ω|cos β =
 ω3
 |~ω|
 cos γ =M3
 | ~MO|=
 I3 ω3
 | ~MO|Usando il punto 1., la conservazione dell’energia cinetica e della norma del momen-to angolare otteniamo che cosα e costante. Dal punto 1. segue immediatamenteche anche cos β e costante. La dimostrazione che cos γ e costante si fa in modoanalogo.
 Il fatto che i vettori ~MO, ~ω, e′3 siano coplanari durante il moto si ottiene dalla
 relazione
 det
 I1 ω1 I1 ω2 I3 ω3
 ω1 ω2 ω3
 0 0 1
 = 0
 Proposizione 51. (coni di Poinsot) Si consideri il moto di un corpo rigidocon un punto fisso O avente simmetria giroscopica attorno all’asse e′
 3. Il vettore
 ~ω ruota uniformemente attorno alla direzione fissa del momento angolare ~MO
 descrivendo un cono di rotazione C con velocita angolare costante. Analogamentela traccia di ~ω sul corpo descrive un cono di rotazione C′ con velocita angolarecostante. Considerando C fisso e C′ solidale al corpo rigido, si ha che i due conirotolano l’uno sull’altro senza strisciare.
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 Dimostrazione. Il vettore ~ω descrive un cono in entrambi i sistemi di riferimentopoiche l’angolo tra ~ω ed ~MO e l’angolo tra ~ω ed e′
 3 sono costanti. A questi dueconi, denotati con C e C′, possiamo attribuire un moto considerandoli solidali a Σe Σ′ rispettivamente. Si ottiene che C e C′ rotolano senza strisciare l’uno sull’altropoiche i punti del corpo che si trovano sull’asse passante per O e parallelo ad ~ωhanno tutti velocita nulla (O~ω e l’asse istantaneo di rotazione e ~vO = ~0). Tale assecorrisponde alla retta istantanea di contatto tra i due coni e ha velocita istantaneanulla sia nel sistema di riferimento inerziale che nel riferimento solidale (la derivatatemporale di ~ω fatta nei due riferimenti e la stessa).
 Dimostriamo adesso che il moto di rotazione e uniforme. Posto
 eMO=
 ~MO
 | ~MO|si ha
 ~ω = ω′eMO+ ω′′e′
 3,
 con ω′, ω′′ costanti. Dalle formule di Poisson segue che
 d
 dte′3
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ= ~ω × e′
 3 = ω′eMO× e′
 3.
 Quindi e′3 ruota uniformemente attorno aOeMO
 , costante in Σ, e per la coplanarita
 di e′3, ~ω, ~MO e l’invarianza dell’angolo tra ~ω ed e′
 3 trascina nel suo moto uniformeattorno ad OeMO
 anche ~ω.La dimostrazione del moto rotatorio uniforme di ~ω attorno ad e′
 3 in Σ′ si fa inmodo analogo a partire dall’equazione differenziale
 d
 dteMO
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ′= −~ω × eMO
 = −ω′′e′3 × eMO
 ,
 che segue dalla relazione
 d
 dteMO
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ=
 d
 dteMO
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ′+ ~ω × eMO
 e dal fatto ched
 dteMO
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ= ~0.
 Caso 3: I1 > I2 > I3
 Le equazioni di Eulero (9.17) ammettono sempre gli integrali primi
 |MO|2 = I21ω21 + I22ω
 22 + I23ω
 23,
 T =1
 2(I1ω
 21 + I2ω
 22 + I3ω
 23).
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 Definizione 27. Chiamiamo rotazioni stazionarie le soluzioni ~ωs costanti delleequazioni di Eulero (9.17).
 Ricordiamo che ~ω e costante nel riferimento Σ′ se e solo se e costante in Σ.Dalla (9.17) si vede che se ~ωs e una rotazione stazionaria si ha
 IO~ωs ‖ ~ωs,
 cioe le rotazioni stazionarie sono gli autovettori di IO e quindi sono necessariamenteparallele ad uno degli e′
 j . Si parla dunque di rotazioni stazionarie attorno agli assi
 Oe′1, Oe
 ′2, Oe
 ′3. Dalla relazione ~MO = IO~ωs si ottiene che anche ~MO deve essere
 parallelo ad ~ωs. Quindi in questo caso ~MO e costante anche in Σ′. Per capirela geometria delle traiettorie delle soluzioni di (9.17) consideriamo le equazioni diEulero scritte nella forma
 d
 dt~MO
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ′= ~MO × ~ω. (9.21)
 Siano c2, E i valori degli integrali primi |MO|, T . Le relazioni
 M21 +M2
 2 +M23 = c2,
 M21
 I1+M2
 2
 I2+M2
 2
 I2= 2E
 (9.22)
 rappresentano l’intersezione di una sfera di raggio |c| con un ellissoide di semias-si
 √
 2EIj , j = 1, 2, 3, e individuano le traiettorie possibili per le coordinate(M1,M2,M3) del momento angolare nella base B′. Fissiamo un valore E perl’energia e consideriamo l’insieme delle coordinate (M1,M2,M3) che soddisfano(9.22). Il fatto che questo insieme sia non vuoto e garantito dalle relazioni
 2EI3 ≤ c2 ≤ 2EI1.
 Descriviamo l’insieme delle traiettorie delle soluzioni di (9.18) nei vari casi. Cisono cinque possibilita:
 1) 2EI3 = c2;
 2) 2EI3 < c2 < 2EI2;
 3) c2 = 2EI2;
 4) 2EI2 < c2 < 2EI1;
 5) c2 = 2EI1.
 Nel caso 1) abbiamo due punti di equilibrio sull’asse Oe′3, che corrispondono alle
 rotazioni stazionarie con ~ω parallelo a e′3. Nel caso 2) abbiamo due curve chiuse
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 Figura 9.1: Possibili traiettorie della curva t 7→ MO(t), soluzione di (9.21),ottenute fissando un valore di T e usando valori diversi di |M |.
 attorno all’asse Oe′3. Nel caso 3) abbiamo due punti di equilibrio sull’asse Oe′
 2
 e quattro curve che li congiungono, che corrispondono alle separatrici stabili einstabili delle equazioni (9.21) ristrette all’ellissoide di energia costante. Nel caso4) abbiamo due curve chiuse attorno all’asse Oe′
 1. Nel caso 5) abbiamo due puntidi equilibrio sull’asse Oe′
 1.Osservando le curve disegnate nella Figura 9.1 possiamo concludere che le rota-
 zioni stazionarie attorno agli assi Oe′1 e Oe
 ′3, corrispondenti ai momenti principali
 di inerzia massimo e minimo, sono stabili. Invece, le rotazioni stazionarie attornoa Oe′
 2 sono instabili. La definizione formale di stabilita degli equilibri e enunciatadi seguito.
 9.3.1 Equilibri e stabilita
 Consideriamo un sistema di equazioni differenziali
 x = f (x), x ∈ Rm, m ≥ 1. (9.23)
 Definizione 28. Si definiscono equilibri di (9.23) i punti x0 tali che f (x0) = 0.
 Definizione 29. Un equilibrio x0 e stabile (per tempi positivi) se per ogni intornoU di x0 esiste un intorno V di x0, V ⊆ U , tale che per ogni y ∈ V , la soluzione
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 x(t) = x(t;y) di (9.23) con condizione iniziale x(0) = y soddisfa
 x(t;y) ∈ U, ∀y ∈ V, ∀ t ≥ 0.
 Descriviamo due esempi standard di equilibri di sistemi autonomi piani lineari:uno stabile, l’altro instabile.
 Esempio 20. (centro) Il sistema
 x = −y, y = x (9.24)
 ha l’origine (x, y) = (0, 0) come unico equilibrio. Inoltre esso ammette l’integraleprimo
 G(x, y) = x2 + y2,
 infattiG(x, y) = 2(xx+ yy) = 2(−xy + yx) = 0,
 per cui le traiettorie delle soluzioni diverse dall’equilibrio sono circonferenze cen-trate nell’origine. Questo ci permette di dire che l’origine e stabile.
 Esempio 21. (sella) Il sistema
 x = −x, y = y (9.25)
 ha l’origine (x, y) = (0, 0) come unico equilibrio. Inoltre esso ammette l’integraleprimo
 G(x, y) = xy,
 infattiG(x, y) = xy + xy = −xy + xy = 0,
 per cui le traiettorie delle soluzioni diverse da quelle che giacciono sugli assicoordinati sono delle iperboli. Questo ci permette di dire che l’origine e instabile.
 9.4 Effetto giroscopico
 Si consideri un corpo rigido a simmetria giroscopica, con un punto fisso O emomenti principali di inerzia Ij, con I1 = I2 6= I3
 Se il corpo e omogeneo, per esempio una trottola, l’asse Oe′3 corrisponde al suo
 asse di simmetria (asse giroscopico). Introduciamo la componente della velocitaangolare ~ω ortogonale a tale asse:
 ~ω⊥ = ω1e′1 + ω2e
 ′2.
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 Il momento angolare rispetto ad O si puo scrivere
 ~MO = I1~ω⊥ + I3ω3e
 ′3
 Supponiamo che la componente lungo e′3 del momento delle forze attive esterne
 rispetto ad O sia nulla:N3 = NO · e′
 3 = 0.
 L’equazione di bilancio del momento angolare diventa quindi
 d
 dt~MO
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ
 =d
 dt(I1~ω
 ⊥ + I3ω3e′3)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ
 = ~NO = ~N⊥O = N1e
 ′1 +N2e
 ′2. (9.26)
 Le equazioni di Eulero si scrivono
 Iω1 = (I1 − I3)ω2ω3 +N1
 Iω2 = (I3 − I1)ω3ω1 +N2
 I3ω3 = 0
 Consideriamo le condizioni iniziali
 ω1(0) = ω2(0) = 0, ω3(0)≫ 1.
 Osserviamo che, anche se in generale non si avra ω1(t) = ω2(t) = 0 per ogni t > 0,in questo caso si potra assumere che
 ~ω⊥ ≃ ~0 (9.27)
 almeno per un certo intervallo di tempo. Dato che ω3(t) = ω3(0), ∀t > 0, perl’ipotesi (9.27) possiamo approssimare l’equazione (9.26) con
 I3ω3(0)d
 dte′3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 Σ
 = ~N⊥0 . (9.28)
 Dalla (9.28) segue che, se ~F e una forza applicata in un punto P dell’assegiroscopico Oe′
 3, quest’ultimo non si sposta nella direzione della forza ma nella
 direzione di ~N⊥O , ad essa perpendicolare (tendenza al parallelismo).
 Dalla (9.28) segue anche che per provocare un determinato spostamento del-l’asse giroscopico e necessario un momento delle forze attive di norma tanto piugrande quanto piu e grande ω3(0) (tenacia dell’asse giroscopico).
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