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            I N Ž E N J E R S K A M A T E M A T I K A 1 ________________________________________________________ Lakše je naučiti matematiku nego raditi bez nje. ( B U S E ) P r e d a v a n j a z a p r v u s e d m i c u n a s t a v e (u akademskoj 2010/2011. godini) G L A V A 1 UVOD: PRIPREMNI MATERIJAL U ovom poglavlju izložit ćemo samo neke dijelove pripremnog materijala, prvenstveno osnovne matematičke oznake i termine koji se koriste u daljnjem izlaganju kursa Inženjerska matematika 1, a za koje se inače pretpostavlja da su studentu uglavnom poznati iz srednje škole ili da će ih upoznati u uvodnom dijelu kursa Linearna algebra i geometrija. Cilj kursa Inženjerska matematika 1 je da se uvedu osnovni pojmovi, prikažu glavne ideje i osnovni rezulati diferencijalnog i integralnog računa za realne funkcije jedne realne promjenljive, te da se pokaže tipična logička struktura matematskog jezika, razvije navika za nužnu strogost pri razmatranju i provjeri hipoteza, kao i da se konsolidira znanje iz elementarne matematike. § 1.1. Iskazi i predikati. Simboli matematičke logike Cjelokupno ljudsko saznanje počinje sa opažanjima, odatle ide ka pojmovima i završava se idejama. ( K A N T ) U svakoj znanosti, osim riječima iz svakodnevnog života (čije nam je značenje dobro poznato), koriste se i razne "stručne riječi" (izrazi ili termini). Svaki pojam izražen nekim stručnim terminom treba na neki način objasniti, definirati koristeći se pri tom drugim, poznatim ili jednostavnijim pojmovima. No, jasno je da lanac objašnjavanja jednog pojma drugim mora imati svoj kraj. Taj lanac prestaje kad dođemo do nekog pojma koji ne možemo objasniti jednostavnijim pojmom. Tako se u osnovnoj školi dolazi do pojma skupa, tačke, prave itd. Tada jedino preostaje da takve pojmove objasnimo tako da navodimo primjere iz svijeta oko nas koji će nam omogućiti da shvatimo šta se pod tim pojmovima podrazumijeva. Takve pojmove nazivamo osnovnim pojmovima. Isto tako kao što svaki pojam nije moguće definirati, ne može se ni svaka tvrdnja dokazati. Neke tvrdnje moramo prihvatiti kao istinite bez dokaza i takve tvrdnje zovu se osnovne tvrdnje ili aksiomi. Pomoću njih i/ili definicija 
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I N Ž E N J E R S K A M A T E M A T I K A 1 ________________________________________________________
 Lakše je naučiti matematiku nego raditi bez nje.
 ( B U S E )
 P r e d a v a n j a z a p r v u s e d m i c u n a s t a v e
 (u akademskoj 2010/2011. godini)
 G L A V A 1 UVOD: PRIPREMNI MATERIJAL
 U ovom poglavlju izložit ćemo samo neke dijelove pripremnog materijala, prvenstveno osnovne matematičke oznake i termine koji se koriste u daljnjem izlaganju kursa Inženjerska matematika 1, a za koje se inače pretpostavlja da su studentu uglavnom poznati iz srednje škole ili da će ih upoznati u uvodnom dijelu kursa Linearna algebra i geometrija.
 Cilj kursa Inženjerska matematika 1 je da se uvedu osnovni pojmovi, prikažu glavne ideje i osnovni rezulati diferencijalnog i integralnog računa za realne funkcije jedne realne promjenljive, te da se pokaže tipična logička struktura matematskog jezika, razvije navika za nužnu strogost pri razmatranju i provjeri hipoteza, kao i da se konsolidira znanje iz elementarne matematike.
 § 1.1. Iskazi i predikati. Simboli matematičke logike
 Cjelokupno ljudsko saznanje počinje sa opažanjima, odatle ide ka pojmovima i
 završava se idejama. ( K A N T )
 U svakoj znanosti, osim riječima iz svakodnevnog života (čije nam je značenje dobro
 poznato), koriste se i razne "stručne riječi" (izrazi ili termini). Svaki pojam izražen nekim stručnim terminom treba na neki način objasniti, definirati koristeći se pri tom drugim, poznatim ili jednostavnijim pojmovima. No, jasno je da lanac objašnjavanja jednog pojma drugim mora imati svoj kraj. Taj lanac prestaje kad dođemo do nekog pojma koji ne možemo objasniti jednostavnijim pojmom. Tako se u osnovnoj školi dolazi do pojma skupa, tačke, prave itd. Tada jedino preostaje da takve pojmove objasnimo tako da navodimo primjere iz svijeta oko nas koji će nam omogućiti da shvatimo šta se pod tim pojmovima podrazumijeva. Takve pojmove nazivamo osnovnim pojmovima. Isto tako kao što svaki pojam nije moguće definirati, ne može se ni svaka tvrdnja dokazati. Neke tvrdnje moramo prihvatiti kao istinite bez dokaza i takve tvrdnje zovu se osnovne tvrdnje ili aksiomi. Pomoću njih i/ili definicija
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 dokazujemo dokazne tvrdnje (teoreme, stavove, poučke); dokazujući da su one logička posljedica aksioma i definicija i, eventualno, već dokazanih tvrdnji.
 Općenito se pod pojmom logika podrazumijeva nauka o metodama (načinima, postupcima, zakonima) mišljenja (zaključivanja, rasuđivanja). Matematička logika je onaj dio logike u kojem se dominantno primjenjuje matematički aparat radi izvođenja prvenstveno matematičkih rasuđivanja (zaključivanja). Dio matematičke logike koji proučava iskaze (izjave, logičke sudove) naziva se logika iskaza (Booleova algebra iskaza, iskazni račun, račun izjava) i moguće ju je zasnovati aksiomatski. Međutim, za potrebe i ciljeve ovog kursa dovoljno je to učiniti intiuitivno, opisno (na zadovoljavajući, popularan način). U tom smislu, u logici iskaza polazimo od jednog skupa – označimo ga sa I – čije elemente nazivamo iskazima i pretpostavljamo da svaki iskaz ima jednu i samo jednu od osobina :
 (i) istinit je (tačan je), (ii) lažan je (netačan je , neistinit je).
 Iskazi se obično označavaju malim slovima latinice : p, q, r, ... (sa ili bez indeksa).
 Iskazna logika može imati razne interpretacije (realizacije). Jedna od njih je da iskaze interpretiramo kao smislene rečenice nekog govornog jezika (npr. engleskog jezika) koje mogu biti samo istinite ili samo lažne. U matematici se istinit iskaz naziva stav (tvrdnja, teorema).
 Primjer 1.1.1.
 a) "Broj 2 je veći od broja 1" primjer je iskaza i to istinitog. b) "Broj 1232 + je prost broj" primjer je lažnog iskaza jer je
 , tj. 67004176411232 ⋅=+ 1232 + nije prost broj nego složen broj. c) Upitne rečenice nisu iskazi.
 Svojstva istinitosti i lažnosti nazivaju se jednim imenom istinitosne vrijednosti
 iskaza. Činjenica da je tačan označava se sa Ip∈ τ (p) = T ili ( ) 1=pτ , a činjenica da je lažan označava se sa Iq∈ ( ) =⊥qτ ili ( ) 0=qτ . Da bi se pravila razlika između iskaza i
 njegove vrijednosti istinitosti, ponekad se iskazi označavaju velikim slovima, a odgovarajuće vrijednosti istinitosti malim slovima.
 Iz pojedinih iskaza (tj. od elemenata skupa I ) tvorimo nove složene iskaze
 povezujući polazne iskaze veznicima, odnosno negirajući ih. Konjunkcija qp ∧ (ili ) dvaju iskaza qp & qp, je složeni iskaz, nastao
 povezivanjem iskaza qp, veznikom i za koji se upotrebljava simbol ∧ (ili ). Po definiciji iskaz istinit je ako i samo ako su oba iskaza istinita ;
 &qp ∧ qp, qp ∧ se čita "p i q" (ili "p
 et q"). Primjer 1.1.2. Ako imamo iskaze p: "Broj 5 je veći od broja 10", q: "Kroz svake dvije
 različite tačke ravni prolazi jedna prava", onda je p lažno, q istinito, pa je lažno. qp ∧ Disjunkcija (uključna, inkluzivna disjunkcija) je složeni iskaz, koji je lažan
 ako i samo ako su oba iskaza lažna ; se čita "p ili q" (ili "p vel q"; vel latinski znači ili, pri čemu se mogućnosti o kojima je riječ ne isključuju).
 qp ∨qp, qp ∨
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 Primjer 1.1.3. Za odabrane p, q kao u primjeru 1.1.2. konjunkcija qp ∨ je istinit
 iskaz. Implikacija qp ⇒ je složeni iskaz koji je lažan ako i samo ako je iskaz p istinit i
 iskaz lažan, a istinit u svim drugim slučajevima; čita se "p povlači q" (ili "p implicira q" ili "ako p onda q"). Za iskaz
 qpq ⇒ kažemo da je obrat iskaza qp ⇒ . Ako je iskaz qp ⇒
 istinit, onda govorimo : p je dovoljan uslov za q, ili q je potreban uslov za p. Ekvivalencija qp ⇔ je složeni iskaz koji je istinit ako i samo ako su oba iskaza
 qp, istinita, ili kada su oba lažna; čita se "p je ekvivalentno sa q" ili "p je ako i samo ako je q". Kaže se da je uslov p ekvivalentan uslovu q ako je istinito ( ) ( )pqqp ⇒∧⇒ . Tada se još kaže : "p je potreban i dovoljan uslov za q" ili "q vrijedi akko *) vrijedi p".
 Negacija ¬ p (ili p ili ) je iskaz koji je istinit akko je iskaz p lažan i koji je
 netačan akko je iskaz p tačan; čita se "nije p" (ili "ne p" ili "non p"). p′
 Često se koriste i složeni iskazi : ekskluzivna (isključna) disjunkcija qp∨ (čita se "ili
 p ili q"), pri čemu je ( )′⇔=∨ qpqp ; Shefferova operacija (čita se "p šefer q"), gdje
 je ; Pirsova (ili Lukasiewiczeva) operacija (čita se "p pirs q" ili "p
 lukašjevič q"), za koju vrijedi
 qp ↑
 ( ′∧=↑ qpqp ) qp ↓
 ( )′∨=↓ qpqp .
 Pomoću uvedenih logičkih operacija (odnosno simbola matematičke logike) moguće je formirati, takođe i složene iskaze (iskazne formule) koji zavise ne samo od dva već i od proizvoljnog (konačnog) broja polaznih iskaza, pri čemu polazne iskaze smatramo specijalnim slučajevima složenih iskaza. Za iskaznu formulu F (složeni iskaz) kažemo da je tautologija (identički istinita) akko je ( )Fτ =T za sve vrijednosti svih njenih iskaznih slova (iskaza).
 Razmotrimo rečenicu "Broj x je djeljiv sa y.". U toj rečenici nisu određeni x i y, pa se ne može utvrditi ni da je ona istinita ni da je lažna. Zato ta rečenica i nije iskaz. Međutim, ako zamijenimo za x i y određene brojeve, dobit ćemo iskaz. Za ovakve rečenice kažemo da su iskazne (izjavne) ili Booleove funkcije, za x i y da su (predmetne) promjenljive veličine (varijable), a za odnos među njima kojeg iskazna funkcija izriče da je predikat. Ako u prethodnom primjeru predikat "... je djeljiv sa ..." označimo sa P, navedena iskazna funkcija može se zapisati u obliku . U tom slučaju kažemo da imamo dvodimenzionalni (dvomjesni) predikat (ili predikat dužine 2). Opštije, predikat može biti i n – dimenzionalni (predikat dužine n) za n∈No, No = 0, 1, 2, ... pri čemu se pod predikatima dužine 0 smatraju prosti iskazi (tj. elementi skupa I).
 ( yxP , )
 Koristeći pojam preslikavanja (funkcije) /koji ćemo u narednom paragrafu i definirati/, gornju opisnu definiciju predikata možemo precizirati na sljedeći način: predikat dužine , (n∈N, N = 0, 1, 2, ... ), definiran na skupu Sn (= S x S x ... x S = (x1, ... ,xn): xi∈S, i = 1, 2, ... , n), je funkcija od n nezavisno promjenljivih. Analogno kao i iskazni račun i predikatski račun se može razviti, a i aksiomatski zasnovati.
 n
 ISP n →:
 Primjena neodređenih zamjenica (operacija) svaki (oznaka ∀ ) i neki (postoji)
 (oznaka ) na sve varijable iskazne funkcije prevodi iskaznu funkciju u iskaz. Te operacije se ∃
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 zovu kvantori (kvantifikatori) i to operacija ∀ se zove univerzalni kvantor, a operacija ∃ egzistencijalni kvantor.
 (Formalnije se pojam univerzalnog, a analogno i egzistencijalnog kvantora definira ovako: Neka je bilo koji predikat dužine 1, definiran na datom skupu S. Tada pod univerzalnim kvantorom koji označavamo sa
 ( )xP∀ , podrazumijevamo operaciju koja predikatu
 pridružuje iskaz "Svaki ( )xP x ima svojstvo ( )xP " koji je tačan akko je predikat ( )xP identički istinit predikat na S.)
 Ako je iskazna funkcija, te je iskaz ( )xP ( )aP tačan za proizvoljno odabran koji dolazi u obzir, onda je tačan i iskaz
 a( ) ( )xPx∀ (pravilo generalizacije). Od date izjavne
 funkcije mogu se formirati iskazi ( yxP , ) ( ) ( ) ( )yxPxy ,∃∀ . Često se upotrebljavaju i kvantori ograničenog opsega ( , odnosno )Xx∈∀ ( )Yy∈∃ .
 Primjer 1.1.4. Ako je predikat dužine 1, definiran na N sa : "x je prost broj",
 onda je : "Svaki x je prost broj" netačan iskaz (( )xP
 ( ) ( )xPx∀ ∀ vezuje promjenljivu x), dok je : "Postoji x koji je prost broj" tačan iskaz. ( ) ( )xPx∃
 Ako je data iskazna formula, onda je njena istinitosna vrijednost potpuno određena
 istinitosnim vrijednostima (prostih) iskaza koji je obrazuju. Npr., ako sa ( )qpFF ,= označimo iskaznu formulu ( ) ( )pqqp ′⇒′⇔⇒ (zakon kontrapozicije), onda istinitosna vrijednost formule zavisi od istinitosnih vrijednosti iskaza ( qpFF ,= ) qp, na način prikazan sljedećom tablicom (koju zovemo istinitosna tablica formule ). ( )qpFF ,=
 ( )pτ ( )qτ ( )qp ⇒τ ( )p′τ ( )q′τ ( )pq ′⇒′τ ( )Fτ T T T ⊥ ⊥ T T T ⊥ ⊥ ⊥ T ⊥ T ⊥ T T T ⊥ T T ⊥ ⊥ T T T T T
 Dakle, ( ) =Fτ T bez obzira kakve su vrijednosti iskaza qp, , pa je iskazna formula
 tautologija. ( ) ( pqqp ′⇒′⇔⇒ )
 )
 Zadatak 1.1.1. Bez upotrebe tablice istinitosti, dokazati zakon kontrapozicije. Dokaz : Označimo sa formulu ( qpL , qp ⇒ , a sa ( )qpD , formulu . Tada
 imamo : je netačno akko je pq ′⇒′
 ( qpL , ) ( ) =pτ T i ( ) =⊥qτ , a tačna u svim drugim slučajevima. Formula je netačna akko je ( qpD , ) ( ) =′qτ T i ( ) =⊥′pτ , a tačna u svim drugim slučajevima. Ovo znači isto što i ( )qpD , je netačno akko je ( ) =⊥qτ i ( ) =pτ T, a tačno u svim drugim slučajevima. Otuda slijedi da je formula ( )qpLL ,= netačna akko je netačna i
 je tačna akko je formula ( qpDD ,= )
 )( qpLL ,= ( )qpDD ,= tačna. To znači da je tautologija (tj. F je tautologija).
 DL ⇔
 Zadatak 1.1.2. Sa i bez upotrebe tablica istinitosti, dokazati tzv. pravilo otkidanja
 (modus ponens) ( )( ) qqpp ⇒⇒∧ i De Morganove zakone ,
 .
 ( ) qpqp ′∨′⇔′∧
 ( ) qpqp ′∧′⇔′∨
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 Dokaz : Dokazuje se potpuno analogno kao i zakon kontrapozicije.
 Zadatak 1.1.3. Ispitati da li je formula ((p q) r)⇒ ⇒ ⇔ p tautologija ili identički neistinita.
 Rješenje : Tablica istinitosti date formule je:
 p q r qp ⇒ rqp ⇒⇒ )( prqp ⇔⇒⇒ ))((T T T T T T T T ⊥ T ⊥ ⊥ T ⊥ T ⊥ T T T ⊥ ⊥ ⊥ T T ⊥ T T T T ⊥ ⊥ T ⊥ T ⊥ T ⊥ ⊥ T T T ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ T ⊥ T
 Iz posljednje kolone slijedi da data formula nije ni tautologija (identički tačna) ni
 identički netačna. Primijetimo da gornja formula ima tri promjenljive p, q, r i da njena istinitosna
 tablica ima 23 = 8 vrsta (broj kolona iskazne formule zavisi od njene strukture). Općenito, ako neka iskazna formula ima n promjenljivih, onda njena tablica istinitosti
 ima 2n vrsta. Osim opisane interpretacije logike iskaza (u kojoj se iskazna slova interpretiraju kao
 rečenice nekog govornog jezika), postoje i mnoge drugačije interpretacije (relejno prekidačka interpretacija, modulo 2 interpretacija, aritmetička interpretacija, skupovna interpretacija i dr.).
 U relejno-prekidačkoj interpretaciji iskazna slova p, q, r, ... interpretiramo kao relejne prekidače, a simbole T, interpretiramo redom kao uključen, isključen. Negacije iskaznih slova, tj. formule p', q', ... interpretiramo također kao relejne prekidače. Iskaz p' koji odgovara električnom kolu u kojem pri položaju prekidača na „isključeno“ gori sijalica, i obrnuto, predstavljaju negaciju iskaza kojem odgovaraju električna kola na sl. 1.1.1. i 1.1.2. i prikazan je na slici 1.1.3.
 ⊥
 Ako su p, q iskazna slova, onda qp ∧ i qp ∨ redom interpretiramo kao sljedeće relejne mreže (strujna kola, strujni/električni krugovi):
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 Budući da se simboli ∨↓↑⇔⇒ ,,,, qpqp mogu izraziti pomoću simbola , ¬ ∧ , (jer je
 ∨qp ⇒ ekvivalentno sa , qp ∨¬ qp ⇔ ekvivalentno sa ( qp ⇒ ) (∧ pq ⇒ ), itd.), to
 se lako vidi kako izgledaju strujni krugovi koji odgovaraju formulama qp ⇒ , qp ⇔ , ... . Zadatak 1.1.4.* Potrebno je da se osvjetljenje nekog stepeništa reguliše pomoću dva prekidača, jednog dole i jednog gore. Okrećući bilo koji prekidač zahtijevamo da se može upaliti ili ugasiti osvjetljenje. Formirajte tablicu koja daje rješenje postavljenog problema, a zatim napišite odgovarajuću Booleovu jednačinu za taj problem i nacrtajte električni krug (kolo struje) koji odgovara toj jednačini.
 § 1.2. Skupovi, relacije i preslikavanja
 Nauka o čistoj matematici u svom savremenom razvoju može se smatrati najoriginalnijim
 stvaranjem ljudskog duha.
 (V A J T H I D )
 U ovom paragrafu opisujemo neka osnovna svojstva skupova i operacija s njima, te dajemo pregled pojmova binarne relacije, relacije ekvivalencije, relacije poretka, maksimuma (minimuma) i supremuma (infimuma) skupa, preslikavanja (funkcije), kompozicije preslikavanja, inverznog preslikavanja i binarne operacije; daju se i najjednostavnije veze među tim pojmovima. Pri tome se oslanjamo na intuitivnu predodžbu skupa, čime smo se odlučili na tzv. naivnu teoriju skupova. To smo učinili svjesno, imajući na umu cilj ovog kursa (a i činjenicu da je studentima tehnike matematika sredstvo, a ne cilj studija), tj. vodeći računa da je za potrebe ovog kursa dovoljno uzeti onaj nivo strogosti koji se u teoriji skupova naziva naivna teorija skupova.
 U cilju striktnog aksiomatskog fundiranja običnih matematičkih teorija (tj. onih koje su
 izložene običnim jezikom) uveden je u matematičkoj logici pojam formalne teorije kao izvjesne matematičke teorije izložene posebnim simboličkim jezikom koji je izgrađen specijalno za tu teoriju, pri čemu je formalizovan i način zaključivanja. Ostale matematičke teorije nazivaju se obične ili opisne teorije. U opisnim teorijama nije eksplicitno naveden način zaključivanja, već se on podrazumijeva i sastoji se od uobičajenih zakona pravilnog zaključivanja koje se stiče praksom. Razvijanje formalne teorije liči na neku igru koja se odvija po izvjesnim pravilima (npr. šah). Jedan od razloga za razvijanje formalnih teorija bila je pojava paradoksa u teoriji skupova početkom XX vijeka. Formalnim zasnivanjem teorije __________________ *) Zadatak zadavan za Domaću zadaću iz IM1.
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 je pojava paradoksa u teoriji skupova početkom XX vijeka. Formalnim zasnivanjem teorije skupova i nekih drugih fundamentalnih matematičkih oblasti nastojalo se da se uočeni paradoksi eliminišu i eventualno utvrdi neprotivrječnost tih teorija. Time bi se cijela matematika (sve matematičke nauke) postavila na čvršće temelje.
 Teorija skupova je nastala krajem IX vijeka kao opisna matematička teorija. Njen tvorac
 je bio njemački matematičar Georg Cantor (1845-1918). On je dao i opisnu ''definiciju'' pojma skupa: Skup je objedinjenje izvjesnih elemenata u jednu cjelinu.
 U svojim prvim istraživanjima Cantor se nije eksplicitno pozivao na neke aksiome o
 skupovima. Međutim, analizom njegovih dokaza može se zaključiti da se skoro sve teoreme koje je on dobio mogu izvesti iz slijedećih aksioma:
 (I) Aksioma o jednakosti dva skupa. Dva skupa su jednaka akko imaju iste elemente. (II) Aksioma apstrakcije. Za unaprijed zadato svojstvo postoji skup čiji su elementi upravo oni (objekti) koji imaju to svojstvo.
 (III) Aksioma izbora. Za unaprijed zadato svojstvo postoji bar jedna funkcija čiji su originali neprazni podskupovi tog skupa, a slike su elementi originala.
 Teorija skupova izgrađena na ovim aksiomama je protivrječna. Aksiomu apstrakcije prvi je formulisao G. Frege (1893), a B. Russell je 1901. godine iz te aksiome izveo kontradikciju posmatranjem skupa svih skupova koji imaju svojstvo da nisu sami sebi elementi. Ta kontradikcija je poznata pod nazivom Russellov paradoks i sastoji se u slijedećem:
 Neka je U skup svih skupova S koji nisu sami sebi elementi, tj. neka je U : = S | S∉S. (Npr., skup 0,1 nije sam sebi element, jer 0,1∉0,1.) Može se postaviti pitanje da li je U∈U. Ako se pretpostavi da je U∈U, onda je u tom slučaju U jedan od skupova za koje važi S∉S, odnosno elemenata skupa U, pa ima svojstvo U∉U. Međutim, iz pretpostavke U∉U slijedi da je U jedan od skupova S za koje je S∉S, pa je U∈U. Dakle, postoji kontradikcija.
 Raznim programima revizije teorije skupova otklonjene su uočene protivrječnosti, ali nije dokazano da se nove protivrječnosti ne mogu pojaviti. U nekim programima revizije teorije skupova pojavljuje se pojam klase kao osnovni i općenitiji od pojma skupa. Za dvije klase A, B važi A∈B ili A∉B. Klase koje su elementi drugih klasa nazivaju se skupovi. Ovakvim definicijama obezbjeđuje se da skupovi ne mogu biti tako opsežni objekti (preopširni, prebogati), što i dovodi posredstvom aksiome apstrakcije do kontradikcije.
 Ako se opisna teorija skupova (koja se često naziva i naivna teorija skupova) primjenjuje sa izvjesnom opreznošću, ona ne dovodi do paradoksa. Naime, do poteškoća ne dolazi ako se ograničimo na skupove sadržane u nekom zadanom skupu (tzv. univerzalnom skupu), što je u svakom pojedinačnom razmatranju dovoljno .
 1.2.1. Skupovi
 Pojmovi skup i elementi skupa se obično ne definišu, već se uzimaju kao osnovni. Opisno se kaže: ''Skup je objedinjenje nekog mnoštva elemenata u jednu cjelinu.'' No, ovo se ne može shvatiti kao precizna matematička definicija. Često se umjesto termina skup koriste razni sinonimi∗), kao što su, npr., mnoštvo, množina, klasa, familija, kolekcija i sl. U ovom kursu pojam skupa smatramo kao poznat. Ne upuštajući se u njegovu definiciju i poteškoće logičke prirode koje se mogu pojaviti zbog ''komotnog'' shvatanja pojma skup, mi ćemo skup shvatiti kao neku cjelinu sastavljenu od određenih objekata. Ti objekti su (tačke, elementi, odnosno
 ∗) Iz stilskih i/ili drugih razloga.
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 članovi) posmatranog skupa. Bitno je pri tome da za svaki objekt x nastupa tačno jedna od ove dvije mogućnosti.
 (i) ''x je element skupa X'', tj. x pripada skupu X, što bilježimo simbolički x∈X; (ii) ''x nije element skupa X'', tj. x ne pripada skupu X, što bilježimo simbolički x∉X.
 Činjenica, data sa (i) i (ii), kojom se ističe odnos skupa i njegovih elemenata toliko je
 bitna da je svaki skup posve (potpuno) određen svojim elementima. Drugim riječima, dva skupa X, Y su jednaka akko su sastavljena od istih elemenata, tj.
 X=Y⇔ YxXx ∈⇔∈∀( ). (1.2.1) Među skupove ubrajamo i tzv. prazan skup ili vakuum. To je skup koji nema uopšte
 elemenata. Za dva skupa X, Y koji uopšte nemaju elemenata formalno je tačna desna strana ekvivalencije (1.2.1), pa je ispravno reći da postoji samo jedan prazan skup. Taj skup označava se sa ∅ (precrtano O) i može se definirati, npr., pomoću ∅ = x | x x. ≠
 Za označavanje skupova koriste se najčešće (sa ili bez indeksa) velika slova latinice A, B, C, ... , X, Y, Z, ... . Za neki skup, recimo S, kažemo da je dobro definisan (određen) akko za svaki objekt a možemo ustanoviti je li a∈S ili nije.
 Skup X najčešće se opisuje (zadaje) nekim svojstvom P (predikatom), tako da elementima skupa X smatramo sve objekte x koji u datim okolnostima dolaze u obzir, a imaju svojstvo P. Tada pišemo X = x | x ima svojstvo P ili X = x | P(x) (ili X = x : P(x)) i čitamo: ''X je skup svih elemanata x sa svojstvom P''. Možemo, npr., posmatrati skup svih studenata nekog univerziteta, skup svih elipsi u ravni, skup X dat sa X = x | x∈R, x2 > 1 (= ili skup X := x | x∈R
 )),1()1,( +∞∪−∞
 0<∧ x ( ), gdje je R (kao i inače) skup (svih) realnih brojeva. ≠ ∅ Ako je skup X sastavljen, npr., od elemenata a, b, c, d, e, f, onda se piše X = a, b, c, d, e,
 f . No, na ovaj način, tj. potpunim nabrajanjem svih elemenata koji pripadaju (posmatranom) skupu, mogu se, u principu, predstaviti samo skupovi sa konačno mnogo elemenata (mada i kod ovakvih skupova nailazimo na teškoće ako je broj elemenata posmatranog skupa velik). U tom smislu, ako je X sastavljen od elemenata x1, x2, ... , xn, onda se piše X =x1, x2, ... , xn.
 Kažemo da je skup X podskup ili dio skupa Y, što označavamo sa X Y, (čita se: ''X je sadržan u Y ''), odnosno da je Y nadskup skupa X ili da sadrži X (kao svoj dio, a ne kao element), i to označavamo sa Y X (čita se ''Y sadrži X ''), ako je svaki element skupa X ujedno i element skupa Y. Prema tome, vrijedi
 ⊆
 ⊇
 X Y Y X ⊆ ⇔ ⊇ ⇔ (∀ x) (x∈X x⇒ ∈Y). (1.2.2) Iz definicija (relacija) jednakosti i inkluzije ( , odnosno ⊆ ⊇ ) za skupove je jasno da je X = Y (X ⊆Y ⇔ ∧ X ⊇ Y). (1.2.3) Ako skupovi X i Y nisu jednaki, onda se kaže da su oni različiti i piše se X Y. Nadalje,
 kaže se da je X pravi podskup skupa Y, a Y pravi nadskup skupa X, ako je X Y i X ≠⊆ ≠ Y,
 što se ponekad označava sa X Y, odnosno Y⊂ ⊃ X, (no, napomenimo da se u nekoj literaturi umjesto oznake koristi oznaka .) Prazan skup ⊆ ⊂ ∅ je podskup svakog skupa.
 Često se neki podskup X skupa Y zadan kao skup svih elemenata y Y koji imaju neko svojstvo P i to se simbolički piše X = y
 ∈∈Y : P(y).
 Za dati skup X posmatra se skup svih podskupova skupa X. Taj skup naziva se partitivni skup (ili bulean) skupa X i označava se sa P(X) ili 2X. Dakle, P(X) : = A : A⊆X. Kako je
 X i X X, sigurno je , X∈ P(X). ∅ ⊆ ⊆ ∅U mnogim razmatranjima ograničavamo se samo na skupove sadržane u nekom zadanom
 (fiksiranom) skupu. Taj skup zove se univerzalni skup i označava se najčešće sa U ili sa I. Takav skup znači ima osobinu da je A⊆U (ili, što je isto, A∈P(U)) za sve skupove A sa kojima operišemo u datom problemu (odnosno, u okviru neke teorije). Ovakvim ograničavanjima se izbjegavaju upotrebe termina ''skup svih skupova'' , a time i poteškoće ,
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 odnosno kontradikcije do kojih dolazi promatranjem i operiranjem s tako opsežnim objektom (pokazalo se da svi skupovi ne tvore skup već opštiji pojam koji se zove klasa). Univerzzalni skup zove se još i univerzum i on se često izostavlja u govoru i pisanju, ai se uvijek pretpostavlja. Primijetimo da je univerzum relativan i da se on definiše za svaki konkretan slučaj. Npr., u elementarnoj planimetriji U je skup svih tačaka neke ravni, u analizi realnih funkcija jedne realne promjenljive U je skup R.
 U matematici su u čestoj upotrebi sljedeći skupovi:
 N – skup (svih) prirodnih brojeva, Z – skup (svih) cijelih brojeva, Q – skup (svih) racionalnih brojeva, R – skup (svih) realnih brojeva, R+ – skup (svih) realnih pozitivnih brojeva, C – skup (svih) kompleksnih brojeva.
 Sa skupovima se mogu izvoditi razne operacije. No, ovdje definiramo samo neke
 najvažnije od njih, te navodimo njihove važnije osobine. Neka su A, B, C, ... podskupovi skupa I. Tada je potpuno određen podskup od I
 x∈I : x∈A ∨ x∈B koji nazivamo unija (ili spoj) skupa A i skupa B i označava se A B. Također je potpuno određen podskup od I
 ∪
 x∈I : x∈A ∧ x∈B koji se zove presjek skupa A i skupa B i označava se A∩ B. Podskup od I
 x∈I : x∈A ∧ x∉ B zove se diferencija (ili razlika) skupa A i skupa B i označava se A \ B. Razlika I \ B zove se i komplement podskupa B u odnosu na skup I (ili u skupu I ), a umjesto I \ B koristi se oznaka c(B) (ili cB, ili B , ili B', ili Bc) kad to ne dovodi do nesporazuma, ili kad se želi istaći skup I, CI (B).
 Kaže se da su skupovi A, B disjunktni (ili razdvojeni) ako je A∩B = ∅ , a da se sijeku (ili presijecaju) ako je A B . ∩ ≠ ∅
 Iz definicije unije, presjeka i komplementa lako se dokazuje da za proizvoljne podskupove A, B, C nekog skupa I vrijede formule (koje predstavljaju osnovne osobine operacija unije, presjeka i komplementa):
 (A∪ B)∪C = A (B C), (A B)∪ ∪ ∩ ∩C = A∩ (B∩C) (zakoni asocijacije); (1.2.4)
 A∪B = B A, A∩B = B A (zakoni komutacije); (1.2.5)
 ∪ ∩
 A∩ (A∪ B) = A, A∪ (A∩B) = A (zakoni apsorpcije); (1.2.6)
 A∩ (B∪C)=(A B) (A C), A∪ (B∩ ∪ ∩ ∩C)=(A B)∪ ∩ (A C), zakoni distribucije; (1.2.7)
 ∪
 A∪ c(A) = I, A∩ c(A) = . (1.2.8)
 ∅
 A∪ = A, A I = A; (svojstvo praznog i univerzalnog skupa) (1.2.9)
 ∅ ∩
 A∪ I = I, A∩ = ∅ ∅ ; (1.2.10) c(A B) = c(A) c(B), c(A B)= c(A)∪ c(B) (A. De Morganova pravila);
 (1.2.11) ∪ ∩ ∩
 c(I) = ∅ , c(∅ ) = I; (1.2.12)
 A ∪A = A, A∩A = A (zakoni idempotencije); (1.2.13)
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 c(c(A)) = A (involucija) (1.2.14)
 Primijetimo da su formule u prvoj i drugoj koloni u (1.2.4)-(1.2.13) dualne u smislu da zamjenom simbola i ∩ , te I i , prelaze jedne u druge. De Morganove formule (1.2.11) pokazuju stanovitu distributivnost operacije komplementiranja c u odnosu prema operacijama
 i . Formule (1.2.5) daju nam za pravo da govorimo jednostavno o uniji i presjeku skupova A i B.
 ∪ ∅
 ∪ ∩
 Ilustracije radi dokažimo drugi od zakona distributivnosti (datih formulama (1.2.7)), tj. dokažimo da je unija distributivna prema presjeku. Dokažmo to čistim (neposrednim) zaključivanjem:
 Kako je B C⊆B, B C⊆C, to je A∪ (B∩ ∩ ∩C) A∪ B, A∪ (B⊆ ∩C) A C, tj. vrijedi A∪ (B∩C) ⊆ (A B)
 ⊆ ∪∪ ∩ (A C).
 (1.2.15) ∪
 Da vrijedi i obratno, tj. da vrijedi (A∪B)∩ (A C) ⊆ A (B C),
 (1.2.16) ∪ ∪ ∩
 zaključujemo ovako: Neka je x proizvoljni element skupa (A∪B)∩ (A∪C). Tada vrijedi x∈(A∪B) i x∈(A C). Ako je x∈A, onda je i x∪ ∈ A (B∪ ∩C). Ako x nije iz A, onda on mora biti i u skupu B i u skupu C, dakle, i u skupu B∩C, pa je i u tom slučaju x u skupu A∪ (B∩C), tj. vrijedi (1.2.16). Iz (1.2.15) i (1.2.16) slijedi da vrijedi jednakost A∪ (B∩C)=(A∪B) (A C), pa je time dokaz zakona distributivnosti unije prema presjeku završen.
 ∩ ∪
 Skupove prikazujemo (predočujemo) grafički (i tako na zoran način pokazujemo neka svojstva operacija među skupovima) obično pomoću figura koje zovemo Vennovi dijagrami (ili Euler-Vennovi dijagrami)∗∗). Dobro je poznato da ravna prosta zatvorena Jordanova kriva (definiciju tog pojma navodimo u okviru primjena diferencijalnog i integralnog računa) dijeli ravan u kojoj se nalazi na dvije (otvorene) oblasti – spoljašnju i unutrašnju. Proizvoljan skup se može simbolički predstaviti unutrašnjom oblašću jedne takve zatvorene krive. Izrazi sa više skupova predstavljaju se figurama sa odgvarajućim brojem zatvorenih krivih koje dijele ravan na više oblasti. Rezultujući skupovi su onda predstavljeni u toj ravni sa jednom ili više (odgovarajućih) ovakvih oblasti. Npr., izrazi A B, A∪ ∩B, A \ B, A ∆ B, gdje je A ∆ B tzv. simetrična diferencija skupova A i B koja se definiše sa A ∆ B = x | x∈A∨ x∈B (odakle je A ∆ B = (A \ B) (B \ A)), predstavljeni su Vennovim dijagramima na sl. 1.2.1. ∪
 Skupovni identiteti se ilustruju, ali obično ne i dokazuju pomoću Vennovih dijagrama. No,
 uz određen oprez i pravilnu primjenu Vennovi dijagrami mogu da posluže i za dokaz
 **) Švajcarski matematičar (djelovao i u Petrogradu i Berlinu) Leónhard Euler (1707-1783) bio je prvi koji je upotrebljavao krugove za označavanje skupova i relacija među njima, a engleski logičar John Venn (1834-1923) proširio je tu ideju i na ostale geometrijske figure.
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 skupovnih identiteta. Pri ovome treba shvatiti da su skupovi o kojima je riječ zaista reprezentirani unutrašnjošću zatvorenih krivih u smislu da svaka tačka (te untrušnjosti) predstavlja jedan element posmatranog skupa. Pravilno je shvatiti da Vennov dijagram predstavlja ne formulu algebre skupova (Algebrom skupova naziva se uređen par (P(I ),∪ , , c), gdje je I proizvoljan skup.) već odgovarajuću formulu iskazne algebre, pri čemu unutrašnjosti zatvorene krive odgovara istinitosna vrijednost 1 odgovarajućeg iskaznog slova, a spoljašnjosti zatvorene krive istinitosna vrijednost 0. Osim toga, treba voditi računa da se nacrtane zatvorene krive sijeku tako da obrazuju dovoljan broj oblasti u ravni (po jednu za svaku kombinaciju istinitosnih vrijednosti iskaznih slova koja se pojavljuju u odgovarajućoj iskaznoj formuli). Takvim načinom shvatanja Vennov dijagram predstavlja, u stvari, geometrijsku interpretaciju istinitosne tablice (odgovarajuće, posmatrane, iskazne formule).
 ∩
 Relacije među skupovima često prikazujemo i tzv. linijskim (Hasseovim) dijagramima. To prikazivanje izvodimo na ovaj način: ako je B A, onda A pišemo iznad B (na ''višem nivou /razini/'' od B) i crtom spojimo A sa B (sl. 1.2.2.a)). Ako je A⊆B, a B C, onda pišemo kao na sl. 1.2.2.b).
 ⊆⊆
 Primjer 1.2.1. Ako je A=a, b, c, B=a, b, d, C=a, b, c, d, D=a, b, E=a, gdje su
 a, b, c, d međusobno različiti elementi, onda je Hasseov dijagram kao na sl. 1.2.3. (radi usporedbe nacrtajte i odgovarajući Vennov dijagram!).
 1.2.2. Relacije
 Za svaka dva elementa a, b možemo formirati skup koji kao jedine elemente ima a i b, pri čemu ne isključujemo mogućnost a = b, kada se skup a, b svodi na skup a. Par elemenata a, b kod koga se zna koja mu je prva komponenta (koordinata, projekcija), a koja druga, zove se uređen par i označava (najčešće) sa (a, b). Međutim, uređen par može se definirati pomoću pojma skup. Navodimo jednu takvu definiciju (kao jednu od mogućih preciznijih definicija uređenog para) koju su dali N. Wiener i C. Kuratowski:
 Definicija 1.2.1. Uređen par redom elemenata a i b, u oznaci (a, b), jeste skup a,
 a,b. U uređenom paru (a, b) element a se zove prva komponenta, a b – druga komponenta.
 Uređenu trojku redom elemenata a, b, c definiramo kao ((a, b), c), odnosno, uopšte uređena n-torka redom elemenata a1, a2, ... , an-1, an je, ((a1, a2, ... , an-1), an) (n 3). Uvodimo još (a1)= a1. Za n = 0 posmatramo uređenu 0-torku kao skup .
 ≥∅
 Polazeći od definicije pojma uređenog para pomoću pojma skupa, dokazuje se da vrijedi sljedeća teorema o uređenom paru:
 Teorema 1.2.1. Dva uređena para su međusobno jednaka akko su im jednake
 (međusobno) odgovarajuće komponente, tj.
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 (a, b) = (c, d) ⇔ (a = c ∧ b = d). Ako su A i B skupovi, onda skup svih uređenih parova (a, b) kod kojih je a∈A, b∈B
 označavamo sa A x B i nazivamo Dekartov (ili Kartezijev∗), ili direktni) proizvod skupa A i skupa B, tj. A x B: =(a, b) | a∈A b∧ ∈B .
 Kako je (a, b) (b, a) izuzev kada je a = b, to u opštem slučaju skupovi A x B i B x A nisu jednaki; ovi skupovi jednaki su samo kad je A = B ili kada je bar jedan od skupova A, B prazan. Ako skupovi A i B nisu prazni, onda ni A x B nije prazan skup. Ako je jedan od skupova A i B prazan, onda je i skup A x B prazan.
 ≠
 Analogno kao što smo definirali Dekartov proizvod dvaju skupova, definiramo i Dekartov proizvod triju i više skupova, te imamo ovu definiciju.
 Definicija 1.2.2. Dekartov (ili direktni) proizvod redom skupova A1, A2, ... , An, u oznaci
 A1x A2x ... x An (ili ) , jeste skup svih uređenih n-torki (a1, a2, ... , an), gdje je
 a1∈A1, a2∈A2, ... , an∈An, ; odnosno:
 k
 n
 k
 n
 kk AXiliA
 11
 ,=
 =∏
 A1x A2x ... x An:= (a1, a2, ... , an) | a1∈A1, a2∈A2, ... , an∈An. Ako je A1 = A2 = ... = An = A, onda A1x A2x ... x An označavamo sa An i nazivamo n-tim
 Dekartovim stepenom skupa A. Pri tome je A1= A. S tim u vezi skup A2 = (A×A) zovemo Dekartov (direktni) kvadrat skupa A, a skup
 A3 = (AxAxA) Dekartov kub(us) skupa A. Podskup skupa A2, koji se sastoji od svih uređenih parova kojima je prva komponenta
 jednaka drugoj, zovemo dijagonalom skupa A2 i označavamo ga sa D (A2 ) (ili ), tj. AΔD (A2 ):=(a, a) | a∈A.
 (npr., ako je A=-1, 0, 1, onda je D (A2 ) = (-1, -1), (0, 0), (1, 1).) Između elemenata nekog skupa A i elemenata nekog skupa B mogu postojati najrazličitije
 relacije (veze ili odnosi). Evo primjera. Primjer 1.2.2. Neka je S = 1, 2, 3, ... . Za element a ∈ S kažemo da je u relaciji ''biti
 manji od'' s elementom b∈S i pišemo a < b akko je b – a ∈S. Relaciju ''biti manji od'' označili smo sa <. Lako se vidi da ta relacija određuje jedan podskup skupa SxS, naime podskup
 R:=(a, b) ∈S x S | b - a∈S ,
 (čiji je grafički prikaz dat na sl. 1.2.4.). Skup R je iznad dijagonale D(S2): predstavljen punim kružićima na sl. 1.2.4. Prema tome, bit će a < b akko je (a, b)∈R.
 Primjer 1.2.3. Neka je S skup svih trouglova. Za trougao T1 kažemo da je u relaciji ''biti
 sličan sa'' trouglom T2 i pišemo T1~T2 akko su T1 i T2 slični trouglovi, tj. trouglovi s jednakim (odgovarajućim) uglovima (v. sl. 1.2.5).
 Relaciju ''biti sličan sa'', označenu sa ~, određuje podskup *) René Descartes (Cartesius) (1596-1650) – francuski filozof, matematičar i fizičar.
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 R: =(a, b)∈S 2 | a ~ b, koji se sastoji od svih onih parova (a, b)∈S2 gdje su trouglovi a i b slični.
 Zapravo, često nas zanima samo to jesu li dati element a∈A i dati element b∈B u određenoj relaciji ili nisu, a ne i to šta ta relacija znači. Sa tog stanovišta svaka relacija između elemenata skupa A i elemenata skupa B potpuno je određena podskupom skupa AxB svih uređenih parova (a, b) za koji je a u toj relaciji sa b. Zato je prirodna i svrsishodna sljedeća definicija.∗)
 Definicija 1.2.3. Svaki podskup R Dekartovog proizvoda AxB zove se binarna relacija
 iz A u B (ili relacija od A prema B, ili binarna relacija između elemenata skupa A i elemenata skupa B). Pritom A je polazni skup (ili skup polaženja) binarne relacije R, a B je dolazni skup (ili skup dolaženja) binarne relacije R. Za element a∈A kaže se da je u relaciji R sa b∈B i pišemo R(a, b), ili aRb (čita se: a je u relaciji R sa b) akko je (a, b)∈R. Umjesto simbola R, često se koristi i oznaka ρ.)
 Općenito, ako su A1, A2, ... , An skupovi, onda svaki podskup R od A1x A2x ... x An zovemo n-arnom relacijom među elementima tih skupova. Ako je A1 = A2 = ... = An = A, onda govorimo o n-arnoj relaciji na A (ili relaciji dužine n u A).
 Binarne relacije je praktično predstavljati i opisivati oslanjajući se na ''geometrijsku intuiciju'', koristeći tzv. grafike (npr. na sl. 1.2.4 je dat grafik binarne relacije R iz primjera 1.2.2, preciznije, kako R ima beskonačno mnogo članova, prikazan je samo jedan konačni dio grafika binarne relacije R, a /kao što je uobičajeno za binarne relacije sa beskonačno mnogo članova/ ostavljeno je mašti čitaoca da sebi ''zamisli'' sav grafik binarne relacije R).
 Osobito važan slučaj binarne relacije iz A u A je onaj kada je A : = R. Pri grafičkom predstavljanju bilo koje binarne relacije R⊆R x R važno je znati da je skup R x R (tzv. Dekartova ravan) moguće poistovjetiti sa skupom svih tačaka u ravni u kojoj je uveden Dekartov koordinatni sistem. Osim Dekartove ravni R2 (= RxR) i pravougaonika [a, b]x[c, d] (=(x, y) | a ≤≤ x b c∧ ≤≤ y d ) toj ravni, nas će posebno interesovati i skup (za svaki n∈N)
 R n: =R x ... x R (=x1, ... , xn) | xi∈R, ∀ (i∈1, ... , n). Ako je R A x B, onda tzv. projekciju P1(R):=a | (a, b)⊆ ∈R⊆A, nazivamo još i oblast
 definisanosti binarne relacije R, a P2(R):=b | (a, b) ∈R⊆B nazivamo još i oblast vrijednosti binarne relacije R. Ako je P1(R) = A, onda kažemo da je binarna relacija R svuda definirana na polaznom skupu A, a ako je P1(R) = B, onda kažemo da je binarna relacija sirjektivna.
 Kako su relacije iz A u B podskupovi skupa AxB, sa njima se mogu na prirodan način izvoditi operacije unije, presjeka i razlike. Tako za relacije R1, R2 AxB imamo relacije ⊆R1∪ R2 : =(a, b)∈A x B | aR1b aR2b; R1∨ ∩ R2 : =(a, b)∈AxB | aR1b aR2b, R1\R2:=(a, b)∈AxB | aR1b a non R2b,
 ∧∨
 gdje je činjenica (a, b)∉R2 označena sa ''a non R2 b'' (čita se: a nije u relaciji R2 sa b). No, za datu relaciju R AxB može se posmatrati inverzna binarna relacija R-1 BxA koja
 se definira sa ⊆ ⊆
 R -1:=(b, a)∈B x A | a R b, odakle je: ( a, b)( b R –1 a a R b). ∀ ⇔
 Za binarne relacije R'⊆AxB i R'' BxC može se definirati relacija R '' oR '⊆AxC (kompozicija binarnih relacija) ovako:
 ⊆
 aR '' R 'c ( b∈B)(aR ' b bR ''c), tj. R '' R ' =(a, c) | o ⇔ ∃ ∧ o ∃ (b∈B)(a, b) ∈ R ' (b, c) R ''. ∧ ∈
 ∗) Pokušajmo to obrazložiti ovako: Neka su A i B ma kakvi dati skupovi, a P(x, y) ma kakva iskazna funkcija (otvoreni iskaz) na AxB. Istinitosni skup od P(x, y) je podskup od AxB koji sačinjavaju svi oni parovi (x, y) iz AxB za koje je P(x, y) istinit iskaz. Dakle, svakoj iskaznoj funkciji P(x, y) na AxB odgovara jedan podskup R skupa AxB. I obratno vrijedi, tj. svakom podskupu R skupa AxB odgovara iskazna fukcija P(x, y) na AxB.
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 Primjer 1.2.4. Ako je A : =1, 2, 3, 4, B : =a, b, c, C : =x, y, z, d, e, R ' :=(1, a), (1, b), (2, b), (4, c), R '':=(a, x), (a, y), (b, e), onda je R'' oR'=(1, x), (1, y), (1, e), (2, e).
 Teorema 1.2.2. (o osobinama binarnih relacija). Neka su R1, R2, R3, R binarne relacije.
 Neka su A, B skupovi. Tada (pod uslovom da su sve binarne relacije koje se pojavljuju definirane) vrijedi: (i) (R-1)-1= R; (ii) (R2oR1)-1= R1
 -1 oR2-1; (iii) R3o (R2 R1) = (R3oR2) R1; (iv) R2oR1(A) =
 R2(R1(A)), gdje je R1(A):=b∈ B | (a,b)o o
 ∈ R za neki a∈ A (tzv. R – slika u B skupa A); (v) R(A B)= R(A)∪R(B); (vi) R (A∪ ∩B) R (A)⊆ ∩R (B).
 Dokaz: Ovdje ćemo dokazati svojstvo (ii), a ostala svojstva se dokazuju analogno. Neka
 je R1 S1xS2, R2⊆ S2xS3. Tada je (v. sl. 1.2.6): ⊆(c,a)∈(R2oR1)-1 (a,c)∈R2oR1⇔ ⇔ ⇔ ∃ (b∈S2)(a,b)∈R1 (b,c)∈R2 ∧⇔ ∃ (b∈S2) (b,a) ∈R1
 -1∧ (c,b)∈R2-1
 ⇔ (c,a)∈R1-1 oR2
 -2. Definicija 1.2.4. Za binarnu relaciju ρ ⊆AxA kažemo da je:
 (I) refleksivna akko∀ (a∈A) a ρ a (ekvivalentno:Δ A⊆ ρ ); (II) antirefleksivna akko∀ (a∈A) a non ρ a (ekvivalentno: Δ A∩ ρ =∅ ); (III) simetrična akko (x ρ y⇔ y ρ x) (ekvivalentno: ρ = ρ -1); (IV) antisimetrična akko (x ρ y∧ y ρ x)⇒ x = y (ekvivalentno: ρ ∩ ρ -1=Δ A); (V) tranzitivna akko (x ρ y∧ y ρ z⇒ x ρ z) (ekvivalentno: ρ o ρ ⊆ ρ ); (VI) jednoznačna akko presjek (lijevi presjek) relacije ρ (lijevi presjek binarne relacije
 ρ ⊆AxB elementom a∈ A definira se sa ρ (a):=b∈ B|(a,b)∈ ρ ) bilo kojim elementom a∈ A je ili prazan skup, ili jednočlan skup;
 (VII) relacija ekvivalencije (relacija klasifikacije, ekvivalentnost) akko (I)∧ (III)∧ (V); (VIII) relacija pretporetka (praporetka, kvaziporetka) akko zadovoljava (I)∧ (V); (IX) relacija parcijalnog poretka*) (relacija parcijalnog uređaja) akko (I)∧ (IV)∧ (V); (X) relacija totalnog ili linearnog, ili savršenog poretka, ili totalnog uređaja akko
 (I)∧ (IV)∧ (V)∧ (d), gdje je (d) uslov dihotomije, tj. (d) ∀ (x,y∈A) (x ρ y) (y∨ ρ x).
 Relacije parcijalnog poretka i relacije totalnog poretka zovu se relacije poretka. Ako
 je ρ relacija poretka na skupu A, onda se u pravilu umjesto ρ stavlja simbol (ili ) i umjesto a
 ≤ ≤ρ b piše a b (ili a≤b) i čita se na jedan od načina: „a je ispred b”, „b je iza a”, „a je manje
 ili jednako od b”, „a ne prelazi b”, „a je prethodnik za b” i sl. Umjesto a b (odnosno a≤
 ≤ ≤b) ponekad se piše i b≥a (odnosno b a) /b veće ili jednako a/. ≥
 Među relacijama iz definicije 1.2.4. po važnosti se ističu relacije ekvivalencije i relacije poretka. Prost primjer relacije ekvivalencije iz A u A jeste relacija jednakosti u A (tj. dijagonala A). Relacija paralelnosti u skupu pravih jedne ravni je relacija ekvivalencije, a i relacija sličnosti u skupu trougla je relacija ekvivalencije. Trivijalan primjer relacije ekvivalencije je i tzv. puna binarna relacija iz A u A, pri čemu se, općenito, pod punom
 Δ
 *) U definicijama pojmova: relacija parcijalnog poretka i relacija totalnog poretka ponekad se ne zahtijeva svojstvo refleksivnosti.
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 binarnom relacijom iz A u B podrazumijeva binarna relacija ρ : =AxB (relacija∅ A je prazna ili pusta binarna relacija).
 ⊆
 Za relaciju ρ ⊆AxB i element a∈A definiramo skupρ [a]: =b∈B| a ρ b. Ako je ρ ⊆AxA relacija ekvivalencije na skupu A, onda se ρ [a] zove klasa ekvivalencije elementa a u odnosu na relaciju ρ ⊆AxA. Umjesto ρ [a] pisaćemo tada i [a] ρ ili, prostije, [a] kada znamo o kojoj je relaciji ekvivalencije riječ. Skup A| ρ svih klasa ekvivalencije zove se faktorski (ili količinski) skup skupa A u odnosu na relaciju ekvivalencije ρ . Npr., za relaciju paralelnosti u skupu pravih jedne ravni, faktorski skup je skup svih pravaca te ravni.
 Ako je ρ tranzitivna i antisimetrična relacija na skupu X, onda se ρ zove relacija
 (parcijalnog poretka) na skupu X, a za X se kaže da je tom relacijom (parcijalno) uređen. U skladu sa ranije navedenim, relacija poretka obično se označava simbolom ≤ . Ako je ≤ relacija (parcijalnog, odnosno totalnog) poretka u skupu X, onda uređeni par (X, ) nazivamo (parcijalno, odnosno totalno) uređen skup.
 ≤
 Ako je ≤ relacija poretka (relacija totalnog poretka, odnosno relacija parcijalnog poretka) na X, onda joj možemo pridružiti relaciju strogog poretka (strogog totanog poretka, odnosno strogog parcijalnog poretka, respektivno) na skupu X koja se obično označava sa < (ili ) i definira ovako:
 p
 x < y (x.def
 ⇔ ≤y)∧ (x≠ y). Lako se provjerava da je relacija strogog poretka antirefleksivna, antisimetrična i
 tranzitivna binarna relacija, te da relacija strogog totalnog poretka na X zadovoljava još i uslov trihotomije:
 ∀ (x, y∈X) (x < y ∨ y < x∨ x = y). Ako je < relacija strogog poretka (strogog totalnog ili strogog parcijalnog poretka) na
 skupu X, onda joj možemo pridružiti relaciju poretka na skupu X, onda joj možemo pridružiti relaciju poretka (totalnog poretka ili parcijalnog poretka, respektivno) na X pomoću formule
 x ≤ y (x < y) (x = y). .def
 ⇔ ∨Budući da važi jednostavna veza između relacije poretka ≤ i relacije < strogog poretka na
 skupu X, pri osnovnim razmatranjima možemo upotrebljavati jedan ili drugi od tih pojmova.
 Osnovni primjer relacije poretka u skupu R realnih brojeva jeste relacija nejednakosti (nejednakost) ≤ , definirana na uobičajeni način:
 x y: „x je manje ili jednako od y”. ≤
 Ako je X R, onda, ograničavajući relaciju ⊆ ≤ sa R na X, dobijemo relaciju poretka na skupu X, tj. (X, ) je uređen skup. Specijalno, skupovi (Q, ≤ ≤ ), (Z, ≤ ), (N, ≤ ) su uređeni.
 Općenito, za svaku relaciju ρ X x X, i za svaki podskup Y skupa X imamo relaciju ρ (Y x Y) Y x Y za koju kažemo da je inducirana relacijom ρ na Y. Ako je relacija poretka na X, onda je inducirana relacija relacija poretka na Y. Otuda slijedi da za svaki uređen skup (X, ) i za svaki neprazan podskup Y od X imamo uređen skup (Y, ). Ako je pri tome skup (Y, ≤) totalno uređen, onda se kaže da je to lanac skupa (X, ≤).
 ⊆∩ ⊆ ≤
 ≤ ≤
 Ako je ρ relacija poretka na X, onda je i ρ-1 relacija poretka na X, pa iz uređenog skupa (X,
 ρ) dobijemo uređen skup (X, ρ-1). Ovaj drugi uređaj zove se dualni uređaj prvoga. Za uređen skup (X, ) koristi se oznaka (X, ) za dualno uređene skupa X. ≤ ≥
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 Neka je (X, ≤) uređen (parcijalno uređen) skup i A neprazan podskup od X. Kažemo da je element m X minoranta (rjeđe: donja međa) ili donje ograničenje skupa A u (X, ) ako za svaki a ∈ A vrijedi m
 ∈ ≤≤ a. Odmah slijedi da najviše jedna minoranta skupa A pripada skupu
 A. Kad takva minoranta postoji, ona se zove najmanji element skupa A. Najmanji element treba u opštem slučaju razlikovati od minimalnog (ili početnog) elementa ∈ A skupa A, koji se definira formulom
 0a
 ∀ (a ∈ A) (a ≤ a = ). 0a ⇒ 0a
 Skup A može da ima jedan ili više minimalnih elemenata. A da nema najmanjeg elementa. Ako skup A ima najmanji element. Onda je to, očito, jedini minimalni element skupa A.
 Za skup A kažemo da je ograničen (omeđen) odozdo (slijeva), ako postoji bar jedna minoranta skupa A u uređenom skupu (X, ≤).
 Majoranta, najveći element i maksimalni element skupa A u odnosu na (X, ≤) definira se kao minoranta, najmanji element i minimalni element skupa A u odnosu na dualno uređenje (X, ≥). Za skup A u (X, ≤) kažemo da je ograničen (omeđen) odozgo (zdesna), ako postoji bar jedna majoranta skupa A. Ako je A ⊆ X ograničen odozdo i odozgo, tj. ako postoje elementi p, P ∈ X, takvi da je p A ≤ ≤ P za svaki a ∈ A, onda se kaže da je skup A ograničen (u (X, )). ≤
 Skup svih minoranti skupa A u (X, ≤) može da ima najveći element. Tada je taj element jedinstven i zove se donja međa ili infimum skupa A u (X, ≤), a obično se označava sa inf A. Element inf A (∈ X) ima ova dva svojstva: (i) inf A je minoranta skupa A (ii) za svaku minorantu m skupa A vrijedi m≤ inf A.
 Ako infimum postoji onda je posve određen (tj. jedinstven je) budući da kad bismo imali dva elementa m1, m2 ∈ X sa osobinama (i), (ii), vrijedilo bi (m1≤ m2) ∧ (m2 ≤ m1), a odatle slijedi da je m1 = m2. Ako za neki skup A ( X) postoji najmanji element (min A), onda je očito inf A = min A.
 ⊆
 Ako skup majoranti skupa A u (X, ≤) nije prazan i ima najmanji element, onda je ovaj
 element jedinstven i tove se gornja međa ili supremum skupa A u (X, ≤), a obično se označava sa sup A. Ako za neki skup A postoji najveći element, max A u (X, ≤), onda je očito sup A = max A.
 U uređenom skupu (X, ≤) važnu ulogu imaju podskupovi oblika: 1) [a,b] = x ∈ X | a ≤ x b ( X), a ≤ ⊆ ≤ b, koji se zovu segmenti skupa X, 2) (a,b) (= < a,b > = ] a,b [ ) = x ∈ X | a< x < b ( X), a < b, ⊆koji se zovu intervali skupa X, 3) [a, .), (a, .), (., b] i (., b) gdje je npr. [a, .) = x ∈ X | a ≤ x( X), ⊆ Ako je A X, uvode se još i oznake [a,b] = [a,b] ⊆ ∩ A (⊆ A), te analogno i oznake (a,b]A, (a,b)A, itd.
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 Za totalno uređen skup (X, ≤) kaže se da je dobro uređen ako svaki neprazan podsku A ( X ) ima minimalni element. Primijetimo da je taj minimalni element ujedno i najmanji element skupa A, budući da je (X, ≤) totalno uređen skup. Npr. Skup N prirodnih brojeva je dobro uređen uobičajenom relacijom
 ⊆
 ≤ ( „manje ili jednako”).
 U skupu N, kao što ćemo kasnije detaljno i obrazložiti, vrijedi aksiom (princip) totalne (matematičke) indukcije: Ako podskup S skupa N ima ove dvije osobine: (i) Minimalni element skupa N pripada skupu S, tj. 1∈ S; (ii) ∀ (n ∈ N) (n ∈ S n + 1 ∈ S ); ⇒ onda je S = N.
 Uslov (ii) može se u ovom slučaju zamijeniti uslovom (koji je u opštem slučaju jači od zahtjeva (ii)) (ii’) ∀ (n∈ N) ((m < n ⇒ m ∈ S ) ) n S⇒ ∈
 Sa tako pojačanim uslovom (ii) imamo princip transfinitne indukcije: Ako podskup A dobro uređenog skupa (X, ≤) ima svojstva: a) Minimalni element skupa X pripada skupu A; b) (∀ x ∈ X) ( (y < x ⇒ y ∈ A ) x ⇒ ∈ A), onda je A = X. Zadatak 1.2.1.* U jednom prevodilačkom timu radi 30 prevodilaca. Među njima 17 govori engleski jezik, 13 ruski jezik, a 12 francuski. Engleski i francuski govori 5 prevodilaca, engleski i ruski 5, a francuski i ruski također 5. Odredite (u ovom slučju): a) koliko prevodilaca govori sva tri jezika; b) koliko prevodilaca govori samo engleski jezik; c) koliko prevodilaca govori samo ruski jezik. ([ŽFS]. 2. O skupovima. Zad. 2.23. (Neznatno proširen.)) Zadatak 1.2.2.* Dokažite kontraprimjerom da izraz ∀x (P(x) ∨ Q(x)) ⇒ ∀x P(x) ∨ ∀x Q(x) nije valjan. (Napomena. Za izraz logike predikata kažemo da je valjan ako je taj izraz tačan pri svakoj od mogućih interpretacija). Zadatak 1.2.3.* Pretpostavimo da su poznate sljedeće činjenice: • Nakon odigranog derbija u Sarajevu, osoba N je sretna ako i samo ako je pobijedio FK Željezničar; • Nakon odigranog derbija, slaviće ili plavi ili bordo navijači, ali ne i jedni i drugi; • Ukoliko je pobijedio FK Željezničar, slaviće plavi navijači; • Derbi je odigran, i slave bordo navijači. Iz ovih činjenica može se zaključiti da osoba N nije sretna. Dokažite ispravnost ovog rezonovanja formalnim putem (dokazujući da je odgovarajući logički izraz tautologija). Zadatak 1.2.4.* * a) Nacrtati kolo struje (sa samo dva prekidača) koje odgovara implikaciji p q⇒ (odnosno jednačini p q⇒ Y= ). b) Potrebno je da se osvjetljenje nekog stepeništa reguliše pomoću dva prekidača, jednog dole i jednog gore. Okrećući bilo koji prekidač zahtijevamo da se može upaliti ili ugasiti osvjetljenje. Formirajte tablicu koja daje rješenje postavljenog problema, a zatim napišite odgovarajuću Booleovu jednačinu za taj problem i nacrtajte električni krug (kolo struje) koji odgovara toj jednačini.
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 (Uputa. Ako istinitom iskazu (logičkom sudu) pridružimo prekidač u horizontalnom položaju, a neistinitom iskazu pridružimo prekidač u vertikalnom položaju, možemo svaki iskaz predočiti električnim krugom (strujnim kolom) kojim struja teče ako i samo ako je pripadni iskaz istinit.) ([Miličić - Ušćumlić]. §1. Račun iskaza. Zad. 165. (Proširen.))
 ..................................................................... @ .................................................................. __________________ *) Zadatak zadavan za domaću zadaću (DZ) iz Inženjerske matematike 1 (IM1) na Elektrotehničkom fakultetu Univerziteta u Sarajevu. **) Zadatak sa ispita / a zadavan i za domaću zadaću (DZ) / iz IM1.
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I N Ž E N J E R S K A M A T E M A T I K A 1
 Onaj koji cijeni praksu bez teorijskih osnova sličan je moreplovcu koji ulazi
 u brod bez krme i busole ne znajući kuda se plovi.
 ( LEONARDO DA VINCI )
 P r e d a v a n j a z a d r u g u s e d m i c u n a s t a v e (u akademskoj 2010/2011. godini)
 1.2.3. Preslikavanja ( funkcije )
 Pojam preslikavanja (funkcije) jedan je od najvažnijih matematičkih pojmova, koji se uvodi i izučava već krajem osnovne i tokom cijele srednje škole. Zato bi većina ovog odjeljka studentu trebala biti poznata (ali ne i na nužnom nivou strogosti, preciznosti i općenitosti). Ovdje ćemo uvesti opšti pojam preslikavanja (funkcije) na više (uobičajenih) načina (intuitivno i formalno).
 Neka su X i Y skupovi. Kažemo da je data funkcija (ili preslikavanje) koja preslikava skup X u skup Y ako je po nekom pravilu svakom elementu skupa X pridružen neki, potpuno određeni, element skupa Y.
 Malo preciznija definicija pojma funkcije glasi: Definicija P.1. Neka su X i Y bilo koja dva (neprazna) skupa. Postupak (pravilo, zakon) f koji
 svakom elementu x X pridružuje tačno jedan element y∈ ∈Y zovemo preslikavanje (ili funkcija) sa X u Y i pišemo
 f: X →Y ili x a f(x), x∈X . Umjesto termina ''preslikavanje'' (odnosno, funkcija) koriste se i sljedeći sinonimi:
 transformacija (obično u slučaju da je X=Y), operator (naročito kad skupovi X i Y nisu skupovi brojeva), funkcional (obično kad je Y skup brojeva a X to nužno nije) i dr.
 Gornje opisne definicje pojma preslikavanja (funkcije) mogu se precizirati (upotrebom pojma
 binarne relacije) na sljedeći način: Definicija P.2. Neka su X i Y skupovi i f relacija iz X u Y (tj. f X ×Y). Za relaciju f kažemo
 da je preslikavanje (ili funkcija) iz X u Y i pišemo f: X →Y ako su (istovremeno) zadovoljeni sljedeći uslovi:
 ⊆
 1° (x,y) ∈f; ))(( YyXx ∈∃∈∀2° ((x,y1) ∈f ∧ (x,y2) ∈f ) ⇒ (y1 = y2).
 Skup X u prethodnim definicijama pojma funkcije zovemo domen(a) (ili oblast definisanosti, područje definicije, ulazni skup i dr.) a skup Y zovemo kodomen(a) (ili antidomen(a), područje vrijednosti, izlazni skup). Ako je (x, y)∈f, pišemo y = f(x) ili fx. Elementi x∈X se zovu originali, a elementi y = f(x) slike ili vrijednosti preslikavanja na elementu x. Ponekad je za funkciju zgodna i oznaka x f(x), x∈X, y∈Y, ili naprosto x f(x) (kojom se označava preslikavanje koje prevodi tačku x u f(x)), ili čak govorimo jednostavno o funkciji f(x) (mada je, strogo govoreći, f(x) element skupa Y – dakle, npr. broj /za fiksno x /- a ne funkcija).
 a a
 19
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20 Primijetimo da uslov 1° definicije P.1. znači da je funkcija f definisana na cijelom skupu X, tj. da
 x∈X može biti original za funkciju f, dok uslov 2° predstavlja zahtjev da je f jednoznačna, tj. da jednom originalu može odgovarati samo jedna slika. Oba uslova 1° i 2° mogu se ekvivalentno zamijeniti jednim uslovom:
 ∀
 )!)(( YyXx ∈∃∈∀ y = f(x), pri čemu se simbol koristi u smislu ''postoji tačno jedan''. Ako u definiciji P.1. izostavimo ''potpuno određeni'', dobijemo definiciju višeznačnog preslikavanja (višeznačne funkcije).
 !∃
 Pojam preslikavanja se uvodi i ovom definicijom:
 Definicija P.3. Neka su X i Y dva skupa. Preslikavanje (ili funkcija) skupa X u skup Y je
 uređena trojka (X, Y, f ), koja se sastoji od skupa X, kojeg zovemo domen, skupa Y, kojeg zovemo kodomen, te nekog pravila f, pomoću kojeg svakom elementu x∈X pridružujemo neki, potpuno uređen, element y∈Y (koji ovisi o x). Uobičajena oznaka za preslikavanje je f: X Y ili kraće f. O elementima x∈X često se govori kao o nezavisno promjenljivoj (nezavisnoj varijabli) ili argumentu preslikavanja (funkcije), a o elementu y
 →
 ∈Y govori se kao o zavisnoj promjenljivoj (zavisnoj varijabli) preslikavanja (funkcije) f.
 Graf (grafik, dijagram) preslikavanja (X, Y, f ) je skup F: =(x, f(x)): x∈X(⊆X ×Y). Umjesto
 oznake F često se koristi oznaka G(f) ili Γf. Primijetimo da u skladu sa definicijom P.2., grafik funkcije f ustvari nije ništa drugo već sama funkcija f, tj. pojam funkcije poistovjećuje se sa pojmom grafika. Ovaj pristup s logičke strane je u prednosti jer se ne služi pojmom ''pravilo''. Međutim, pristup dat definicijom P.3. intuitivno je bliži a ne dovodi do poteškoća jer se u njemu može gledati samo način govora, dok je matematički smisao onaj iz pristupa dat definicijom P.3.
 Primjer 1.2.3.a). Kvadriranje realnih brojeva je funkcija x x2, x ∈ R, x2 ∈ R,. Njen grafik
 (u pravouglom Dekartovom koordinatnom sistemu) dat je na sl. 1.2.3.a) a
 Sl. 1.2.3.a)
 Primijetimo da se neprecizan termin „pravilo“ u definiciji P.3. može zemijeniti sa pojmom
 „binarna relacija“ koja zadovoljava uslove 1o i 2o u definiciji P.2., čime definicija P.3. postaje preciznija (formalnija).
 Za dva preslikavanja (X1, Y1, f1) i (X2, Y2, f2) kažemo da su jednaka ako je X1 = X2, Y1 = Y2, i za
 svaki x ∈X1(=X2) je f1(x) = f2(x). Preslikavanje i: X Y definirano formulom i(x) = x, x → ∈X, zovemo ulaganje ili inkluzija.
 Ovo preslikavanje treba razlikovati od preslikavanja 1x: X X, koje je definirano izrazom 1x (x) = x, x ∈X, a zove se identiteta ili identično preslikavanje (umjesto oznake 1x koristi se i oznaka ex,
 →ε x i
 dr.).
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21 Važan primjer preslikavanja je binarna operacija. Binarna operacija na skupu X je (po
 definiciji) svako preslikavanje ω : X x X X (umjesto oznake → ω se često koriste i oznake , *, i sl.). Uređen par (X,
 oω ) se (u tom slučaju) zove grupoid, a za X se kaže da je zatvoren u odnosu na
 operaciju ω . Npr. ∪ i ∩ su dvije binarne operacije na partitivnom skupu X = P(I) proizvoljnog skupa I.
 Slika skupa A X pri preslikavanju f: X Y je skup f(A) : = y ⊆ → ∈Y: ∃ x∈A y = f(x) Y,
 ili kraće f(A) : = f(x): x∈A Y. ∧ ⊆
 ⊆Skup svih vrijednosti funkcije f: X Y je skup R(f) : = f(x): x→ ∈X, tj. R(f) = f(X). Skup R(f)
 često se označava i sa Im (f) i zove se slika preslikavanja (skup (svih) vrijednosti funkcije) f. Definicija P.4. Neka su f: X Y i g: Z → W dva preslikavanja ( dvije funkcije), takva da je
 R(f) Z. Tada preslikavanje h: X W definirano formulom →
 ⊆ →
 h(x) = g(f(x)), x ∈X označavamo sa g f ili gf i zovemo kompozicija preslikavanja (kompozicija funkcija ili složena funkcija) f i g (v. sl. sl 1.2.3.b)).
 o
 Sl. 1.2.3.b)
 Primjer 1.2.3.b): Prihod od prodaje ulaznica za fudbalsku utakmicu ovisi o broju navijača. Broj navijača ovisi o broju pobjeda domaćina u prethodnim susretima. Dakle, prihod od prodaje ulaznica je funkcija broja pobjeda u prethodnim utakmicama. Ovdje smo funkciju h prihoda dobili „slaganjem“ (kompozicijom) dviju funkcija: funkcije f koja pokazuje broj navijača u ovisnosti o broju pobjeda i funkcije g koja pokazuje prihod od prodanih ulaznica u ovisnosti o broju navijača. Ako su f: X → Y, g: Y Z i h: Z W preslikavanja, onda je h (g o f) = (h g)o f, tj. za kompoziciju preslikavanja vrijedi zakon asocijacije. Osim toga, ako su 1x: X X i 1y: Y Y identična perslikavanja, onda je fo1x = 1y o f = f.
 → → o o→ →
 Neka je X1⊆X2, Y1⊆Y2 i neka su f1: X1 Y1, f2: X2 Y2 preslikavanja sa svojstvom da x∈X1 implicira f(x1) = f(x2). Tada kažemo da je f2 proširenje (ekstenzija) preslikavanja f1, a f1 se zove suženje (restrikcija) preslikavanja f2. Najvažniji je slučaj kada je Y1 = Y2 i tada se restrikcija označava sa f1 = f2 | X1.
 → →
 Inverzna slika skupa ( pri preslikavanju (ili original skupa B) je skup )( YB ⊆ YXf →: .)(:)(1 BxfXxBf ∈∈=−
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22 Općenito f -1 nije preslikavanje skupa Y u skup X, ali se može tumačiti kao preslikavanje skupa Y u
 skup )(XP (partitivni skup skupa X), tako da se elementu Yy∈ pridruži element ( )∈− yf 1 )(XP .
 Neka je preslikavanje i neka je ; . Tada se lako vidi da vrijede formule:
 YXf →: XBA ⊆, YDC ⊆,
 1) 5) ( ) ( ) ( )BfAfBAf ∪=∪ ( ) ( ) (DfCfDC )11 −− ∩f 1− =∩ )2) ( ) ( ) (BfAfBAf ∩⊆∩ 6) ( ) ( ) (DfCfDCf 111 \\ −−− )= 3)
 7) ( ) ( ) ( )BfAfBAf \\ ⊇ ( )( )AffA 1−⊆ 4) ( ) ( ) (DfCfDCf 111 −−− ∪=∪ ) 8) ( )( ) ( ) CXfCCff ⊆∩=−− 11 Ako je dato i prslikavanje , te skup , onda se lako ustanovi i da vrijedi jednakost ZYg →: ZE ⊆
 ( ) ( ).)( 111 EgfEgf −−− =
 Za preslikavanje (funkciju) kažemo da je surjekcija (ili preslikavanje na) ako je , injekcija (ili "1-1" preslikavanje) ako
 YXf →:( ) YXf = )()( 21 xfxf = implicira , bijekcija (ili
 obostrano jednoznačno preslikavanje) ako je f surjekcija i injekcija. 21 xx =
 Neka je dato preslikavanje (funkcija) . za preslikavanje kažemo da je inverzno preslikavanje (ili inverzna funkcija) za f, ako je
 YXf →: XYg →:
 gf = 1X i fg = 1Y
 Odmah se vidi da za dato preslikavanje f može postojati samo jedno inverzno preslikavanje. Ako za
 postoji inverzno preslikavanje, onda je f bijekcija, i obrnuto, svaka bijekcija f ima inverzno preslikavanje koje se obično označava sa f -1.
 YXf →:
 Primjer 1. 2. 3. c) Funkcija f prikazana na Sl. 1.2.3.c) je očito injekcija, ali nije surjekcija, pa
 nije ni bijekcija i nema inverzne funkcije, dok funkcija g prikazana na Sl. 1.2.3.d) nije injekcija, a ni surjekcija. Međutim, funkcija h prikazana na Sl. 1.2.3.e) je injekcija i surjekcija, pa ima i inverznu funkciju h-1. (Prikažite grafički (shematski) tu inverznu funkciju i provjerite da za ove funkcije h i h -1 vrijede formule
 ( )( ) )(,1 Xxxxff ∈∀=− , ( )( ) )(,1 Yyyyff ∈∀=− !)
 X X YYX Y g f h
 Sl. 1. 2. 3. c) Sl. 1. 2. 3. d) Sl. 1. 2. 3. e)
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23 Primjer 1. 2. 3. d) Odredimo inverznu funkciju funkcije: , . RR →:f 102)( += xxf
 Rješenje: Rješavanjem jednačine yx =+102 po x, za svaki R∈y dobijemo jedinstveno
 rješenje 210−
 =yx . Dakle, f je bijekcija, a njena inverzna funkcija zadana je formulom
 52
 )(1 −=− yyf .
 Kažemo da su skupovi X i Y ekvipotentni (ili ekvivalentni) i pišemo X~Y ako postoji bijekcija . Relacija ekvipotencije je relacija ekvivalencije u odnosu prema kojoj se skupovi svrstavaju u disjunktne klase. Klasa kojoj pripada skup X zove se potencija ili kardinalni broj skupa X, i označava se kard(X) (ili card(X) ili |X|).
 YXf →:
 Za skup A kažemo da je konačan akko A = ∅ ∨ ( ∃ n ∈ N ) A ∼ 1, 2,..., n. Ako je A = ∅, onda kažemo da je kardinalni broj skupa A jednak 0. Ako je A ∼ 1, 2,..., n, onda kažemo da je kardinalni broj skupa A jednak n i pišemo | A | = n. Za skup A kažemo da je beskonačan akko A nije konačan skup. Za skup A kažemo da je prebrojiv (izbrojiv) akko je A konačan A ∼ N. Kardinalni broj skupa N (tj. klasa ekvivalencije ∼ kojoj pripada N) nazivamo alef nula i označavamo sa ℵ 0. Beskonačan skup koji nije ekvivalentan sa skupom prirodnih brojeva je neprebrojiv. Ako je neki skup A ekvivalentan sa skupom tačaka segmenta [0,1] kaže se da ima moć kontinuuma i piše se card(A) = c. Npr., card(R) = c. Zadatak P.1. Neka je D skup svih studenata u dvorani, a K skup svih njihovih imena. Funkciju definirat ćemo tako da svakom studentu pridružimo njegovo ime. Da li je tako definirana funkcija nužno injekcija? Kada je injekcija, a kada nije?
 KDf →:
 § 1.3. Realni brojevi
 Realni brojevi (zajedno sa kompleksnim) su osnova matematičke analize. Predmet naših proučavanja u diferencijalnom računu su funkcije čiji su domen i kodomen podskupovi skupa R realnih brojeva. Zbog toga je nužno da se, prije nego što počnemo ispitivanje svojstava takvih funkcija i njihovih graničnih vrijednosti, dobro upoznamo sa glavnim svojstvima realnih brojeva. Postoji više načina uvođenja realnih brojeva. Možemo ih podijeliti na konstruktivne (kod kojih se, polazeći od već uvedenog skupa racionalnih brojeva, efektivno konstruišu realni brojevi) i aksiomatske. Mi ćemo koristiti aksiomatski način koji omogućava da nešto brže izvedemo osnovna pravila računanja sa realnim brojevima. Zapravo, glavna svojstva realnih brojeva ćemo ovdje popisati kao aksiome jedne matematičke strukture. Da je ovim aksiomama ta struktura potpuno određena, tvrdi tzv. teorema jedinstvenosti, koju nećemo dokazivati. Egzistencija ovakve strukture u krajnjoj liniji osniva se na iskustvu. Ipak, moguće je dokazati da realni brojevi postoje ako prihvatimo postojanje prirodnih brojeva (što, takođe, nećemo ovdje dokazivati).
 1.3.1. Polje realnih brojeva
 Definicija 1.3.1. Polje realnih brojeva je skup R u kojem su definirane dvije binarne operacije + i · (koje zovemo sabiranje i množenje) i jedna binarna relacija ≤ (manje ili jednako) tako da vrijedi: (R 1) ∀(x, y, z ∈ R) (x + y) + z = x + ( y + z) (asocijacija za sabiranje), (R 2) ∃(0 ∈ R) (∀ x ∈ R) x + 0 = 0 + x = x (egzistencija nule), (R 3) (∀ x ∈ R) (∃ (– x) ∈ R) (–x) + x = x + (– x) = 0 (egzistencija inverznog elementa za sabiranje),
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24 (R 4) ∀(x, y ∈ R) x + y = y + x (komutacija za sabiranje), (R 5) ∀(x, y, z ∈ R) (x ⋅ y) ⋅ z = x ⋅ ( y ⋅ z) (asocijacija za množenje), (R 6) ∃(1 ∈ R\0) (∀ x ∈ R) x ⋅ 1 = 1 ⋅ x = x (egzistencija jedinice), (R 7) ∀(x ∈ R\0) (∃ x -1 ∈ R) x -1⋅ x = x ⋅ x -1 = 1 (egzistencija inverznog elementa za množenje), (R 8) ∀(x, y, z ∈ R) x ⋅ (y + z) = x ⋅ y + x ⋅ z (distribucija množenja prema sabiranju), (x + y) ⋅ z = x ⋅ z + y ⋅ z (R 9) ∀(x, y ∈ R) x ⋅ y = y ⋅ x (komutacija za množenje), (R 10) ∀(x, y, z ∈ R) (x ≤ y) ∧ (y ≤ z) ⇒ x ≤ z (tranzitivnost relacije ≤) (R 11) ∀(x, y ∈ R) (x ≤ y) ∧ (y ≤ x) ⇒ x = y (antisimetrija relacije ≤), (R 12) ∀(x, y ∈ R) (x ≤ y) ∨ (y ≤ x) (usporedljivost), (R 13) ∀(x, y, z ∈ R) x ≤ y ⇒ x + z ≤ y + z (kompatibilnost relacije ≤ prema sabiranju), (R 14) ∀(x, y ∈ R) (0 ≤ x) ∧(0 ≤ y) ⇒ 0 ≤ x ⋅ y (kompatibilnost relacije ≤ prema množenju), (R 15) ako su A i B neprazni podskupovi skupa R, takvi da je x ≤ y za sve x∈A, y∈B, onda postoji element z∈R, takav da je x ≤ z ≤ y za sve x∈A, y∈B. Elementi skupa R zovu se realni brojevi. Ako je u nekom skupu G definirana binarna operacija + za koju vrijede aksiome (R 1) - (R 3), onda kažemo da je G grupa. Za grupu G kažemo da je komutativna ili Abelova ako u njoj vrijedi i (R 4). Element 0 definiran svojstvom (R 2) zove se neutralni element grupe, dok se element definiran svojstvom (R 3) zove inverzni (suprotni) element elementa x. Lako se vidi da je neutralni element grupe jednoznačno određen, te da jednačina a + x = b ima jedinstveno rješenje. To jedinstveno rješenje označava se sa b - a tako da je po definiciji b – a = b + (– a) (koje se zove razlika broja b i broja a). Time je u skupu R uvedena operacija oduzimanja sa uobičajenim svojstvima. Analogno oduzimanju uvodi se i
 operacija dijeljenje realnih brojeva pomoću ababab :1 ==⋅ − za a ≠ 0.
 Aksiome (R 1) - (R 4) iskazuju da je (R, +) (aditivna) Abelova grupa, a aksiome (R 5) - (R 7) i (R 9) da je (R\0, ⋅ ) (multiplikativna) Abelova grupa. Zajedno sa ovim aksiomama, aksiom (R 8) označava da je (R, +, ⋅ ) polje. Aksiome (R 10), (R 11) i (R 12) iskazuju da je binarna relacija ≤ jedna relacija (totalnog) uređaja. Ako u uređenom skupu vrijedi aksiom (R 15), onda kažemo da je taj skup uređajno potpun ili da je potpun uređen skup. Prema tome, skup (R, ≤ ) realnih brojeva je uređajno potpun. Grupa (G, +, ≤ ), koja je i uređen skup i u kojoj je ispunjen aksiom (R 13) nazivamo uređena grupa. Prsten u kojem vrijede aksiome (R 13) i (R 14) zove se uređen prsten. Aksiomama (R 1) - (R 14) definirano je uređeno polje. Te aksiome nazivamo algebarskim aksiomama skupa R. Uređena četvorka (R, +, ⋅ , ≤ ) je primjer uređenog polja. Za uređeno polje kažemo da je potpuno uređeno polje ako vrijedi još i (R 15), tj. ako je to uređeno polje još i uređajno potpuno. To znači da aksiome (R 1) - (R 15) iskazuju da je (R, +, ⋅ , ≤ ) potpuno uređeno polje. Aksioma (R 15) je najvažnija za uvođenje osnovnih pojmova analize i ona se naziva aksiomom potpunosti ili aksiomom neprekidnosti. Jasno je da se, za razliku od algebarskih aksioma, za aksiomu potpunosti ne bi moglo reći da predstavlja svojstvo skupa R koje je “očigledno” i “uobičajeno” u radu sa realnim brojevima. Međutim, ona je neophodna za analizu, a ne može se izvesti iz algebarskih aksioma. Jedino je moguće da se ona zamijeni nekim njoj ekvivalentnim iskazom. Naime, dokazuje se da je ta aksioma ekvivalentna npr. sa iskazom (teorem o infimumu):
 (R 15°) Ako je A ⊆ R odozdo ograničen neprazan podskup od R, onda postoji najveća donja međa inf A ∈ R skupa A. Iz aksioma realnih brojeva (R 1) - (R 15) mogu se dokazati sva uobičajena pravila za računanje s realnim brojevima poznata iz elementarne matematike. Ovdje ćemo navesti nekoliko tih pravila i pokazati kako se neka od njih mogu izvesti (iz algebarskih aksioma realnih brojeva).
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25 Za sve x, y, z, u, v ∈ R vrijede svojstva:
 (i) – (– x) = x ; (vi) x ≤ y ⇒ – x ≥ – y ; (ii) x ⋅ 0 = 0 ⋅ x = 0 ; (vii) (x ≤ 0) ∧ (y ≤ 0) ⇒ x ⋅ y ≥ 0 ; (iii) x ⋅ (– y) = – (x y) = (– x) ⋅ y ; (viii) (x ≤ y) ∧ (z ≤ u) ⇒ x+ z ≤ y + u ; (iv) (– x) ⋅ (– y) = x y ; (ix) 0 < 1 ; (v) x ≤ 0 ⇒ – x ≥ 0 ; (x) x ⋅ y = 0 ⇒ (x = 0 ∨ y = 0) ;
 (xi) x – (– y) = x + y ; (xvi) x2 = y2 ⇔ (x = y ∨ x = – y) (xii) x = – y ⇔ – x = y ; (xvii) )0,( ≠= zy
 yzxz
 yx ;
 (xiii) – 0 = 0 ; (xviii) , ;yvxu
 vu
 yx
 yvuyxv
 vu
 yx
 =⋅+
 =+ za y, v ≠0;
 (xiv) x2 ≥ 0; x2 = 0 ⇔ x = 0 ; (ix) ( ); 21 22 yxxy +≤
 (xv) (x≠0) ∧(y≠0) ⇒ ( x y) –1 = (x –1) ⋅ ( y –1) ; (xx) 2 22 ,1 1 2 2x y x yxy
 x y
 + +≤ ≤ ≤
 +
 za x > 0, y > 0. *) Dokažimo svojstva (i), (ii) i (ix): 1) Po definiciji inverznog elementa – (– x) (prema (R 3)) je (– x) + (– (– x)) = 0, a po definiciji
 elementa (– x) je (– x) + x = 0. Iz jednoznačnosti rješenja jednačine a + x = b slijedi x = – (–x). 2) Kako je 0 + 0 = 0, to je (0 + 0) ⋅ x = 0 ⋅ x + 0 ⋅ x = 0 ⋅ x. Prema (R 2) je 0 ⋅ x + 0 = 0 ⋅ x, pa zbog
 jednoznačnosti rješenja jednačine a + x = b slijedi 0⋅ x = 0. Slično se dobije i relacija x ⋅ 0 = 0. 3) Prema (R 6) je 1 ≠ 0, pa iz (R 12) imamo ili 1 > 0 ili 1 < 0. Ako bi bilo 1 < 0, onda bi,
 zbog svojstva (v), bilo –1 > 0, pa bi prema svojstvu (iv) i (R 14) bilo (– 1) ⋅ ( –1) = 1 > 0, što je kontadikcija s pretpostavkom 1 < 0. Otuda slijedi da preostaje jedino mogućnost 1 > 0. Skup R+: = x∈R : x > 0 zove se skup (svih) pozitivnih brojeva, a skup -R : = x∈R : x < 0 skup (svih) negativnih brojeva. Prema tome, dokazali smo da 1∈ R+, tj. da je 1 pozitivan broj.
 Za svaki realni broj x ∈R definira se apsolutna vrijednost (modul) | x | realnog broja x izrazom:
 ⎩⎨⎧
 <−≥
 =.0 za ,,0 za ,
 : xxxx
 x (1.3.1.)
 Iz (1.3.1.) neposredno slijedi da je **)
 | x | = max – x, x. (1.3.2.) Iz (1.3.1) i svojstva relacije ≤ odmah slijedi da za svaki ε > 0 vrijede nejednakosti
 | x | < ε ⇔ – ε < x < ε, | x | ≤ ε ⇔ – ε ≤ x ≤ ε, (1.3.3.) | x | > ε ⇔ (x < – ε ∨ x > ε), | x | ≥ ε ⇔ ( x ≤ – ε ∨ x ≥ ε). (1.3.4.)
 Lako se dokazuje da apsolutna vrijednost, tj. funkcija | | : R→R ima ova svojstva:
 1) ∀(x∈R) | – x| = | x | ; 5) ∀(x,y ∈ R) | | x | – | y | | ≤ | x + y | ≤ | x | + | y | ; 2) ∀(x,y ∈ R) | x – y | = | y – x | ; 6) ∀(x,y ∈ R) | x y | = | x | ⋅ | y | ; 3) ∀(x∈R) –| x | ≤ x ≤ | x | ; 4) ∀(x∈R) | x | ≥ 0, | x | = 0 ⇔ x = 0 ; 7) ∀(x,y ∈ R) ).0( ,
 ≠= yyx
 yx
 ______________ *) Ova relacija između harmonijske, geometrijske, aritmetičke i kvadratne sredine brojeva x, y proširuje se i na slučaj od proizvoljno konačno mnogo pozitivnih realnih brojeva. **) Apsolutna vrijednost | x | proizvoljnog realnog broja x može se ekvivalentno definirati i izrazom 2 : xx = , gdje se uzima aritmetička vrijednost korijena. 26
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Npr., sabiranjem nejednakosti
 – | x | ≤ x ≤ | x |, – | y | ≤ y ≤ | y |
 dobijemo nejednakost
 – (| x | + | y |) ≤ x + y ≤ | x | + | y |, koja je ekvivalentna sa relacijom
 | x + y | ≤ | x | + | y |. (1.3.5.)
 Relacija (1.3.5.) se naziva nejednakost trougla i ima važnu ulogu u mnogim dokazima u analizi i u njenim primjenama. Primjer 1.3.1. Riješimo jednačine:
 a) | x + 1 | = 3 ; b) | x + 1 | = – 3 ;
 c) | x + 1 | = x ; d) | x – 1 | = x .
 Rješenje: Ako nije naznačeno u kojem skupu treba riješiti datu jednačinu ili nejednačinu, onda je uobičajeno smatrati da to treba uraditi u skupu R realnih brojeva. a) | x + 1 | = 3 ⇔ x + 1 = ± 3 ⇔ ( x +1 = 3 ∨ x +1 = – 3 ) ⇔ ( x = 2 ∨ x = – 4 ). b) Jednačina | x + 1| = – 3 nema ni jednog rješenja u skupu R jer je | y | ≥ 0 za svaki y∈R. c) Za x < 0 data jednačina nema rješenja u R. Za x = 0 data jednačina se svodi na netačnu
 jednakost 1 = 0, a za x > 0 vrijedi | x + 1 | = x ⇔ ( x + 1 = x ∨ x + 1 = – x ) ⇔ ( 1 = 0 ∨ x = – ½ ),
 tj. ni u tom slučaju ne postoji ni jedno rješenje u skupu R. Dakle, jednačina | x + 1 | = x nema ni jednog rješenja u R. d) | x – 1| = x ⇔ (x ≥ 0 ∧ x – 1 = ± x ) ⇔ x = ½. Primjer 1.3.2. Nacrtajmo grafik funkcije:
 a) f : R → R, f (x) = | x |; b) = 0x ⎪⎪⎩
 ⎪⎪⎨
 ⎧
 <−
 >==
 .0,1,,0,0,1
 :sgn)(x
 xxxg
 Rješenje: Grafik funkcije f prikazan je na sl. 1.3.1., a grafik funkcije g na sl. 1.3.2. f (x) = | x | g (x) = sgn x Sl. 1.3.1. Sl. 1.3.2. Primjedba 1.3.1. Geometrijski, | x | predstvlja udaljenost tačke na brojevnom pravcu, koja predstavlja realan broj x, od ishodišta (sl. 1.3.3.). 27
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Sl. 1.3.3. Primjer 1.3.3. Riješimo nejednačinu:
 a) | 3x – 1| < 2x + 5 ; b) | 3x – 1| ≥ 2x + 5. Rješenje: a) Primijetite da mora biti 2x + 5 > 0 , tj. x > –
 25 . Pomoću svojstva (1.3.3.) dobijemo
 | 3x – 1| < 2x + 5 ⇔ – 2x – 5 < 3x – 1 < 2x + 5 ⇔ (– 4 < 5x ∧ x < 6) ⇔ x∈ ( 54
 − , 6).
 b) Iz a) neposredno slijedi da je skup R svih rješenja date nejednačine dat sa
 R = (– ∞, 54
 − ] ∪ [6, +∞).
 Zadatak 1.3.1. Riješite sljedeće jednačine i nejednačine:
 a) | x + 1 | = 3x – 9; b) | x – 1 | = 3x – 9; c) | x – 1 | = | x – 2 |; d) | 1 + 3x | ≤ 1; e) x ⋅ (x2 + 8x + 11) ≥ 20;
 f) ;01
 132
 2
 ≥+−x
 x
 g)
 .
 211
 11
 xx −<
 Zadatak 1.3.2. Ispitajte da li za dati x > 0 postoji y > 0 takav da je |2x + y| = 10. Zadatak 1.3.3. Provjerite da li vrijedi:
 a) x ∈ [2,4] ⇒ 2x + 3 ∈ [7,11]; b) x ∈ [x0 – a, x0 + a] ⇔ | x – x0 | ≤ a, (a > 0); c) | x – 1| < 2 ⇒ 0 < | 2x – 3 | < 5; d) | x – 3| < 1 ⇒ .
 61
 41
 81
 <−
 <x
 Primjer 1.3.4. Ispitajmo da li skupovi A, B imaju supremum, infimum, maksimum i minimum u R, ako je:
 A : = x∈ R : | x – 3| ≤ 5, B : = x∈ R : 5 | x | – | x2 | – 6 > 0.
 Rješenje: 1° Iz | x – 3| ≤ 5 ⇔ –5 ≤ x – 3 ≤ 5 slijedi da je A = [– 2, 8], pa je skup A ograničen (odozdo je ograničen sa svakim realnim brojem koji je manji ili jednak – 2, a odozgo je ograničen sa svakim realnim brojem koji je veći ili jednak broju 8 ). Pri tome je inf A = –2 , sup A = 8. Kako je –2 ∈ A, 8 ∈ A, to je –2 ujedno i najmanji ( pa i minimalni / početni) element skupa A, a 8 je najveći ( pa i maksimalni) element skupa A, tj. min A = – 2, max A = 8.
 2° Za x < 0 vrijedi 5 | x | – | x2| – 6 > 0 ⇔ –5 x – x2 – 6 > 0 ⇔ x2 + 5 x + 6 < 0 ⇔ (x + 2) (x + 3) < 0 ⇔ –3 < x < –2 , dok za x ≥ 0 vrijedi 5 | x | – | x2 | – 6 > 0 ⇔ 5 x – x2 – 6 > 0 ⇔ ⇔ x2 – 5 x + 6 < 0 ⇔ 2 < x < 3. 28
 −
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Otuda slijedi da je B = (–3,–2) ∪ (2, 3), pa je inf B = –3, sup B = 3. Skup B je ograničen. Kako –3 ∉ B i 3 ∉ B, to skup B nema ni minimalni ni maksimalni element. Zadatak 1.3.4. Dokažite da je:
 a) max x∈R x2 ≤ 2= 2 ; b) min sinx x∈R = –1;
 c) inf x
 x+1
 x∈R = –1;
 d) supx
 x+1
 x∈R = 1.
 (Primijetite da je preslikavanje xax
 x+1
 bijekcija f : R→ (–1, 1), jer je y g(y) = ay
 y−1
 inverzno preslikavanje g: (–1, 1) → R za f !)
 Zadatak 1.3.5.* Odredite inverznu funkciju funkcije f : R → (-1,1), f(x)= 1
 xx+
 , gdje je R
 skup realnih brojeva, a zatim skicirajte grafike tih funkcija.
 1.3.2. Neki istaknuti podskupovi skupa realnih brojeva Proučavanjem aritmetike i algebre upoznali smo se najprije s prirodnim brojevima, zatim s nulom i s cijelim negativnim brojevima, koji zajedno s prirodnim brojevima čine skup cijelih brojeva. Zatim smo se upoznali s razlomljenim brojevima, pozitivnim i negativnim. Cijeli i razlomljeni brojevi zovu se jednim imenom racionalni brojevi. Upoznali smo dalje i iracionalne brojeve ili beskonačne neperiodične razlomke te smo racionalne i iracionalne brojeve zajedno zvali realni brojevi.
 Polazeći od skupa N : = 1, 2, … prirodnih brojeva (koji je osnovni pojam i ne definira se) – proširivanjem brojevnog područja – dolazi se do svih vrsta brojeva, pa se ujedno upoznaju svojstva tih brojeva. Naime, veoma dugo ljudi su poznavali samo prirodne brojeve i u njima su uočavali izvjesne zakonitosti, koje su postepeno uobličavali u zakone algebarskih operacija. Razvoj društva je doveo i do razvoja brojeva i otkrića cijelih brojeva. Taj proces je bio postepen. Uvođenjem skupa cijelih brojeva u matematiku, primjenjivani su u njemu i zakoni algebarskih operacija koji su vrijedili u skupu prirodnih brojeva. Time je, u stvari, primijenjen tzv. princip permanencije sa skupa prirodnih brojeva u skup cijelih brojeva. (Općenito, ako znamo da za dva skupa A, B, (A ⊂ B), važi zakon permanencije, onda sva svojstva koja važe u skupu A važe i u skupu B.) U ovom odjeljku pokazujemo kako se u okviru aksiomatski uvedenog skupa R realnih brojeva mogu uvesti njegovi uobičajeni podskupovi N prirodnih brojeva, Z cijelih brojeva i Q racionalnih brojeva. Neka je N : = (Nα : α ∈ A) familija svih podskupova Nα skupa R koji imaju ova dva svojstva:
 1 ∈ Nα , x ∈ Nα ⇒ x + 1 ∈ Nα .
 Očito je R element familije N, pa ta familija nije prazna. Neka je N : = . Odmah slijedi da je N ∈ N. Ovako definirani skup N (⊆ R) zove se
 skup prirodnih brojeva, a njegovi elementi zovu se prirodni brojevi.
 IAN
 ∈αα
 Lako se pokazuje da su prirodni brojevi pozitivni, tj. da je N ⊆ R+ (jer 1∈ R+, a x ∈ R+ povlači x > 0, pa je i x +1 ≥ 0 + 1 = 1 > 0, odakle je x +1 ∈ R+, tj. R+ ∈ N ).
 Na skupu N prirodnih brojeva definirano je preslikavanje π : N→N izrazom π (n) = n + 1. Pri tome se kaže da je π (n) sljedbenik broja n i ponekad se piše π (n) = n+. Sada se lako dokaže da
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29 za skup N i ovako definirano preslikavanje π vrijedi ova teorema (koja inače predstavlja tzv. Peanove aksiome pomoću kojih je italijanski matematičar i logičar Giuseppe Peano (1858-1932) dao potpunu karakterizaciju skupa prirodnih brojeva, tako da se skup prirodnih brojeva N može i definirati kao neprazan skup N koji zadovoljava te aksiome): Teorema 1.3.1. (N 1) Definirano je preslikavanje π : N→N (tj. postoji funkcija π sa N u N ). (N 2) Postoji bar jedan element u N (označavamo ga sa 1). (N 3) ∀(n∈N) π (n) ≠ 1. (N 4) Ako je π (m) = π (n) za neke m, n ∈ N, onda je m = n, tj. π je bijekcija. (N 5) (Aksiom indukcije). Ako je S podskup od N, koji ima ova dva svojstva: 1 ∈ S, ∀(n∈N) n∈S ⇒ π(n)∈S, onda je S = N. Pri izgradnji teorije prirodnih brojeva, osobitu ulogu ima aksiom indukcije, iz kojeg proizilazi princip (potpune) matematičke indukcije koji glasi:
 Ako neki iskaz I(n) ima ove dvije osobine: (i) I(n) je tačan iskaz za n = 1; (ii) Implikacija I(n) ⇒ I(n+1) vrijedi za svaki prirodan broj n, onda je iskaz I(n) tačan za sve prirodne brojeve n.
 Neka je (G, +) grupa i G0 ⊆ G. Ako je G0 grupa s obzirom na operaciju +, onda kažemo da je (G0, +) podgrupa grupe (G, +). Analogno se definira i potpolje (F0, +, ⋅ ) polja (F, +, ⋅ ).
 Neka je Z : = (Zβ, β∈B) familija svih podgrupa grupe (R, +) koje sadrže broj 1. Neka je Z : = . Odmah se vidi da je i Z podgrupa od (R, +) i 1∈Z, pa je Z∈ Z . I
 BZ
 ∈ββ
 Skup Z zove se skup cijelih brojeva, a njegovi elementi zovu se cijeli brojevi.
 Lako se vidi da je Z = (–N) ∪ 0 ∪ N, gdje je –N = – n : n∈N.
 Neka je C : = Qγ : γ ∈Γ familija svih Qγ potpolja polja R i neka je Q : = . IΓ∈γ
 γQ
 Tada je očito Q∈ C . Skup Q se zove skup racionalnih brojeva, a njegovi elementi se zovu racionalni brojevi. Skup R \ Q = I se zove skup iracionalnih brojeva, a njegovi elementi zovu se iracionalni brojevi. Jasno je da vrijedi Q ∪ I = R, a kako je Q∈ Z, to je Z ⊆ Q.
 Ako za izraze x y -1 ( = y -1 x) (x, y ∈ R, y ≠ 0) uvedemo uobičajenu oznaku yx , onda se lako
 dokazuje da vrijedi: Q =
 nz : z∈Z ∧ n∈N.
 Takođe se dokazuje da postoji surjekcija f : N→Q, te da u svakom intervalu (a, b) (⊆R) , a < b, ima bar jedan racionalan i bar jedan iracionalan broj (tj. da su skupovi Q i I gusti na prostoru R realnih brojeva). Radi jednostavnije formulacije nekih svojstava / teorema u analizi se uvodi prošireni prostor / skup realnih brojeva R . Po definiciji je
 R = R ∪ – ∞, +∞, gdje su – ∞, +∞ dvije međusobno različite nove tačke. Uređaj ≤ se proširuje sa R na R stavljajući – ∞ < x < + ∞ za svaki x∈R. 30
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Primjer 1.3.5. Dokažimo da 2 nije racionalan broj. Naime, ako bi za dva relativno prosta prirodna broja p i q (pretpostvka da su p i q relativno prosti
 ne umanjuje opštost razmatranja) bilo qp
 =2 , M(p, q) = 1, onda bi slijedilo da je p2 = 2q2, a to bi
 značilo da je p paran broj, jer je kvadrat parnog broja paran, dok je neparnog neparan. Dakle, moralo bi vrijediti p = 2m za neki m∈N, tj. p2 = 4m2 = 2q2, odnosno q2 = 2m2, što daje da je i q paran. Međutim, to je u kontradikciji s pretpostavkom da su p i q relativno prosti prirodni brojevi. To znači da je 2 iracionalan broj.
 Zadatak 1.3.5.* Odredite sve racionalne realne brojeve x za koje je cio broj. x x22log ( 4 1)− −
 I. x x x x1 2 3 417 1
 ,4 4
 15, ,−= = = −= .
 II. x x x x1 2 3 41
 ,4
 15, , 4−= = = −= .
 III. x x x x x1 2 3 541 17 1 4= . ,5 4 4 17
 5, , ,= = = −=
 IV. x x x x x1 2 3 5417 1 4
 ,4 4
 5, 1, ,= =− = ==17
 .
 Za postojanje iracionalnih brojeva znali su još starogrčki matematičari.
 Odmah je vidljivo da svaki iracionalni broj možemo aproksimirati racionalnim brojem s unaprijed zadanom tačnošću. Tako, npr., znamo da su racionalni (decimalni) brojevi 3; 3,1; 3,14; 3,141; 3,145; 3,14159 aproksimacije broja π. Lako se uvjeravamo da je najtačnija aproksimacija broja π razlomcima oblika
 nmr = , n ≤ 10 data sa m = 22, n = 7.
 1.3.3. Posljedice aksiome neprekidnosti
 U prethodnim odjeljcima smo naveli neke posljedice algebarskih aksioma realnih brojeva (R 1) – (R 14). Takođe smo naveli i činjenicu da je aksioma neprekidnosti (R 15) ekvivalentna sa teoremom o infimumu. Sada ćemo navesti još neke važne posljedice aksiome neprekidnosti realnih brojeva. Počet ćemo sa važnim teoremom o supremumu, koji je ne samo posljedica, već i jedan od ekvivalenata aksiome neprekidnosti, tj. koji može da stoji umjesto nje u popisu aksioma realnih brojeva. Iz definicije supremuma podskupa A uređenog skupa (X, ≤ ) kao najmanje (ako postoji) od njegovih majoranata slijedi da je sup A onaj element x∈X za koji važi: (i) ∀ (a ∈ A) a ≤ x i
 (ii) (∀ (a ∈ A) a ≤ y ) ⇒ x ≤ y. Odavde i iz postojanja algebarskih operacija u skupu R realnih brojeva slijedi da se karakterizacija supremuma u skupu R (a analogno se izražava i korisna karakterizacija infimuma podskupa A u R ! ) može izraziti u sljedećem obliku:
 x = sup A ⇔ ( (∀a ∈ A) a ≤ x) ∧ (∀ε > 0) ( ∃ a ∈ A) a > x - ε.
 Teorema 1.3.2. (Teorema o supremumu). Svaki neprazan, odozgo ograničen podskup skupa R realnih brojeva ima supremum u R. Dokaz: Pretpostavimo da je A⊆R, A≠Ø, odozgo ograničen podskup od R. Neka je B : = y∈R (∀x∈A) x ≤ y . Tada je B skup svih majoranata skupa A. Prema pretpostavci, skupovi A i B su neprazni i važi svojstvo da je x ≤ y za sve x∈A, y∈B. Prema aksiomi (R 15) postoji element z∈R, __________________________ * Zadatak sa ispita iz IM1 (samo je jedan od ponuđena četiri odgovora I, II, III i IV tačan). 31
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takav da je x ≤ z ≤ y za sve x∈A, y∈B. Očito je realan broj z jedna majoranta skupa A i, istovremeno, najmanja od njegovih majoranata, pa je z = sup A (∈R). Time je dokaz teoreme završen. Sljedeće dvije posljedice aksiome neprekidnosti (R 15) predstavljaju još dva važna svojstva realnih brojeva za koje se može pokazati da uzeta zajedno predstavljaju ekvivalent te aksiome (pa, dakle, i ekvivalent teorema o supremumu). Teorema 1.3.3. (Arhimedov aksiom). Neka su dati brojevi a,b∈R, a>0. Tada postoji broj n∈N takav da je na>b (sl.1.3.4).
 Sl. 1.3.4. Dokaz: Pretpostavimo suprotno1), tj. pretpostavimo da ne postoji broj n∈N takav da je na>b. Tada bi vrijedilo da je na ≤ b za svaki n∈N, pa bi skup Na =na n∈N bio ograničen odozgo brojem b. Zato bi prema teoremu o supremumu postojao sup (Na) = b0, što pokazuje da broj b0 – a ne može biti majoranta skupa Na. Zato bi postojao broj n0∈N takav da je n0 a > b0 – a. No, onda bi bilo n0 a + a > b0, tj. (n0 + 1) a > b0. Kako je (n0 + 1)a ∈Na, došli smo u kontradikciju sa b0 = sup Na i teorema je dokazana. Teorema 1.3.4. (Cantorov aksiom). Neka je za svaki n∈N dat segment [an, bn] (⊆R) i neka m ≥ n povlači [am, bm] ⊆ [an, bn] , tj. an ≤ am ≤ bm ≤ bn . Tada
 je [an, bn] ≠Ø, odnosno, preciznije, vrijedi [an, bn] = [a, b], gdje je I I
 a : = sup ann∈N , b : = inf bnn∈N (sl. 1.3.5.). N∈n N∈n
 Sl. 1.3.5. Umjesto teoreme 1.3.3. često se dokazuje tzv. Arhimedovo svojstvo uređenog polja R:
 Za proizvoljne pozitivne brojeve a,b postoji ( i jedinstveno je određen) prirodan broj n, takav da je (n-1)a ≤ b < na.
 Lako je vidjeti da navedeno Arhimedovo svojstvo ostaje da važi i ako su a,b∈R proizvoljnog znaka, s tim da se broj n u tom slučaju bira iz skupa Z cijelih brojeva umjesto iz skupa N prirodnih brojeva. U tom slučaju za a = 1 dobijemo važnu relaciju
 ∀(b∈R) ∃!(n∈Z) n-1 ≤ b < n.
 Takav broj n -1 zove se cijeli dio broja b i označava se sa ⎣b⎦ . Neposredno iz Arhimedovog aksioma slijede sljedeće jednostavne, ali važne, posljedice: Posljedica 1.3.1. (i) Za svaki pozitivan broj ε postoji prirodan broj n, takav da je .
 (ii) Ako je x nenegativan realan broj i za svaki n∈N važi , onda je x = 0.
 ε<<n10
 nx 1<
 _______________ 1) Ovdje, a i na nekim drugim mjestima ovog kursa, koristimo indirektni dokaz kao jedan od dva opća načina dokazivanja. 32
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Dokaz: Iz Arhimedovog svojstva slijedi da postoji n∈N, takav da je 1<ε n, odakle je
 , tj. vrijedi (i). Činjenica (ii) slijedi iz (i). ε<<n10
 Posljedica 1.3.2. Za sve a,b∈R za koje je a<b, postoji racionalan broj x, takav da je a < x < b. Zbog svojstva racionalnih brojeva izraženog posljedicom 1.3.2. kaže se da je skup Q gust u skupu R. Algebarske aksiome realnih brojeva amogućuju da se sa realnim brojevima može obavljati pet računskih operacija: sabiranje, oduzimanje, množenje, dijeljenje i stepenovanje cijelim izložiocem, dok aksioma neprekidnosti omogućava da uvedemo i korjenovanje ili, što je isto, stepenovanje racionalinim izložiocem. O stepenovanju, uključujući i stepenovanje sa proizvoljnim realnim izložiocem, dat ćemo odgovarajuće detalje u narednim izlaganjima.
 1.3.4. Metod indukcije, stepeni i Newtonova binomna formula U odjeljku 1.3.2. je formulisan princip matematičke indukcije, koji neposredno slijedi iz aksioma indukcije. Tim principom služimo se u mnogim slučajevima u kojima neki iskaz zavisi od prirodnog boja n, pa i u slučaju kada želimo definirati neko preslikavanje f : N→X skupa N u skup X. U tom slučaju propisujemo x0 = f(1)∈X ( ili, općenitije, x0 = f(n0), gdje je n0 neki fiksiran prirodan broj) i zadajemo neki rekurzivni postupak pomoću kojeg proširujemo preslikavanje f sa skupa 1,2,…, n (odnosno, sa skupa n0, n0+1,…, n) na kojem je f već definirano, na skup 1,2,…, n, n+1 (odnosno, na skup n0, n0+1,…, n, n+1). Dokazuje se da vrijedi sljedeći tzv. princip definicije indukcijom: Neka je za svaki n∈N dato preslikavanje ϕn : X n→X i neka je x0∈X. Tada postoji jedno i samo jedno preslikavanje f : N→X takvo da je:
 f(1)= x0, ∀(n∈N) f(n+1) = ϕn ( f(1), f(2), .., f(n) ). (1.3.6)
 Analogno, ako je dat m∈N , m>1, i preslikavanje ϕn : Xn→X za svaki n∈1, 2, …, m-1, onda dobijemo jedinstveno preslikavanje f : 1, 2, …, m→X takvo da vrijedi (1.3.6) za svaki n∈1, 2, …, m-1. Principom definicije indukcijom se često služimo i to obično bez izričitog specificiranja preslikavanja ϕn. Posebno je čest slučaj kada preslikavanje ϕn zavisi samo od nezavisno promjenljive xn. Tada se dobije jedinstveno preslikavanje
 f(1)= x0, ∀(n∈N) f(n+1) = ϕn ( f(n)). (1.3.7)
 Ako je ϕn = ϕ, ϕ : X→X , onda relacija (1.3.7) prelazi u ( još jednostavniju ) relaciju
 ∀(n∈N) f(n+1) = ϕ ( f(n)). (1.3.8) Primjer 1.3.6. Ilustrujmo princip definicije indukcijom na primjeru definiranja funkcije faktorijel.3) U tom smislu neka je X : = N, x0 : =1 i neka je preslikavanje ϕn : X→X dato formulom ϕn (x) = x⋅ (n+1). Tada, prema principu indukcije, zaključujemo da postoji jedinstveno preslikavanje f : N→N takvo da je
 f(1)= 1, f(n+1) = ϕn( f(n)) = f(n)⋅(n+1).
 To preslikavanje zovemo funkcija faktorijel i f(n) označavamo sa n! . Dakle, funkcija f(n) : = n! je potpuno određena svojstvim
 1! = 1, (n+1)! = n! (n+1). Obično se funkcija n! definira i za n = 0 pomoću jednakosti 0!=1. _____________________ 3) Preciznije, funkcije desni faktorijel, jer se u novije vrijeme koristi i funkcija lijevi faktorijel. 33
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i 1
 =
 ...211
 =
 n
 ni1
 ...
 Lako se dokazuje matematičkom indukcijom (metodom matematičke indukcije) da za svaki n∈N vrijedi jednakost
 n! = 1 ⋅2⋅ …⋅ n. U primjenama, kada želimo dokazati da neka tvrdnja T(n) vrijedi za svaki n∈N, obično napravimo sljedeća tri koraka: 1) baza indukcije (n = 1, ili, općenitije, n = n0∈N): Provjerimo / pokažemo da tvrdnja T(n)
 vrijedi za n = 1 (odnosno, za n = n0), 2) induktivna pretpostavka (n = k ≥ 1, odnosno n = k ≥ n0): Pretpostavimo da tvrdnja T(n) vrijedi
 za prirodan broj k, 3) korak indukcije (n = k+1) : Koristeći induktivnu pretpostavku pokažemo da tvrdnja T(n) vrijedi
 i za prirodan broj k+1. Tada prema principu matematičke indukcije zaključujemo da tvrdnja T(n) vrijedi za svaki n∈N (odnosno, za svaki n∈N, n ≥ n0). Princip definicije indukcijom omogućava nam da definiramo mnoge nove pojmove i oznake. Tako, npr., definiramo sumu ∑ od m realnih brojeva x1, ..., xm ∈R, gdje je m∈N,
 sljedeći način:
 m
 m
 ii xxxx +++=
 na
 Za svaki n∈1, ..., m-1 i x∈R definiramo preslikavanje ϕn(x) : = x + xn+1 ∈R i neka x1 ima ulogu tačke x0 (koja se pojavljuje u formulaciji principa definicije indukcijom). Tada postoji jedno jedino preslikavanje f : 1, ..., m→R takvo da za svaki n∈1, ..., m-1 vrijede relacije:
 f(1) = x1, f(n+1) = ϕn (f(n)) = f(n) + xn+1. (1.3.9)
 ∑m
 ix(x1, ..., xm) ∈Rm označava sa , ili x1 + … + xm i zove se suma (ili zbir) od m Relacijama (1.3.9) je potpuno određen i broj f(m), koji se ovako pridružen m-torci
 članova x1, ..., xm. =
 Koristeći ove oznake relacije (1.3.9) možemo napisati u obliku
 (1.3.10) .,1 1
 1
 1
 1
 1 1+
 =
 +
 = =
 +⎟⎠
 ⎞⎜⎝
 ⎛==∑ ∑ ∑ n
 i
 n
 i
 n
 iiii xxxx
 Na analogan način definira se i proizvod ( produkt ) ealnih brojeva x1, ..., xn tako da vrijedi
 ∏ ⋅⋅=i
 xxx 1 r
 (1.3.11) ., 1
 1
 1 1
 1
 11 +
 = =
 +
 =
 ⋅⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛==∏ ∏∏ n
 i
 n
 ii
 n
 iii xxxxx
 Specijalno, ako je x1 = ...= xn = x, onad se iz (1.3.10) dobije
 ,1
 xnxn
 ii ⋅=∑
 =
 jer se indukcijom lako dokaže da je ako je yi =1 za svaki i∈1, ..., n. nyn
 ii =∑
 =1
 Ako je x1 = ...= xn = x, onda se proizvod zove n-ti stepen ( ili n-ta potencija) broja x, (n∈N), ∏=
 n
 iix
 1 i označava se sa xn. Pri tome se n zove eksponent ( ili izložilac ), a x baza ( ili osnova ) stepena. Prema (1.3.11) imamo
 x1=x, xn+1 = xn ⋅x. (1.3.12)
 Iz formule (1.3.12) dobije se indukcijom da za sve m,n ∈N i za sve a,b ∈R vrijede poznate formule
 am ⋅ an = a m+n, (a m)n = a mn, (ab)n = an bn. 34
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Osim toga, dobijemo da važe i sljedeće relacije:
 0 ≤ a < b ⇒ an < bn, a >1 ⇒ an > 1, (a >1 ∧ m > n) ⇒ am > an.
 Po definiciji stavljamo za svaki n ∈N i a∈R\0, a –n = (a -1)n, a0 = 1. U oznakama i ∏ lako je formulisati i dokazati neka poopštenja prethodno navedenih
 aksioma i tvrdnji za realne brojeve. Tako se, npr., dobije da za ∑ i ∏ vrijede poopšteni zakoni
 asocijativnosti, komutativnosti i distributivnosti, te da vrijede svojstva:
 ∑=
 n
 iix
 1 =
 n
 iix
 1
 =
 n
 iix
 1 =
 n
 iix
 1
 1) 0 ≤ xi (i = 1, ..., n) ⇒ 0 ≤ ; n
 2) = 0 ⇒ ( ∃ i∈1, ..., n) xi = 0 ; ∏=i
 ix1
 3) 0 ≤ xi ≤ yi (i = 1, ..., n) ⇒ ≤ ; ∏n
 ix ∏n
 iy
 ∑∑ ≤n
 i
 n
 i xx== ii 11
 ∑∑==
 ≤k
 ii
 k
 ii xx
 11k∈1, ..., n-1 vrijedi . Tada primjenom (1.3.10), svojstva ⎟x+y⎟≤⎟x⎟+⎟y⎟
 4) (poopštenje nejednakosti trougla);
 5) . Dokažimo, npr. nejednakost 4). Za n = 1 tvrdnja je očita. Pretpostavimo da za svaki
 (∀x,y∈R) i ponovo (1.3.10) dobijemo čime je tvrdnja 4) dokazana za svaki n ∈N. Kompozicijom sabiranja i stepenovanja dobijemo polinome ( polinomske funkcije )
 x→ P(x) : = (1.3.13) ,... 010
 axaxaxa nn
 n
 i
 ii +++=∑
 =
 gdje je an, ..., a0 ∈R, n∈N0 : = N∪0. Brojevi an, ..., a0 zovu se koeficijenti polinoma i oni potpuno određuju polinom, a dokazuje se i obratno, da polinom potpuno određuje svoje koeficijente.
 Ako je an ≠0, kažemo da je polinom (1.3.13) stepena (stupnja) n. Polinomi su definirani za svaki x ∈R, tj. svaki polinom je funkcija koja preslikava R u R. Polinomi su, sa računarske tačke gledišta, najjednostavnije funkcije, jer se njihova vrijednost u svakoj tački x ∈R može izračunati samo primjenom osnovnih operacija. Lako se dokaže da se kompozicijom polinoma dobiju ponovo polinomi. To specijalno
 vrijedi za kompoziciju polinoma x→1+x i n-tog stepena x→xn, pa je (1+x)n = .
 Koeficijenti ovog polinoma se često pojavljuju i zovu se binomni koeficijenti. Ti se koeficijenti
 obično označavaju sa , ( n,i ∈N0, i≤n), pri čemu se⎜⎜⎛ čita : ″en nad i ″ (ili ″en iznad i ″ ili ″ en
 povrh i ″).
 ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛in
 ⎟⎟⎠
 ⎞
 ⎝ in
 i 1 i 1= =
 ∏∏ =n
 i
 n
 i xx== ii 11
 ,1
 11
 11
 1,
 1
 11
 11
 111
 1
 1∑∑∑∑∑+
 =+
 =+
 ==+
 +
 =
 =+≤+≤⎟⎠
 ⎞⎜⎝
 ⎛+=
 k
 iik
 k
 iik
 k
 ii
 k
 iki
 k
 ii xxxxxxxx
 ∑=
 n
 i
 ii xa
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 35
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)
 Binomni koeficijenti se mogu definirati i formulom
 ( !!!:
 inin
 in
 −=⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ (1.3.14)
 Iz (1.3.14) i svojstva funkcije faktorijel lako se dobije da je (∀n ∈N0), te 10
 =⎟⎟⎞
 ⎜⎜⎛
 =⎟⎟⎞
 ⎜⎜⎛
 nnn
 ⎝⎠⎝ ⎠
 da vrijede sljedeća osnovna svojstva binomnih koeficijenata ( za sve n,i ∈N0, i≤n ):
 (i) (ii) (iii) ;⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛−
 =⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛in
 nin
 ;1
 1 ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ +=⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛−
 +⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛i
 ni
 nin
 .11
 11
 ++
 ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛++
 =⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ni
 in
 in
 Svojstvo (iii) se zove Pascalova4) jednakost i iz nje se indukcijom po n lako zaključi da su binomni koeficijenti prirodni brojevi. Radi sporazumijevanja potrebno je razraditi sistem označavanja i imenovanja brojeva u kojem se svakom broju pridružuje određeni simbol i ime. Dosad smo, u okviru aksiomatskog uvođenja realnih brojeva, koristili samo simbole 0, 1, 2. Primijetimo da polinomi omogućuju da uvedemo oznake za sve prirodne brojeve. Najviše se koristi tzv. decimalni (ili dekadni) način označavanja brojeva. Tu uvodimo još ove posebne simbole i nazive za njih: broj 1+1 označavamo sa simbolom 2 i nazivamo ga dva, broj 2+1 označavamo sa 3 i ima ime tri, ..., broj 8+1 označavamo sa 9 i zovemo devet. Brojeve iz skupa 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 zovemo decimalne (ili dekadne) cifre ( ili decimalne znamenke). Broj 9+1 označavamo sa simbolom 10, a ima naziv deset. Dokazuje se da za svaki prirodan broj n∈N postoji jedinstven polinom P kojem su koeficijenti decimalne cifre i za koji je n = P(10). Decimalna oznaka (decimalni prikaz) broja n dobije se tako da se redom ispišu koeficijenti an an-1...a1 a0 polioma P. Npr. za broj 6⋅(10)5+7⋅(10)4+0⋅(10)3+8⋅(10)2+0⋅(10)+9 koristimo oznaku 670809. Napomenimo da je čitanje manjih brojeva u svakom jeziku dobro utvrđeno. Decimalno predstavljanje negativnih cijelih brojeva vrši se tako što se oznaka za proizvoljan negativan cio broj z∈Z dobije pisanjem znaka - (minus) pred oznakom za prirodan broj -z∈N. Decimalno predstavljanje (označavanje) racionalnih brojeva (koji nisu nužno cijeli brojevi) i realnih brojeva objasnit ćemo u poglavlju o beskonačnim redovima. Takođe napomenimo da je decimalni sistem specijalni slučaj tzv. pozicionog označavanja brojeva. Ako se umjesto broja 10 uzme neki drugi prirodan broj b>1, dobije se sistem s bazom b. Osim decimalnog (b=10), najpoznatiji sistemi su dijadski ili binarni (b=2), duodecimalni (b=12) i seksagezimalni (b=60) sistem. Binarni sistem, u kojem su jedine cifre 0 i 1, ima važnu ulogu jer taj sistem koriste digitalni računari. Primjer 1.3.7. Navedimo nekoliko primjera 1)
 ;
 n 0 1 2 3 4 5 6 7 n! 1 1 2 6 24 120 720 5040
 2) 3) ;15
 2156
 !4!2!6
 )!26(!2!6
 26
 ;66!6!66====⎟
 ⎞⎜⎛
 4)
 !)1(...)1(
 1...)1)((1...)1)((
 !)1(...)1(
 )!(!!
 iinnn
 inininin
 iinnn
 inin
 in +−⋅⋅−⋅
 =⋅⋅+−−⋅⋅+−−
 ⋅+−⋅⋅−⋅
 =−
 =⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ , (∀n,i ∈N, i≤n). 1!5!1)!16(!11
 =⋅⋅
 =⋅
 =−
 =⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛⋅−⎟
 ⎠⎜⎝
 Relacijama
 0!! :=1; 1!! := 1; (n+2)!! := n!!(n+2) (n∈N0), definira se funkcija dvostruki faktorijel n→n!! (n∈N0). __________________ 4) Blaise Pascal (1623 – 1662) – veliki francuski matematičar, fizičar i filozof. 36
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Indukcijom lako se zaključi da za svaki n∈N0 vrijedi:
 (i) (2n)!! = n! 2n; (ii) ( ) ,
 2!)!12(!!12 nn
 nn⋅+
 =+
 odakle, za n∈N slijede jednakosti (2n)!! = 2⋅ 4⋅...⋅(2n), (2n+1)!! = 1⋅3⋅...⋅(2n+1).
 Pascalova jednakost se može iskoristiti da se binomni koeficijenti zorno prikažu u obliku tzv. Pascalovog trougla (Pascalovog pravila):
 n i Binomni koeficijenti ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛in
 0 0 1 1 0, 1 1 1 2 0, 1, 2 1 2 1 3 0, 1, 2, 3 1 3 3 1 4 0, 1, 2, 3, 4 1 4 6 4 1 5 0, 1, 2, 3, 4, 5 1 5 10 10 5 1 6 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 1 6 15 20 + 15 6 1
 M M M ili, zbog simetrije, u kraćem obliku
 1 1 1 1 2 1 1 3 3 1 1 4 6 4 1 1 5 10 10 5 1 M
 U Pascalovom trouglu svaki red započinje i završava brojem 1. Drugi broj u bilo kojem redu jednak je zbiru prvog i drugog broja iz prethodnog reda, treći broj se dobije sabiranjem drugog i trećeg broja iz prethodnog reda itd., tj. zbir dva susjedna koeficijenta daje koeficijent ispod njih u sljedećem redu. Posmatranjem sljedećih specijalnih slučajeva (x + y)1 = x + y, (x + y)2 = x2 + 2xy + y2, (x + y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3, (x + y)4 = x4 + 4x3y + 6x2y2 + 4xy3 + y4; itd. naslućujemo da vrijedi opšta formula:
 Teorema 1.3.5. Za svaki prirodni broj n i za sve x, y ∈R važi relacija (1.3.15) ( ) ,
 1......
 1011 nniinnnn y
 nn
 xyn
 nyx
 in
 yxn
 xn
 yx ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛+⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛−
 ++⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛++⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛+⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛=+ −−−
 koja se zove binomna formula5) ili Newtonova6) (binomna) formula (ili binomni razvoj). _____________________ 5) Binomna formula za n =2 bila je poznata već starogrčkom matematičaru Euklidu (IV-III v. pr. n. e.). Mnogi su ljudi radili na njenom dokazu, a prvi ga je načinio norveški matematičar Niels Henrik Abel (1802-1829). 6) Sir Isac Newton (1642-1727) – engleski fizičar i matematičar koji je svojim revolucionarnim otkrićima dominirao matematikom i fizikom 17. stoljeća. 37
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8 i−
 , oda
 Dokaz: Dokaz ćemo provesti matematičkom indukcijom po n. Za n = 1 lijeva strana formule (1.3.15) je izraz x + y, a njena desna strana se svodi na izraz , odnosno na binom x+y, tj. 1 1
 0 1x y⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
 za n =1 tvrdnja je istinita. Pretpostavimo sada da tvrdnja (teoreme 1.3.5.) važi za neki n∈N, tj. da važi (1.3.15). Pomnožimo tu jednakost sa x + y. Tada dobijemo:
 ( ) ( )
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 1111
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 yxn
 xn
 yxin
 yxin
 yxyxin
 yxyx
 Odavde, koristeći jednakost i , te grupišući po dva člana gornje sume uz
 identične stepene, te primjenom Pascalove jednakosti dobijemo:
 10
 10
 =⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ +=⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ nn1
 11
 =⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛++
 =⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛nn
 nn
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 1 1111 +−+++⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛++
 ++⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ +++⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ ++⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ +=+ niinnnn y
 nn
 yxi
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 nx
 nyx
 što pokazuje da (1.3.15) vrijedi i za eksponent n+1. Po principu matematičke indukcije zaključujemo, dakle, da (1.3.15) vrijedi za svaki n ∈N. Time je dokaz teoreme 1.3.5. završen.
 Izraz Ti+1: = u binomnoj formulu (1.3.15) zove se (i+1)-vi član. iin yxin −⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛
 Primjer 1.3.8. Iz binomne formule se lako provjeri da slijede sljedeća dodatna (zanimljiva, ali ne toliko važna) svojstva binomnih koeficijenata: a) b) c) . ;2
 0
 nn
 i in
 =⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛∑=
 ∑=
 =−⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛n
 i
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 in
 0;0)1( 12...
 531...
 420−=+⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛+⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛+⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛=+⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛+⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛+⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ nnnnnnn
 Koristeći se Pascalovim trouglom možemo lako odrediti binomne koeficijente i napisati binomnu formulu za male vrijednosti broja n∈N. Primjer 1.3.9. Odredimo koeficijente u binomnom razvoju izraza (2a - b)8. Rješenje: Primjenom binomne formule dobijemo:
 ( ) ,8 88 88 8 82 (2 ) ( ) 2 ( 1)0 0
 i i i i ia b a b a bi ii i
 ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 − −− = − = −∑ ∑= =
 tj. koeficijent u (i + 1) - vom članu Ti+1 je za i = 0, ..., 8.
 Primjer 1.3.10. U razvijenom obliku stepena koeficijent trećeg člana je
 za 44 veći od koeficijenta drugog člana. Nađimo član koji ne sadži x. Rješenje:
 Iz prvog uslova slijedi da je kle je n =11. U razvoju izraza
 ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 442 1n n⎛ ⎞ ⎛ ⎞
 − = ⎜ ⎟⎝ ⎠
 32 4 11( )x x−+
 po binomnoj formuli, (k + 1) - vi član je e sadrži x akko je
 , a ovaj član n0
 21133
 =− k , tj. akko je k =3.
 Definicija binomnog koeficijenta, tj. funkcija (n, i) → ( n,i∈N0, i<n) može se poopštiti (proširiti) na poopšteni binomni koeficijent: 38
 ⎜ ⎟⎝ ⎠
 14
 nx x
 x
 ⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠
 +
 1)i ii
 ⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠
 − −882 (
 ( )113 33 1111 1142 2
 k kkx x x
 k k
 ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟
 −
 ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 −−⋅ ⋅ =
 ⎝ in⎟⎜⎜
 ⎛⎟⎠
 ⎞
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Ako je a realan broj i k nenegativan cio broj, funkcija (a, k) → definirana je formulom ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ka
 ⎪⎩
 ⎪⎨
 ⎧ +−⋅⋅−⋅
 =⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛
 ,1
 ,!
 )1(...)1(
 : kkaaa
 ka (a∈R, k∈N),
 (1.3.16) (a∈R, k = 0).
 Primijetimo da ako je a<k onda je = 0 ako su a, k∈N, dok je ≠ 0 ako a∉N. ⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ka
 ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ka
 Osim toga, primijetimo da svojstvo simetrije binomnih koeficijenata ne važi za poopštene binomne koeficijente, tj. ne važi ako se n zamijeni sa proizvoljnim realnim brojem a, dok ostala dva svojstva (tj. svojstva (ii) i (iii)) ostaju u važnosti (s tim da u svojstvu (iii) ne može se n zamijeniti sa brojem -1.)
 Primjer 1.3.11. a) 321
 )3(222
 =⋅−⋅−
 =⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛− ; b) 1 1
 1/ 2 12 22 1 2 8
 ⎛ ⎞⋅ −⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠= = −⎜ ⎟ ⋅⎝ ⎠; c) ( )
 221
 21122
 22
 −=⋅
 −⋅=⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ .
 Primjer 1. 3. 12. Uzastopnom primjenom Pascalove jednakosti dobijemo identitet
 ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛+⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ +++⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛−−+
 +⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ +=⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ ++01
 1...
 111 aa
 nna
 nna
 nna (∀a∈R, ∀n∈N0).
 Dokazuje se da važi ovo svojstvo: Svi brojevi ( k = 1, 2, ..., n) su neparni akko je n oblika 2 m – 1 (m∈N). ⎟⎠
 ⎜⎜⎝
 ⎟
 Takođe se dokazuje da se maksimalni binomni koeficijent za n fiksno dobije za k = , tj.
 ⎞⎛kn
 ⎟⎟⎠
 ⎞
 ⎝kn ⎜⎜⎛
 ⎥⎢⎢ +
 ⎦⎥
 ⎣ 21n
 za cio dio od .
 Zadatak 1.3.6. Dokažite da za svaki prirodan broj n i za sve x, y, z ∈R važi tzv. trinomna formula ( ) ( , , ) ,
 0 0
 n n in j n i jix y z c i j n x y zi j
 − − −+ + = ∑ ∑= =
 gdje je ( )
 !( , , ) :! ! !
 nc i j ni j n i j
 =⋅ ⋅ − −
 (tzv. trinomni
 koeficijent).
 21+n
 Trinomna formula se proširuje na tzv. polinomnu formulu koja daje razvoj polinoma (x1 + ... + xm)n. Matematičkom indukcijom po n lako se zaključi da važi (vrlo elementarna ali korisna) Bernoullijeva nejednakost 7) koja je data sljedećom implikacijom:
 ∀(n∈N) ∀(x∈R) x ≥ -1 ⇒ (1+x)n ≥ 1+nx. (1.3.17)
 U gornjoj nejednakosti znak ≥ može se zamijeniti sa > uz uslov da je n≥2 i x≠0 (x≥-1). No, važi i tzv. poopštena Bernoullijeva nejednakost
 (1+x)n > 1+nx (∀n∈N\1, x≥-2, x≠0). (1.3.18) Napomenimo da se pod pojmom indukcija podrazumijeva zaključivanje kojim se iz stavova koji se odnose na konačan broj pojedinih slučajeva iste vrste izvodi jedan opšti stav, tj. stav koji se odnosi na sve slučajeve te vrste. Takav metod zaključivanja se takođe zove empirijska indukcija, fizička indukcija ili nepotpuna indukcija, za razliku od matematičke indukcije koja se još naziva potpuna indukcija, ili savršena indukcija ili zaključivanje od n na n+1 ili rekurzivno dokazivanje. Nepotpunom indukcijom se mogu dobiti i pogrešni zaključci. Tako je, npr. Leibniz 8) dokazao da 3(n3-n), 5(n5-n), 7(n7-n) (za svaki n∈N0) i odatle zaključio da k(nk-n) (za svaki neparan prirodan broj k i za svaki n∈N0). Međutim, on je sam uskoro primijetio da broj 29-2 (=510) nije djeljiv sa 9. I neki drugi veliki matematičari (npr. francuski matematičar P. Fermat ) su metodom nepotpune indukcije dobijali pogrešne zaključke. _____________________ 7) Jakob Bernoulli (1654 – 1705) – švajcarski matematičar (holandskog porijekla) iz poznate porodice matematičara. 8) Gottfrie Wilhelm Leibniz (1646 – 1716) – njemački matematičar, filozof i pisac. U vezi primata na autorsko pravo o diferencijalnom računu upao je u žestoke rasprave s Newtonom, koje su trajale sve do njegove smrti. Newton je otkrio diferencijalni račun 10 godina ranije od Leibniza, ali je Leibniz nezavisno od Newtona 1684. godine to prvi objavio. 39

Page 39
						

Primjer 1.3.13. Navedimo primjer koji pokazuje neophodnost prvog uslova u principu matematičke indukcije: Ako pretpostavimo da je jednakost 1 + 2 + 22 + ... + 2n = 2n+1 (*) tačna za n = k, tj. ako važi 1 + 2 + 22 + ... + 2k = 2k+1 , onda takođe važi jednakos 1 + 2 + 22 + ... + 2k + 2k+1 = 2k+1 + 2k+1 = 2⋅ 2k+1 = 2k+2 , pa dakle (*) važi i za n = k+1. Međutim, relacija (*) nije tačna ni za jedan prirodan broj n, jer izraz na njenoj lijevoj strani je 2n+1 - 1 (kao zbir od n+1 članova geometrijske progresije čiji je količnik broj 2). Zadatak 1.3.7.* Neka je M masa Zemlje, m masa Mjeseca, a l rastojanje između središta Zemlje i Mjeseca Na kom rastojanju od centra Zemlje mora da se nalazi međuplanetarna raketa lansirana sa Zemlje u pravcu Mjeseca, da bi ta raketa mogla nastaviti dalje kretanje u pravcu Mjeseca bez upotrebe goriva samo pod uticajem privlačne sile Mjeseca ? Masa rakete je m1. (Iz
 astronomije je poznato da je 81M
 m≈ .)
 (Rezultat. Postavljeni problem se svodi na odgovarajuću kvadratnu nejednačinu po nepoznatoj x, gdje je x rastojanje rakete od centra Zemlje. Rješavanjem te nejednačine dobije se l > x > 0,9 l.) Zadatak 1.3.8.* Dokažite nejednakost:
 1 1 1 1
 1 2 2 2n n n+ +⋅ ⋅ ⋅+ >
 + +
 3
 4 ( n∀ 2 )n∈ ≥N , .
 Zadatak 1.3.9.** Nađite sve racionalne sabirke u razvoju izraza ( )34 310
 +x x po binomnoj formuli.
 (Rezultat. Sedmi član razvoja zadanog izraza je racionalan.) Zadatak 1.3.10.* Laboratorijska ispitivanja modela riječnog čamca izvode se u bazenu za ispitivanje uz promjenljive brzine modela i vode. Odredite kakve moraju biti te brzine, da bi model čamca, krećući se ravnomjerno, prelazio 60 m u smjeru toka najmanje za a sec, a u suprotnom smjeru najviše za b sec. Dobijena rješenja predstavite geometrijski. ([Miličić - Ušćumlić]. §7. Nejednakosti i apsolutne vrednosti. Zad. 629. (Proširen.))
 Zadatak 1.3.11. ** Riješite i diskutujte za sve pozitivne vrijednosti realnog parametraλ sljedeći sistem
 nejednačina: ( 1) 2x xλ − > − 3 5 3( 1)x, +λ λ< +
 1,
 .
 (Rezultat. Ako je 0 λ< ≤ onda je 3 2
 3x
 λ
 λ
 −< ; ako je 1,λ > onda je 2 3
 1 3x
 λ λ 2
 λ λ
 − −< <
 −.)
 Zadatak 1.3.12. * Nađite maksimalni sabirak razvoja izraza 2 11 n
 nn
 +⎛ ⎞+⎜ ⎟⎝ ⎠
 , ( n∈N ).
 (Rezultat. 1) Za n = 1 maksimalni sabirci (članovi) razvoja su i i iznose 3. 2) Za n = 2 maksimalni
 sabirak (član) razvoja je i jednak je broju 40. 3) Za n > 2 maksimalni sabirak (član) razvoja je
 2T 3T
 2T 2 11 : nT n += .)
 Zadatak 1.3.13. * Konstruišite (netrivijalan) primjer podskupa nekog uređenog skupa koji ima jedan ili više minimalnih (početnih) elemenata , a da nema najmanjeg elementa. Zadatak 1.3.14. Izračunati broj koeficijenata različitih od nule u razvijenom obliku polinoma
 2 5 20 10 0 990 1 99 100(1 )x x a x a x a x a+ + = + + ⋅⋅⋅ + + .
 (Rezultat. Broj koeficijenata različitih od nule u razvijenom obliku zadanog polinoma je 95.) __________________ *) Zadatak zadavan za domaću zadaću (DZ) iz Inženjerske matematike 1 (IM1) na Elektrotehničkom fakultetu Univerziteta u Sarajevu. **) Zadatak sa ispita iz IM1.
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I N Ž E N J E R S K A M A T E M A T I K A 1
 Najveći dio onoga što znamo je samo mali dio onoga što
 ne znamo.
 (TEMISTI)
 P r e d a v a n j a z a t r e ć u s e d m i c u n a s t a v e (u akademskoj 2010/2011. godini)
 §1.4. Kompleksni brojevi
 Prirodni brojevi su nastali iz potrebe za brojanjem. Negativni brojevi su nastali kao rezultat oduzimanja većeg prirodnog broja od manjeg ili kao rješenje jednačine x + a = 0 za svaki a∈N, dok su racionalni brojevi nastali kao rezultat razvoja trgovine, mjerenja ili kao rješenje jednačine a x = b za sve a, b∈ Z
 (a≠0) (jer rješenje te jednačine nije uvijek cio broj, već razlomak, tj. racionalan broj).
 Realni brojevi koji nisu racionalni brojevi zovu se iracionalni brojevi. Otkriće iracionalnih brojeva pripisuje se Pitagori1) ili njegovim učenicima.
 abx =
 Polje (R, +, ⋅ ) realnih brojeva ima svojstvo da je u njemu moguće “vaditi” korijene iz svih nenegativnih elemenata a∈R, tj. moguće je rješavati jednačine oblika x n - a = 0 za sve a∈R (a ≥ 0), n∈N. No, otuda ne slijedi da svaka jednačina oblika P(x) = 0, gdje je P polinom, ima rješenje u skupu R. Najjednostavnija jednačina koja nema rješenje u R je jednačina x2 + 1 = 0. Da bi bilo moguće rješavanje takvih jednačina, mora se polje R proširiti novim elementima, pa tako dolazimo do polja kompleksnih brojeva. U tom smislu je Rafael Bombeli u svom radu “Algebra” iz 1752. godine uveo pojam imaginarne jedinice i zapisivao ga je sa . Npr. umjesto 2i pisalo se . Međutim, veliki njemački matematičar Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) je uveo zapis imaginarne jedinice i kompleksnih brojeva kakav ga danas mi koristimo.
 1.4.1. Kompleksni brojevi u obliku parova i u algebarskom obliku
 Definicija 1.4.1. Neka su u skupu R×R uređenih parova realnih brojeva dvije operacije, koje ćemo označiti sa + odnosno ⋅ i zvati sabiranje odnosno množenje, definirane formulama: (∀a, b, c, d ∈R) (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d), (1.4.1) (∀a, b, c, d ∈R) (a, b) ⋅ (c, d) = (a c - b d, a d + b c). (1.4.2) Skup R×R = (x, y) : x,y ∈R u kome su definirane operacije + i ⋅ kao u (1.4.1) i (1.4.2.) zove se skup kompleksnih brojeva i, najčešće, označava sa C, a njegovi elementi zovu se kompleksni brojevi. Njih ćemo označavati jednim slovom: z, w; , , … . 1z 2z ____________________ 1) Pitagora ( oko 582 – 500. p. n. e) – starogrčki matematičar.
 0 1− 40 −
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 Dakle, kompleksne brojeve definiramo kao uređene parove z = (x, y)∈ R×R realnih brojeva koje sabiramo i množimo po definicijama (1.4.1) i (1.4.2). Primijetimo da kompleksne brojeve izjednačavamo po definiciji jednakosti za uređene parove, tj. (a, b) = (c, d) ⇒ (a = c ∧ b = d). (1.4.3) Na osnovu (1.4.1), (1.4.2) i aksioma za sabiranje i množenje u skupu R, lako se provjeri da je (C, +, ⋅ ) polje. Pri tome je kompleksni broj (0, 0) neutralni element za
 sabiranje, - (x, y) = (-x, -y), (1, 0) jedinični element, dok je za (x, y) ≠ (0, 0). Obratimo sada pažnju na kompleksne brojeve (x, 0) kod kojih je druga komponenta jednaka nuli. Skup svih ovih brojeva označimo sa R'. Lako se zaključuje da je R' polje u odnosu na operacije “+” i “⋅ “ u skupu C. Kako je R'⊂ C i (C, +, ⋅ ) polje, to je (R', +, ⋅ ) potpolje polja (C, +, ⋅ ). Nadalje, očito slijedi da je preslikavanje f : R→ R' zadano formulom
 (∀x∈ R) f(x) = (x, 0), bijekcija za koju vrijede identiteti f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2), f(x1 ⋅ x2) = f(x1) ⋅ f(x2). Svako bijektivno preslikavanje f : R→ R' za koje važe ta dva identiteta zove se izomorfizam polja (R, +, ⋅ ) i (R', +, ⋅ ). Dakle, potpolje R'⊂ C je izomorfno polju realnih brojeva R. Budući da se u izomorfnim skupovima svi stavovi koji se odnose na odgovarajuće operacije ( u odnosu na koje su ti skupovi izomorfni) važe istovremeno u jednom i drugom skupu, a da za algebru priroda samih elemenata i operacija nema nikakva značaja, to se polja (R, +, ⋅ ) i (R', +, ⋅ ) mogu identificirati stavljajući
 (∀x∈ R) (x, 0) = x, (1.4.4) tj. ne čineći više razlike između kompleksnih brojeva oblika (x, 0) i realnih brojeva. Prema tome, imamo R ⊂ C, (x, 0) = x, specijalno (0, 0) = 0, (1, 0) = 1. Zbog toga kompleksne brojeve (x, 0) zovemo realnim brojevima. Sve ostale kompleksne brojeve, tj. elemente (x, y)∈C \ R, zovemo imaginarnim brojevima.
 Kompleksne brojeve kod kojih je prva komponenta jednaka 0, tj. elemente (0, y)∈C (y ≠ 0) zovemo čisto imaginarnim brojevima. Specijalno, element (0, 1)∈C zovemo, po tradiciji, imaginarna jedinica i označavamo sa i (ili j ), tj. po definiciji je (0, 1) = i. (1.4.5) Prema (1.4.2), (1.4.4) i (1.4.5) je
 (∀y∈ R) (0, y) = (0, 1) ⋅ (y, 0) = i ⋅ y, a otuda, budući da je, prema (1.4.1), (x, y) = ( x+ 0, y + 0) = (x, 0) + (0, y), dobijemo
 (∀(x, y) ∈ C) (x, y) = x + iy, što predstavlja algebarski oblik (tzv. standardni oblik) kompleksnog broja. Dakle, kompleksne brojeve u algebarskom obliku prikazujemo kao linearnu kombinaciju realne jedinice “1” i imaginarne jedinice “i”, odnosno z = x ⋅ 1 + y ⋅ i = x + i y. Kod kompleksnog broja z = (x, y) = x + iy broj x zove se realni dio, a y imaginarni dio (komponenta) kompleksnog broja z i piše se
 x = Re (z) (ili Re z), y = Im(z) (ili Im z).
 12 2 2 2( , ) ,x yx y
 x y x y− ⎛ ⎞−= ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
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 Prema (1.4.4), (1.4.2) i (1.4.3) je i 2 = i⋅ i = (0, 1)⋅(0, 1) = (0⋅0 - 1⋅1, 0⋅1 + 0⋅1) = (-1, 0) = - 1, tj.
 i 2 = - 1. U skupu C ne uvodi se uređaj ≤ (mada je lako uvesti parcijalni uređaj). Dokažimo da je u polju (C, +, ⋅) nemoguće definirati (totalni) uređaj ≤ tako da vrijede aksiome (R 10) – (R 14). Zaista, iz (R 12 ) imali bi ili i ≥ 0 ili i ≤ 0, odakle bi slijedilo –1 = ≥ 0, odnosno, 1 ≤ 0, što je kontradikcija sa svojstvom (ix) realnih brojeva prema kojem je 0 < 1. Dokazali smo, dakle, da je u polju (C, +, ⋅) nemoguće uvesti totalni uređaj ≤ tako da vrijede aksiome (R 10) – (R 14) (koje su navedene u definiciji polja realnih brojeva), tj. tako da je (C, +, ⋅ , ≤ ) uređeno polje.
 2i
 Jednostavno se provjerava da vrijedi:
 i 4 = i 2 ⋅ i 2 = (-1) ⋅ (-1) = 1, i 3 = i 2 ⋅ i = (-1) ⋅ i = - i, što znači da se svi stepeni imaginarne jedinice mogu automatski računati po formulama:
 i 4k = 1, i 4k+1 = i, i 4k+2 = -1, i 4k+3 = - i za sve k∈N. Npr. i 2005 = i 4 ⋅ 501 + 1 = i . Budući da je sabiranje i množenje kompleksnih brojeva asocijativno i komutativno, a množenje je distributivno prema sabiranju i da u svakom kompleksnom broju (x, y) napisanom u obliku binoma x + iy su x, i, iy, y takođe kompleksni brojevi, to se sa kompleksnim brojevima napisanim u algebarskom obliku mogu vršiti operacije sabiranja i množenja po pravilima operacija sabiranja i množenja monoma i binoma u skupu R, samo umjesto i2, treba staviti - 1. Tako imamo: z1 + z2 = (a, b) + (c, d) = (a + ib) + (c + id) = (a+c) + i (b + d) = (a+c, b+d), z1 ⋅ z2 = (a, b)⋅(c, d) = (a+ ib)⋅(c+id) = ac + ibc +iad + i2bd = (ac-bd) + i(ad+bc) = = (ac-bd, ad+bc), α ⋅ z = α⋅ (x+iy) = α⋅x + (α⋅y)i. Prema tome, pravila za formiranje zbira i proizvoda u definiciji 1.4.1. nije potrebno više posebno pamtiti. Za stepenovanje (potenciranje) kompleksnih brojeva (s prirodnim izložiocem) u oznaci Rzn imamo po definiciji da je
 zn = z ⋅ zn-1. Količnik kompleksnih brojeva može se naći polazeći od definicije količnika,
 iba +idc +
 tj. da je količnik (a + ib) : (c + id), (c + id ≠ 0), broj x + iy takav da je
 (c + id)(x + iy) = a + ib. Međutim, pošto u tijelu važi jednakost , (z2≠0, z3≠0), 3zz
 zzzz
 ⋅⋅
 =2
 31
 2
 1
 to vrijednost možemo odrediti i na sljedeći način: 2
 1
 zz
 ( ) 22222
 1
 )()()(
 dcadbci
 dcbdac
 idcidcidciba
 idciba
 zz
 +
 −+
 +
 +=
 −⋅+−⋅+
 =++
 = (1.4.6)
 tj. tako da se u nazivniku “oslobodimo” imaginarnog broja c + id i to postupkom koji je sličan racionalisanju nazivnika.
 Definicija 1.4.2. Neka je z = x + iy (x, y ∈ R) kompleksan broj. Tada za broj = x- iy kažemo da je konjugovan (konjugiran) ili spregnut kompleksan broj broju z. z
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 Primijetimo da iz ove definicije slijedi da je i broj z konjugovan broju z .Otuda je , tj. operacija konjugovanja (tj. preslikavanje koje svakom z = x + iy ∈ C dodjeljuje zz =)( z = x- iy ∈ C) je involutivna. Lako se vidi da operacija konjugovanja ima i ova svojstva :
 ).0(,)4;)2
 ;)3);(21)Im(),(
 21)Re()1
 22
 1
 2
 12121
 2121
 ≠=⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛+=+
 ⋅=⋅−=+=
 zzz
 zz
 zzzz
 zzzzzzi
 zzzz
 Proizvod z⋅ = (x + iy) ⋅ (x- iy) = x2 + y2 uvijek je realan broj i z⋅ ≥0, pa je kompleksnim brojem z potpuno određen realan broj
 z z.0≥⋅= zzr
 Definicija 1.4.3. Realan nenegativan broj zove se apsolutna vrijednost ili modul kompleksnog broja z = x + iy (x, y ∈ R) i označava se sa | z |, tj.
 22 yx +
 .22 yxz +=
 Specijalno, ako je z realan, tj. ako je y = 0, onda je .2 xxz == Očigledno je
 (∀z ∈ C) | z | ≥ 0; | z | = | z |; z z = | z|2 , tj. ,zzz ⋅=a lako se vidi da vrijede i svojstva:
 (1.4.7) ).0(,; 22
 1
 2
 12121 ≠=⋅=⋅ z
 zz
 zz
 zzzz
 Kompleksnom broju z = (x, y) (= x + iy) pridružuje se u pravouglom koordinatnom sistemu xOy tačka M(x, y) (tačka M zove se slika broja z, dok se broj z zove afiks tačke M), čime se uspostavlja bijekcija skupa C na ravan xOy. Tačku M(x, y) koja odgovara kompleksnom broju z = x + iy identifikujemo sa tim brojem, pa govorimo o tački z. Ravan xOy na koju su na opisan način preslikani kompleksni brojevi zove se kompleksna ili Gaussova ravan. Specijalno, realni brojevi z = (x, 0) = x preslikavaju se na prvu koordinatnu osu (x – osu), koja se zbog toga sada zove realna osa, a čisto imaginarni brojevi z = (0, y) = iy preslikavaju se na drugu koordinatnu osu (y – osu), koja se zbog toga zove imaginarna osa. Takođe, svakoj tački M(x, y) kompleksne ravni odgovara vektor položaja (radijus vektor) tačke M, tj. svakom kompleksnom broju z = x + iy odgovara tačno jedan vektor i obratno. Dužina | | radijus-vektora koji odgovara broju z = x + iy (x, y ∈ R), prema slici 1.4.1., jednaka je, očigledno,
 OMOM
 OMOM
 . Otuda imamo Sl. 1.4.1. 22 yx + Grafički i računom lako se dobije da za sve z1, z2 ∈C važi nejednakost trougla
 | z1+ z2 | ≤ | z1| + | z2 |.
 22 yxrOMz +===
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 Naime, vrijedi da je
 2 21 2 1 2 1 2 1 1 2 2( ) ( ) ... 2Re( )z z z z z z z z z z+ = + ⋅ + = = + ⋅ + 2 ,
 a na osnovu definicije je i Re z ≤ | z | za svaki z ∈C, pa je |z1 + z2| 2 ≤ | z1| 2 + 2 | z1| | z2| + | z2| 2 = ( | z1| + | z2| ) 2. Indukcijom po n dokazuje se da važi proširenje nejednakosti torougla sa dva na n proizvoljnih kompleksnih brojeva, te da vrijedi binomna formula za svaki binom (a + b)n, gdje su a, b∈C, (n∈N). U ravni Dekartovog pravouglog koordinatnog sistema jednačina kružnice ima oblik
 2 2( )A x y Bx C y D+ + + + =0, 00
 gdje su A, B, C, D realne konstante i . Ako je A = 0, kružnica se degeneriše u pravac, a ako je
 2 2 4B C AD+ − >2 2 4B C AD+ − = , kružnica se
 degeneriše u tačku.
 Kako iz slijedi da je z x i y= + ,2 2
 z z z zx yi
 + −= = , to prethodna jednačina kružnice
 postaje 0,A zz pz p z D+ + + = (*) gdje je . Otuda slijedi da jednačina 2 p B iC= − 0,A zz Bz B z D+ + + = gdje su A, D realni brojevi a B kompleksan broj, za 0A≠ definira jednačinu kružnice, a za pravu. 0A=
 Za 1
 wz= , jednačina (*) postaje 0,D ww Bw B w A+ + + = odakle zaključujemo da se
 transformacijom 1
 wz= kružnica preslikava u kružnicu. Lako se zaključuje da vrijedi i
 opštiji rezultat: Kružnica (*) Homografičkom (Möbiusovom) transformacijom
 , ( 0; , , , )ad bc a b c daz b
 cz dz − ≠ ∈
 +
 += C
 preslikava se u kružnicu, podrazumijevajući ovdje i pravac.
 Zadatak 1.4.1. Ispitati na koju se oblast w-ravni preslikava transformacijom i z
 i zw −
 +=
 (gdje je , i-imaginarna jedinica) oblast u z-ravni zadana relacijom Predstaviti geometrijski zadanu i dobijenu oblast.
 z x i y= + ,a x y b x≤ ≤(b a> ≥ 0).
 1.4.2. Kompleksni brojevi u trigonometrijskom i u eksponencijalnom obliku
 Položaj tačke M (x, y) koja predstavlja kompleksni broj z = x + i y, (z ≠ 0), određen je takođe i tzv. polarnim koordinatama r i ϕ, gdje je dužina radijus-vektora
 , a ϕ je orijentisani ugao koji čini vektor
 OMuuuur
 OMuuuur
 sa osom Ox (sl. 1.4.1.). OMr = z=
 Kako su kosinus i sinus ugla (x,OMuuuur
 ), odnosno mjernog broja ϕ ovog ugla zadani formulama ,sin,cos
 ry
 rx
 == ϕϕ(1.4.8)
 to imamo (1.4.9)
 Izraz r(cosϕ + i sinϕ) u (1.4.9) zovemo trigonometrijskim oblikom kompleksnog broja z. .,),sin(cos 22
 xy
 tgyxrirz =+=+= ϕϕϕ
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 Da bismo tačno odredili koji je ugao ϕ u pitanju moramo tačno odrediti u kojem se kvadrantu dati kompleksni broj z nalazi. Potrebno je još znati osnovnu tablicu za uglove u prvom kvadrantu: .3
 3,1
 4,
 33
 6,00 ====
 πππ tgtgtgtg Ako formalno stavimo e z = e x+iy = ex (cos y + i sin y), tj. specijalno eiy = cos y + i sin y, onda se izraz (1.4.9) može pisati u obliku
 z = r eiϕ . (1.4.10) Izraz r eiϕ u (1.4.10) zove se eksponencijalni oblik kompleksnog broja z. Relacija eiϕ = cos ϕ + i sin ϕ, kojom smo zapravo definirali eiϕ , može se dokazati, ako se ez definira na (neki drugi) podesan način. Tada ta relacija predstavlja tzv. Eulerovu formulu. Definicija 1.4.4. Neka je M(x, y) tačka koja predstavlja kompleksni broj z = x + iy, (z ≠ 0). Svaki mjerni broj ϕ orijentisanog ugla (x, OM
 uuuur ) koji čini radijus-vektor OM
 uuuur
 sa osom Ox, tj. svaki realan broj ϕ određen pomoću (1.4.8) zove se argument (ili arkus ili amplituda) broja z, i označava se sa Arg z (iki Arc z ili Amp z). Argument ϕ broja z koji zadovoljava uslov -π < ϕ ≤ π zove se glavna vrijednost argumenta broja z i označava se sa arg z (ili arc z ili amp z). Uglu (x, ) pripada tačno jedan mjerni broj ϕ 0 koji se nalazi u razmaku (-π, π], dok se svi ostali mjerni brojevi ϕ ugla (x, OM
 OMuuuur
 uuuur) dobiju po formuli
 ϕ = ϕ 0 + 2kπ, (k∈Z). Dakle, broj ϕ =Arg z je određen samo za z ≠ 0 = 0 + i0 i to samo do aditivne konstante 2kπ, dok je arg z potpuno određen brojem z (z≠0) i važi
 Arg z = arg z + 2kπ, (k∈Z), tj. simbol Arg z ima beskonačno mnogo vrijednosti. Za glavnu vrijednost argumenta arg z može se uzeti, umjesto uslova -π < arg z ≤ π , uslov 0 ≤ arg z < 2π, budući da u tom razmaku svakom uglu (x, ) odgovara tačno jedna određena vrijednost.
 OM
 U slučaju z = 0, imamo da je r =z= 0, a ugao (x, OMuuuur
 ) ne postoji. Međutim, kako se može napisati z = 0 (cosϕ + i sinϕ), gdje je ϕ potpuno prizvoljno, to se i za broj 0 može napisati trigonometrijski oblik (1.4.9). Argument broja 0 je neodređen. Glavna vrijednost argumenta broja z = x + iy data je (u slučaju kada se uzima varijanta -π < arg z ≤ π ) sa:
 *), ( 0),
 , ( 0 0)
 , ( 0 0),arg
 , ( 02
 , ( 02
 ( 0 0)
 yarctg xx
 yarctg x yx
 yarctg x yz x
 x y
 x y
 x y
 π
 π
 π
 π
 π
 ⎧ >⎪⎪⎪ + < ∧⎪⎪⎪− + < ∧ <⎪= ⎨⎪
 = ∧ >⎪⎪⎪− = ∧⎪⎪
 < ∧ =⎪⎩
 (1.4.11)
 ,
 0),
 0),
 .
 >
 <
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 Primjer 1.4.1. Nađimo modul i argument kompleksnog broja z = –1 – i i napišimo ga u trigonometrijskom i eksponencijalnom obliku. Prema definiciji modula kompleksnog broja imamo:
 .211))(Im())(Re( 22 =+=+== zzzr Kako tačka z = –1 – i pripada trećem kvadrantu i kako je to, prema (1.4.11) imamo:
 ,111
 )Re()Im(
 =−−
 ==zztgϕ
 .,...2,1,0,24
 3
 ;4
 31arg
 ±±=+−=
 −=+−=
 kkArgz
 arctgz
 ππ
 ππ
 Za broj ϕ možemo uzeti bilo koji od brojeva (k∈Z). Tako, npr. uzimajući k = 0, odnosno k = 1, dobijemo
 ,24
 3 ππ k+−
 .4
 5sin4
 5cos24
 3sin4
 3cos2)sin(cos ⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +=⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛−+⎟
 ⎠⎞
 ⎜⎝⎛−=+=
 ππππϕϕ iiirz Prema (1.4.10), eksponencijalni oblik datog kompleksnog broja z je Napomenimo da su jednakost, proizvod i količnik kompleksnih brojeva u trigonometrijskom obliku dati sa:
 .2 45πi
 ez =
 z1 = z2 ⇔ ( | z1 | = | z2 | ∧ Arg z1 = Arg z2 + 2kπ, (k∈Z)), z1⋅ z2 = | z1 | ⋅ | z2 | [cos (Arg z1 + Arg z2) + i sin (Arg z1 + Arg z2)] , (*)
 [cos (Arg z1 - Arg z2) + i sin (Arg z1 - Arg z2)] .
 Pomoću matematičke indukcije i koriteći se formulama (cosϕ + isinϕ)-1 = cosϕ - isinϕ = 2
 1
 2
 1
 zz
 zz
 =
 = cos(-ϕ) + i sin(-ϕ) i (cosϕ + isinϕ)0 =1, dobijemo tzv. Moavrovu (Moivre) formulu (cosϕ + isinϕ)n = cos nϕ + i sin nϕ, (1.4.12)
 za svaki n = 0, ±1, ±2, … . Primjenom formule (1.4.12) dobijemo relaciju za stepenovanje:
 ( )[ ] ( ).sincossincos ϕϕϕϕ ninrirz nnn +=+= (**) Druge dvije formule u (*) i formula (**) predstavljaju formule za tzv. “brzo-brzo” množenje, dijeljenje i stepenovanje kompleksnih brojeva, pri čemu se još može koristiti oznaka cis ϕ koja je data sa cis ϕ : = cosϕ + i sinϕ. Primjer 1.4.2. Riješimo tzv. binomnu jednačinu zn = a, (n∈N, a∈C). (1.4.13)
 1° Uzimajući broj a (a≠0) u trigonometrijskom obliku a = r(cosϕ + i sinϕ) i tražeći za broj z trigonometrijski oblik z = R(cosθ + i sinθ ), nalazimo da je
 (k∈Z). ,2,n
 krR n πϕθ +==
 _____________________ *) arc tg x je broj (luk, ugao mjeren radijanima) iz intervala , čiji je tangens jednak x, tj. (y = arc tg x ) ⇔ (tg y = x ∧ ).
 ⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛−
 2,
 2ππ
 22ππ
 <<− y
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 Rješenja jednačine (1.4.13) data su formulama
 ⎟⎠
 ⎞⎜⎝
 ⎛ ++
 +=
 nki
 nkrz n
 kπϕπϕ 2sin2cos (1.4.14)
 ( je aritmetička vrijednost korijena). n r Kako svaki cio broj k možemo pisati u obliku k = nq + m, gdje je q∈Z, m∈0, 1, 2, … n-1, to uzimajući za k proizvoljnan cio broj, imamo
 pa će kosinus i sinus ove vrijednosti biti jednaki kosinusu, odnosno sinusu od ,2
 2π
 πϕθ q
 nm
 ++
 =
 Osim toga, primijetimo da su sve vrijednosti z0, z1, …, zn-1 jednačine (1.4.13) među sobom različite. Naime, ako to ne bi bilo istinito, onda bi postojala dva različita indeksa
 .2n
 mπϕ +
 k, m∈0, 1, 2, … n-1, za koje je zk = zm, tj. odnosno qn
 mk=
 −
 (q∈Z). Kako je 0 ≤ k-m < n i q∈Z, to posljednja jednakost ne može vrijediti, pa izlazi da su sva rješenja z0, z1, …, zn-1 jednačine (1.4.13) među sobom različita. Prema tome, ima svega n različitih vrijednosti za z u (1.4.13) datih sa (1.4.14) za k = 0, 1, 2, …, n-1. Ako sa označimo svaki broj čiji je n-ti stepen jednak a, onda je
 ,222
 ππϕπϕ
 qn
 mn
 k+
 +=
 +
 n a(1.4.15)
 ).1,...,2,1,0(,2sin2cos −=⎟⎠
 ⎞⎜⎝
 ⎛ ++
 += nk
 nki
 nkra nn πϕπϕ
 Broj z0 zove se glavna vrijednost korijena . n a 2° Ako je a = 0, jednačina (1.4.13) ima jedino rješenje z = 0, čija je višestrukost n, odnosno ima svega jednu vrijednost 0. n 0 Primjedba 1.4.1. Neke od jednakosti za aritmetičke korijene važe i za korijene u skupu kompleksnih brojeva, samo ako se relacija jednakosti izraza (budući da , za a≠0, ima n vrijednosti u C) razumije tako da je svaka vrijednost s jedne strane jednaka jednoj vrijednosti s druge strane i obratno, tj. da se skupovi vrijednosti s jedne i druge strane jednakosti podudaraju. U tom smislu važe sljedeće jednakosti:
 n a
 samo ako su n i m relativno prosti (u ovom slučaju se definira ( ) ,.2
 ;);0(::;.1n mmn
 mnm nnnnnnn
 aa
 aabbabaabba
 =
 =≠==⋅
 ); n mmnnm aaa == )(/
 (važi uvijek, po samoj definiciji);
 gdje je s najmanji zajednički sadržalac brojeva m, n , tj. s = m ⋅ p, s = n ⋅ q, p i q relativno prosti.
 ( ),.4
 .3s qpnm
 nn
 baba
 aa
 ⋅=⋅
 =
 Napomenimo da jednakosti (n∈N \ 1) i ( p, n∈N, p ≠1) ne važe (jer kod prve jednakosti lijeva strana ima n vrijednosti, a desna strana jednu; dok kod druge jednakosti lijeva strana ima n, a
 np pn aa =aan n =
 desna pn vrijednosti). Treba takođe imati u vidu da je i (a ne ); dakle, jednačina x2 = – 1 u C ima dva rješenja ± i.
 ±=−1 i=−1
 Zadatak 1.4.2. a) Zadana je jednačina (E)
 Da li zadana jednačina (E) ima dva rješenja (u C), samo jedno rješenje, nema realnih rješenja ili ima beskonačno mnogo rješenja ?
 .6322 izizz =+−
 Rješenje: Neka je z = x + iy (x, y∈R). Tada je data jednačina (E) ekvivalentna sa x2 + y2 – (x2 + 2ixy – y2) + 3ix + 3y = 6i,
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 odnosno sa sistemom 2 y2 + 3 y = 0 ∧ – 2 x y + 3 x = 6, odakle je
 y ⋅ (2 y + 3) = 0, x ⋅ (3 – 2 y) = 6. (S) Rješenja prve jednačine su y1= 0, y2 = , pa iz druge jednačine sistema (S) slijedi x1 = 2, x2 = 1, tj.
 23
 − z1=2 , z2 = 1 i, pa data jednačina (E) ima tačno dva rješenja (jedno realno i jedno imaginarno).
 23
 −
 (Kontrola: ) .623443 12
 12
 1 iizizz =⋅+−=+− Rješenja jednačine (F ) imaju imaginarne dijelove različite od nule. Zadatak 1.4.2. b) Zadana je jednadžba
 (F) Ustanoviti koja je od sljedećih izjava tačna:
 .1)(4 2 =+−⋅ zzz
 1) Jednačina (F) ima beskonačno mnogo rješenja. 2) Jednačina (F) ima dva rješenja. 3) Rješenja jednačine (F) imaju imaginarne dijelove različite od nule. 4) Rješenja jednačine (F) imaju negativne realne dijelove.
 Rješenje: Za z = x + iy (x,y∈R) zadana jednačina postaje 4 ⋅ (x + iy – x2 – y2) + x – iy = 1, a ova jednačina ekvivalentna je sa sistemom 5x – 4x2 – 4y2 = 1 ∧ 3y = 0,
 odakle je y = 0, 4x2 – 5x + 1 = 0, odnosno y = 0, pa je z1 = 1
 4, ,
 835
 816255
 2,1±
 =−±
 =x
 z2 = 1. Dakle, tačna je samo izjava 2).
 .3131iiz
 −
 += Zadatak 1.4.3. Izračunati modul i argument kompleksnog broja
 Rješenje: Prvi način: 1 3 1 3 1;
 1 31 3
 iz
 i
 + += =
 +−=
 ( ) 2arg( ) arg(1 3 ) arg(1 3 ) 3 3 .3
 z i i arctg arctg π= + − − = − − =
 ( )
 ( ) ( ) iiii
 iiiz
 23
 21
 313321
 313131
 3131
 2
 +−=+
 −+=
 +⋅−
 +=
 −
 +=
 Drugi način: Iz slijedi
 .3
 23
 3)arg(,143
 41 ππππ =−=+==+= arctgzz
 Zadatak 1.4.4. Dokazati da je | | | - | | | ≤ | - | ≤ | | + | | za sve , ∈C 1z 2z 1z 2z 1z 2z 1z 2z Zadatak 1.4.5. Dokazati da za sve ai, bi ∈C vrijedi Cauchy - Schwarzova*) nejednakost
 22 2
 1 1 1
 .n n n
 i i i ii i i
 a b a b= = =
 ≤ ⋅∑∑ ∑
 ________________ *) A. L. Cauchy (1789 – 1857) – francuski matematičar, K. H. Schwarz (1843 – 1921) – njemački matematičar.
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 Zadatak 1.4.6*. Predstaviti u trigonometrijskom obliku kompleksni broj
 z : = 3 3− + i ,
 gdje je i imaginarna jedinica. ( Rezultat. z = 2 3 [cos (3
 2π) + i sin (
 32π
 )]. )
 Zadatak 1.4.7*. U izrazu ( ) ( )
 ( )
 22 17
 3
 3 1
 1
 i i
 i
 + ⋅ −
 − −, gdje je i imaginarna jedinica, izvršiti sve
 naznačene operacije u skupu C kompleksnih brojeva. Zadatak 1.4.8*. a) Izračunati modul i argument kompleksnog broja
 .
 3131
 1 iiz
 −+
 =
 b) Predstaviti u trigonometrijskom obliku sljedeće kompleksne brojeve:
 iz +−= 32 , iz −−= 13 . c) U sljedećem izrazu ( primjenom a) i b) ) izvršiti sve naznačene operacije u
 skupu kompleksnih brojeva:
 ( )3
 22
 15
 1
 )3(3131
 i
 iii
 −−
 +−⋅⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛
 −+
 ,
 gdje je i imaginarna jedinica. Zadatak 1.4.9*. a) Riješiti jednačinu u skupu C kompleksnih brojeva, gdje je i imaginarna jedinica.
 3 3 0=z +i
 b) Naći realni i imaginarni dio proizvoda i količnika korijena jednačine
 u skupu C kompleksnih brojeva, gdje je i imaginarna jedinica. z2 (2 ) 7 1− + + =z i i c) U sljedećem izrazu izvršiti sve naznačene operacije u skupu kompleksnih brojeva:
 19
 55
 6
 ( ) (3 3 )
 ( )
 pcis j
 cis
 π
 π
 ⋅ −,
 gdje je j imaginarna jedinica i : 1) p = 20, 2) p je ukupan broj bodova koji ste ostvarili na prijemnom ispitu za prijem na studij na Elektrotehničkom fakultetu Univerziteta u Sarajevu. d) Dva tjemena jednakostraničnog trougla u Gaussovoj ravni su u tačkama 1,
 , gdje je i imaginarna jedinica. Naći treće tjeme toga trougla. z1 =
 z2 2= + i _______________ *) Zadatak zadavan za domaću zadaću (DZ) i/ili za (parcijalni i/ili integralni) pismeni ispit iz Inženjerske matematike 1 (IM1) na Elektrotehničkom fakultetu Univerziteta u Sarajevu.
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 Zadatak 1.4.10*. a) Pojednostaviti izraz
 13 6)(z z− ako je z :
 1) kompleksan broj; 2) pozitivan realan broj; 3) z . 2008( 10)= −
 b) Pojednostaviti izraz ako je z : ln ze 1) kompleksan broj; 2) realan broj (npr. 2008); 3) z= 10 i , gdje je i imaginarna jedinica.
 c) Izračunati realni i imaginarni dio i modul kompleksnog broja z zadanog u obliku z = tg (2π
 i), gdje
 je i imaginarna jedinica. d) Koristeći Moivreovu formulu i Newtonovu binomnu formulu, izraziti 5sin x pomoću stepena od cos x i sin x .
 Rješenje: a) 1) Neke od jednakosti za aritmetičke korijene važe i za korijene u skupu kompleksnih
 brojeva, samo ako se relacija jednakosti izraza (budući da n a , za a≠0, ima n različitih vrijednosti u skupu C kompleksnih brojeva) razumije tako da je svaka vrijednost s jedne strane jednaka jednoj vrijednosti s druge strane i obratno, tj. da se skupovi vrijednosti s jedne i druge strane jednakosti podudaraju. U tom smislu u skupu C imamo da je
 13 6)(z z− = 0 za z = 0, a za svaki zadani izraz 0z ∈ C \
 13 6( )z z− se ne može
 pojednostaviti (u skupu C kompleksnih brojeva).
 2) U skupu R realnih brojeva za svaki z > 0 imamo da je
 13 6)(z z− =
 12z z− = 0.
 3) U skupu R realnih brojeva za z , budući da je tada z > 0, vrijedi, prema 2), da
 je
 2008( 10)= − 200810=1
 3 6)(z z− = 0 . b) 1) U skupu C kompleksnih brojeva imamo da ako je z = r eiϕ, onda je i z = r ⋅ ei (ϕ + 2kπ ) za svaki k∈Z, pa se definira višeznačna funkcija ln z : = ln r + i (ϕ + 2kπ), k∈Z, tj. ln z = ln |z| + i Arg z, za svaki
 , njena glavna vrijednost (glavna vrijednost logaritma) se definira formulom 0z ∈ C \Ln z : = ln r + i ϕ , z = r eiϕ, tj. Ln z = ln |z| + i arg z, ϕ = arg z ∈ ( –π, π ],
 gdje je ln r logaritam u realnom domenu (r > 0). U tom smislu zaključujemo da se zadani izraz , u opštem slučaju, u skupu C kompleksnih brojeva ne može pojednostaviti.
 ln ze
 2) U skupu R realnih brojeva (tj. za logaritam u realnom domenu) imamo da je = z za svaki
 z∈R , pa i za, npr. z = 2008, imamo da je = 2008.
 ln ze2008ln e
 3) U skupu C kompleksnih brojeva, prema 1) za z , gdje je i imaginarna jedinica, imamo da
 je arg ( ) = 10 - 4 π , pa je stoga Arg ( ) = = 10 - 4 + 2 k , (k∈Z), odakle je
 10 i=10 ie 10 ie π π
 10ln ie = i (10 + 2 mπ ), (m ∈Z).
 c) Iz , slijedi da je cos sini
 ie ϕϕ ϕ= + cos sin
 iie ϕ
 ϕ−
 = − ϕ
 sin2
 i ie ei
 ϕ ϕ
 ϕ−−
 = , cos2
 i ie eϕ ϕ
 ϕ−+
 = ,
 pa je
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 2 2 2 2 2 2
 2 2 2 2 2 2
 tg( ) th2 2
 ( )
 e e e e e ei i i
 i e e e e e e
 π π π π π π
 π π π π π π
 π π− − −
 − − −
 − − −= = − = =
 + + +i .
 Otuda je Re (tg (2π
 i)) = 0, Im (tg (2π
 i)) = th 2π
 , | tg (2π
 i)| = th 2π
 .
 d) Rezultat. sin 5 x = 5 cos 4 x - 10 cos 2 x sin3 x + sin5 x (v. rješenje zad. 1.4.12*. c)). Zadatak 1.4.11*. a) Odrediti sve kompleksne brojeve z koji zadovoljavaju uslov 02 =+ zz . b) Napisati u trigonometrijskom i eksponencijalnom obliku kompleksni broj z koji je zadan u obliku
 . ( )10logz −=
 c) Koristeći Newtonovu binomnu formulu i Moivreovu formulu izraziti 5sin x preko trigonometrijskih funkcija višestrukih uglova.
 Rezultat. c) sin 5 x = 1
 16(10 sin x - 5 sin 3 x + sin 5 x). (v. rješenje zad. 1.4.12*. c)).
 Zadatak 1.4.12***. a) Odrediti sve kompleksne brojeve z koji zadovoljavaju uslov 12 =+ zjz ,
 gdje je j imaginarna jedinica. b) Napisati u trigonometrijskom i eksponencijalnom obliku kompleksni broj z koji je zadan u obliku
 2ctgz iπ⎛
 ⎜⎝
 = ⎞⎟⎠
 , gdje je i imaginarna jedinica.
 c) Koristeći Moivreovu formulu i Newtonovu binomnu formulu, izraziti 5cos x pomoću stepena od
 cos x i sin x i obrnuto, izraziti 5cos x preko trigonometrijskih funkcija višestrukih uglova.
 d) Izračunati realni i imaginarni dio kompleksnog broja z zadanog u obliku z = ln[tg (2π
 i)], dje je i
 imaginarna jedinica. Rješenje: c) Prema Moivreovoj formuli je cos 5 x + i sin 5 x = (cos x + i sin x)5 , a dalje, prema Newtonovoj binomnoj formuli imamo (v., npr., Zad. 11.28, str. 78. i 223, u knjizi [R. Živković, H. Fatkić, Z. Stupar, Zbirka zadataka iz matematike sa rješenjima, uputama i rezultatima, Svjetlost , Sarajevo, 1987])
 cos 5 x + i sin 5 x = cos 5 x + 5 cos 4 x ⋅ (i sin x) - cos 3 x sin2 x - cos 2 x (i sin3 x) 5
 2
 ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 5
 3
 ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 + cos x sin4 x + i sin5 x , 5
 4
 ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠odakle slijedi da je cos 5 x = cos 5 x - 10 cos 3 x sin2 x + cos x sin4 x . Obrnuto, polazeći od identiteta [(cos x + i sin x) + (cos x - i sin x)]5 = 25 cos 5 x , i razvijajući lijevu stranu ovog identiteta po Newtonovoj binomnoj formuli , uz primjenu Moivreove formule na pojedine članove tako dobijenog razvoja, dobijemo da je
 cos 5 x = 1
 16(10 cos x + 5 cos 3 x + cos 5 x).
 _______________ ***) Zadatak zadavan za domaću zadaću (DZ) i/ili za (parcijalni i/ili integralni) pismeni ispit i završni ispit iz Inženjerske matematike 1 (IM1) na Elektrotehničkom fakultetu Univerziteta u Sarajevu.
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I N Ž E N J E R S K A M A T E M A T I K A 1
 Izdržati, to je temelj vrline.
 (BALZAK)
 P r e d a v a n j a z a č e t v r t u s e d m i c u n a s t a v e (u akademskoj 2010/2011. godini)
 G L A V A 2
 N I Z O V I I R E D O V I
 § 2.1. Općenito o nizovima
 Osnova aritmetike i algebre sastoji se u brojenju, tj. u nizanju brojeva 1, 2, 3, 4, 5, 6…, jednog za drugim čime se dobije niz ( ili slijed) prirodnih brojeva
 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, … itd. Analogno možemo posmatrati i nizove raznih drugih (proizvoljnih) predmeta, npr. zgrada neke ulice s jedne strane te ulice tako da znamo koja je kuća prva, koja do nje, koja opet do ove, itd. Jedan od najvažnijih nizova u prirodi je prirodni niz hemijskih elemenata. U savremenoj znanosti važni su npr. nizovi radioaktivnih elemenata. Kako nastaje niz? Kod niza je važno da ima prvi ili početni član, da ima drugi član, tj. onaj koji je odmah iza prvoga (ako uopšte postoji koji član posmatranog niza osim prvoga), zatim, da ima član koji dolazi neposredno iza drugoga – tzv. treći član (ako niz ima uopšte još koji član osim prva dva) itd. Niz od jednog člana je svaki mogući predmet, npr. broj 6, fakultet itd. Brojevi 1, 2, 3, …, n – 1 , n čine specijalan niz od n članova. No, svaki niz od n članova nastaje tako da svakom od tih n brojeva 1, 2, …, n pridružimo određen predmet. Tako dobijemo po redu predmete, odnosno niz: a1, a2, …, an -1, an , pri čemu se predmeti a1, a2, …, an - 1, an nazivaju članovi niza, i to prvi, drugi, …, posljednji (n-ti) član niza. Ako niz ima n članova, onda se n zove dužina ili broj članova niza. Beskonačni niz nastaje tako da svakom prirodnom broju pridružimo neki predmet (stvaran ili zamišljen). Ako broju n pridružimo predmet an, onda nastaje ovaj beskonačni niz:
 a1, a2, a3, …, an, … Tačkice tu označavaju da se nižu sve novi i novi članovi niza, tako da beskonačni niz nema posljednjeg člana. Pri tome se an zove opšti član niza. Primijetimo da i svaki član beskonačnog niza ima svoj potpuno određeni redni broj. Zato, npr. brojevi 52
 0,...,21,...,
 41,
 21,1
 n
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 ne čine niz jer član 0 nema tu svog rednog broja. Gornje opisne (intuitivne) definicije pojmova konačnog i beskonačnog niza mogu se precizirati koristeći pojam preslikavanja. Definicija 2.1.1. Konačni niz elemenata (nepraznog) skupa X je svako preslikavanje (funkcija) x: M→ X, gdje je M neki konačan podskup skupa N. Definicija 2.1.2. Beskonačni niz ili, kraće, niz u (nepraznom) skupu X je svako preslikavanje x: N→ X, skupa prirodnih brojeva N u skup X. Vrijednost x(n)∈X preslikavanja x u tački n∈N zove se n-ti član toga niza i obično se označava sa xn, pa se govori o (beskonačnom) nizu (xn, n∈N). Ako je specificirana zavisnost xn od n, onda se xn naziva opšti član niza. Najčešće ćemo umjesto (xn, n∈N) upotrebljavati oznaku ili (xn) a ponekad i dužu oznaku (x1, x2, …, xn, …) ili x1, x2, …, xn, … koja sugeriše nizanje članova niza jedan za drugim.
 ( ) 1n nx ∞=
 Uzimajući u prethodnoj definiciji 2.1.2 da je X skup R dobijemo niz (xn) realnih brojeva (niz u R), dok za X : = C dobijemo niz (xn) kompleksnih brojeva. Ako je, pak, X skup nekih funkcija (npr. skup svih neprekidnih realnih funkcija na segmentu [a, b]⊂R, a<b), onda je (xn) funkcionalni niz (niz funkcija). Ako je X neki skup brojeva, onda za niz x: N→ X kažemo da je brojni niz ili numerički niz. U osnovnome dijelu (tekstu) ovoga poglavlja smatrat ćemo da je X = R, tj. razmatrat ćemo isključivo (beskonačne) nizove realnih brojeva. Neka svojstva takvih nizova mogu da se posmatraju i u opštijim situacijama.
 Primjer 2.1.1. a) je niz (xn) čiji je opći član xn dat sa
 Ovo je primjer tzv. harmonijskog niza, tj. niza kod kojeg je svaki član (osim prvog) harmonijska sredina njemu dva susjedna člana.
 ,...41,
 31,
 21,1 .1
 nxn =
 ⎪⎩
 ⎪⎨
 ⎧
 =
 ==
 ,....11,10,101
 ,9,...,2,1,1
 n
 nnxn
 b) je niz čiji je opći član xn dat sa LL ,
 101,
 101,
 101,
 91,,
 41,
 31,
 21,1
 Ovaj niz nazivamo stacionarni niz. Inače, za (xn) kažemo da je stacionarni niz ako postoji n0∈N takav da je xn = C (C– konstanta) za svaki n ≥ n0 . Za niz (xn) realnih brojeva kažemo da je Fibonaccijev1) niz akko zadovoljava uslov
 xn+2 = xn + xn+1, ∀( n∈N). (2.1.1) Nizovi (1, 1, 2, 3, 5, …) i (2, 3, 5, 8, 13, …) su primjeri Fibonaccijevih nizova. _____________________ 1) Leonardo od Pise, poznat još kao Fibonacci (1170? – 1250? ) – italijanski matematičar. On je postavio 1202. godine u svom radu “Liber abaci” tzv. problem o zečevima (Razmnožavanje zečeva odvija se na sljedeći način : par zec – zečica, koji imaju bar dva mjeseca, tokom svakog sljedećeg mjeseca dobiju par mladih /zeca i zečicu/. Ako se počne s jednim novorođenim parom, koliko će biti ukupno takvih parova zečeva nakon n mjeseci?). Pokazuje se da se ovaj problem može opisati tzv. Fibonaccijevim nizom.
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 Za (xn) kažemo da je aritmetički niz akko vrijedi
 xn+1 – xn = d, ∀( n∈N), (2.1.2) gdje je d fiksan broj.
 Iz (2.1.2) slijedi da je xn+1 – xn = xn+2 – xn+1 , ∀( n∈N), te da je
 ∀( n∈N), ,2
 21
 ++
 += nn
 nxx
 x tj. svaki član (izuzev prvog člana) aritmetičkog niza je aritmetička sredina svojih neposrednih susjeda (otuda i naziv aritmetički niz). Osim toga, iz (2.1.2) dobijemo :
 x2 = x1 + d, x3 = x2 + d = x1 + 2 d, …, xn = xn - 1 + d = … = x1 + (n -1) d.
 Dakle, xn = x1 + (n-1) d, ∀( n∈N). Osim toga, sumu od n prvih članova aritmetičkog niza (xn) možemo ∑
 napisati u bilo kojem od ova dva oblika: =
 =n
 iin xS
 1:
 Sn = x1 + (x1 + d) + … + [x1 + (n-1)d], Sn = xn + (xn – d) + (xn – 2d) + … + [xn - (n-1)d], Odakle dobijemo (sabirajući) 2 Sn = n ⋅ (x1 + xn), tj. :
 [ ] .)1(22
 )(2 11 dnxnxxnS nn −+=+= (2.1.3)
 Niz brojeva
 a1, a2, a3, …, an, … kod kojeg je svaki član osim prvog jednak proizvodu prethodnog člana i stalnog broja q≠0, zove se geometrijski niz. Taj niz je, dakle, određen formulom
 an+1 = an ⋅ q, n = 1, 2, 3, … Broj q koji je jednak količniku , zove se količnik geometrijskog niza.
 n
 n
 aa 1+
 Za određivanje n-tog člana an niza (pomoću prvog člana a1, količnika q i broja n) vrijedi formula
 an = a1 ⋅ qn-1. (2.1.4)
 Zbir Sn od n prvih članova geometrijskog niza određuje se po formuli: (2.1.5)
 ako je q ≠1, a ako je q = 1, tada je, očito, 11
 1 −−
 =q
 qaSn
 n
 Sn = n ⋅ a1 . Ove formule lako se dokazuju matematičkom indukcijom. Primjer 2.1.2. Koje uslove moraju zadovoljavati brojevi a, b i c da bi jednovremeno bili tri uzastopna člana aritmetičkog i geometrijskog niza? Rješenje: Jasno je, da brojevi a, b i c moraju biti različiti od 0 (u protivnom se ne bi moglo govoriti o količniku geometrijskog niza). Na osnovu pretpostavke brojevi a, b i c moraju zadovoljavati sljedeći sitem jednačina:
 b – a = c – b (= d),
 ( )b c qa b
 .= =
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 .
 2cab +
 = Iz prve jednačine sistema slijedi da je Iz druge jednačine sistema slijedi da je b2 = ac. Znači, svaki član geometrijskog niza (osim prvog) je geometrijska sredina njemu dva susjedna, pa i uopšte simetrična, člana. Odatle dolazi i naziv za geometrijski niz. Otuda je (a – c)2 = 0, tj. a = c, pa je i b = c. Prema tome, brojevi a, b i c su tri uzastopna člana i aritmetičkog i geometrijskog niza ako je
 a = b = c ≠ 0. Zadatak 2.1.1. Niz realnih brojeva nx je definiran rekurzivno kako slijedi: 0 1,x x su
 proizvoljni pozitivni realni brojevi, a 12
 1, ( 0,1, 2, ...).n
 nn
 xx n
 x+
 +
 += = Naći 1998 2010,x x , 2050x .
 (Rezultat. 0 11998
 0 1
 1 .x xx
 x x
 + += )
 § 2.2. Pojam i osnovna svojstva granične vrijednosti niza
 Pojmovi niza i njegove konvergencije i granične vrijednosti jedni su od najvažnijih matematičkih pojmova koji svoju primjenu imaju u raznim područjima matematike kao što su npr. diferencijalni i integralni račun. Za niz realnih brojeva konvergencija i granična vrijednost definiraju se na sljedeći način. Definicija 2.2.1. Za niz (an) u R kažemo da je konvergentan (u R) ako postoji realni broj a (∈R) takav da za svaki realan broj ε > 0 postoji prirodan broj n0 takav da za sve prirodne brojeve n veće od n0 vrijedi ⎟ an – a ⎟ < ε . (2.2.1)
 U tom slučaju broj a zovemo granična vrijednost ( ili limes*), granica ) niza (an) i pišemo ( ili ili, kraće, lim an = a ). Takođe tada još kažemo da niz (an) konvergira ka a ili da teži ka a kad(a) n → ∞ i pišemo an → a (n → ∞). Za niz koji nije konvergentan kažemo da je divergentan ili da divergira.
 aann=
 ∞→limaan =)(lim
 Kada konvergentnom nizu (an) pridružujemo graničnu vrijednost a, govorimo da vršimo granični prelaz / prijelaz.
 Definicija 2.2.2. Kažemo da niz (an) u R ima graničnu vrijednost + ∞ (ili da konvergira ka beskonačnosti) i pišemo ako za svaki broj M∈R+ postoji prirodan broj n0, takav da je an > M za svaki prirodan broj n veći od n0.
 ∞→ nn alim = +∞
 Slično se definira i granična vrijednost . U ovim slučajevima kaže se i da je niz (an) određeno divergentan ili da divergira ka beskonačnosti.
 ∞→ nn alim −∞=
 U skladu sa opštom definicijom specijalnih tipova podskupova uređenog skupa, pod (otvorenim) intervalom sa krajevima a i b (a, b ∈R, a < b) podrazumijevamo skup
 (a, b) : = x∈R⎟ a < x < b , _____________________ *) limes (lat.) – granica
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 a pod odsječkom ili segmentom sa krajevima a i b podrazumijevamo skup
 [a, b] = x∈R⎟ a ≤ x ≤ b . Takođe često posmatramo skupove oblika
 [a, b) = x∈R⎟ a ≤ x < b , (a, b] = x∈R⎟ a < x ≤ b , koji se ponekad zovu polusegment, odnosno poluinterval. Ponekad ćemo svaki od ova četiri tipa specijalnih podskupova skupa R zvati razmak i označavati sa ⟨a, b⟩ .
 Dalje, pod okolinom tačke (odnosno broja) x0∈R podrazumijevamo bilo koji podskup skupa R koji sadži otvoreni interval skupa R kojem ta tačka pripada. Specijalno, svaki otvoreni interval u R koji sadrži tačku x0∈R zovemo okolina (u R) tačke x0 i označavamo sa U(x0) ili O(x0). Pri tome, za svaki ε > 0 okolinu tačke x0 datu sa
 ( x0 – ε, x0 + ε ) = x0∈R : ⎟ x – x0 ⎟ < ε zovemo ε - okolina tačke x0. Očito je da svaka okolina tačke x0 sadrži neku njenu ε - okolinu, pa je u radu sa okolinama uvijek dovoljno posmatrati ε - okoline. Tačke skupa R različite od – ∞ i + ∞ , tj. sve tačke skupa R, zovemo konačnim, dok tačke – ∞ i + ∞ zovemo beskonačnim tačkama skupa . R
 Okoline (u R ) tačaka u R se definiraju analogno kao i okoline (u R) tačaka u R. No, često se posmatraju okoline tačaka ± ∞ koje ne uključuju tačke – ∞ i + ∞, tj. posmatraju se okoline u R tačaka iz R . Naime, tada se pod okolinama tačke – ∞, odnosno tačke + ∞, podrazumijevaju skupovi oblika (– ∞, a) = x∈R : x < a i (– ∞, a] = x∈R : x ≤ a , (*) odnosno (b, + ∞) = x∈R : x > b i [b, + ∞) = x∈R : x ≥ b . (**)
 Primijetimo da se tada malo odstupa od opšte definicije okoline, jer se tačke ± ∞ ne uključuju u sopstvene okoline. Mi se pridržavamo opšte definicije pojma okoline i za tačke ± ∞, tj. pod okolinom tačke – ∞ podrazumijevat ćemo skupove oblika [– ∞, a] : = x∈R : – ∞ ≤ x ≤ a i [– ∞, a) : = x∈R : – ∞ ≤ x < a ; (– ∞ < a ≤ +∞), a pod okolinom tačke + ∞ skupove oblika [b, + ∞] : = x∈R : b ≤ x ≤ + ∞ i (b, + ∞] : = x∈R : b < x ≤ + ∞ ; (– ∞ ≤ b < +∞).
 Napomenimo da za skup A⊆R koji nije ograničen odozgo (a takođe za skup A ⊆ R koji sadrži tačku + ∞) uzimamo da je sup A : = + ∞. Analogno, za skup A ⊆ R koji nije ograničen odozdo (a i za svaki skup A⊆ R kojem pripada tačka – ∞) uzimamo po definiciji da je inf A : = – ∞. To omogućava da se teorem o supremumu (odnosno teorem o infimumu) formuliše na ovaj način : Svaki neprazan skup u R ima supremum (odnosno, infimum) (u R ). Ako skup nije ograničen, kažemo da je neograničen. Skupovi (*) i (**) su (beskonačni) neograničeni razmaci.

Page 57
						

57
 Uzimajući u obzir definicije pojmova okolina konačnih i beskonačnih tačaka skupa R , definicije 2.2.1. i 2.2.2. pojmova konačne i beskonačne granične vrijednosti niza u R mogu se objediniti u jednu definiciju na sljedeći način.
 Definicija 2.2.3. Neka je (an) niz u R i neka je a∈R . Kažemo da je a granična vrijednost ili limes niza (an) i pišemo a = o za svaku okolinu U tačke a postoji n0∈N takav da n > n0 povlači an ∈ U. U slučaju kada je a∈R (tj. kada je a konačan broj), za niz (an) kažemo da je konvergentan, a u slučaju kada je a = - ∞ ili + ∞ ili da granična vrijednost ne postoji, kažemo da niz (an) divergira (u slučaju kada je limes niza (an) beskonačan kažemo da taj niz divergira u užem smislu, a u slučaju kada limes od (an) ne postoji, kažemo da niz (an) divergira u širem smislu ili da oscilira).
 li ak
 mn na→∞
 Definicija 2.2.3. pojma limesa niza u R se proširuje i na nizove kompleksnih brojeva, nizove funkcija i uopšte na nizove elemenata u metričkim prostorima (pa i u tzv. topološkim prostorima), uz odgovarajuće značenje pojma okoline tačaka u takvim prostorima. *)
 Iz definicije limesa niza slijedi da niz (an) teži ka a ako su mu članovi an “proizvoljno blizu” tački a čim je n “dovoljno velik”. U tom slučaju se još kaže da se u svakoj okolini tačke a nalaze svi članovi niza počev od nekog ili skoro svi članovi niza (tj. svi osim, eventualno, njih konačno mnogo). Primjer 2.2.1. Niz je konvergentan i vrijedi jer na osnovu Arhimedovog aksioma za svaki ε > 0 postoji n0∈N takav da je pa je tim prije za svaki n > n0.
 ,
 Primjer 2.2.2. Ispitajmo konvergenciju niza ( q n ), (q∈R). 1) Ako je q = 0, onda je qn = 0 za svaki n, pa je Neka je 0 < q < 1. Tada je q = 1/(1+h) za neki h∈R+. Prema Bernoullijevoj nejednakosti imamo
 odakle, slično kao u primjeru 2.2.1., slijedi da je Slučaj –1 < q < 0 razmatra se analogno. Dakle, ako je | q | < 1.
 2) Za q = 1 je qn = 1 za svaki n∈N, pa je 3) Ako je q >1, onda je 0< 1/q < 1. Neka je M∈R+ proizvoljan realan broj. Na osnovu 1) je 0 < (1/q)n < 1/M za sve dovoljno velike prirodne brojeve n, pa je qn > M za dovoljno velike n, tj. tada prema definiciji beskonačne granične vrijednosti niza imamo da je 4) Za q = – 1 dobijemo niz –1, 1, –1, 1, –1, 1, … . Članovi niza s parnim indeksom su 1, a članovi s neparnim indeksom su –1. U svakoj ε - okolini broja –1 nalaze se svi ____________________ *) Jasno, u opštijim situacijama nema smisla govoriti o divergenciji u užem smislu, odnosno posmatrati beskonačne limese nizova.
 ⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛
 n1 ,∞→n 01lim =
 n 1
 00
 nε< <
 10n
 ε< <
 .0lim =q∞→n
 n
 1 1/ ,1
 n hqnh n
 < <+
 .0lim =q0lim =
 ∞→n
 n
 .11lim ==nq
 ∞→n
 n q
 lim
 .lim +∞=∞→n
 n q
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 članovi niza s neparnim indeksom, a u svakoj ε - okolini broja 1 nalaze se svi članovi niza s parnim indeksom. Zato lim (–1)n ne postoji, pa je niz (–1)n divergentan u širem smislu (oscilirajući). 5) Ako je q < –1, onda za sve parne n vrijedi q n > M, a za sve neparne n je qn < – M, gdje je M ( > 0) proizvoljan realan broj, a n dovoljno veliki prirodni broj. To znači da postoji beskonačno članova niza ( qn ) van svake okoline bilo kog elementa a∈R pa taj niz nema limes.
 Definicija 2.2.4. Za niz (αn) u R kažemo da je nula – niz ili beskonačno mala veličina (ili infinitezimala ) u odnosu na n kad n → + ∞ ako je .0lim =∞→ nn α Npr. su nula – nizovi.
 ( ) ( )nnnnn
 n−+
 −⎟⎠
 ⎞⎜⎝
 ⎛⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ 1,,1,1,1
 22 Za niz (an) kažemo da je ograničen odozgo [ograničen odozdo] ako je skup an : n∈N ograničen odozgo (odozdo). Za niz koji je ograničen i odozdo i odozgo kažemo da je ograničen. Jednostavno se dokazuju sljedeća osnovna svojstva graničnih vrijednosti nizova u R: (i) Ako niz ima graničnu vrijednost, ona je jednoznačno određena. (ii) Svaki konvergentan niz je ograničen. (iii) Jednakost , gdje je a ∈R , vrijedi akko an = a + αn, pri čemu je
 (αn) nula – niz. aann =∞→lim
 (iv) Zbir i razlika dva nula – niza su nula – nizovi. (v) Proizvod ograničenog niza i nula – niza je nula – niz. (vi) (Veza između algebarskih operacija u skupu R i graničnog prelaza). Neka su
 (an) i (bn) konvergentni nizovi i neka je Tada je: a) , b) (odakle je
 α∈R ); c) ako je b ≠ 0.
 .limlim bbiaa nnnn == ∞→∞→
 baba nnn ±=±∞→ )(lim baba nnn ⋅=⋅∞→ )(lim ,)(lim aann ⋅=⋅∞→ αα
 (vii) (Svojstva limesa koja su u vezi sa relacijom poretka u R). 1) Ako je onda je an < bn počev od nekog n. Specijalno, ako je onda je an < b počev od nekog n. Analogno važi kada se znak < zamijeni znakom >. 2) Ako je za svaki n∈N (ili počev od nekog n) an ≤ bn i nizovi (an) i (bn) imaju graničnu vrijednost, onda je i Analogno važi kada se znak ≤ zamijeni znakom ≥ .
 ba
 ba
 n
 nn =∞→lim
 ,lim,lim baibbaa nnnn <== ∞→∞→
 ,lim baann <=∞→
 .limlim nnnn ba ∞→∞→ ≤
 3) (“Teorema o dva žandara / policajca “ ili “Sendvič teorem” ili “Teorema o uklještenju”.) Neka su (an) , (bn) i (cn) tri niza (u R), takva da je : 1° an ≤ bn ≤ cn za svaki n∈N (ili počev od nekog n); 2° ∈R. Tada je .
 aca nnnn == ∞→∞→ limlim
 (viii) Ako je lim |an| = 0, onda je lim an = 0. abnn =∞→lim
 Dokaz: ( i ) Pretpostavimo, suprotno tvrđenju, da neki niz (an) ima dvije granične vrijednosti a, b i neka su, npr., obje konačne. Neka je ε : = |a – b | / 2. Tada se
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 ε - okoline ne sijeku, pa je očito nemoguće da i u jednoj i u drugoj budu skoro svi članovi posmatranog niza (an). Time je dokaz ( i ) završen. ( vii ) Svojstvo 1) se dokazuje slično kao i ( i ) , a svojstvo 2) slijedi iz činjenice da ako bi bilo lim an > lim bn , onda bi prema 1) slijedilo an > bn, počev od nekog n, suprotno pretpostavci. Dokažimo svojstvo 3) (koje se često koristi u zadacima). Neka je U proizvoljna okolina tačke a∈R. Tada za n veće od nekog n1∈N važi an ∈U , a za n veće od nekog n2∈N važi cn ∈U. No, kako svaka okolina U bilo konačne, bilo beskonačne tačke a ima sljedeće svojstvo
 an ∈U , cn ∈U, an ≤ bn ≤ cn ⇒ bn ∈U, to zaključujemo da je bn ∈U za svaki n > n0, gdje je n0 : = max n1, n2. Otuda slijedi da je
 .lim abnn =∞→
 Dokazuje se da vrijede sljedeće relacije o osnovnim limesima u teoriji nozova:
 za svaki a∈R+ ;
 ( k∈N, a >1); (a∈C) ;
 a
 n
 m mm m
 mm mk kn
 kk k
 m
 k
 k
 nn
 n
 n
 n n am k
 a b m kaa n n a n a m kbb n b n b n bam kb
 na
 an
 n n
 11 1 0
 11 1 0
 1. lim 1; 2. lim 10, ,
 / , ,
 , 0,3. lim
 , 0;
 4. lim 0
 5. lim 0,!
 1 16. lim 1 lim 1
 −−
 −→∞−
 →∞
 = =⎧ <⎪⎪⎪⎪ =⎪⎪⎪+ +⋅⋅⋅+ + ⎪+∞ > ∧ >=⎨⎪+ +⋅⋅⋅+ + ⎪⎪⎪⎪−∞ > ∧ <⎪⎪⎪⎩
 =
 =
 ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜+ = +⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠( )
 n n n
 e e en n
 1 11 1 1 1: 2,3 , 1 1 , lim 11! 2! !
 + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜= ∈ + < < + = + + +⋅⋅⋅+⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 n1 ,⎟⎟⎟
 gdje je konstanta e Eulerov broj koji ima decimalni razvoj e = 2,718281828459045.., što ćemo kasnije objasniti.
 Broj γ zove se Eulerova konstanta.
 1 17. lim 1 log 0,577215664901532...2n
 nn
 γ→ ∞
 ⎛ ⎞+ + ⋅⋅⋅ + − = =⎜ ⎟⎝ ⎠
 Dokažimo, npr., da je Neka je Tada je an > 0 za n >1. Koristeći se binomnim razvojem u kojem su svi sabirci pozitivni, dobijemo
 .1lim =∞→n
 n n .1: −= nn na
 2
 0( 1)(1 ) .
 2n k
 n nnk
 n n nn a a ak=
 ⎛ ⎞ −= + = ⋅ >⎜ ⎟
 ⎝ ⎠∑ n
 Otuda je 0 < an
 2 < (n→∞), pa vrijedi an2→0 (n→∞), odakle je tj.
 01
 2→
 −n .1lim =n n,0lim =na Zadatak 2.2.1. Izračunati limes niza (an) ako je : a) b) c) d) .
 !3!2;
 23;
 32;
 22
 4
 3
 4
 3
 4
 3
 4
 3
 nnnna
 nna
 nna
 nna nn
 n
 nn
 n
 nn
 n
 n+
 −=
 +
 −=
 +
 −=
 +
 −=
 §2.3. Podnizovi. Tačke gomilanja Definicija 2.3.1. Neka je n : N → N, k nk, niz prirodnih brojeva takav da je a
 n1 < n2 < ⋅⋅⋅ < nk < ⋅⋅⋅
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 i neka je a : N → A niz elemenata proizvoljnog skupa A (≠Ø). Tada za niz a n : N → A sa članovima (k∈N) kažemo da je podniz (ili djelimični niz) niza (an). nk
 a Iz ove definicije neposredno slijedi činjenica da ako niz (an) u R ima graničnvrijednost a, onda i bilo koji njegov podniz ( ) ima graničnu vrijednost a. nk
 a No, primjer niza ((- 1)n) pokazuje da mogu postojati konvergentni podnizovi niza koji nema graničnu vrijednost. Definicija 2.3.2. Za tačku a∈R kažemo da je tačka gomilanja (ili tačka nagomilavanja) skupa A (⊆ R) ako u svakoj okolini tačke a postoji bar jedna tačka skupa A različita od same tačke a. Lako se vidi da se tačka gomilanja skupa A (⊆ R) može ekvivalentno definirati i kao tačka a ∈ R u čijoj svakoj okolini postoji beskonačno mnogo tačaka skupa A. Primjenom Cantorovog aksioma i Arhimedovog aksioma, dokazuje se sljedeća teorema. Teorema 2.3.1. (Bolzano*) – Weierstrassova**) teorema za skupove ).Svaki beskonačni ograničeni skup u R ima bar jednu tačku gomilanja u R. Svaki beskonačni skup u R ima bar jednu tačku gomilanja u R.
 Definicija 2.3.3. Za tačku a∈ R kažemo da je tačka gomilanja (ili tačka nagomilavanja) niza an u R ako postoji podniz ( ) tog niza koji teži ka a kad k → ∞. Primijetimo da postoji razlika između pojma limesa i pojma tačke gomilanja nekog niza, te da imamo i važnu razliku između pojma tačke gomilanja niza (an) i tačke gomilanja skupa njegovih vrijednosti an | n∈N . Tako, npr., niz ((– 1)n) ima dvije tačke gomilanja i to – 1 i 1, a skup njegovih vrijednosti (– 1)n | n∈N =– 1, 1 je konačan pa nema tačaka gomilanja.
 kan
 Sljedeća teorema daje jednostavan odgovor na pitanje o egzistenciji tačaka gomilanja nizova realnih brojeva, a dokazuje se na osnovu teoreme 2.3.1. (ili neposredno po analogiji kao i ta teorema). Teorema 2.3.2. (Bolzano – Weierstrassova teorema za nizove). (i) Svaki ograničen niz realnih brojeva ima bar jednu tačku gomilanja u R. (ii) Svaki niz realnih brojeva ima bar jednu tačku gomilanja u R. Dokažimo sljedeći stav : Stav 2.3.1. Skup T(an) tačaka gomilanja niza (an) realnih brojeva ima maksimum i minimum u R. Dokaz: Prema teoremi 2.3.2. skup T(an) je neprazan, pa ima supremum i infimum u R . Ako je taj skup konačan, onda je njegov supremum ujedno i maksimum, a infimum ujedno i minimum. Ako je T(an) beskonačan skup i ako njegov supremum i infimum ne bi bili ujedno njegov maksimum i minimum, onda bi, prema karakterizaciji supremuma i infimuma, oni bili tačke gomilanja skupa T(an). Kako očito skup T(an) sadrži sve svoje _______________ *) Bernhard Bolzano (1781 – 1848) – češki matematičar, logičar i filozof. **) Karl Weierstrass (1815 – 1897) – njemački matematičar.
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 tačke gomilanja, supremum i infimum skupa T(an) bi pripadali skupu T(an), suprotno pretpostavci. Time je dokaz stava 2.3.1. završen. Definicija 2.3.4. Najveća (najmanja) tačka gomilanja niza (an) realnih brojeva zove se gornji limes ili limes superior (donji limes ili limes inferior) niza (an) i označava sa ili ( ili ). nn asuplim ∞→
 nn a∞→lim nn a∞→lim nn ainflim ∞→
 Primijetimo da pojmove iz definicije 2.3.4. treba razlikovati od pojmova sup an | n∈N i inf an | n∈N . Lako se dokazuju sljedeće jednostavne činjenice: ( i ) Niz (an) ima graničnu vrijednost akko , tj. akko ima samo jednu tačku gomilanja.
 nn aa limlim =
 ( ii) Niz (an) konvergira akko je konačan broj. (iii) Niz (an) ima graničnu vrijednost akko svaki njegov podniz ima graničnu vrijednost
 nn aa limlim =
 Primjer 2. 3.1. Niz (an) čiji je opšti član ima dvije tačke gomilanja, tj. T(an) =0, 1.Ovdje se radi o nizu 0, 1, 0, 1, 0, 1, …, tj. a2k = 1 i a2k – 1 = 0 za svaki k∈N. U svakoj ε - okolini tačke 0 nalaze se svi članovi niza s neparnim indeksom, a u svakoj ε - okolini tačke 1 nalaze se svi članovi niza s parnim indeksom. Otuda je
 2
 1 ( 1):n
 na + −=
 ,1lim =na pa ne postoji.
 ,0lim =na nn a∞→lim
 Zadatak 2. 3.1. Za sve α∈R, odredite i (u slučajevima kada postoji) ako je niz (an) zadan opštim članom
 nn aa lim,limnn a∞→lim
 Zadatak 2. 3. 2. Za sve α∈R, odredite (ako postoji) limes niza
 cos ( 1): .n
 nn na
 nα
 + −=
 Rezultat: l(α) = 0 za α < – 1.
 Zadatak 2. 3. 3. Neka je (an) niz koji divergira ka +∞, a (bn) niz čiji je opšti član dat sa
 ( )cos( ) : lim .1sin
 n
 n nl
 n
 α
 α→∞
 +=
 Ustanovite da je niz (bn) infinitezimala.
 1: sin cosnn
 b na
 ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
 ⎝ ⎠.
 §2.4. Cauchyjev princip konvergencije. Monotoni nizovi. Broj e
 Često je od interesa ispitivanje konvergencije niza bez efektivnog nalaženja njegovog limesa. A ustanoviti da li neki niz konvergira je od fundamentalnog značaja u raznim oblastima primjene teorije nizova, kao što su numerička analiza, automatsko upravljanje, obrada signala, teorija sistema i dr. Jedan od načina za ispitivanje konvergencije nizova, koristeći se samo poznavanjem samog niza, a ne znajući unaprijed kojoj bi to graničnoj vrijednosti on konvergirao, daje Cauchyjev kriterij konvergencije. Definicija 2.4.1. Za niz (an) u R kažemo da je Cauchyjev ili fundamentalan ako za svaki ε > 0 postoji indeks n0∈N takav da je | am – an | < ε čim su indeksi m i n veći od n0. Lako se dokazuje da Cauchyjevi nizovi imaju ova svojstva: (i) Svaki konvergentan niz je Cauchyjev.
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 (ii) Svaki Cauchyjev niz je ograničen. (iii) Ako Cauchyjev niz ima konvergentan podniz, on je i sam konvergentan. No, vrijedi i obrat izjave (i), tj. vrijedi sljedeća teorema koja se naziva Cauchyjevim principom konvergencije*). Teorema 2.4.1. Svaki Cauchyjev niz u R je konvergentan (u R). Dokaz: Neka je (an) Cauchyjev niz u R. Tada je on ograničen, pa iz Bolzano – Weierstrassove teoreme slijedi da postoji podniz ( ) tog niza koji konvergira u R. Na osnovu svojstva (iii) Cauchyjevog niza slijedi da je niz (an) konvergentan (u R), što je trebalo i dokazati.
 ank
 Primjer 2.4.1. Primjenom Cauchyjevog kriterijuma dokažimo da je niz (an)
 11.n
 ni
 divergentan ako je
 Dovoljno je dokazati da taj niz nije Cauchyjev, tj. dovoljno je dokazati logičku negaciju uslova iz definicije Cauchyjevog niza:
 i==∑a
 (an) nije Cauchyjev ⇔ (∃ ε > 0) (∀n0∈N) (∃ m, n ∈N) (m, n ≥ n0 i |am – an | ≥ ε ). U našem primjeru stavimo ε = ½ , m = 2n. Tada je )(
 21
 211
 21
 11 ε==⋅>
 ++⋅⋅⋅+
 ++
 +=−
 nn
 nnnnaa nm
 za svaki n∈N, pa niz (an) nije Cauchyjev.
 Definicija 2.4.2. Za niz (an) u R kažemo da je neopadajući ako je an ≤ an+1 za svaki n∈N, a da je rastući (strogo rastući) ako je an < an+1 za svaki n∈N. Analogno se definira nerastući i opadajući (strogo opadajući) nizovi. Jednim imenom nizove navedena četiri tipa zovemo monotoni nizovi. Za monotone nizove važi sljedeći veoma jednostavan kriterij konvergencije : Svaki monoton i ograničen niz u R je i konvergentan u R. Zapravo, vrijedi sljedeća teorema: Teorema 2.4.2. (i) Neka je (an) neopadajući niz u R. Tada (an) konvergira u R akko je ograničen
 odozgo. (ii) Svaki neopadajući niz u R ima graničnu vrijednost u R. Analogne izjave vrijede i za nerastuće nizove. Dokaz: (i) Dovoljno je dokazati da neopadajući i odozgo ograničen niz (an) u R ima konačnu graničnu vrijednost. Prema teoremi o supremumu postoji a : = sup an | n ∈N < + ∞, odakle slijedi da za svaki ε > 0 postoji n0 ∈ N takav da je a - ε < ≤ a. No, kako je niz an neopadajući, otuda je a - ε < an ≤ a za svaki n > n0 , tj. | an – a | < ε za svaki n > n0, pa je niz (an) konvergenatn i lim an = a.
 0na
 _____________________ *) Umjesto ovog teorema često se daje Cauchyjev kriterij konvergencije za nizove u R koji glasi : Niz (an) u R je konvergentan u R akko je Cauchyjev.
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 (ii) Ako neopadajući niz (an) nije ograničen, to znači da se za svaki M∈R može naći n0∈N takav da je > M. No, zbog svojstva monotonosti; otuda slijedi da je takođe an > M za svaki n > n0. Time je pokazano da niz (an) u R ima graničnu vrijednost u R i lim an = + ∞ .
 0na
 Primjer 2.4.2. Dokažimo da je niz (an) realnih brojeva definiran opštim članom
 an : = , (n∈N), konvergenatn. U tu svrhu dovoljno je dokazati da je ovaj niz n
 n⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +
 11 (strogo) rastući i ograničen odozgo. Na osnovu Bernulijeve nejednakosti imamo (za svaki n ≥ 2):
 ,1
 111
 1111
 ,111111
 1
 111
 22
 −
 −−−
 =⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛
 −+=⎟
 ⎠⎞
 ⎜⎝⎛
 −=⎟
 ⎠⎞
 ⎜⎝⎛ −>⎟
 ⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +=
 −=⋅−>⎟⎠
 ⎞⎜⎝
 ⎛−
 n
 nnnn
 n
 n
 ann
 nnn
 a
 nnn
 n tj. odakle slijedi da je niz (an) (strogo) rastući. Dokažimo da je niz (an) ograničen odozgo. Za n ≥ 2 primjenom Newtonove binomne formule dobijemo
 ( ) ( )0 2
 2
 1 ... 11 11 1 1!
 1 1 2 12 1 1 ... 1 .!
 n k k
 n n n
 k k
 n
 k
 n n n n ka
 kn n k n
 kk n n n
 = =
 =
 ⋅ − ⋅ ⋅ − +⎛ ⎞⎛ ⎞= + = ⋅ = + + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⋅⎝ ⎠ ⎝ ⎠−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − − ⋅ ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
 ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 ∑ ∑
 ∑
 Iz nejednakosti k! ≥ 2k-1, (k ≥ 2), i formule za zbir prvih n članova geometrijskog niza dobijemo tj. niz (an) je ograničen odozgo.
 1
 1 2 1
 1
 2 2 2
 111 1 1 1 1 1 21 1 1 1 1 1 1 1! 2 2 2 2 2 1
 213 3,
 2
 n
 kn
 n k n
 n
 n n
 k k ka
 k
 −
 − −
 −
 = = =
 ⎛ ⎞− ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎝ ⎠< + + ≤ + + = = + + + + ⋅⋅⋅+ = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ −
 = − <
 ∑ ∑ ∑
 Otuda slijedi da niz (an) ima konačnu graničnu vrijednost. Tu graničnu vrijednost (prema Euleru) zovemo broj e. Dakle,
 Lako se dokazuje da je broj e (koji se još zove i Eulerov broj) iracionalan broj, a Hermite je 1873. godine dokazao da je broj e čak i transcendentan, tj. ne zadovoljava nikakvu algebarsku jednačinu a0xn + a1xn-1 + ⋅⋅⋅ + an = 0, (a0 ≠ 0), s racionalnim koeficijentima. Broj e ima veliki značaj u matematičkoj analizi i njenim primjenama, a često i prirodno se uzima za bazu logaritmu ( prirodni logaritam ln).
 ...).590457182818284,2(),32(,11lim: =<<⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +=
 ∞→ee
 ne
 n
 n
 Primjer 2.4.3.
 a) i za b) za sve α , β ∈R svaki niz (a ) n u R takav da je
 21
 111im lim ; lim 11 11
 n
 n
 n nn
 ann en e en e a
 n
 β
 ln n
 αβα−→∞ →∞ →∞
 ⋅⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎛ ⎞+ ⎝ ⎠= = = + =⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎛ ⎞ ⎝ ⎠−⎜ ⎟⎝ ⎠
 ⎛ ⎞⎜ ⎟
 lim .n na→∞ = ± ∞
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 Zadatak 2. 4. 1.* Nađite (ako postoji) ili ustanovite da ne postoji lim an , gdje je
 an : = ( ) 12 3
 1 1 1 112 2 2 2
 nn
 −1 1 −− + − + + − ⋅L .
 I. −2
 .3
 II. − ∞. III. 2
 .3
 IV. Ne postoji lim an.
 Zadatak 2. 4. 2.* Za niz (an), gdje je an : = n
 n
 nn
 89
 4
 3
 −+ , (n ∈ N), nađite lim an.
 (Rezultat. − ∞.)
 Zadatak 2. 4. 3.* Za niz (an), gdje je an : = 3 6 1−n
 n + 3 6 2−n
 n + ... + 3 6 2−− nn
 n ,
 ( n ∈ N \ 1), nađite lim an i lim (an)n . Zadatak 2. 4. 4.** Duž veličine a je podijeljena na n dijelova jednakih dužina. Nad svakim dijelom konstruisan je krug. Odredite:
 a) zbir On, obima svih dobijenih krugova; b) zbir Pn, površina svih dobijenih krugova; c) ; d) . lim nn
 O→∞
 lim nnP
 →∞
 Zatim diskutujte dobivene rezultate pod c) i d). Zadatak 2. 4. 5. Neka je realan broj i neka je niz ( 1)a ≥ ( )nx definiran formulama:
 ( )2
 1 1 2
 3, 1 log
 3 1n n
 nn
 x xx a x
 x+
 ⎛ ⎞+⎜ ⎟= = +⎜ ⎟+⎝ ⎠
 .
 Dokazati da zadani niz ima konačan limes, a zatim odrediti taj limes. (Rezultat. 1.)
 § 2. 5. Pojam i neka svojstva (beskonačnog) reda Predmet proučavanja ovog i narednih paragrafa ove glave je uglavnom teorija numeričkih (brojnih) redova. Ona se oslanja na teoriju nizova i (intuitivno, opisno) može se reći da je taj predmet sumiranje beskonačnog broja konačnih sabiraka. To sumiranje privlači pažnju naučnika još od antičkog doba, koji su u tom postupku otkrili više paradoksa (kao što je paradoks grčkog filozofa Zenona iz Eleje, koji je tvrdio da strijela ne može da leti, odnosno da “Brzonogi” Ahil utrkujući se s bićem koje je najsporije, kornjačom, neće je moći dostići, ako je ona pošla prije njega ***). Beskonačnim redom smo se zapravo već formalno služili predstavljajući realne brojeve beskonačnim decimalnim brojevima, npr. kada smo stavljali ⅓ = 0,333… , jer u decimalnom zapisu (oznaci) to ne znači drugo nego , dakle, simbol koji ima oblik zbira u kome broj (konačnih) sabiraka
 ⋅⋅++⋅=10103
 ⋅⋅⋅++ n3
 10331
 2
 raste bez kraja. Budući da smo se dosad susretali samo sa sumama konačnog broja sabiraka, uvodimo tim načinom pisanja sasvim nov simbol kome treba jasno i tačno odrediti značenje da izbjegnemo bezbrojnim zamkama što se kriju na svakome koraku kada se uputimo u krajeve beskonačno velikoga. __________ *) Zadatak sa ispita iz IM1. **) Zadatak koji je bio zadan za domaću zadaću iz IM1. ***) Kako znamo da strijela ipak leti, odnosno da je Ahil mogao dostići kornjaču, Zenonov paradoks ćemo objasniti na kraju ovog paragrafa.
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 Neka je zadano beskonačno mnogo (niz) realnih brojeva a1, a2, …, an, … i pomoću njih napisan simbolički izraz u obliku zbira: a1 + a2 + ⋅⋅⋅ + an + ⋅⋅⋅ . (2.5.1) Taj simbol naziva se beskonačnim (realnim) redom s opštim članom an, ili beskonačnim redom kome su brojevi a1, a2, …, an, … članovi*), ili kraće (realnim) redom (ili redom u R). Da tom simbolu damo značenje, prirodno je da postupamo ovako. Označimo prvi član tog izraza sa s1, zbir a1 + a2 sa s2, itd., tj. stavimo: s1 : = a1, s2 : = a1 + a2, …, sn : = a1 + a2 +⋅⋅⋅ + an , … ; (2.5.2) saberimo dakle zadane brojeve a1, a2, …, an, … počevši od prvoga član po član. Tako dolazimo do niza (sn) parcijalnih zbirova ili parcijalnih suma (odsječaka) zadanog reda (2.5.1):
 s1, s2, …, sn, … (2.5.3) kome su članovi zbirovi od sve većeg, ali uvijek konačnog broja članova a1, a2, … uzetih redom kako se u simbolu (2.5.1) pojavljuju. Simbol beskonačnog reda :
 a1 + a2 + ⋅⋅⋅ + an + ⋅⋅⋅ ili kraće (2.5.4) ∑=1n
 na∞
 samo je druga oznaka za beskonačni niz parcijalnih zbirova (sn). No, u novije vrijeme se obično pojam (beskonačnog) reda uvodi na ovaj formalniji (precizan) način (jer red nije obična suma svojih članova i pri sumiranju beskonačnog broja sabiraka pojavljuju se neke nove osobine u odnosu na konačan slučaj **) ): Neka je (an) niz realnih brojeva. Tada je za svaki k∈N definirana suma:
 k
 k
 nnk aaaas +++==∑
 =
 ...: 211
 (2.5.5)
 prvih k članova niza (an) tako da za svaki k∈( N \1) vrijedi sk = sk–1 + ak . (2.5.6)
 Prirodna je ideja da se suma s svih članova niza (an) definiše kao . kks
 ∞→lim
 Analogno se postupa i u proizvoljnom normiranom vektorskom prostoru X (normirani vektorski prostor je uređen par ( X, || || ) koji se sastoji od vektorskog prostora X nad poljem Φ realnih ili kompleksnih brojeva i norme na X, tj. preslikavanja || || : X → R , gdje je R skup realnih brojeva, koje zadovoljava uslove: (N 1) || x || ≥ 0; (N 2) || x || = 0 ⇔ x = 0X (nulavektor u X ); (N 3) || λ x || = | λ | ⋅ || x || , (λ∈Φ, x∈X ); (N 4) || x1 + x2 || ≤ || x1 || + || x2 || ). Ako želimo sumirati sve članove niz (an) iz X, pridružujemo nizu (an) nov niz (sk, k∈N), gdje je sk dato realcijom (2.5.5) i govorimo o redu s članovima an i parcijalnim sumama sk. _____________________ *) Tačke na njegovom kraju znače da dodavanju novih članova nema kraja. **) Da red nije obična suma svojih članova vidimo npr. iz pokušaja sumiranja članova niza ((-1)n-1 ) na tri različita načina: 1) 1 – 1 + 1 – 1 + 1 – ⋅⋅⋅ = (1 – 1) + (1 – 1) + (1 – 1) + ⋅⋅⋅ = 0; 2) 1 – 1 + 1 – 1 + 1 – ⋅⋅⋅ = = 1 + (–1 + 1 ) + (–1 + 1) + ⋅⋅⋅ = 1; 3) 1 – 1 + 1 – 1 + 1 – ⋅⋅⋅ = (1 – 1) + (1 – 1) + ⋅⋅⋅ = (–1 + 1) + (–1 + 1)+ +⋅⋅⋅ = –1 + (1 – 1) + (1 – 1) + ⋅⋅⋅ = –1.
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 Definicija 2.5.1. Neka je dat niz (an) u R (ili, opštije, u normiranom vektorskom
 prostoru X ) i neka je za svaki k∈N. Beskonačni red ili, kraće, red u R ks a=∑
 ( ili, opštije, u proizvoljnom normiranom vektorskom prostoru X ) je uređen par ((an), (sk)) koji se sastoji od dva niza (an) , (sk) (an, sk ∈ R, odnosno, an, sk ∈ X ); an su članovi reda, a sk (k∈N) k – te parcijalne sume reda. Niz (sk) nazivamo nizom parcijalnih suma datog reda. Sam red se kraće označava
 1k nn =
 ili ili . *) (2.5.7) ∑∑∑≥
 nn
 nn
 n aaa1
 Za an se kaže da je n-ti član reda ∑an, a ako je specificirana zavisnost an od n, onda se an naziva opšti član reda ∑an. Iz definicije 2.5.1. slijedi da su dva reda jednaka akko imaju jednake članove sa istim indeksom.
 Oznaka ∑an za red sugeriše sumiranje, a primjenjiva je jer je niz (sk) parcijalnih suma (tog reda) određen nizom (an). Red se često označava i ispisivanjem nekoliko prvih članova, npr.
 a1 + a2 + a3 + ⋅⋅⋅ . Ako su elementi (članovi) reda realni ili kompleksni brojevi, kažemo da je taj red numerički ili brojni (sa konstantnim članovima); redove čiji su članovi funkcije nazivamo funkcionalnim redovima. Definicija 2.5.2. Neka je (an) niz u R (ili, opštije, iz normiranog vektorskog prostora X ). Kažemo da je niz (an) sumabilan u R ( odnosno, u X ) ili da je red ∑an konvergentan ( u R, odnosno, u X ) ako je niz parcijalnih suma (sk) reda ∑an konvergentan ( u R, odnosno, u X ). Limes naziva se suma reda ∑an i označava se sa kk ss ∞→= lim:
 (2.5.8) Ako red ∑an nije konvergentan, kaže se da je divergentan.
 .1∑∞
 =
 =n
 nas
 Radi veće jasnoće u ovom poglavlju razlikujemo simbole ∑ an i ∑n an za red od simbola za sumu reda, što često nije slučaj u literaturi *). Ponekad su članovi
 reda numerisani počevši od 0, ili od nekog (fiksiranog) prirodnog broja r (>1). Tada se ∑∞
 =1n na
 suma reda ∑ an označava sa odnosno ∑ .∑∞
 =0,
 n na ∞
 =rn na Nadalje ćemo se (ako drugačije ne naznačimo) ograničiti na redove u R (redove realnih brojeva, redove s konstantnim članovima).
 Ako niz (sk) parcijalnih suma reda ∑ an u R ima konačan ili beskonačan limes s, onda se kaže da taj red ima sumu i da mu je suma suma jednaka s. Ako niz (sk) nema limesa u R, onda se kaže da red ∑ an nema sume (ni konačne ni beskonačne). U skladu sa definicijom 2.5.2., za red ∑ an se kaže da je konvergentan (u R) ako ima konačnu sumu, _____________________ *) Grčko slovo ∑ je početno slovo latinske riječi suma. Prva upotreba oznake ∑ za sumaciju pripisuje se Euleru.
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 a u suprotnom se kaže da je red ∑ an (an∈R) divergentan (u R). Prema tome, red ∑ an u R je divergentan (u R) u sljedeća dva slučaja: 1° Red ∑ an ima sumu s ali je s = – ∞ ili + ∞ i tada još kažemo da je red određeno divergentan ili divergentan u užem smislu; 2° Red ∑ an nema nikakvu sumu (ni u R) i tada još kažemo da je red oscilirajući ili da je divergentan u širem smislu.. Ako je red ∑ an konvergentan, onda suma prvih p članova sp predstavlja približnu vrijednost za sumu s toga reda. Zapravo, iz , imamo da za svaki ε > 0 postoji prirodan broj n0 (= n0 (ε)) takav da je | s – sp | < ε za svaki p ≥ n 0 , pa se suma konvergentnog reda može izračunati s proizvoljnim stepenom tačnosti pomoću parcijalnih suma reda.
 ss pp =∞→lim
 Ako je red ∑ an konvergentan, onda se lako vidi da je konvergentan i red ∑ an+ p (2.5.9)
 za svaki p∈N i vrijedi jednakost Za sumu 1 1 1.p
 n n nn n n pa a a+
 ∞ ∞
 = = == +∑ ∑ ∑ 1 nn p a
 +
 ∞
 =∑kaže se da je ostatak reda ∑ an poslije p-tog člana. No, i za sam red (2.5.9), bez obzira da li je red ∑ an konvergentan ili divergentan, kaže se da je ostatak reda ∑ an poslije p-tog člana ili p-ti ostatak reda ∑ an, što ćemo i mi govoriti. Obrnuto, ako red ∑ an+ p konvergira za neki p∈N , onda konvergira i red ∑ an. Zapravo, vrijedi sljedeća tvrdnja:
 Tvrdnja 2.5.1. (i) Neka je p proizvoljan fiksiran prirodan broj. Tada red ∑ an konvergira ako i samo ako konvergira red ∑ an+p, tj. red ∑ an i njegov ostatak ∑ an+p su ekvikonvergentni (oba reda su ili konveregntna ili divergentna). Osim toga, u slučaju konvergencije ovih redova za njhove sume s i rp, respektivno, vrijedi s = sp + rp, gdje je sp p-ta parcijalna suma reda ∑ an. (ii) Ako je red ∑ an konvergentan, onda suma rp njegovog p-tog ostatka teži ka nuli kad p→ ∞ . Dokaz: (i) Neka je sp p-ta parcijalna suma reda ∑ an. Označimo sa sn' n-tu parcijalnu sumu ostatka ∑ ap+n reda ∑ an poslije p-tog člana, tj. sn' = ap+1 + ap+2 + ⋅⋅⋅ + ap+n (n∈N). Tada očito vrijedi sp+n = sp + sn', odnosno sn' = sp+n – sp , gdje je (*)
 1∑+
 =+ =
 pn
 iinp as .
 (Suma sn, p = sn' = sp+n – sp ponekad se zove odreskom reda ∑ an. ) Pretpostavimo sada da red ∑ an konvergira i da mu je suma jednaka s. Tada sp+ n →s , (n→∞), pa iz (*) slijedi da sn' = sn+ p – sp → s – sp , (n→∞). Znači, red (2.5.9) je konvergentan i suma mu je jednaka s – sp. Ako tu sumu označimo sa rp, vrijedit će, dakle, rp = s – sp, tj. s = sp + rp (*)'. Pretpostavimo sada da je red (2.5.9) konvergentan sa sumom rp. To znači da sn' → rp , (n→∞). No, odavde i iz (*) slijedi da sp+ n → sp + rp , n→∞. Prema tome, red ∑ an je konvergentan i vrijedi, ako mu sumu označimo sa s, da je s = sp + rp , tj. ponovo vrijedi (*)'. (ii) Neka je red ∑ an konvergentan sa sumom s. Tada je i (2.5.9) konvergentan red. Ako mu sumu označimo sa rp, onda vrijedi s = sp + rp. No, ovdje je p fiksiran ali proizvoljan prirodan broj. Ako pustimo da p → ∞ dobit ćemo da sp → s . Iz s = sp + rp sada slijedi rp = s – sp → s – s = 0, p → ∞, pa je dokaz tvrdnje 2.5.1. završen. ___________________ *) No, u narednim odjeljcima (paragrafima) ovog poglavlja ipak često, umjesto ∑ an , koristimo simbol (posebno u slučajevima kada je n0 ≠1, n0∈N0). 0 ,an n∞∑ =
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 Red (2.5.9) nastaje iz reda ∑ an odbacivanjem prvih p članova. No, mi možemo smatrati da je red ∑ an nastao iz reda (2.5.9) tako što smo tom redu dodali p novih prvih članova. Otuda na osnovu tvrdnje 2.5.1. slijedi da odbacivanje ili dodavanje konačno mnogo članova reda ne utiče na konvergenciju tog reda, ali u opštem slučaju utiče na njegovu sumu.
 Iz tvrdnje 2.5.1. može se zaključiti da je red ∑ an konvergentan akko suma rp ostatka reda poslije p-tog člana teži nuli kad p → + ∞. To znači da se suma konvergentnog reda može aproksimirati parcijalnim sumama, pri čemu greška te aproksimacije teži nuli kada broj članova koji se sumiraju raste. Teorema 2.5.1. (Potreban uslov za konvergenciju, ili test n-tog člana). Ako je red ∑ an konvergentan, onda niz (an) njegovih članova konvergira ka nuli, tj. li →n
 m =∞
 na .0
 Dokaz: Neka je Na osnovu pretpostavke teoreme, imamo da postoji i da je .: ∑= nk as
 k
 konačna granična vrijednost S druge strane je sk – sk –1 = ak, (k > 1), pa je 1=n
 .:lim sskk =∞→
 .0limlim)(limlim 11 =−=−=−= −∞→∞→
 −∞→∞→
 ssssssa kkkkkkkkk Q.E.D. Da navedeni neophodan uslov konvergencije reda nije i dovoljan, pokazuje sljedeći primjer: Primjer 2.5.1. Opšti član reda očito teži nuli kad n→∞ . Međutim, za
 parcijalnu sumu važi relacija
 ∑n
 1
 ∑=
 =k
 nk
 ns
 1
 1:
 .111112
 11 kk
 kkkkk
 sk =⋅=+⋅⋅⋅++≥+⋅⋅⋅++=
 Očigledno, → +∞ kad k → +∞, pa je , tj. red divergira (u užem smislu).
 ∑n
 1+k ∞=
 +∞→kk
 slim
 Teorema 2.5.2. (Cauchyjev kriterijum za konvergenciju redova)*). Red ∑ an konvergira ako i samo ako za svaki ε > 0 postoji n0∈N takav da iz n > n0 , p∈N slijedi | an+1 + an+2 + … + an+p |< ε . Simbolički, ∑ an konvergira ⇔ [(∀ε >0) (∃ n0∈N) (∀ n, p∈N ) (n > n0 ⇒ | an+1 + … + an+p |< ε )].
 Dokaz: Slijedi neposredno iz Cauchyjevog principa konvergencije za nizove realnih brojeva (tj. iz činjenice da je svaki Cauchyjev niz u R konvergentan).
 Q.E.D.
 Za date redove ∑an i ∑bn, red ∑(an + bn ) naziva se njihovim zbirom, a red ∑(an – bn ) razlikom tih redova. Vrijedi sljedeća tvrdnja: Tvrdnja 2.5.2. (i) Ako red ∑an konvergira, onda konvergira i red ∑ α⋅an, (α∈R). Pri tome je suma
 1 1
 .n nn n
 a aα α∞ ∞
 = =⋅ = ⋅∑ ∑
 reda ∑α an jednaka proizvodu konstante α i sume reda ∑an , tj.
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 (ii) Ako redovi ∑an i ∑bn konvergiraju, onda konvergiraju i redovi ∑(an + bn ) i ∑(an – bn ) i njihove sume su jednake zbiru i razlici, respektivno suma redova ∑an i ∑bn . Dokaz: (i) Neka je sk : = a1 + a2 + ⋅⋅⋅ + ak, Sk : = αa1 + αa2 + ⋅⋅⋅ + αak. Iz egzistencije granične vrijednosti
 slijedi ssk =∞→
 :lim k .limlimlim sssS kkkkkk
 ⋅=⋅==∞→∞→∞→
 ααα
 ,''lim,'lim ''
 k
 ' ssss kkk==
 ∞→∞→ (ii) Neka je sk' = a1 + a2 + ⋅⋅⋅ + ak , sk'' = b1 + b2 + ⋅⋅⋅ + bk i Sk = (a1 ± b1) + (a2 ± b2 ) + ⋅⋅⋅ + (ak ± bk ). Tada je [ ] .limlim)()(limlim ''''''
 2121 ssssbbbaaaS kkkkkkkkk±=±=+⋅⋅⋅++±+⋅⋅⋅++=
 ∞→∞→∞→∞→ Q.E.D.
 Primjer 2.5.2. Red ∑aqn-1 , (a≠0, q≠0), naziva se geometrijskim redom. Parcijalna suma sk tog reda predstavlja sumu prvih k članova geometrijske progresije i data je sa sk : = a + aq + ⋅⋅⋅+ aqk-1, odnosno sa Za | q |<1 je pa tada geometrijski red ∑aqn-1 ima konačnu sumu s datu sa
 (1 ) , 1,1
 , 1
 k
 k
 a q qs q
 ak q
 ⎧ −
 .
 ≠⎪= −⎨⎪ =⎩,0lim =
 ∞→
 k
 kq
 tj. konvergentan je. Ako je | q | ≥ 1, geometrijski red divergira i to u
 ,1
 limq
 ass kk −==
 ∞→
 određenom smislu za q ≥ 1, a oscilira za q ≤ 1. Naime, za q >1 je lim qk = + ∞ ;
 za q < – 1 granična vrijednost ne postoji; za q = 1 je sk = ka, pa je kk q∞→lim
 sgn a ⋅ ∞ ; dok za q = – 1 granična vrijednost ne postoji. = kk q∞→lim
 ∞→ kk slim
 Primjer 2.5.3. (Zenonov paradoks). Prema vijesti koju je sačuvao Aristotel u svom djelu “Fizika” (knj. VI. 9.) slijedi da je pojam beskonačnog geometrijskog reda s količnikom q : = ½ poznavao grčki filozof Zenon iz Eleje (5. st. pr.n.e.) i njime se služio u pobijanju svojih protivnika. Sličan je geometrijski red osnova i tzv. Zenonova paradoksa koji se sastoji u sljedećem : “Brzonogi” Ahil utrkujući se kornjačom neće je moći dostići, ako je ona pošla prije njega. Jer dok Ahil protrči put s0 što ga je to najsporije biće već
 prošlo do časa kad Ahil počinje trčati, pomaknut će se kornjača dalje za neki dio puta, npr. za s0 / 10 . Dok
 Ahil prođe taj dio puta, pomakla se kornjača za isti dio puta s0 / 10, tj. za daljih s0 / 102 . Za vrijeme dok Ahil i taj dio prolazi napredovala je kornjača još za s0 / 103 i to se nastavlja tako dalje (sl. 2.5.1). Budući da Ahil mora svaki put preći još onaj dio puta što ga je kornjača neposredno prije toga prošla, neće je on po Zenonu nikada dostići.
 _____________________ *) Opšti Koši – Bolzanov kriterij za konvergenciju redova, ili, princip konvergencije za redove. Specijalno, za a = 1, q = – 1 geometrijski red ima oblik 1 – 1 + 1 – 1 + ⋅⋅⋅ . Za njegove parcijalne sume imamo
 ako je k neparan, ako je k paran prirodan broj, ⎩⎨⎧
 =±−+−=,0,1
 1...111 4434421jedinicak
 ks
 pa dati red oscilira između 0 i 1.

Page 70
						

70
 Put što ga prelazi Ahil predočen je naime beskonačnim geometrijskim redom koji (prema savremenom
 načinu izražavanja u nauci) konvergira i ima sumu ali kome Ahil ne može doći na kraj 0 01 10( )1 9110
 ,s s⋅ =−
 zbog beskonačnog broja članova. No, kako Ahil trči neprekidno, ne sastavljajući svoj put iz članova
 geometrijskog reda, dostići će on kornjaču upravo u tački . Naime, ako uzmemo da su oba kretanja 0109
 s jednolika i označimo sa s cio Ahilov put, dakle do tačke gdje Ahil dostigne kornjaču, a put što ga kornjača pređe od časa kad Ahil počinje trčati sa s', bit će s =s0 + s', ali kako Ahil trči deset puta brže, a dužine
 puteva se odnose kao brzine, to je s0 + s = 10 s', tj. Prema tome, cio Ahilov put s iznosi : .10s
 s' 0=
 1(1 .90 0
 10s s ) s9
 = ⋅ + =
 ,...)101010
 ,1010
 ,10
 (
 30
 200
 03
 200
 020
 01
 sssss
 ssss
 sss
 +++=
 ++=+=
 Sl. 2.5.1. U prethodnim razmatranjima mi smo polazeći od reda ∑an formirali niz njegovih parcijalnih suma, tj. niz (Sk ), odnosno (formalnije) u samoj definiciji pojma reda smo uključili i niz (Sk ). No, ako nam je unaprijed dat neki niz (Sk ) lako nam je formirati red kod koga je niz (Sk ) niz parcijalnih suma. To je red:
 S1 + (S2 – S1) + (S3 – S2) + ⋅⋅⋅ + (Sk – Sk-1) + ⋅⋅⋅ . Prvi član ovog reda je S1 , drugi S2 – S1, treći S3 – S2 itd. Pitanje konvergencije reda najjednostavnije je izučavati kod tzv. pozitivnih redova. Zbog toga mi prelazimo na razmatranje prvo takvih redova.
 § 2. 6. Pozitivni redovi Posmatrajmo red
 ∑an. (2.6.1) Za red (2.6.1) kažemo da je pozitivan ili da je red s pozitivnim članovima (ili red s nenegativnim članovim) ako je an ≥ 0 za svaki n∈N, ili (opštije) ako postoji prirodan broj n0∈N takav da je an ≥ 0 za svaki n ≥ n0. Neka je Sn (n = 1, 2, …) n-ta parcijalna suma reda (2.6.1) i neka je red (2.6.1) pozitivan. Tada imamo da je: .11211 +++ +=++⋅⋅⋅++= nnn
 Snn aSaaaaS
 n
 44 344 21 Zbog an+1 ≥ 0 za svaki n ≥ n0 (za neki n0∈N) imamo odavde da je Sn+1 ≥ Sn za svaki n ≥ n0. Vidimo dakle da je niz parcijalnih suma pozitivnog reda (2.6.1) neopadajući za n ≥ n0. Iz teoreme o limesu monotonog niza, zaključujemo dakle, da je niz (Sn)
 1( )n nS ∞=
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 konvergentan akko je ograničen odozgo. Ako pak niz (Sn) nije ograničen odozgo, onda vrijedi: lim .nn
 S→∞
 = +∞
 Na osnovu ovoga možemo formulisati sljedeći važan i jednostavan stav: Stav 2.6.1. Pozitivni red (2.6.1) je konvergentan akko je niz (Sn) njegovih parcijalnih suma ograničen odozgo. Ako niz (Sn) nije ograničen odozgo, onda je pozitivni red (2.6.1) divergentan i vrijedi
 Na osnovu stava 2.6.1. možemo zaključiti da svaki pozitivni red ima sumu
 (konačnu ili beskonačnu). Ta suma je konačna akko je niz parcijalnih suma toga reda ograničen. Većina kriterija za konvergenciju ili divergenciju pozitivnih redova zasnovana je indirektno na jednostavnom stavu 2.6.1.
 .1
 +∞=∑∞
 =n na
 Primjenom stava 2.6.1. dokazuje se da je red , gdje je α fiksan realan broj, konvergentan ako je α >1, a divergentan ako je α ≤ 1.
 ∑ αn1
 Ovaj red se naziva hiperharmonijski red. Ako je α = 1, dobijemo tzv. harmonijski red.
 Stavovi o konvergenciji pozitivnih redova dobijeni poređenjem redova
 Posmatrajmo sada dva pozitivna reda – red (2.6.1) (tj. red ∑an ) i red ∑bn . (2.6.2) Prvi kriterij upoređivanja dat ćemo u obliku sljedeće teoreme: Teorema 2.6.1. Pretpostavimo da postoji prirodni broj n0, takav da za članove redova (2.6.1) i (2.6.2) važe nejednakosti *) an ≤ bn za sve n ≥ n0 . Tada iz konvergencije reda (2.6.2) slijedi konvergencija reda (2.6.1), a iz divergencije reda (2.6.1) slijedi divergencija reda (2.6.2) (U ovom slučaju kažemo da je red ∑bn majoranta reda ∑an , a da je red ∑an minoranta reda ∑bn.) Dokaz: Na osnovu tvrdnje 2.5.1. bez ograničenja opštosti, možemo pretpostaviti da je n0 = 1. Parcijalne sume reda (2.6.1), odnosno reda (2.6.2), označimo sa sn', odnosno sn''. Neka je
 ∈ R. Iz nejednakosti an ≤ bn (n∈N) slijedi da je sn' ≤ sn'' ≤ s''. Dakle, niz (sn' ) je neopadajući i ograničen odozgo, te postoji .
 ''lim'lim
 '' ssnn =∞→
 nn s∞→
 Drugo tvrđenje teoreme je ekvivalentno prvom, kao njegova kontrapozicija.
 Teorema 2.6.2. Neka postoji 0 ≤ K ≤ ∞, gdje su an i bn članovi redova (2.6.1) i (2.6.2). Ako je K < ∞ , onda iz konvergencije reda (2.6.2) slijedi konvergencija reda (2.6.1). Ako je K > 0, iz divergencije reda (2.6.2) slijedi divergencija reda (2.6.1).
 ,lim Kba
 n
 nn =∞→
 _____________________ *) ili nejednakosti an ≤ k ⋅ bn za svaki n∈N i za svaki k∈R+.
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 (Ako je an = O(bn) i bn = O(an) (n → +∞) ili an ~ bn (n → +∞) ili ako postoji 0 < K < + ∞ , onda se redovi ∑an i ∑bn ekvikonvergentni.) *) lim : ,n
 nn
 a Kb→∞
 ⎛ ⎞=⎜ ⎟
 ⎝ ⎠
 n
 n
 n
 n
 bb
 aa 11 ++ ≤
 Teorema 2.6.3. Neka za članove redova (2.6.1) i (2.6.2) za neki n0∈N važe nejednakosti: za n ≥ n0.
 Tada iz konvergencije reda (2.6.2) slijedi konvergencija reda (2.6.1), a iz divergencije reda (2.6.1) slijedi divergencija reda (2.6.2).
 Kriterijumi konvergencije pozitivnih redova
 Osim gornjih stavova, u cilju ispitivanja konvergencije redova s pozitivnim članovima koriste se i neki stavovi koji daju dovoljne uslove za konvergenciju, odnosno divergenciju, tzv. kriterijumi (testovi) konvergencije. Navešćemo nekoliko takvih kriterijuma, koji se izvode iz poredbenih kriterijuma (osnovnih kriterijuma konvergencije) i koji su često efikasniji u primjenama. Stav 2.6.2. (Dalamberov**) kriterijum) /Cauchy-Del. ratio test /. 1° (Jača forma kriterija). Ako za red (2.6.1) postoji n0∈N i q∈R, tako da je
 za n ≥ n0,
 onda on konvergira. Ako pak postoji n0'∈N, tako da je 11 <≤+ q
 aa
 n
 n
 za n ≥ n0', 11 ≥+
 n
 n
 aa
 onda red (2.6.1) divergira. 2° (Slabija / granična forma kriterija). Neka za članove reda (2.6.1) postoji
 . Tada za l <1 red (2.6.1) konvergira, a za l >1 on divergira. (Za
 l = 1 ovaj kriterijum je neodlučiv.)
 la
 a
 n
 nn =+
 ∞→ :lim 1
 3° (Najjača forma kriterija). Ako je onda red (2.6.1) konvergira, a ,1lim 1 <+∞→
 n
 nn
 aa
 ako je red (2.6.1) divergira.*) ,1lim 1 >+
 ∞→n
 nn a
 a
 Dokaz: 1° Iz nejednakosti n ≥ n0, dobijemo q
 aa
 n
 n ≤+1
 0 0 00 0 0
 2, , ..., , ... .1 2
 ka a q a a q a a qn n nn n n k≤ ≤ ≤+ + +
 ___________________
 *) Ako vrijedi onda za p >1 pozitivni red ∑an konvergira, a za p ≤ 1 isti red 1* , (n pa O n
 n⎛ ⎞= →⎜ ⎟⎝ ⎠
 ),∞
 divergira. Napomenimo da (općenito) zapis f(x) = O* (g(x)) (x → a) (gdje je a∈ ) označava da za R
 ( ), (0 )
 ( )lim .f x
 k kx a g x= < < +∞→
 ⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠
 funkcije f i g vrijedi **) J. le R. D’Alembert (1717 – 1783) - francuski matematičar i filozof.
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 Kako red konvergira, to konvergira i red . Dakle, konvergira i red (2.6.1).
 ∑01k
 nk a q∞
 =∑ ∞
 = +1 0k kna
 Ako je za svaki n ≥ n0', onda opšti član an ne teži ka nuli, pa red
 (2.6.1) divergira na osnovu teoreme 2.5.1.
 11 ≥+
 n
 n
 aa
 2° Neka je i 0 < ε < 1 – l. Označimo q : = l + ε . Tada postoji n0∈N 1lim 1 <=+∞→ l
 aa
 n
 nn
 tako da je za svaki n ≥ n0. Na osnovu dokazanog dijela 1° ovog stava dobijemo da red (2.6.1) konvergira.
 11 <<+ qa
 a
 n
 n
 Ako je , tada je počev od nekog n0'∈N, pa tvrđenje ponovo 11 ≥+
 n
 n
 aa
 slijedi iz prvog dijela stava.
 1lim 1 >=+∞→ l
 aa
 n
 nn
 3° Neka je ε >0, takav da je ε < 1 – q. Tada postoji n0 = n0 (ε )∈N, takav da vrijedi Otuda je Kako red ∑(q+ε )n konvergira, to konvergira i red ∑an.
 .1,...,,0 01 −=∀+<< + nniq
 aa
 i
 i ε
 .)()(
 00
 0 nn
 nn q
 q
 aa ε
 ε+⋅
 +<<
 Primjer 2.6.3.
 1° Red konvergira, jer je .31
 123
 31)1()1(2
 lim21
 2=
 ++⋅
 +++++∞→ nn
 nn n
 nn∑ ++nnn
 312 2
 2° Harmonijski red divergira, a red konvergira. Za oba reda je
 pa se o njihovoj konvergenciji na osnovu Dalamberovog kriterijuma ne ∑ n
 1 ∑ 21
 n
 ,1lim 1 =+
 ∞→n
 nn a
 a
 može reći ništa. (U takvim slučajevima ovaj kriterijum je neodlučiv / red može da konvergira ili da divergira /. ) Analogno se dokazuje da vrijedi i sljedeći kriterij: Stav 2.6.3. (Košijev / korijeni / kriterijum) /Root test/, (1821). 1º Ako za red (2.6.1) postoji n0∈N i q∈R, tako da je za n ≥ n0, onda on konvergira. Ako postoji n0'∈N tako da je za n ≥ n0' , onda red (2.6.1) divergira .
 1<≤ qann
 1≥nna
 2º Neka postoji Tada za l < 1 red (2.6.1) konvergira, a za l > 1 on divergira.
 .:lim lannn =∞→
 ∑+∞
 =+∞=
 1n na 3º Ako je onda l < 1 ⇒ ∑an konvergira, a l > 1 ⇒ ,:lim lannn =∞→
 (najopštiji oblik Cauchyjevog kriterijuma korijena)*). _____________________ *) U slučajevima, kada Dalamberov i Košijev kriterijum ne daju odgovor, onda primjenjujemo preciznije kriterijume, koji se zasnivaju na upoređivanju reda kojeg ispitujemo sa drugim poznatim redovima (kao što su harmonijski i hiperharmonijski, pomoću kojih se može dobiti i, npr., Rabeov i logaritamski kriterij) čija je konvergencija sporija od geometrijske progresije. Inače, za red ∑an kažemo da je sporije konvergentan nego red ∑an' ako za sumu rn ostatka reda ∑an i za sumu rn' ostatka reda ∑an' vrijedi relacija .0)'/(lim =∞→ nnn rr
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 Primjer 2.6.4.
 1º Red konvergira jer je ∑∞
 =⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛
 −+
 1 121
 n
 n
 nn
 2º Slično kao u primjeru 2.6.3. pokazuje se da u slučaju da je ne možemo ništa reći o konvergenciji reda (2.6.1) na osnovu Košijevog kriterijuma. (U ovom slučaju Cauchyjev kriterijum korijena je neodlučiv.)
 .21
 121lim =⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛
 −+
 ∞→n
 n
 n nn
 ,1lim =∞→n
 nn a
 Dokazuje se da važe i sljedeća tri kriterija za pozitivne redove. *)
 1) Ako, počevši od nekog n, važi nejednakost odnosno ,111
 >≥⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛−
 +r
 aa
 nn
 n ,111
 ≤⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛−
 +n
 n
 aa
 n onda red (2.6.1) konvergira, odnosno divergira. Ako je onda red (2.6.1) konvergira, odnosno divergira, za r>1, odnosno r<1 (Rabeov**) kriterijum), (1832).
 ,1lim1
 raa
 nn
 nn =⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛−
 +∞→
 2) Pretpostavimo da se odnos članova reda (2.6.1) može napisati u obliku 1+n
 n
 aa
 (2.6.3.) ,1
 α
 θμλ
 nnaa n
 n
 n ++=+
 (što je ekvivalnetno sa relacijom ), gdje su λ, μ i α (>1) ( )∞→⎟⎠
 ⎞⎜⎝
 ⎛++=+
 nn
 Ona
 a
 n
 n ,1
 1α
 μλ
 konstante, a (θn) je ograničen niz u R. Tada: a) Za λ > 1 (odnosno λ < 1) red (2.6.1.) konvergira (odnosno divergira) (što slijedi
 neposredno iz Dalamberovog kriterijuma). b) Za λ = 1, μ > 1 (odnosno λ = 1, μ < 1) red (2.6.1.) konvergira (odnosno divergira) (što
 slijedi neposredno iz Rabeovog kriterijuma). c) Za λ = 1, μ = 1, red (2.6.1.) divergira (ovo se dokazuje na osnovu tzv. Kummerovog
 kriterijuma, čiju formulaciju ovdje nećemo navoditi). Ovo je tzv. Gausov ***) kriterijum, koji se obično koristi ako je λ = 1, jer za λ ≠ 1 konvergencija reda se može ispitati Dalamberovim ili Košijevim korijenim kriterijumom. On ima široku oblast primjene, ali on ipak nije univerzalan, jer razvoj (2.6.3.) ne mora uvijek da postoji (nije uvijek moguć). 3) (Integralni kriterijum) Neka je f(x) nenegativna i nerastuća realna funkcija na [a, + ∞) (⊂ R) za neki a > 0 i neka je an = f(n). Tada red ∑n(≥a) an konvergira ako i samo ako konvergira nesvojstveni integral****) tj. ovaj red i ovaj integral su ekvikonvergentni. ( ) ,
 af x dx
 ∞
 ∫ ________________ *) Raabeov i Gaussov kriterij, a i neki drugi kriteriji (kao što je Bertrandov kriterij), izvode se iz Kummerovog kriterijuma, koji predstavlja jedan opšti kriterij (pa kao takav ima teorijski značaj). **) J. L. Raabe (1801 – 1859) - švajcarski matematičar. ***) C. F. Gauss (1777 – 1855), njemački matematičar, fizičar i astronom (koji je prvi dokazao osnovni teorem algebre u svojoj doktorskoj disertaciji i to kao mladić od 22 godine; po mnogima Gaus je najveći matematičar svih vremena). ****) Pojam nesvojstvenog integrala ćemo uvesti pri kraju ovog kursa.
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 Zadatak 2. 6.1.*
 a) Pokažite da red konvergira te izračunajte sumu ∑ na2
 nn
 a∞
 =∑ , gdje je
 1
 435
 n
 n na +
 ⎛ ⎞= ⎜
 ⎝ ⎠⎟ ( ∀ n ∈ N0 ).
 b) Pokažite da red 0
 2 34
 n n
 n nn
 a∞
 =
 ⎛ ⎞++⎜
 ⎝ ⎠∑ ⎟ , (za an iz a)), konvergira, a zatim nađite
 njegovu sumu .
 Zadatak 2. 6. 2.* a) Dokažite da red ( )
 11n n +∑ konvergira.
 b) Izračunajte sumu 1( 1)n k n n
 ∞
 = +∑ , gdje je k suma svih cifara vašeg matičnog broja.
 c) Pokažite da vrijedi 2
 1 1 ,( 1) ( 1)n n n
 ≤+ +
 za svaki n∈N.
 d) Pokažite usporednim kriterijem da red ( )∑+ 211
 n konvergira.
 e) Ustanovite na osnovu d) da je red ∑ 2
 1n
 konvergentan. ( Dokazuje se da za
 pripadnu sumu ovog reda vrijedi: 2
 21
 16n nπ∞
 ==∑ .)
 Zadatak 2. 6. 3.* a) Zamjenom niza (xn) odgovarajućim redom, ispitajte konvergenciju niza (xn) zadanog formulom
 12
 1 1 .2 2 2nx n
 n= + + ⋅⋅⋅ + −
 b) Koristeći Gaussov kriterij ispitajte za svaki p ε R konvergenciju reda ∑ na ako je
 (2 1) !!
 (2 ) !!
 p
 n
 n
 na
 −=⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦
 ( ∀ n ε N ).
 c) Dokažite da redovi i
 1 nn a≥∑ 1 nn b
 ≥∑ konvergiraju i izračunajte njihove sume ako je
 12n nna −= ,
 1 1 1 1(1 )( 1) 2 3 2 1nb
 n n n= + + + ⋅ ⋅ ⋅ +
 + − ( ∀ n ε N ).
 _______________ *) Zadatak zadavan za domaću zadaću (DZ) i (parcijalni i/ili integralni) pismeni ispit iz Inženjerske matematike 1 (IM1) na Elektrotehničkom fakultetu Univerziteta u Sarajevu.
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I N Ž E N J E R S K A M A T E M A T I K A 1
 Haurit aquam cribro, qui discěre vult sinelibro. [Crpe vodu sitom tko želi učiti bez knjige.]
 (LATINSKA IZREKA)
 P r e d a v a n j a z a p e t u s e d m i c u n a s t a v e (u akademskoj 2010/2011. godini)
 § 2.7. Redovi s proizvoljnim članovima (Redovi sa članovima proizvoljnog znaka)
 Neka je dat realni red
 ∑ an. (2.7.1) Ako ovaj red ima samo konačno mnogo negativnih članova, onda takav red zovemo pozitivni red, jer odbacivanjem tih negativnih članova, što kao što znamo ne utiče na konvergenciju reda, dobijemo pozitivni red u užem smislu (tj. red čiji su svi članovi nenegativni). Dakle, u ovom slučaju na red (2.7.1) možemo primijeniti neki od kriterija za konvergenciju pozitivnih redova. Slično, ako red (2.7.1) ima samo konačno mnogo pozitivnih članova, onda odbacivanjem tih pozitivnih članova i množenjem sa (–1), što takođe ne utiče na konvergenciju reda, dobijemo pozitivni red (u užem smislu), pa ponovo možemo koristiti kriterije za konvergenciju pozitivnih redova. Ako, pak, red (2.7.1) ima beskonačno mnogo pozitivnih i beskonačno mnogo negativnih članova, onda ne možemo (bar neposredno) primijeniti kriterije za konvergenciju pozitivnih redova, te nam trebaju novi kriteriji za ispitivanje konvergencije takvih redova. Navest ćemo neke od njih, ali prvo ćemo navesti jednu korisnu formulu. To je tzv. Abelova sumaciona formula (pravilo) koja je pogodna za izvođenje dokaza kriterija za redove sa opštim članom oblika anbn, a poznata je i pod nazivom pravilo parcijalnog sumiranja, a glasi:
 Za svaki n∈N i za sve proizvoljne nizove (ak), (bk) u R vrijedi:
 (2.7.2) 1
 11 1
 ( )i i n n i i i
 nn
 i ia b a B a a B
 −
 += =
 = + −∑ ∑ ,
 .
 gdje je Bi = b1 + b2 + ··· + bi, ( i = 1, 2, ..., n ). Ovaj rezultat je analogan formuli (pravilu) parcijalne integracije. Abelova adiciona formula (2.7.2) izvodi se na sljedeći način: Neka su ai, bi ( i = 1, 2, ..., n) neki brojevi. Stavimo: B0 = 0, B1 = b1, B2 = b1 + b2, ... , Bk = b1 + b2 + ··· + bk, ... , Bn = b1 + b2 + ··· + bn. Tada je, za i = 1, 2, ..., n,
 Bi = ( b1 + ··· + bi-1 + bi ) – ( b1 + ··· + bi-1 ) = Bi – Bi–1. (2.7.3) Posmatrajmo sada sumu Na osnovu (2.7.3) vrijedi .
 1∑ =
 n
 i iiba
 111 1 1 1
 ( )n n n n
 i i i i i i i iii i i i
 a b a B B a B a B −== = = =
 = − = −∑ ∑ ∑ ∑
 Ako u posljednoj sumi pišemo i umjesto i–1 ( i dakle i+1 umjesto i ), dobijemo 1
 11 1 1
 .n n n
 i i i i i ii i i
 a b a B a B−
 += = =
 = −∑ ∑ ∑
 76
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 1 ,+
 No, kako je B0 = 0, imamo
 1 1 11
 1 11 1 1 1 1 1
 ( ) i i i i i i n n i i i i n n i i i
 n n nnn n
 i i i i i ia b a B a B a B a B a B a B a a B
 − − −−
 + += = = = = =
 = − = + − = + −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
 tj. dobili smo formulu (2.7.2).
 2.7.1. Osnovni kriterijumi konvergencije redova s članovima proizvoljnog znaka
 Primjenom Abelove sumacione formule dokazuje se sljedeća Dedekindova1) teorema, koja se (kao i naredne teoreme) odnosi na redove (u R) sa članovima proizvoljnog znaka, čiji se opšti član može predstaviti u obliku anbn.2)
 Teorema 2.7.1. Neka je zadan red ∑ anbn (2.7.4) i neka su zadovoljeni sljedeći uslovi : 1) an → 0 (n → ∞); 2) red ∑|an – an+1| je konvergentan; 3) niz (Bn) parcijalnih suma reda ∑bn je ograničen. Tada je red (2.7.4) konvergentan. Primjenom Abelove sumacione formule ili Dedekindove teoreme 2.7.1. dokazuje se da vrijedi sljedeći kriterij: Teorema 2.7.2. (Dirichletov kriterij).3) Neka je zadan red ∑ anbn (u R) i neka su zadovoljeni sljedeći uslovi:
 (i) niz (an) monotono teži ka nuli; (ii) niz (Sn) parcijalnih suma reda ∑bn je ograničen.
 Tada je red ∑ anbn konvergentan (u R). Primjenom Dirichletovog kriterija ili Abelove sumacione formule (2.7.3) dobije se Abelov kriterij za konvergenciju redova u R (redova sa članovima proizvoljnog znaka, u kojih je opšti član oblika anbn): Teorema 2.7.3. Neka je zadan red ∑ anbn i neka su zadovoljeni sljedeći uslovi:
 (a) niz (an) je monoton i ograničen ; (b) red ∑bn je konvergentan.
 Tada je red ∑ anbn konvergentan.
 Primjer 2.7.1. Kako je za svaki k∈N, 1
 (1 ) ,1
 i t i k tk
 itint
 ne ee
 e=
 −=
 −∑ (i – imaginarna jedinica), a
 1 – eit = (1 – cos t) – i sin t = 2 sin 2t ⋅ (sin
 2t – i cos
 2t ), to se lako dokaže da je
 1 1
 ( 1) ( 1)cos sin cos cosec , sin sin sin cosec2 2 2 2 2
 k k
 n nkt k t t kt k t tnt nt
 = =
 + += ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅∑ ∑ 2
 , pa je
 _____________________ 1) (Julius Wilhelm) Richard Dedekind (1831 – 1916) – njemački matematičar. 2) To nije neko posebno ograničenje, jer se svaki niz (xn) u R može napisati u obliku ⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛⋅
 n
 nn a
 xa , (an ≠ 0 za n∈N).
 3) Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 – 1859) – njemački matematičar.
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 1 1
 1cos cosec , sin cosec .2 2 sin
 2
 k k
 n nt tnt nt
 t= =
 ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜≤ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 ∑ ∑ ⎟= Sada slijedi po Dirichletovom
 kriteriju da redovi (sa članovima promjenljivog znaka) ∑∑ nnt
 nnt sin,cos konvergiraju (u R) za
 svaki t∈R, t ≠ 2kπ (k∈Z).
 2.7.2. Apsolutna konvergencija redova
 Bez teškoća se dokazuje sljedeći stav: Stav 2.7.1. Ako red
 ∑|an| (2.7.5) konvergira, onda konvergira i red (2.7.1), tj. red ∑ an (u R). Dokaz: Dokaz slijedi iz teoreme 2.7.1. i nejednakosti
 |an+1 + an+2 + ⋅⋅⋅ + an+p| ≤ |an+1| + |an+2| + ⋅⋅⋅ + |an+p|. Ako red (2.7.5) konvergira, onda se kaže da red (2.7.1) apsolutno konvergira. Za red (2.7.1) kaže se da uslovno konvergira ili da je semikonvergentan ako konvergira, ali pri tom ne konvergira apsolutno (kasnije ćemo dati primjer takvog reda). Sada se stav 2.7.1 može formulisati ovako: Stav 2.7.2. Ako je red apsolutno konvergentan, onda je on i konvergentan. Posmatrajmo sada jednu posebnu vrstu redova sa konstantnim članovima promjenljivog znaka. Red
 ∑ (– 1)n+1 cn ( = c1 – c2 + c3 – c4 + ⋅⋅⋅ + (– 1)n+1 cn + ⋅⋅⋅ ), gdje su realni brojevi cn, n∈N , svi istog znaka (odnosno, red ∑ an sa osobinom da za svaki n∈N vrijedi a2n–1 ≥ 0, a2n ≤ 0), naziva se alternativnim redom. Stav 2.7.3. (Leibnizov kriterijum). / Alternating series test /, (1705). Ako je |cn+1| ≤ |cn|, ∀ (n∈N), i limn→∞ cn = 0, onda alternativni red
 konvergira.4) Osim toga, stavi li se
 11(-1)n
 nn c∞ +=∑
 11 1(-1) , ( 1) ,m n
 m nn
 n nS c S ∞+= =
 = = 1nc+−∑ ∑ onda je S2k ≤ S ≤ S2l-
 1, (k, l ∈N). (Vrijednost sume S alternativnog reda nalazi se u intervalu između vrijednosti dvije susjedne parcijalne sume, tj. Sm < S < Sm+1 ili Sm+1 < S < Sm..) Ostatak ovog reda ima sumu rp po apsolutnoj vrijednosti manju od prvog izostavljenog člana, tj.
 1 p11
 ( 1) , sgn (-1) .np n p ppnr c c te r∞ +
 ++== − < =∑
 Dokaz: Parcijalne sume S2n datog reda napišimo u obliku S2n = (c1 – c2) + (c3 – c4) + ⋅⋅⋅ + (c2n–1 – c2n),
 odakle se vidi da je niz (S2n)n∈N, neopadajući. Iz jednakosti S2n = c1 – (c2 – c3) – ⋅⋅⋅ – (c2n–2 – c2n–1) – c2n
 slijedi da je, za sve n∈N, S2n < c1, tj. da je niz (S2n)n∈N ograničen. Prema tome, postoji limn→∞ S2n = S. __________________ 4) Za alternativni red ∑ (– 1)n+1 cn kažemo da je red Leibnizovog tipa ako je niz (cn) monotono opadajući nula – niz. Alternativni red može konvergirati iako nije Leibnizovog tipa.
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79 Iz jednakosti S2n+1 = S2n + c2n+1 slijedi da je i limn→∞ S2n+1 = S. Zato je i limn→∞ Sn = S. Ostali zaključci stava 2.7.3. slijede iz činjenice da je ostatak konvergentnog reda takođe konvergentan i ima svojstvo asocijativnosti, pa je r2p = (c2p+1 – c2p+2) + (c2p+3 – c2p+4) + ⋅⋅⋅ = = c2p+1 – (c2p+2 – c2p+3) – ⋅⋅⋅, odakle (iz prve jednakosti) slijedi r2p > 0 i (iz druge jednakosti) r2p < c2p+1. Na isti način iz r2p+1 = (– c2p+2 + c2p+3 ) + (– c2p+4 + c2p+5) + ⋅⋅⋅ = – c2p+2 + (c2p+3 – c2p+4) + + ⋅⋅⋅ slijedi r2p+1 < 0 i r2p+1 > – c2p+2, tj. |c2p+1| < c2p+2. Osim toga, iz rp = S – Sp slijedi i da je sgn rp = (-1) p. Q.E.D. Primjer 2.7.2.
 1° Red 1( 1)n
 n
 +−∑ očito konvergira prema Leibnizovom kriteriju, pa kako red ∑ n1
 divergira, to dati red konvergira uslovno.
 2° Kako red 12
 1 ,lnn n nα
 ∞
 +≥∑ (α > 0), konvergira, to red 12( 1)ln
 n
 n n nα+≥
 −∑ konvergira
 apsolutno. Zadatak 2. 7. 1. Nađite sumu reda
 ( ) 1
 1
 12
 n
 n n
 −∞
 =
 −∑ .
 I. 1 1ln2 2
 ⋅ II. ln 2. III. 1ln 2
 ⋅ IV. 1 ln 22
 .
 Zadatak 2. 7. 2.* Nađite sumu reda
 L−+−+−41
 31
 211 .
 I. .21ln II. ln 2. III.
 2ln1 . IV. 2ln
 21
 − .
 Zadatak 2. 7. 3.*
 a) Koliko članova reda treba sabrati da bi se njegova suma izračunala sa tačnošću
 do 10 – 6, pri čemu je
 1n
 na
 ≥∑
 ( ) 1
 2
 1
 1
 n
 nan
 +−=
 + , ( ∀ n ε N )? .
 b) Pokažite da red , gdje je nb∑ 3 24
 n n
 n n nb a += + (za an iz a) ), konvergira.
 2.7.3. Svojstva realnih redova (Asocijacija i komutacija)
 Posmatrajmo proizvoljne realne redove. Korisno je znati da li se neka svojstva konačnih suma prenose na takve redove. U tom smislu dokazuje se da vrijede sljedeći stavovi: Stav 2.7.4. Konvergentan red ima svojstvo asocijativnosti.

Page 80
						

80 Primijetimo da se grupisanjem članova nekog divergentnog reda može dobiti konvergentan red. Na primjer, red
 je divergentan, dok red 11( 1)n
 n∞ −=−∑
 (1 – 1) + (1 – 1) + ⋅⋅⋅ + (1 – 1) + ⋅⋅⋅ , dobijen od datog reda grupisanjem članova, ima zbir jednak nuli. Za red s pozitivnim članovima, međutim, tako nešto nije moguće. To je posljedica činjenice da je kod takvog reda niz parcijalnih suma monoton. Stav 2.7.5. (Dirichletova teorema o komutativnosti apsolutno konvergentnih redova). Apsolutno konvergentan red ima svojstvo komutativnosti, tj. ako je red ∑an apsolutno konvergentan, i ako je s : N → N proizvoljna bijekcija, onda je
 ( )1 1
 .n s nn n
 a a∞ ∞
 = ==∑ ∑
 Stav 2.7.6. (Riemann 5) – Dinijev 6) stav). (1866/7. ; 1868/9.). Ako red ∑an uslovno konvergira, onda se za svaki dati A∈R može premještanjem članova datog
 reda dobiti red čiji zbir 7) iznosi A, tj. postoji jedna bijekcija s : N → N takva da je ( )1
 .s nn
 a A∞
 ==∑
 2.7.4. Množenje redova Posmatrajmo realne redove (2.7.1) i
 .1 21b b b bnn n
 ∞= + + ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅∑
 = (2.7.6)
 Formirajmo beskonačnodimenzionalnu matricu
 (2.7.7.) ⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 MMMMM
 LL
 MMMM
 LL
 LL
 LL
 jijjj
 i
 i
 i
 babababa
 babababababababababababa
 321
 3333231
 2232221
 1131211
 čiji su elementi proizvodi članova redova (2.7.1) i (2.7.6). Od elemenata ove matrice mogu se formirati razni redovi. Da li ovako formirani redovi imaju jednake ili različite zbirove (ako ih uopšte imaju)? U tom smislu navodimo odgovore date sljedećim stavovima: Stav 2.7.7. (Cauchy). Ako redovi (2.7.1) i (2.7.6) apsolutno konvergiraju, onda red formiran od elemenata matrice (2.7.7), uzetih u proizvoljnom poretku, takođe apsolutno konvergira. Pri tom je suma dobijenog reda jednaka proizvodu suma redova (2.7.1) i (2.7.6). _____________________ 5) Bernhard Riemann (1826 – 1866) – njemački matematičar. 6) Ulisse Dini (1845 – 1918) – talijanski matematičar. 7) Ovaj stav pokazuje da kod uslovno konvergentnih redova poredak ima značajnu ulogu i da se ovi redovi ne mogu shvatati samo kao običan zbir svojih članova. Konvergentni redovi te vrste se mogu pretvoriti zgodnim poretkom članova i u divergentne redove (U. Dini, 1868/9.).
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81 U opštem slučaju može se dogoditi da za proizvod uslovno konvergentnih redova (2.7.1) i (2.7.6) ne važi zaključak stava 2.7.7 , tj. može se dogoditi da red 1 i jp pp a b
 ≥∑ ne konvergira ili da
 njegova suma zavisi od poretka članova (npr., kvadrat u Cauchyjevom smislu uslovno
 konvergentnog reda 1( 1)n
 n
 −−∑ je divergentan red). Najčešće se pod proizvodom redova
 i podrazumijeva red 0 nn a∞
 =∑ 0 nn b∞
 =∑ a0b0 + (a1b0 + a0b1) + ··· + (anb0 + an–1b1 + ··· + a0bn) + ··· (2.7.8)
 sa opštim članom Dakle, 0 .nn nkc a −==∑ k kb
 k kb
 )
 ,0 0 00
 .n
 n n n n nn n kn
 a b c c a∞ ∞ ∞
 −= = = =
 ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
 ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ∑ ∑ ∑
 Za ovakvo množenje redova dokazuje se da vrijedi teorema Abela: " Neka su ∑an i ∑bn dva konvergentna reda u R sa sumama A, odnosno B i neka je ∑cn , (cn = ) njihov proizvod. Ako red ∑cn konvergira i ima sumu C, onda je C = A ⋅ B. "
 ∑= +−n
 i iniba1 1
 Ovakvo množenje redova obično se naziva Košijevim množenjem, a razlog što je ono najčešće u upotrebi je u vezi sa njegovom primjenom na stepene redove (tj. na redove oblika (an∈R; n = 0, 1, 2, ...), čiji je opšti član funkcija oblika x → an ⋅ (x – x0)n ; x0 = const ∈ R, x∈R varijabla).
 ∑∞
 =−
 0 0 ,)(n
 nn xxa
 Stav 2.7.8. 8) Ako su redovi ∑an i ∑bn konvergentni i ako je bar jedan od njih apsolutno konvergentan, onda važi
 jednakost (0 0 00n
 na b a bn n n n nn n k n k n k∞ ∞ ∞∑ ∑ ∑ ∑⋅ == = = = − (n 0 = 0, n 0 = 1, ..., n 0 = p) i red na desnoj strani ove
 jednakosti je konvergentan. Primjer 2.7.3. 1° Neka je ( ) realan monoton niz i lim n→∞ an = 0. Pokažimo da red
 konvergira za svaki x ≠ 2mπ, m∈Z (za x = 2mπ on očigledno konvergira). 1an n
 ∞= 1 sina nn n
 ∞∑ = x
 Zaista, za svaki n∈N ( i za svaki x∈R, x ≠ 2mπ , m∈Z ), važi
 1
 1cos cos( ) 2 12 2sin ,2sin 2 sin sin
 2 2 2
 n
 i
 x n xix x x x=
 − += ≤∑ =
 pa je niz (Bn) parcijalnih suma reda ∑bn , gdje je bn = sin nx, ograničen, pa dati red ∑anbn konvergira prema Dirichletovom kriteriju. 2° Red
 2
 22
 cos1
 lnn
 nn
 n
 π∞
 =
 +∑
 _______________ 8) Ovaj stav o Cauchyjevom proizvodu redova poznat je pod nazivom Mertensov teorem: Franz Karl Joseph Mertens (1840 – 1927) – austrijski matematičar (v., npr., [S. Mardešić, Matematička analiza, I, str. 173], Školska knjiga, Zagreb, 1979.)
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 konvergira prema Abelovom kriterijumu. Naime, napišimo 1
 cos2
 +nnπ u obliku
 2 21cos ( 1) cos ( 1) cos .
 1 1
 n nn nnn n 1n
 π π ππ += − − = −
 + +
 ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ +
 Tada dati red dobija oblik 1
 22
 ( 1) cos .ln 1
 n
 n n nπ∞ +
 =
 −+∑
 Niz 1
 cos1 nn
 π ∞
 =
 ⎛ ⎞⎜ ⎟+⎝ ⎠
 je ograničen i monoton, a red 1
 22
 ( 1)ln
 n
 n n
 ∞ +
 =
 −∑ konvergira prema Leibnizovom
 kriterijumu.
 § 2. 8. Beskonačni proizvodi
 Neka je ( ) niz realnih brojeva. Formalan izraz 1pn n∞=
 ... ...1 21 np p p pnn
 ∞= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∏
 = (2.8.1)
 zove se beskonačni proizvod sa opštim članom pn. Proizvod
 Pn = p1 · p2 · ... · pn prvih n članova tog proizvoda je n-ti parcijalni izvod. Preciznije (analogno, kao i kod pojma reda), uređen par ((pn), (Pk)) koji se sastoji od niza (pn) realnih brojeva i niza (Pk) proizvoda Pk : = 1
 k pnn∏ = nazivamo beskonačni proizvod s faktorima
 pn i parcijalnim proizvodima Pk i označavamo sa ∏pn.
 Ako postoji konačan i različit od nule, limes P : = limn→∞ Pn, kaže se da beskonačni proizvod (2.8.1) konvergira ; broj P je vrijednost tog proizvoda; pri tom se piše
 .1
 pnnP
 ∞= ∏
 =
 Ako postoji m∈N takav da je onda se takođe kaže da proizvod ∏pn
 konvergira i to prema P = p1 · p2 · ... · pm–1 · Ako limn→∞ Pn ne postoji ili je jednak 0 ili ∞, kažemo da proizvod (2.8.1) divergira.
 ∏∞
 =≠
 mn np ,0
 .∏∞
 =mn np
 Primjer 2.8.1.
 1° Beskonačni proizvod 1
 11n n∞
 =⎛ +⎜⎝ ⎠
 ∏ ⎞⎟ divergira, jer je Pn = n +1, limn→∞ Pn = ∞.
 2° Za beskonačni proizvod 2
 11n n∞
 =⎛ −⎜⎝ ⎠
 ∏ ⎞⎟ imamo Pn =
 n1 , limn→∞ Pn = 0, pa proizvod
 divergira.
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 3° Prooizvod 22
 11n n∞
 =⎛ −⎜⎝ ⎠
 ∏ ⎞⎟ napišimo u obliku
 2
 1 11 1n n n∞
 =⎛ ⎞⎛− +⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎝
 ∏ ,⎞⎟⎠
 odakle se dobija Pn =
 nn 1
 21 +⋅ i limn→∞ Pn = .
 21 Dakle, ovaj proizvod konvergira i ima vrijednost 22
 1 11 .2n n
 ∞
 =⎛ ⎞− =⎜ ⎟⎝ ⎠
 ∏
 Svojstva beskonačnog proizvoda
 Posmatrajmo proizvode čiji su članovi različiti od nule. Ako je dat i m fiksan
 prirodni broj, onda parcijalne proizvode beskonačnog proizvoda ∏ označimo sa P'k = pm+1 ⋅ pm+2 ⋅ ... ⋅ pm+k . Očito je Pm+k = Pm⋅ P'k, gdje su Pi parcijalni proizvodi beskonačnog proizvoda . Zato je
 ∏∞
 =1n np∞
 += 1mi ip
 1 nn p∞
 =∏.'limlim kkmkmk
 PPP∞→+∞→
 ⋅=
 Dakle, važi Stav 2.8.1. Izostavljanje konačno mnogo članova beskonačnog proizvoda ne utiče na njegovu konvergenciju. Stav 2.8.2. Potreban uslov da proizvod (2.8.1) konvergira je da njegov opšti član pn teži jedinici kad n→∞ . (Zato se faktori beskonačnog proizvoda (2.8.1) najčešće pišu u obliku 1 + pn.)
 Dokaz: Neka je limn→∞ Pn : = P. Tada je
 .1lim
 limlimlim
 11
 ====−∞→
 ∞→
 −∞→∞→ P
 PP
 P
 PPp
 nn
 nn
 n
 n
 nnn
 Navedimo bez dokaza još Cauchyjev kriterijum za beskonačni proizvod. Teorema 2.8.1. Proizvod (2.8.1) konvergira ako i samo ako za svaki ε > 0 postoji n0∈N takav da važi
 n > n0 , k ∈ N ⇒ | pn + 1 · pn + 2 · ... · pn + k – 1 | < ε .
 Beskonačni proizvodi i redovi
 Konvergencija beskonačnih proizvoda može se dovesti u vezu sa konvergencijom redova. Imajući u vidu stavove 2.8.1. i 2.8.2., ubuduće ćemo posmatrati proizvode čiji su članovi pozitivni. Teorema 2.8.2. Beskonačan proizvod (2.8.1) sa pozitivnim članovima konvergira ako i samo ako konvergira red Ako taj red ima zbir s, onda proizvod (2.8.1) ima vrijednost es.
 1ln .nn p∞
 =∑ Dokaz: Parcijalne sume datog reda imaju oblik sn =
 1ln ,i
 ni p=∑ a parcijalni proizvodi oblik
 Pn = Očito je ln Pn = sn, odakle slijedi tvrđenje teoreme (podsjećamo da se beskonačan
 proizvod ne smatra konvergentnim ako je limn→∞ Pn = 0 ).1) Q.E.D. 1
 .ini p=∏
 _____________________ 1) Vrijedi ako i samo ako je bar jedan od faktora pn jednak broju 0.
 10nn p∞
 ==∏
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84 Često se članovi proizvoda pišu u obliku pn = 1 + an, an > – 1, a sam proizvod kao
 1 nn p∞
 =∏
 1 1
 (1 ).nnn n
 p a∞ ∞
 = == +∏ ∏ (2.8.3)
 Stav 2. 8.3. Neka su realni brojevi an, počev od nekog n, svi istog znaka (tj. ∃ n0∈N : ( (∀ n ≥ n0) an ≥ 0) ∨ ( (∀ n ≥ n0) an ≤0) ) ). Tada proizvod (2.8.3) konvergira ako i samo ako red
 konvergira. ∑∞
 =1n na
 Dokaz: Bez ograničenja opštosti može se pretpostaviti da je an > 0, ∀ n∈N. Prema teoremi 2.8.2., proizvod ∏ konvergira ako i samo ako konvergira red Iz teoreme
 2.6.2. slijedi da red konvergira ako i samo ako red konvergira, jer je
 ∞
 =+
 1)1(
 n na ∑∞
 =+
 1).1ln(
 n na
 ∑∞
 =+
 1)1ln(
 n na ∑∞
 =1n na
 .1)1ln(lim =+
 ∞→n
 n
 n aa Q.E.D.
 Primjer 2. 8.2. Proizvod 1
 11n nα
 ∞
 =⎛ ⎞+⎜⎝ ⎠
 ∏ ⎟ , α > 0, konvergira za α > 1 i divergira za α ≤1. Naime, dati
 proizvod konvergira ako i samo ako konvergira red 1
 1n nα
 ∞
 =∑ , odakle na osnovu primjera 2.8.1. 1° slijedi zaključak.
 U opštem slučaju (kad su brojevi an promjenljivog znaka), tvrđenje stava 2.8.3. ne važi 2) Međutim, ako zajedno sa
 redom konvergira i red onda se lako vidi da konvergira i proizvod (2.8.3). 1 nn a∞
 =∑ 21
 ,nn a∞
 =∑ Za proizvod (2.8.3) kaže se da apsolutno konvergira ako konvergira proizvod ( )1
 1 .nn a∞
 =+∏
 Stav 2.8.4. Ako proizvod (2.8.3) apsolutno konvergira, onda on konvergira. Dokaz: Slijedi iz Cauchyjevog kriterijuma za beskonačne proizvode i nejednakosti | (1 + an+1) (1 + an+2) ... (1 + an+k) – 1 | ≤ (1 + |an+1| ) (1 + |an+2| ) ... (1 + |an+k| ) – 1. Q.E.D.
 § 2.9. Riješeni zadaci o nizovima i beskonačnim redovima
 Zadatak 2.9.1. Ispitajte konvergenciju niza (an) zadanog opštim članom .131
 2
 2
 −+
 =nnan
 Rješenje: Što je n veći to su brojnik i nazivnik razlomka 131
 2
 2
 −+
 nn sve veći, pa se tu javlja tzv.
 neodređeni oblik ∞∞ . Dijeljenjem i brojnika i nazivnika s najvećim stepenom od n, tj. sa n2,
 dobijemo
 ,13
 11
 2
 2
 n
 nan
 −
 +=
 ___________________
 2) Npr. beskonačni proizvod 1
 1
 ( 1)1 x
 n
 n n
 −∞
 =
 ⎡ ⎤−+⎢
 ⎣ ⎦∏ ⎥ apsolutno konvergira za svaki x > 1, uslovno konvergira za
 ,121
 ≤< x a divergira za 210 ≤< x (mada u tom slučaju konvergira red
 1( 1)x
 n
 n
 −−∑ ).
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85 odakle se vidi da je brojnik 2
 11n
 + sve bliži 1, a nazivnik 213n
 − broju 3, ako n raste.
 Naslućujemo da je .31
 131lim 2
 2
 =−+
 ∞→ nn
 n Dokažimo tu pretpostavku. U tom smislu, neka je ε > 0
 proizvoljan realan broj. Odredimo prirodni broj n0 takav da je ε<−31
 na za svaki n > n0. Kako
 je
 .341
 31
 3413
 )13(34
 31
 131
 31 2
 22
 2
 ⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +>⇔>−⇔<
 −⇔<−
 −+
 ⇔<−εε
 εεε nnnn
 nan
 Za traženi broj n0 ( = n0(ε)) možemo uzeti bilo koji prirodni broj veći od ⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +
 ε341
 31 . Najmanji
 takav broj je upravo 1341
 31
 +⎥⎥⎦
 ⎥
 ⎢⎢⎣
 ⎢⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +
 ε, gdje ⎣ x ⎦ označava najveći cijeli broj koji nije veći od x.
 Npr. za ε = 0,1 i n0(0,1) = 3 izvan te ε - okoline broja 31 nalaze se samo prva dva člana
 datog niza , dok su svi ostali unutar te ε - okoline (v. tabelarni prikaz datog niza u Tablici 2.9.1. i njegov grafik na slici 2.9.1).
 n
 131
 2
 2
 −+
 =nnan
 31
 −na
 1 1 2/3 = 0, ⋅
 62 5/11 = 0,
 ⋅⋅
 54 4/33 = 0, ⋅⋅
 21 3 5/13 ≈ 0, 38 2/39 ≈ 0,05 4 17/47 ≈ 0,36 4/141 ≈ 0,028 5 13/37 ≈ 0,35 2/111 ≈ 0,018 6 37/107 ≈ 0,346 4/321 ≈ 0,0125
 Tablica 2.9.1. Slika 2.9.1.
 Zadatak 2.9.2. Ispitajte konvergneciju reda .)1(sinln
 12
 ∑n
 Rješenje: Kako je sin ,21nn π
 > (n∈N), to vrijedi ln2 (sinn1 ) < ln2 (
 2nπ ). Otuda je
 )(,ln1*
 2ln
 2
 )2
 (ln
 1
 )1(sinln
 1
 )(
 )(
 22∞→⎟
 ⎠⎞
 ⎜⎝⎛=>> n
 nnOnnn
 n n
 n
 4342143421 β
 α
 πππ
 ( jer je 0\2
 ln1
 2ln
 2
 lim)()(lim R∈==
 ∞→∞→ π
 ππ
 βα
 nn
 nn
 nn
 nn ), pa dati red divergira (budući da red ∑ nn ln
 1 divergira).
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 Zadatak 2.9.3. Ispitajte konvergenciju reda : a) ∑ −+ nn ))1(10(1 ; b)
 2 ln1 cos ;4 cos
 n nnn
 −⎛ ⎞+⎜ ⎟+⎝ ⎠
 ∑
 c) ⋅⋅⋅++++++ 3322 31
 21
 31
 21
 31
 21 ; d) ( 1) ( 1)n n n− −∑ ; e) 1
 1( 1)n
 n
 ne− +⎡ ⎤⎛ ⎞− ⎢ ⎥⎜ ⎟
 ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦∑ .
 Rješenje: a) Kako je 191 lim <=n
 na , red ∑an, ( nnna))1(10(
 1−+
 = ), je konvergentan (prema
 Cuchyjevom kriterijumu).
 b) Kako je ,1254
 52 lim
 cosn4cosn1 lim
 ln2ln2
 <=⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛≤⎟
 ⎠⎞
 ⎜⎝⎛
 ++
 −
 ∞→
 −
 ∞→
 nn
 n
 nn
 n to, prema (poopštenom / u najjačoj formi)
 Cauchyjevom korjenom kriterijumu, dati red konvergira.
 c) Primijetimo da je +∞=⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛=
 ∞→
 +
 ∞→
 n
 nn
 n
 n aa
 23
 21limlim 1 za dati red, dok red ∑∑ ⎟
 ⎠⎞
 ⎜⎝⎛ += ,
 31
 21'
 nnna očito,
 konvergira (kao zbir dva konvergentna geometrijska reda). Napomena: Ovaj primjer reda pokazuje da ako red ∑an konvergira, ne slijedi, općenito, da je
 .1lim 1 <=+
 ∞→q
 aa
 n
 nn
 d) ; e) Rezultat. Zadani redovi konvergiraju uslovno. Zadatak 2.9.4. Dokažite neposredno konvergenciju sljedećeg reda i naći mu sumu:
 a) ⋅⋅⋅+−+−41
 31
 211 ; b) ;
 23
 2cos∑ n
 nπ
 c) 122
 0.
 nnx y
 n
 +⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 ∞⋅
 =∑
 Rješenje: a) Kako opšti član reda ima oblik ),(,)1(:1
 N∈−
 =−
 nn
 an
 n a niz ⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛
 n1 monotono teži
 nuli, to prema Leibnizovom kriteriju dati red konvergira. Nađimo S2n. Imamo
 ( )
 ,2ln
 ln2ln1211
 21
 31
 211
 21
 121
 31
 211
 2
 22
 nn
 nnn ncnCnnnn
 S
 εε
 εε
 −+=
 =++−++=⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +⋅⋅⋅++−+⋅⋅⋅+++=−
 −+⋅⋅⋅−+−=
 gdje je ε (= γ ) Eulerova konstanta, a εn → 0 za n → ∞. Budući da je (zbog ustanovljene konvergencije datog reda) limn→ ∞ Sn = limn→ ∞ S2n, gdje je (Sn) niz parcijalnih suma datog reda, konačno dobijemo
 .2ln41
 31
 211 =⋅⋅⋅+−+−
 b) Kako je
 ⎪⎩
 ⎪⎨⎧
 =
 ∈≠−=−=,3 ,1
 , ,3 ,21
 3sin21
 32cos 2
 kn
 kknnn Nππ
 i redovi ∑ ∑ nn 21 ,
 213 konvergiraju, to na osnovu svojstva operacija sa konvergentnim redovima (tj.,
 ako redovi ∑an i ∑bn konvergiraju u nekom vektorskom prostoru V, onda vrijedi
 ),,(,)(111
 Vbababa nnn
 nn
 nn
 nn ∈+=+ ∑∑∑∞
 =
 ∞
 =
 ∞
 =
 μλμλ
 gdje su λ, μ proizvoljni realni brojevi), imamo
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 ∑ ∑∑∞
 =
 ∞
 =
 −=⋅−⋅=⋅⋅⋅−+⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +−+⎟
 ⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +−+⎟
 ⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +−=
 1 1398765432 .
 72
 21
 21
 21
 23
 21
 21
 21
 21
 21
 21
 21
 21
 21
 21
 21
 21
 23
 2cos
 n nnnn
 nπ
 c) Na osnovu citiranog pravila u b), imamo 1
 2 2 2 2 322
 0 0 0 0
 11 ( ) ( ) (1 )1
 n n nnn
 n n n
 yx y y xy xy x y x y xy y xy y xy( ) ,n xy
 +⎢ ⎥⎢ ⎥∞ ∞ ∞ ∞⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 = = =
 += + + + + + + ⋅⋅⋅ = + = + ⋅ =
 −∑ ∑ ∑=∑
 jer geometrijski red za | q | = | xy | < 1, konvergira ka ,0∑∞
 =nnq .
 11
 q−
 Zadatak 2.9.5. Odredite 1 0
 1 ( 1) .! !
 n
 n nn n
 ∞ ∞
 = =
 −⋅∑ ∑
 Rješenje: Ako jedan od redova ∑an i ∑bn konvergira, a drugi konvergira apsolutno, onda vrijedi
 1 2 1 11 1 1
 , ( ).n n n n n n nn n n
 c a b c a b a b a b∞ ∞ ∞
 −= = =
 = ⋅ = + + ⋅⋅⋅+∑ ∑ ∑
 Ova formula vrijedi i u slučaju kada sva tri reda ∑an, ∑bn, ∑cn konvergiraju. Kako red ∑ !
 1n
 konvergira, to prema navedenom Cauchyjevom pravilu (množenja redova)
 imamo: 1
 1 1 1
 1 ( 1) 1 ,( 1)! ( 1)!
 n
 n nn n n n
 c cn n
 −∞ ∞ ∞ ∞
 = = = =
 −⋅ = = +
 − −∑ ∑ ∑ ∑2
 gdje je 11 1
 ( 1) 1 ( 1)( 1) , , .( 1)!( )! ( 1)! ( 1)!
 k kn
 n k n k k k
 n n
 k kc a b a b
 k n k k k− += =
 − −= = − ⋅ = =
 − − −∑ ∑ −
 Kako je ( )0
 1 1 (1 1) 0, ( ),!( )! !
 knn
 kn
 k n k n=
 −= − = ∈
 −∑ N to je 10
 ( 1)( 1) 0, ( ),!( )!
 knn
 nk
 c nk n k+
 =
 −= − ⋅ = ∈
 −∑ N
 pa je
 1 1
 1 ( 1) 1.! !
 n
 n nn n∞ ∞
 = =
 ⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ∑
 Zadatak 2.9.6. Neka je an ≥ 0 i an ↓ (n∈N). Tada su redovi ∑ an i ∑ ekvikonvergentni (Cauchyjev kondenzacioni kriterijum). Dokazati!
 nan2
 2
 Dokaz: Kako je 0 ≤ a1 + a2 + a3 + a4 + ··· + ≤ a1 + 2a2 + 4a4 + ⋅⋅⋅ + 2n ⋅ , 12 +na na
 2
 to zbog monotonosti niza (Sn), Sn = prema teoremi o monotonim i ograničenim nizovima, iz konvergencije
 reda ∑ slijedi konvergencija reda ∑ an .
 1,k
 nk a=∑
 nan2
 2 Osim toga, iz nejednakosti
 ,)244(21
 11 232121
 42 ++ +⋅⋅⋅+++≤+⋅⋅⋅++ +nn aaaaaaa n
 zaključujemo da konvergencija reda ∑ an povlači konvergenciju reda ∑ . Time je dokaz ovog ( korisnog / vrlo praktičnog) svojstva završen.
 nan2
 2
 Zadatak 2.9.7. Zamjenom niza (xn) odgovarajućim redom, ispitati konvergenciju niza (xn) zadanog formulom
 .212
 11 : nn
 xn −+⋅⋅⋅++=
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 ,
 Rješenje: Kako je 1
 1 11( )n k k
 nkx x x x−
 +== − +∑ to
 ( )1
 21
 1 1 11 2 12 1 1
 n
 kn
 n k k k
 −
 =+ + ⋅⋅⋅+ − = − −
 + ⋅ + +∑ ,
 to imamo
 ( )21
 1lim 1 .1 1n n
 kx
 k k k
 ∞
 →∞ == − −
 + + +∑
 No, dobijeni red konvergira jer je
 ( ) ),(,2
 1
 11
 1
 232 ∞→∼
 ++⋅+k
 kkkk
 a red (hiperharmonijski) ∑23
 1
 k konvergira, pa konvergira i zadani niz (xn).
 § 2.10. Redovi kompleksnih brojeva
 Za svaki kompleksni broj z∈C, z = x + iy (x, y ∈R) vrijedi
 2 2 .z x y= + Otuda neposredno slijedi da je sa 0z z− = r (2.10.1) data jednačina kružnice S (z0, r) radijusa r (>0) sa centrom u tački z0 : = x0 + iy0 (x0, y0 ∈R ). Naime, ako je z = x + iy , z0 = x0 + iy0 , onda je z – z0 = (x – x0) + i (y – y0), pa je (2.10.1) ekvivalentno sa
 (x – x0)2 + (y – y0)2 = r2, što je jednačina kružnice S (z0, r) . Prema tome, skup S (z0, r) je zadan formulom S (z0, r) : = z∈C : rzz =− 0 .
 Analogno je sa K (z0, r) : = z∈C : 0z z r− < . (2.10.2) definiran otvoren krug radijusa r sa središtem u tački z0, dok je sa K (z0, r) : = z∈C : 0z z r− ≤ . (2.10.3) definiran zatvoren krug radijusa r sa središtem u tački z0. Dakle, K (z0, r) = K (z0, r) ∪ S (z0, r).
 Definicija 2.10.1. Za skup A ⊆C kažemo da je ograničen (omeđen) ako je on sadržan u nekom krugu u C, tj. ako postoje z0∈C i r ∈R+ takvi da je A ⊆ K (z0, r).
 Definicija 2.10.2. Za skup Ω ⊆C kažemo da je otvoren, ako oko svake tačke iz Ω može da se opiše otvoren krug koji je sadržan u Ω, dok za skup F⊆C kažemo da je zatvoren, ako je njegov komplement Fc : = C \ F otvoren skup. Lako se vidi da familija U svih otvorenih podskupova od C ima ova svojstva: (T 1) Ø, C ∈ U. (T 2) Unija od bilo koliko članova iz U je član iz U. (T 3) Presjek konačno članova iz U je član iz U.

Page 89
						

89 Napomenimo da se uređen par (X, U ) proizvoljnog skupa X i familije U podskupova od X za koje vrijedi (T 1), (T 2) i (T 3) (kada umjesto skupa C imamo proizvoljan skup X ) zove topološki prostor. Pri tome se familija U zove topološka struktura ili topologija prostora (X, U ), a njeni članovi otvoreni skupovi topološkog prostora (X, U ). Ako je iz teksta jasno o kojoj se topologiji U radi, onda se često umjesto o topološkom prostoru (X, U ) kraće govori o prostoru X. Otuda slijedi da je C topološki prostor, tj. C je prostor kompleksnih brojeva. Napomenimo da kad kažemo da je C prostor onda smatramo da je u C uveden pojam otvorenog skupa prema definiciji 2.10.2. Analogno važi i za prostor R realnih brojeva (s tim što, umjesto otvorenog kruga u C, imamo otvoreni interval u R).
 Definicija 2.10.3. Okolina tačke z0∈C u prostoru C je svaki skup U⊆C sa svojstvom da postoji r ∈R+ takav da je K (z0, r)⊆U. (v. sl. 2.10.1). Primijetimo da je U otvoren skup akko je U okolina svake svoje tačke. Za niz kompleksnih brojeva konvergencija i limes se definiraju analogno kao i za niz realnih brojeva. Definicija 2.10.4. Za svaki niz (zn) kompleksnih brojeva kažemo da je konvergentan u C ako postoji kompleksni broj z0 (∈C) takav da za svaki realan broj ε > 0 postoji prirodan broj n0 takav da
 ∀(n∈N) n > n0 ⇒ |z – z0 | < ε. (2.10.4) Tada broj z0 nazivamo granična vrijednost ili limes (ili granica) niza (zn) i pišemo
 lim (zn) = z0 (ili limn→∞ zn = z0 ili, kraće, lim zn = z0). Takođe tada još kažemo da niz (zn) konvergira ka z0 ili da teži ka z0 kad n → ∞ i pišemo zn → z0 (n → ∞). Za niz u C koji nije konvergentan u C kažemo da je divergentan ili da divergira. Sl. 2.10.1. Sl. 2.10.2. Iz (2.10.4) vidimo da su svi članovi niza (zn), osim možda neki od prvih n0 članova, sadržani u krugu K(z0, ε) (v. sl. 2.10.2). Konvergencija u prostoru C može se svesti na konvergenciju u prostoru R, tj. na konvergenciju nizova realnih brojeva. Naime, neka je zn = xn + i yn, z0 = x0 + i y0, (xn, yn, x0, y0 ∈R). Tada vrijedi teorema:
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90 Teorema 2.10.1. Niz (zn) kompleksnih brojeva konvergira kompleksnom broju z0 akko niz (xn), (xn = Re zn), konvergira ka x0 ( = Re z0) i niz (yn), (yn = Im zn), konvergira ka y0 (= Im z0). Dokaz: Kako je
 | xn – x0| = |Re zn – Re z0| = |Re (zn – z0)| ≤ | zn – z0|, | yn – y0| = |Im zn – Im z0| = |Im (zn – z0)| ≤ | zn – z0|,
 to lim zn = z0 povlači lim xn = x0 i lim yn = y0 . S druge strane, ako je lim xn = x0 i lim yn = y0 , onda za svaki ε > 0 postoji n0∈N takav da važi
 ∀( n∈N) n > n0 ⇒ .22 00εε
 <−∧<− yyxx nn
 Odavde slijedi da za svaki n > n0 vrijedi | zn – z0| = | (xn – x0) + i (yn – y0)| ≤ | xn – x0| + | yn – y0| < εεε
 =+22
 ,
 a to znači da je lim zn = z0. Q.E.D. Primijetimo da se pojmovi konvergentnog niza u C i njegovog limesa, uvedeni definicijom 2.10.4, mogu ekvivalentno uvesti pomoću okolina tačaka u C (analogno kao i za nizove u R). Brojni red
 1 1: (n nn n )nz a ib
 ≥ ≥= +∑ ∑
 (2.10.5) čiji su članovi zn : = an + i bn (an, bn ∈R, ∀( n∈N)) kompleksni brojevi nazivamo brojni red s kompleksnim članovima (ili kompleksni brojni red ili red kompleksnih brojeva). Parcijalna suma Sn indeksa n ( n-ta parcijalna suma) ovog reda data je sa
 1 1 1
 : ,k k
 n n n
 nk k k
 S z a i= = =
 = = + kb∑ ∑ ∑ ∀(n∈N). (2.10.6)
 Pojmovi granične vrijednosti i konvergencije reda kompleksnih brojeva dati su ranije navedenim definicijama tih pojmova u opštim normiranim prostorima (jer se i C može shvatiti kao normirani prostor u odnosu na normu datu sa
 2 2 (Re ) (Im ) .z z z z= = +
 Otuda vidimo da vrijedi:
 Granična vrijednost limn→∞ Sn : = S postoji akko postoji 1
 lim : lim : kn
 n nk a A→ →∞∞ == =n A∑
 i postoji U tom slučaju je . : lim :lim1
 BBb nn
 k nkn ==∑ = ∞→∞→
 S = A + i B, tj. red (2.10.5) konvergira i ima sumu S : = A + i B akko konvergiraju redovi ∑an, ∑bn redom ka A, B. U tom slučaju se piše
 1 1
 ( ) n n nn n
 a ib a i b∞ ∞
 = =+ = +
 1n
 n
 ∞
 =∑ ∑ ∑ (2.10.8)
 i pri tome red ∑an zovemo realni dio reda (2.10.5), a red ∑bn zovemo imaginarni dio reda (2.10.5). Dakle, pri ispitivanju konvergencije redova kompleksnih brojeva mogu se primijeniti kriteriji za konvergenciju redova realnih brojeva (preciznije, na realne i imaginarne dijelove redova
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 a
 kompleksnih brojeva). No, za redove kompleksnih brojeva važe i analogoni Cauchyjevog kriterija konvergencije niza i reda realnih brojeva, Bolzano – Weierstrassove teoreme za nizove i skupove, i dr. (npr., važi da svaki ograničen niz (zn) kompleksnih brojeva ima konvergentan podniz; da svaki Cauchyjev niz (zn) u C je konvergentan (u C)). Često je od interesa posmatrati i redove kompleksnih brojeva oblika
 (an = αn + i βn; αn, βn∈R). (2.10.9) ,nn a−
 ∞
 = ∞∑ Za red (2.10.9) kažemo da konvergira ako konvergira svaki od redova (2.10.10)
 0 1, .n nn na
 −
 ∞ ∞
 = =∑ ∑ U tom slučaju je suma S reda (2.10.9) data sa S = A + B, gdje je A suma prvog, a B suma drugog reda u (2.10.10). Lako se vidi da red (2.10.9) konvergira i ima sumu S akko za svaki ε > 0 postoji prirodan broj n0 takav da za sve n, m ∈N vrijedi:
 n ≥ n0 ∧ m ≥ n0 ⇒ .kmk n a S ε
 −=− ≤∑
 Neka je sada z0∈C i neka su cn, (∀ n∈N) kompleksni brojevi. Za z∈C razmotrimo red
 0( )nn
 nc z z
 ∞
 − ∞=−∑ . (2.10.11)
 Red oblika (2.10.11) zove se Laurentov 1) (Loranov) red. Područje konvergencije takvog reda proučavamo u okviru poglavlja Stepeni redovi. Inače se Laurentovi redovi detaljno proučavaju u okviru oblasti Kompleksna analiza. Dokazuje se da svaki Laurentov red oblika (2.10.11) definira tzv. analitičku funkciju na otvorenom kružnom prstenu K (z0; R1, R2) : = z ∈C : R1 < | z – z0 | < R2.
 Za red u C kažemo da apsolutno konvergira (u C) ako red 1 znn∑ ≥ 1 znn∑ ≥ konvergira (u R). Za takve redove vrijedi sljedeća teorema (o dovoljnom uslovu za konvergenciju reda (2.10.5)):
 Teorema 2.10.2. Ako konvergira red 1 znn∞∑ = , onda konvergira i red (2.10.5).
 Dokaz: Iz zn = an + i bn slijedi 2 2( ) a z a b b zn n n n n n≤ = + ∧ ≤ za svaki n∈N. Otuda, prema poredbenom kriteriju pozitivnih redova realnih brojeva, zaključujemo da iz konvergencije reda ∑∞
 =1n nz slijedi konvergencija svakog od redova ∑|an|, ∑|bn|, tj. svaki od redova ∑an, ∑bn, je apsolutno konvergentan, pa, dakle, i konvergentan. Zato konvergira i red
 . :)(∑ ∑=+ nnn ziba Q. E. D.
 Primjer 2.10.1. Ispitajmo konvergenciju reda 21
 1 .n n i∞
 = +∑
 Rješenje: Razmotrimo red .1
 1142 ∑∑+
 =+ nin
 Kako je 1/1
 1/1lim 2
 4
 =+
 ∞→ nn
 n i red ∑ 21n
 konvergira, to zaključujemo da red ∑+1
 14n
 konvergira (u R). Zato, prema teoremi 2.10.2,
 konvergira i polazni red kompleksnih brojeva (u C). __________________ 1) Pierre Alphonse Laurent (1813 – 1854) – francuski matematičar.
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92 Zadatak 2.10.1. Ako je limn z an→∞ = , dokažite da je lim | | | |n z an→∞ = . Primjerom pokažite da obrnuto nije tačno.
 Uputa: Ako je 1:1n
 n inzn−
 =+
 e , onda je 1lim | | lim 11n
 nz nn n→∞−
 = =→∞ +, a limn z n→∞ ne
 postoji (jer li ne postoji). m n in e→∞
 Zadatak 2.10.2. Nađite sljedeću graničnu vrijednost (niza kompleksnih brojeva):
 lim 2n n n i n i→∞ ⎡ ⎤+ − +⎣ ⎦ .
 Rezultat. 1 .2
 i
 Zadatak 2.10.3. Ispitajte konvergenciju reda 1
 1 .n n i
 ∞
 = +∑
 Uputa: Kako je ,1
 11
 122 +
 ⋅−+
 =+
 =n
 in
 nin
 zn (n∈N), i kako red ∑ +12nn divergira, to zadani red
 (kompleksnih brojeva) divergira.
 Zadatak 2.10.4. Ispitajte konvergenciju reda 1
 ( 1) , ( 0).( )
 n
 n n i α α≥
 −>
 +∑
 Zadatak 2.10.5. Dokažite da red 2 lnn
 n ien
 θ
 ≥∑ ne konvergira apsolutno iako konvergira obično za
 svaki 2 ,k k )θ θ π∈ ≠ ∈R ( Z , gdje je i imaginarna jedinica.
 Uputa: Primijetiti da je 2
 1| |sin
 2
 n
 k
 k ie θθ=
 ≤∑ za svaki prirodni broj , tj. da je niz
 parcijalnih suma reda
 ( 2)n ≥
 2n
 n ie θ
 ≥∑ ograničen, te da niz 1
 ln n⎛ ⎞⎜⎝ ⎠
 ⎟ monotono teži ka nuli.
 Analogno kao i u skupu R uvode se i pojam proizvoda redova kompleksnih brojeva, te pojmovi beskonačnog proizvoda kompleksnih brojeva i njegove konvergencije (u skupu C).
 Zadatak 2.10.6*. a)Ispitajte za svaki t∈R (običnu) konvergenciju redova 1( 1)
 t
 n
 n
 −−∑ , sin nt∑ .
 b)Ispitajte za svaki t uslovnu i apsolutnu konvergenciju beskonačnog proizvoda ∈R1
 1
 ( 1)1n
 n
 tn
 −∞
 =
 ⎡ ⎤−+⎢
 ⎣ ⎦∏ ⎥ i reda (1
 1 cos sinn nnt i nt
 ≥+∑ ) , gdje je i imaginarna jedinica.
 _______________ *) Zadatak zadavan za domaću zadaću (DZ) i (parcijalni i/ili integralni) pismeni ispit iz Inženjerske matematike 1 (IM1) na Elektrotehničkom fakultetu Univerziteta u Sarajevu.
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I N Ž E N J E R S K A M A T E M A T I K A 1
 Quod erat demonstrandum. [ Što je trebalo dokazati. Skraćeno: Q.e.d.]
 (LATINSKI PREVOD EUKLIDOVIH RIJEČI.)
 P r e d a v a n j a z a š e s t u s e d m i c u n a s t a v e (u akademskoj 2010/2011. godini)
 G L A V A 3
 REALNE FUNKCIJE REALNE PROMJENLJIVE (Opšta svojstva, osnovne elementarne funkcije i limesi)
 U ovom poglavlju se nastavlja izlaganje osnova inženjerske matematičke analize. Glavni cilj ove glave je usvajanje pojma realne funkcije jedne realne nezavisno promjenljive te granične vrijednosti funkcije na skupu realnih brojeva, kao i pojmova nekih specijalnih klasa funkcija jednog argumenta (ograničene i neograničene funkcije, monotone funkcije, parne i neparne funkcije, periodične funkcije) te klase osnovnih elementarnih funkcija. U prethodnom poglavlju su proučavane specijalne realne funkcije, tj. beskonačni nizovi (funkcije definirane na skupu prirodnih brojeva), a u ovom poglavlju se ta proučavanja proširuju na realne funkcije koje su zadate (definirane) na bilo kakvom (fiksiranom) podskupu skupa R realnih brojeva, tj. detaljnije se ispituju realne funkcije u opštem slučaju. Od sada i dalje (u ovom kursu), ako drugačije ne bude kazano (naznačeno), riječ funkcija označava realnu funkciju jedne realne nezavisno promjenljive. Napomenimo da je proučavanje funkcija centralni zadatak inženjerske matematike. Mnoge varijable od interesa za inženjere, npr, napon U, otpor R, jačina struje I, vrijeme t, snaga P, mogu se povezati odnosno opisati, koristeći pojmove funkcija. U okviru ovog kursa razmatrat ćemo neke
 osnovne inženjerske funkcije ( P = I 2R, RE =R
 R+1
 , U = IR,
 , 0
 , 0t
 V tv
 Ve tτ−
 ,
 ,
 <⎧⎪= ⎨⎪ >⎩
 (τ = RC vremenska konstanta) i dr.).
 § 3.1. Pojam i osobine realne funkcije realne promjenljive
 3.1.1. Pojam i zadavanje realne funkcije realne promjenljive
 U odjeljku 1.2.3. smo na više (uobičajenih) načina (intuitivno i formalno, odnosno sa i bez upotrebe pojma binarne relacije) uveli opšti pojam preslikavanja (funkcije), te definirali pojmove: grafik funkcije, jednakost i nejednakost dviju funkcija, ulaganje (inkluzija), identiteta (identično preslikavanje), binarna operacija, operacija kompozicije preslikavanja (složena funkcija), proširenje (ekstenzija) preslikavanja, suženje (restrikcija) preslikavanja, slika f (A) skupa A(⊆X ) pri preslikavanju f : X→Y, inverzna slika f -1(B ) skupa B(⊆Y ) (ili original skupa B ), sirjekcija (preslikavanje na), injekcija ((1–1)-preslikavanje), bijekcija (obostrano jednoznačno preslikavanje), inverzno preslikavanje (inverzna funkcija). No, ovdje ćemo navesti definiciju pojma realne funkcije realne promjenljive, te sa više detalja pojasniti zadavanje funkcije formulom (analitički).
 Definicija 3.1.1. Svako preslikavanje f : X→Y, definirano na nekom podskupu X skupa R realnih brojeva i sa vrijednostima iz nekog podskupa Y skupa R, zove se realna funkcija jedne realne nezavisno promjenljive*) (ili kraće realna funkcija realne promjenljive, ili funkcija realne promjenljive). Dakle, realna funkcija realne promjenljive je svaka uređena trojka ( X, Y, f ), koja se sastoji od skupa X ( R), kojeg zovemo oblast definiranosti, skupa Y ( R ), kojeg zovemo područje vrijednosti, te nekog pravila f, pomoću kojeg svakom elementu x
 ⊆ ⊆∈X pridružujemo tačno jedan
 element y∈Y (koji ovisi o x). Pridruženi element y zove se vrijednost funkcije na elementu (ili u) x i označava se sa f(x) ili fx. _____________________ *) Umjesto “jedne realne nezavisno promjenljive” kaže se još i “jedne realne nezavisne varijable” ili “jednog realnog argumenta”. Pri tome se o elementima y = f(x)∈Y govori kao o zavisnoj promjenljivoj preslikavanja f. 93
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94 Oblast definiranosti (definiciono područje, definicioni skup, domen(a), područje definicije, ulazni skup) realne funkcije realne promjenljive f najčešće označavamo sa D( f ) (ili D ( f ), ili D f ) ili (kada je iz datog konteksta jasno o kojoj se funkciji radi) sa D (odnosno D ). U našim razmatranjima funkcija je najčešće zadana na intervalu (otvorenom, poluotvorenom, zatvorenom) ili uniji intervala. Oblast (područje) vrijednosti (kodomen, antidomen, ulazni /dolazni/ skup) realne funkcije f često označavamo sa K, dok skup f(D): = f(x) | x∈D (⊆K⊆R) (svih) vrijednosti funkcije (rang funkcije) f : D→K označavamo sa R( f ) (ili R ( f ), ili R f ). No, kada nam u datom kontekstu nije bitno svojstvo surjektivnosti, obično umjesto “realna funkcija f : D K realne promjenljive” pišemo “funkcija f : D→R realne promjenljive” (ili “funkcija f : D R, (D ⊆ R)”, ili “funkcija f definirana na skupu D(⊆R)“, i sl.).
 →→
 Funkcija f može biti zadata na razne načine (analitički, tablični, grafički, riječima, itd.). No, u matematičkoj analizi se realna funkcija najčešće zadaje nekom formulom ili, kako se to drugačije kaže, analitičkim izrazom. Npr. ako funkciju f zadamo sa:
 f(x) : = 11
 2
 3 2
 +
 −
 xx , (3.1.1)
 onda je ova funkcija zadata formulom. Za domen ove funkcije možemo uzeti (ako pod funkcijom podrazumijevamo realnu funkciju realne promjenljive) bilo koji (neprazan) podskup skupa R. Ako funkciju g zadamo sa:
 g(x) : = 11
 2
 2
 +−
 xx , (3.1.2)
 onda je i ova funkcija zadata formulom, ali za domen te (realne) funkcije (realne promjenljive) možemo uzeti svaki podskup od R \ (– 1, 1) (ali ne i širi u smislu inkluzije od R \ (–1, 1) ). Međutim, ako nije drugačije naznačeno (rečeno), pod domenom realne funkcije f realne promjenljive date analitičkim izrazom f(x) obično se podrazumijeva maksimalan (u smislu inkluzije) podskup skupa R koji taj izraz dopušta, tj. domen D( f ) funkcije f zadane analitičkim izrazom f(x) zadan je formulom
 D ( f ) : = x∈R | f(x) definirano (ima smisla) u R . Kad tako postupamo u vezi s domenom funkcije zadane analitički, onda kažemo da smo tu funkciju definirali na njenom prirodnom domenu. Tako, npr. za funkciju f datu analitičkim izrazom (3.1.1.) (prirodni) domen je skup R, a za funkciju g datu sa (3.1.2.) (prirodni) domen je (– ,–1] [1, +∞ ∪ ∞ ). U formuli se pomoću matematičkih simbola određuje koje operacije treba izvršiti nad nezavisnom promjenljivom i kojim ih redom treba vršiti da bi se dobila odgovarajuća vrijednost zadate funkcije. Napomenimo da pojam formule nije precizno definiran pojam, jer nije jednom za svagda određeno koje sve operacije mogu ulaziti u formulu. Za sada smatramo da u formulu (kojom se zadaje funkcija) ulaze osnovne računske radnje, stepenovanje, korjenovanje, logaritmiranje, trigonometrijske operacije i sl. Kasnije, kad uvedemo nove operacije (operacija prelaska na limes te operacije diferenciranja i integriranja), onda ćemo i takve operacije uključivati u formule kojim se zadaju realne funkcije realne promjenljive. Takođe napomenimo da se kod funkcija zadanih analitički mogu pojaviti slučajevi u kojim za domen ne uzimamo prirodni domen, tj. postoje situacije kada neku funkciju f zadajemo na užoj oblasti od one koju analitički izraz f(x) dozvoljava. Npr., neka je materijalna tačka (tijelo) u momentu t = 0 puštena da slobodno pada s visine h ( > 0). Ako sa s = s( t ) označimo dužinu puta (u metrima) kojeg je ta tačka (tijelo) prešla za vrijeme t, (u sekundama) mjereno od početka pada, onda (kao što je iz mehanike poznato) vrijedi:
 ,2
 )( 2tgts = (g ≈ 9,81 ms-2 ) (3.1.3)
 No, ova formula (iz fizikalnih razloga) vrijedi samo za svaki t∈[0, th] gdje je th = gh2 , a to je moment udara tačke (tijela)
 u Zemlju (izraz za th se dobije iz (3.1.3.) ako se izraz s( t ) zamijeni sa h, a t sa th ). Jasno je da analitički izraz (u matematičkom smislu) u (3.1.3) dopušta svaki t∈R, ali ako izučavamo slobodni pad tijela, onda je funkciju s zadatu
 formulom ,2
 )( 2tgts = prirodno posmatrati samo na segmentu [0, th].
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95 Za kodomen realnih funkcija realne promjenljive zadanih analitički obično se uzima skup R ili (posebno, ako se razmatra i postojanje inverzne funkcije) skup svih vrijednosti (rang) posmatrane funkcije, osim kada se posebno istakne drugačije. Funkcija se često zadaje i sa više analitičkih izraza. Npr., funkcija h, zadana formulom
 (3.1.4) ⎪⎩
 ⎪⎨
 ⎧
 <−=>
 =,0,,0,0,0,
 )(2
 2
 xxxxx
 xh
 definirana je sa tri analitička izraza. No, funkciju često zadajemo ne koristeći nikakvu formulu (analitički izraz u opisanom smislu). Naime, važno je samo da znamo pravila po kojem se svakoj vrijednosti nezavisno promjenljive pridružuje tačno jedan određen broj. Posmatrajmo npr. funkciju *): y: = ⎣ ⎦x , x∈R (3.1.5) koja se naziva cijeli dio od x, definiranu ovako:
 je najveći cijeli broj koji nije veći od x. (3.1.6) ⎣ ⎦x Napomenimo da nema jasne granice između funkcija koje su zadane s jednom formulom (izrazom) i koje nisu zadane formulom, te onih sa zadate sa više formula (izraza). Npr. funkcija h data sa (3.1.4) definirana je sa tri analitička izraza. No, primjenom integralnog računa, pokazuje se da se ta funkcija h može definirati i samo jednom formulom.
 ,sin2)(0
 2 ∫+∞
 ⋅= dtt
 xtxxhπ
 (3.1.7)
 gdje je D(x): = ∫+∞
 0
 sintxt dt tzv. Dirichletov integral (za koji se pokazuje da je D(x) =
 2π sgnx).
 Funkcija f (x): = (cijeli dio realnog broja x), definirana opisno (riječima) u (3.1.6) (dakle nije zadata analitičkim izrazom/formulom), može se definirati i beskonačnim skupom analitičkih izraza (koji u cjelini predstavljaju zakon korespondencije f ove funkcije):
 ⎣ ⎦x
 ⎣ ⎦
 ⎪⎪⎪⎪
 ⎩
 ⎪⎪⎪⎪
 ⎨
 ⎧
 <≤<≤<≤<≤−−−<≤−−
 ==
 M
 M
 ,32,2,21,1,10,0
 ,01,1,12,2
 :
 xxx
 xx
 xy (3.1.8)
 ili kraće: y : = = k, x∈[k, k+1), (k∈ Z). ⎣ ⎦x
 3.1.2. Grafik realne funkcije realne promjenljive Neka je u nekoj ravni zadan pravougli Dekartov koordinatni sistem sa osama Ox, Oy. Tada svakoj tački iz te ravni odgovara potpuno određen uređen par realnih brojeva. Ti brojevi nazivaju se koordinate te tačke. Obrnuto, svakom uređenom paru realnih brojeva odgovara tačno određena tačka posmatrane ravni koju još zovemo i xy – ravan). Zbog toga ćemo tu ravan identificirati sa skupom svih uređenih parova realnih brojeva, tj. sa skupom RxR (=R2). Dakle, ne pravi se razlika između skupa R2 (Dekartovog proizvoda skupa R sa samim sobom) i xy – ravni. Isto tako nećemo praviti razliku između uređenog para (x, y) realnih brojeva x, y i njemu odgovarajuće tačke M iz xy – ravni. Zbog toga ćemo pisati M = (x, y) i govoriti “tačka (x, y)” umjesto “tačka sa koordinatama x, y”. _____________________
 *) Oznaka ⎣ x ⎦ koristi se u novije vrijeme (od kada se koristi i oznaka ⎡ x ⎤ : = – ⎣ – x ⎦ za najmanji cijeli broj koji nije manji od realnog broja x ). Ranije se koristila oznaka E(x), a zatim i oznaka [x], za označavanje funkcije “cijeli dio od x“.
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96 Neka je f : X →Y realna funkcija realne promjenljive. Tada se skup svih onih tačaka (x, y)∈R2 kod kojih je x∈X i y = f(x) naziva grafikom ili grafom funkcije f. Označavamo ga sa G( f ) (ili Gf , ili Γf, ili F ). Prema tome, po definiciji je Gf = (x, f(x)) | x∈X (⊆ X x Y ⊆ R2) (v. sl. 3.1.1.). (3.1.9)
 y Gf f (x) 0 x x
 Sl. 3.1.1.
 (x, f(x))
 Umjesto termina “grafik” (graf) u upotrebi su još i neki drugi termini. Kaže se da je to dijagram ili kriva linija (ili, kraće, kriva). Za jednačinu (jednadžbu) y = f (x) kaže se da je jednačina krive linije formirane pomoću funkcije f, tj. da je to jednačina grafika funkcije f. Nadalje ćemo često, jednostavnosti izražavanja radi, govoriti da je “y = f (x)” kriva umjesto da govorimo “kriva čija je jednačina y = f (x)” (u pravouglom Dekartovom koord. sistemu Oxy). Napomenimo da svaka funkcija, pa dakle i svaka realna funkcija, ima grafik (koji se može prikazati analitički u obliku kao u (3.1.9)), ali da postoje i realne funkcije jedne realne promjenljive čiji se grafik ne može geometrijski predstaviti (nacrtati) u pravouglom Dekartovom koordinatnom sistemu. Takođe napomenimo da se osim pravouglog Dekartovog koordinatnog sistema koriste i drugi koordinatni sistemi (kao što su afini / kosougli /, polarni, trougaoni koord. sistem, te funkcijska skala i dr.).
 Npr., grafik (Dirichletove) funkcije χ (hi – gr. slovo) zadane sa χ (x) = 1 ako je x racionalan broj i χ (x) = 0 ako je x iracionalan broj ne može se nacrtati. (Postoje i neprekidne funkcije čiji se grafik ne može nacrtati). No, pojam funkcije može se uvesti i na ovaj način: Definicija 3.1.2. Neka su X i Y dva skupa i neka je F ma koji podskup od XxY. Tada se uređena trojka (F, X, Y) naziva funkcijom (preslikavanjem) ako u F nema elemenata koji predstavljaju uređene parove sa jednakim prvim i različitim drugim komponentama. Ako su pri tome X ⊆ R i Y ⊆ R, onda se (F, X, Y ) zove realna funkcija realne promjenljive. U definiciji 3.1.2. skup X predstavlja oblast definisanosti, a skup Y predstavlja oblast vrijednosti funkcije. Funkcija sa oblasti definisanosti X i oblasti vrijednosti funkcije Y zove se funkcija tipa XxY i ta se činjenica može formulisati na sljedeći način. Funkcija f je definisana u X i dobija svoje vrijednosti u Y, što se simbolizuje u obliku
 X→Y, ili f : X→Y, ili f : (x, y) (x∈X, y∈Y ), ili x→f (x), x∈X , f (x)∈Y. Neka je f : = (F , X, Y ) proizvoljna funkcija. Ako je (x, y)∈F, element y se zove vrijednost funkcije na (ili u) x, x se zove originalom, a y slikom (fiksnog) elementa x, a za funkciju f se kaže da preslikava element x u element y. Vrijednost funkcije f u x označava se sa f (x), pri čemu se piše y = f (x). Funkcija f : = (F, X, Y ) nije nigdje definirana ako je F = ∅.
 3.1.3. Funkcije zadane parametarski Osim eksplicitarnog zadavanja funkcije ponekad se koristi i parametarsko zadavanje (a i implicitno zadavanje) funkcije. Neka su data ova preslikavanja ϕ : M→X i ψ : M→Y, od kojih je bar jedno, npr. ϕ, bijekcija . Tada postoji inverzno preslikavanje ϕ – 1: X→M i preslikavanje ψ ϕ –1 takvo da ψ ϕ -1: X→Y.
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97 Za ovako definirano preslikavanje kažemo da je zadano parametarski sa preslikavanjima (funkcijama) ϕ i ψ, pri čemu elemente iz skupa M nazivamo parametrima. Specijalno, ako su M, X, Y podskupovi skupa R realnih brojeva, onda za funkciju F = ψ ϕ –1: X→Y, tj. za funkciju F(x) : = ψ (ϕ –1(x)), kažemo da je zadana parametarski sistemom (skupom) realnih funkcija ϕ i ψ, odnosno da je funkcija y : = ψ (ϕ –1(x)) parametarski zadata sistemom*) x = ϕ ( t ), y = ψ ( t ), (t∈ M ⊆ R). U opštem slučaju sistem x =ϕ ( t ), y = ψ ( t ) (t∈M) definira se višeznačno preslikavanje (višeznačna funkcija) y = y(x) ili x = x( y ). Osim toga, često nije moguće iz sistema x =ϕ ( t ), y = ψ ( t ) eliminirati parametar t, tj. dobiti zavisnost y = y(x) niti zavisnost x = x( y ), ali to ne znači da i tada ne možemo ispitivati tok i nacrtati grafik (jednoznačne) funkcije ili višeznačne funkcije parametarski zadate tim sistemom jednačina. Primjer 3.1.1. Nacrtajmo krivu (u Dekartovom pravouglom koor. sist.) zadanu parametarski sistemom: ;4 ,2 323 ⋅== tytx te ustanovimo da li dobivena kriva predstavlja grafik neke (jednoznačne) funkcije f iz R u R .
 Rješenje: Funkcije ϕ i ψ, parametarski zadate sa ϕ (t) : = 2t3, ψ (t) : = 4t2 , su definirane za svaki t ∈ R, tj. prirodne domene D (ϕ), D(ψ ) su skup R. Na osnovu sljedeće tablice vrijednosti
 t → –∞ ... -2 -1 0 1 3/2 ... x → –∞ ... -16 -2 0 2 27/4 ... y → +∞ ... 4 ⋅ 3 4 3 4 0 3 4 (9/4)⋅ 3 4 ...
 konstruišemo odgovarajuće tačke Mi = (xi, yi) u (Dekartovoj) ravni xOy koje pripadaju zadanoj krivoj, pa spajanjem tačaka Mi glatkom krivom dobijemo sljedeći grafik krivulje (tzv. semikubna parabola):
 Sl. 3.1.2. Parametar t ne gubi svoj geometrijski smisao ( t se ne odvaja geometrijski).
 Napisati eksplicitni oblik funkcije , : 3 2xy = u jednostavnijem parametarskom obliku (od zadanog oblika).
 Očito da kriva Γ na sl. 3.1.2. predstavlja grafik (jednoznačne) funkcije f : R→Y (Y⊆ R) zadane sa 3 2)( xxf = . Zadatak 3.1.1. Po pravoj Ox kotrlja se bez klizanja krug poluprečnika a. Kriva koju opisuje određena tačka periferije tog kruga zove se cikloida. Dokažite da se ona može parametarski opisati jednačinama x = a (t – sin t), y = a (1 – cos t), (t∈R), a zatim nacrtajte tu krivu. __________________ *) Parametarske jednačine x = ϕ ( t ), y = ψ ( t ); t∈<α,β > (⊆R) predstavljaju parametarske jednačine krive u ravni i ove su jednačine često podesnije za ispitivanje krive (za ispitivanje implicitne funkcije, a i za izražavanje višeznačne funkcije jednoznačnim funkcijama).
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 3.1.4. Neka svojstva realnih funkcija jedne realne promjenljive
 U daljnjem tekstu razmatramo realne funkcije jedne realne promjenljive, tj. preslikavanja kod kojih su domena D i kodomena K podskupovi skupa R, te umjesto f : D→K, često pišemo f : D →R. Za takve dvije funkcije definiramo: (i) zbir (zbroj) f + g : D → R funkcije f i funkcije g: ( f + g ) ( x) : = f (x) + g (x);
 (ii) razlika f – g : D →R funkcije f i funkcije g : ( f – g ) (x): = f (x) – g (x); (iii) proizvod (produkt) f ⋅ g : D →R funkcije f i funkcije g : ( f ⋅ g ) (x) = f (x)⋅ g (x);
 (iv) količnik (kvocijent) funkcije f i funkcije g ( f / g ) : Do → R, Do =x∈D : g(x) ≠ 0 : .)()(
 )(xgxf
 xgf
 =⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛
 Prilikom proučavanja (ispitivanja) toka i konstrukcije grafika (realne) funkcije (jedne realne varijable) promatraju se njene promjene pri čemu se pretpostavlja da se nezavisna promjenljiva mijenja od najmanje do najveće vrijednosti iz domene, odnosno na svakom od dijelova domene (ako se te vrijednosti dostižu), pri čemu se u (eventualnim) tačkama gomilanja domena (posmatrane funkcije) koje mu ne pripadaju određuju granične vrijednosti te funkcije. Pri tome se često koriste pojmovi: nule (korijeni, nul – tačke); parnost i neparnost; periodičnost; monotonost; ograničenost; neograničenost; infimum i supremum; lokalni i globalni (totalni, apsolutni) ekstremum; te konveksnost, konkavnost i prevojne tačke (tačke infleksije). Neke od tih osobina su jednostavne i istovremeno određuju specijalne klase realnih funkcija: klase parnih i neparnih funkcija, klasa periodičnih funkcija, klasa monotonih funkcija, te klase ograničenih i neograničenih (realnih) funkcija (jedne realne varijable).
 Definicija 3.1.3. Za skup D(⊆R) kažemo da je simetričan u odnosu na nultu tačku (tj. tačku 0) ako za svaki x∈D broj – x takođe pripada skupu D. Kažemo da je funkcija f : D→K (D, K ⊆ R), definirana na simetričnom skupu D, parna ako je f (– x) = f (x) za svaki x∈D, a neparna ako je za svaki x∈D ispunjeno f (–x) = – f (x). Očigledno, grafik parne funkcije osno je simetričan u odnosu na y – osu (s obzirom na ordinatu), a grafik neparne funkcije centralno je simetričan u odnosu na kooridinatni početak (ishodište) O: = (0,0). To svojstvo olakšava crtanje grafika takvih funkcija. Primjer 3.1.2. Funkcije x → x2, x → sin x, x → ex imaju prirodnu domenu R. Prva od ovih funkcija je parna jer je (– x)2 = x2, druga je neparna budući da je sin (–x) = – sin x, a treća (tj. funkcija x → ex) nije ni parna ni neparna, jer nije ispunjena jednakost e – x = ex za svaki x∈R niti važi e – x = ex za svaki x∈R. Napomenimo da najveći broj funkcija nisu ni parne ni neparne, ali se lako pokazuju da se svaka (realna) funkcija (jedne realne varijable) definirana na simetričnom skupu (u odnosu na nultu tačku) može prikazati u obliku zbira jedne parne i jedne neparne funkcije. Naime, za takvu funkciju f vrijedi da je f(x) = g(x) + h(x) za svaki x iz domene D ( f ), pri čemu
 je [ )()(21 :)( xfxfxg −+= ] parna funkcija, [ )()(
 21 :)( xfxfxh −−= ] neparna funkcija.
 Definicija 3.1.4. Kažemo da je funkcija f : D → R periodična ako postoji broj p∈R\0 (koji se naziva periodom funkcije f ), takav da važi:
 (i) ∀(x∈D) x+ p ∈D ; (ii) ∀(x∈D) f (x+ p) = f (x). Najmanji pozitivan broj p (ako postoji) za koji su ispunjeni uslovi (i) i (ii) naziva se osnovni (temeljni) period funkcije f i obično se označava sa T.
 Primjer 3.1.3. Funkcija f (x) : = A⋅ sin(ω x+ϕ) (A, ω, ϕ ∈R) je periodična i za A ≠ 0 i ω ≠ 0
 ima osnovi period T dat sa 2T πω
 = . Isto svojstvo ima i funkcija g(x) : = A⋅ cos(ω x+ϕ), dok
 funkcije ϕ (x) : = A⋅ tg(ω x+ϕ) i ψ (x) : = A⋅ ctg (ω x+ϕ ) imaju osnovni period T dat sa T πω
 =
 (A ≠ 0 , ω ≠ 0).
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99 Ponekad je zgodnije datu funkciju f predstaviti u obliku:
 f (x) = f1(x) + f2(x) + ... + fn(x), pri čemu su funkcije f1, ..., fn periodične sa osnovnim periodima T1,..., Tn, respektivno. Ako je pri tom
 j
 i
 TT ∈Q za sve i, j∈1, ... , n, onda je i funkcija f periodična. Ako nije ispunjen uslov da je
 j
 i
 TT ∈Q za sve i, j∈1, ... , n, onda funkcija f nije periodična. No, kako se svaki iracionalan broj
 može aproksimirati po volji tačno racionalnim brojevima, može se pokazati da ima uvijek cijelih brojeva r, s takvih da su rTi i sTj gotovo jednaki (ta činjenica je dovela do razvoja nove teorije “gotovo periodičnih funkcija” koja je važna i u teoriji realnih funkcija i u primjenama u matematičkoj fizici i tehnici). Naime, ako je f zbir od dvije periodične funkcije f1, f2 sa osnovnim periodima T1, T2 i ako je ,
 2
 1
 qp
 TT
 = gdje su p i q cijeli brojevi, onda je pT2 = qT1, pa je funkcija f
 periodična sa osnovnim periodom T jednakim zajedničkoj vrijednosti pT2 ili qT1. Otuda, primjenom metoda matematičke indukcije, lako zaključujemo da se ovo svojstvo za zbir dvije funkcije proširuje na sumu od n funkcija (za svaki n∈N).
 Međutim, ako bar jedna od funkcija f1, ... , fn nije periodična, to još ne znači da je funkcija neperiodična,
 jer npr. funkcija f data sa f(x) = x – ⎣x⎦ je periodična sa osnovnim periodom T = 1 iako f1 (x) : = x i f2 (x) : = – ⎣x⎦ nisu periodične funkcije.
 ∑=
 =n
 iiff
 1:
 Zadatak 3.1.2. Ispitati periodičnost i odrediti osnovne periode (ako postoje) funkcija:
 a) f (x) = sinx + cos3x; b) f (x) = sinx + cosπx; c) f (x) = A⋅ cosω x + B⋅ sinω x, (A,B,ω ∈R); d) f (x) = cosx2;
 e) 7
 710
 6)( xtgxtgxf −=
 f) ⎩⎨⎧
 ∈∈
 =C.R
 Q\,0
 ,1)(
 x,x
 xχ
 Rezultat: a) Funkcija f je periodična, T =2π ; b) ππ
 ==2
 2
 2
 1
 TT ∉Q pa funkcija f nije periodična;
 c) funkcija f je periodična i, za A ≠ 0 i ω ≠ 0, ima osnovni period ωπ2
 =T , d) f nije
 periodična; e) f periodična s osnovnim periodom T = 70π ; f) Dirichletova funkcija χ je periodična, jer za svaki p>0 vrijede uslovi (i) i (ii) iz definicije 3.1.4., ali ne postoji njen najmanji pozitivan period, jer je inf p∈R ⎢ p > 0 = 0 .
 Definicija 3.1.5. Neka je E ⊆ D ⊆ R. Za funkciju f : D → K (K ⊆ R) kažemo da je: 1.o neopadajuća na skupu E ako (∀x1, x2∈E) (x1 ≤ x2 ⇒ f (x1) ≤ f (x2)); 2.o rastuća na skupu E ako (∀x1, x2∈E) (x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2)); 3.o nerastuća na skupu E ako (∀x1, x2∈E) (x1 ≤ x2 ⇒ f (x1) ≥ f (x2)); 4.o opadajuća na skupu E ako (∀x1, x2∈E) (x1< x2 ⇒ f (x1) > f (x2)). Za funkciju f koja zadovoljava bilo koji od uslova 1.o – 4.o kažemo da je monotona, a za funkciju f koja zadovoljava uslov 2.o ili uslov 4.o da je strogo monotona na skupu E. Ako je u definiciji 3.1.5. skup E jednak domenu D funkcije f, onda se često izostavlja naznaka “na skupu E ” uz riječ monotonost, odnosno njenu verziju. Napomenimo da se umjesto termina neopadajuća, rastuća, nerastuća i opadajuća koriste termini rastuća, strogo rastuća, opadajuća i strogo opadajuća, respektivno. Primjer 3.1.4. Funkcija f (x) : = x3 je rastuća. Funkcija g(x) : = e– x (=1/ex) je opadajuća,
 funkcija je nerastuća, funkcija h1 je opadajuća na (– ∞, 0] i nije ⎪⎩
 ⎪⎨⎧
 >≤
 =−
 ,0,1,0,)(1 x
 xexhx
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 strogo monotona na R. Funkcija F(x) = x2 je opadajuća na (– ∞, 0], a rastuća na [0, +∞), dok na R nije monotona, već “monotona po dijelovima” (F nije bijekcija sa R na [0, +∞), te nema (jednoznačne) inverzne funkcije).
 Definicija 3.1.6. Za funkciju f : D → K (D, K ⊆ R) kažemo da je ograničena odozgo (odnosno ograničena odozdo) na skupu E(⊆ D) ako je takav skup njenih vrijednosti (na E) f(x) ⎢x∈E , tj. ako postoji broj P∈R (odnosno p∈R), takav da za sve x∈E vrijedi f (x) < P (odnosno f (x) > p ). Za funkciju koja je ograničena odozdo i ograničena odozgo na skupu E kažemo da je ograničena na skupu E. Sada se lako definiraju i pojmovi minimuma, maksimuma, te infimuma i supremuma funkcije.
 Lako se vidi da je funkcija f : D → K (D, K ⊆ R) ograničena na E(⊆ D) ako postoji M > 0, takav da za sve x∈E vrijedi ⎪f (x)⎪< M (ili, što je ekvivalentno, ⎪f (x)⎪≤ M). Takođe se lako dobije geometrijska interpretacija ogranične funkcije na podskupu domena, odnosno ograničene (na domenu).
 Primjer 3.1.5. a) Funkcija f( x) : = arctg x je ograničena (na domenu D( f ) = R), inf f = -
 2π , sup f =
 2π ; f nema (totalnog) ekstrema, jer (-
 2π )∉[R( f )]=( –
 2π ,
 2π ), (
 2π ) ∉ (–
 2π ,
 2π ).
 b) Funkcija f (x) : = x2k (k∈N) je ograničena odozdo, ali ne i odozgo na R. Međutim, ona je ograničena na svakom (konačnom) razmaku < a, b > (a,b∈R).
 § 3.2. Pojam granične vrijednosti (limesa) realne funkcije jedne realne
 promjenljive. Ekvivalentnost Cauchyjeve i Heineove definicije limesa funkcije Intuitivno govoreći, limes ili granična vrijednost neke funkcije u datoj tački x0 je vrijednost koja se priključuje, nastavlja na vrijednosti koje ta funkcija prima u okolnim tačkama. Jasno je stoga da o limesu funkcije ima smisla govoriti samo kada x0 nije izolovana (izolirana) tačka, tj. kada je x0 tačka gomilanja domena te funkcije (koja mu može a ne mora pripadati), x0∈R .
 Definicija 3.2.1. (Po Cauchyju).*) Neka je f : X →Y realna funkcija realne promjenljive i x0∈R tačka gomilanja skupa X. Kažemo da je y0∈R granična vrijednost (limes) funkcije f u tački x0 (ili da funkcija f (x) teži (graničnoj / vrijednosti y0 kada x teži vrijednosti x0) i simbolički to označavamo sa f(x) = y0 ili f = y0, ako za svaku okolinu V (y0) tačke y0 postoji okolina U(x0) tačke x0, takva da vrijedi
 0lim xx→ 0
 lim x
 (∀x∈X ) ( (x∈U(x0), x ≠ x0) ⇒ ( f (x)∈V(y0) ). (3.2.1) Ako je pri tome y0 iz R, onda kažemo da funkcija f ima konačnu graničnu vrijednost, a ako je y0 = – ∞ ili +∞ , onda kažemo da f ima beskonačnu graničnu vrijednost u tački x0 (konačnoj tački ili beskonačnosti /– ∞ ili +∞ /).
 Napomena 3.2.1. Granična vrijednost f iz definicije 3.2.1. definira se neovisno o vrijednosti f(x0). Zato definicija 3.2.1. za limes f (x) ima smisla i primjenjuje se i u slučaju kada je f definirano
 samo na X \ x0. Ako je Ux (=U∩X ) neka okolina u skupu X tačke x0, onda f(x) ovisi
 samo o f ⎪ Ux \x0 (tj. ovisi samo o restrikciji funkcije f na skup (U∩X ) \x0, gdje je U proizvoljna okolina tačke x0∈
 0lim x
 0lim xx→
 0lim xx→
 R / okolina u R ako je x0∈R, odnosno okolina u R ako je x0 = – ∞ ili x0 = + ∞ / ). ___________________ *) Ta definicija ( u terminologiji okolina), odnosno njena (za slučaj konačne granične vrijednosti u konačnoj tački) varijanta u simboličkom obliku (3.2.3), potječe od A.L. CAUCHYJA (Analyse algébrique, 1821.), mada se njome već i prije služio B. BOLZANO (Prag, 1817).
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 Ako je U(x0) neka okolina tačke x0∈R , onda sa Ủ(x0) označavamo skup U(x0)\x0, a sa ỦX (x0) označavamo skup Ủ(x0)∩X. Skup ỦX (x0) se naziva šuplja (ili probušena) okolina u skupu X tačke x0. Koristeći takvu oznaku okoline tačke, vidimo da definiciju 3.2.1. možemo izreći i u sljedećem (ekvivalentnom) obliku:
 Neka je f : X→Y realna funkcija realne promjenljive i x0∈R tačka gomilanja skupa X. Kažemo da funkcija f(x) teži ka y0∈R i pišemo y0 = f(x) (ili f(x)→ y0 kad x→x0), ako za svaku okolinu V(y0) tačke y0 postoji neka okolina U(x0) tačke x0 takva da vrijedi
 0lim xx→
 f (ỦX (x0)) ⊆ V(y0). (3.2.2) Da bismo dobili operativniju definiciju granične vrijednosti, treba odvojeno posmatrati slučajeve konačnih, odnosno beskonačnih vrijednosti x0, y0. Tako, npr. ako su x0 i y0 konačni brojevi, imamo (u terminologiji ,,ε - δ ''): ( f(x) = y0) ⇔ (∀ε > 0) ( ∃ δ : = δ(ε ) > 0) (∀x∈X ) (0<x – x0< δ ⇒ ⎢f(x) – y0 ⎢< ε0 ). (3.2.3)
 0lim xx→
 Na sličan način se zapisuju odgovarajući uslovi kada su jedan ili oba broja x0, y0 jednaka + ∞ ili – ∞. U tom smislu, beskonačna granična vrijednost limx→+∞ f (x) = + ∞, može se uvesti sljedećom definicijom (koja se dobije iz definicije 3.2.1. ako se za tačku x0 : = +∞ uzme okolina U(x0) : = (N, +∞], a za tačku y0 : = +∞ okolina V(y0): = (M, +∞] u proširenom prostoru R realnih brojeva).
 Definicija 3.2.2. Neka je f : X→Y realna funkcija realne varijable i +∞ tačka gomilanja skupa X. Kažemo da funkcija f (x) ima za graničnu vrijednost +∞ kad argument x teži ka +∞, ako za proizvoljan unaprijed dati broj M (koliko se hoće veliki) postoji takav broj N da je nejednakost f (x) > M ispunjena za sve vrijednosti x ∈ X za koje je x > N, tj. limx→+∞ f(x) = + ∞ ⇔ (∀ M∈R) (∃ N∈R) (∀x∈X) (x > N ⇒ f(x) > M). (3.2.4)
 y y = f(x) y0+ε
 f(x)
 y0 y0– ε 0 x0+δ x x0 x0–δ x
 Sl. 3.2.1.
 Geometrijska interpretacija: 1o Za slučaj granične vrijednosti lim f(x) = y0, pri
 čemu su x0∈R i y0∈R, posmatrajmo pojas (u Dekartovoj ravni Oxy ) ograničen pravama paralelnim apscisnoj osi: y = y0 – ε i y = y0 + + ε (ε > 0), koji ima širinu 2ε.
 0xx→
 Postojanje nejednakosti ⎢f(x)–y0⎢ < ε, odnosno njoj ekvivalentne dvostruke nejednakosti y0 – ε < f(x) < y0+ε, pri uslovima x0–δ < x < x0+δ i x ≠ x0 (za funkciju f kojoj se grafik može geometrijski predstaviti) geometrijski znači da, ma kako bio uzan posmatrani pojas, tačke grafika funkcije f, osim, možda tačke (x0, f(x0)), sadržane su u unutrašnjosti toga pojasa, ako se vrijednosti argumenta x sadrže u intervalu (x0–δ , x0+δ ), tj. u δ - okolini tačke xo (v. sl. 3.2.1. i relaciju (3.2.3).
 y y = f(x) f(x)
 M 0 N x x
 Sl. 3.2.2.
 2o Za slučaj beskonačne granične vrijednosti (u beskonačnosti) limx→+∞ f (x) =+∞ imamo : Za proizvoljno veliki unaprijed dati broj M, a za sve vrijednosti argumenta x veće od N, grafik funkcije y : = f (x) sadrži se iznad prave date (u pravouglom Dekartovom koordinatnom sistemu Oxy ) sa y = M (v. sl. 3.2.2. i relaciju (3.2.4).
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 Analogno se može dati geometrijska interpretacija limesa f (x) = y0 i u ostalim slučajevima (jasno, ako je moguće grafik / ili bar jedan njegov odgovarajući dio / funkcije f geometrijski predstaviti ).
 0lim xx→
 Primjer 3.2.1. 1o Ako je f(x) : = 5x – 10, na osnovu definicije granične vrijednosti dokazati da je lim x→ 4 f(x) =10.
 Dokaz: Neka je dat broj ε > 0. Iz nejednakosti ⎢f(x) – 10⎢< ε , tj. iz 5 ⎢x – 4⎢< ε , slijedi ⎢x – 4 ⎢<
 5ε . Uzimajući za δ funkciju od ε : δ : = δ (ε) =
 5ε , dobijemo da je za
 sve vrijednosti argumenta x za koje je ⎢x – 4 ⎢< δ ispunjena nejednakost ⎢f(x) – 10 ⎢< ε, što, po definiciji znači da je zaista lim x→ 4 f (x) =10 (u ovom slučaju tačka gomilanja x0 : = 4 pripada domenu D( f ) = R funkcije f ). Q.E.D. 2o Na osnovu definicije granične vrijednosti pokažite da je:
 .11
 1lim2
 =−−
 ∞→ xx
 x
 Dokaz: Funkcija f iz R u R zadana analitičkim izrazom f(x) : = 1
 12
 −−
 xx ima (prirodni) domen
 D( f ) : = x∈R ⎢x2– 1 ≥ 0 ∧ x – 1 ≠ 0 = x∈R ⎢ ⎢x ⎢≥1, x ≠ 1 = (-∞, –1] ∪ (1, +∞). Očigledno je + ∞ tačka gomilanja skupa D( f ) (koja mu ne pripada), pa ima smisla limes limx→+ ∞ f(x) i pri tome se razmatranje može ograničiti na vrijednosti argumenta x za koje je x > 1. Kako je (za svaki x∈(1, +∞))
 12
 11
 2
 )11)(1(
 22
 )11)(1(
 )12(1
 1111
 111)(
 222
 2222
 −<
 −+−=
 −+−−
 −=
 −+−−
 +−−−=
 −+−−
 =−−−
 =−xxxxxx
 x
 xxx
 xxx
 xxx
 xxxf
 (pri čemu je znak apsolutne vrijednosti izostavljen, jer za sve x > 1 vrijedi da je x–1 > 0 i x > 0 ), to je,
 za svaki ε > 0, nejednakost ⎢f(x) –1⎢< ε, tj. nejednakost ε<−12
 x, ispunjena za sve vrijednosti
 argumenta x za koje je ,21ε
 >−x tj. za .12+>
 εx
 U ovom slučaju, uzimajući da je N = 12+
 ε (odnosno N = 12
 +⎥⎦⎥
 ⎢⎣⎢ε
 ) , imamo da za svaki ε > 0 postoji
 broj N : = N(ε )∈R (odnosno N : = N(ε )∈N) takav da je (∀ x∈D( f )) (x > N ⇒ ⎢f(x) –1 ⎢<ε ) ,
 te je zaista limx→∞ f(x) = 1. 3o Za Dirichletovu funkciju *) χ , tj. za funkciju χ data sa
 ⎩⎨⎧
 ∈∈
 =,\,0
 ,1)(
 QRQ
 x,x
 xχ
 0lim xx→ χ (x) ne postoji ni za jedno x0∈R , jer se u svakoj okolini U(x0) tačke x0 nalaze kako racionalni, tako i iracionalni brojevi.
 Ako je f : X→Y realna funkcija realne varijable, A podskup od X i x0∈R tačka gomilanja skupa A, onda se može posmatrati limes funkcije f u tački x0 s obzirom na skup A, tj. ( f ⎢A). Taj se limes označava sa f(x) ili (ili
 ili , (x∈A)). Ako je A1⊆A2, pa je x0∈
 0lim xx→ 0Alim xx→∋ )(lim
 0
 xfAxxx
 ∈→
 fAx ,0
 lim )(lim0
 xfxx→
 R tačka gomilanja skupa A1,
 _________________ *) Lako se vidi da je χ(x) = limm→∞ ( limn→∞ (cos (m!πx))2n ), ∀(x∈R). Naime, ∀(x∈Q) (∃ mo∈N) m ≥ mo ⇒ ⇒ m!x∈Z, a odavde slijedi (cos (m!πx))2 = 1. Nadalje, ∀(x ∈R\Q) (∀m∈N) (cos (m!πx))2 < 1.
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 onda je x0 i tačka gomilanja skupa A2 i postojanje f(x) povlači postojanje f(x) i vrijedi jednakost
 02Alim xx→∋
 01Alim xx→∋
 ).(lim)(lim0102
 xfxfxxAxxA →∋→∋
 = (3.2.5)
 Zaista, iz egzistencije limesa 0 :)(lim0
 yxfxx
 =→
 (x∈A2), imamo da za proizvoljnu okolinu
 V(y0) tačke y0 postoji okolina Ủ (x0) tačke x0 takva da je f(x)∈ V( y0) za svaki x∈Ủ (x0). Kako je A1⊆A2, to je f(x)∈ V(y0) ako je x∈Ủ (x0), tj.
 2A
 2A 1A 0 )(lim0
 yxfxx =→ (x∈A1). Obrnuti zaključak od onog u prethonoj činjenici (vezanoj za jednakost (3.2.5)) ne vrijedi. Naime, npr., neka je X = Y = R, neka je f : X → Y funkcija definirana formulom (3.2.5)
 ⎩⎨⎧
 ≤−>
 =,0,1,0,1
 )(xx
 xf
 i neka je A1 = (0, 1], A2 = [– 1, 1], x0 = 0, y0 = 1 . Tada je očito Ipak ne postoji
 jer se lako vidi da je ( (x∈[-1, 0] ) (v. prim. 3.2.2.1° i sl. 3.2.3).
 .1)(lim01
 =→∋
 xfxA
 )(lim02
 xfxA →∋
 1)(lim0
 −=→
 xfx
 y 1 f 0 x -1
 Sl. 3.2.3.
 Definicija 3.2.3. Neka je xo∈R tačka gomilanja skupa R+
 ∩X : = x∈X x > x0 i f : X→Y (X⊆R, Y⊆R). Vrijednost (ako postoji) označava se sa
 0x
 )(lim00
 xfxxXx →∋∩+R 0 0
 lim ( )x x
 f x→ +
 (ili 0 0
 limx
 f+
 ili ili ) ili f(x0 + 0) (ili f(x0+ )) i zove desna granična
 vrijednost funkcije f u tački x0 (ili limes zdesna u tački x0).
 )(lim0
 xfxx +→
 )(lim0
 xfxx↓
 Specijalno, ako je x0 = 0, pišemo (ili ) ili f(+0) (ili f(0+)). )(lim0
 xfx +→
 )(lim0
 xfx +→
 Analogno se definira lijeva granična vrijednost funkcije f u tački x0 (ili limes slijeva u tački x0) )0()(lim 000
 −=−→
 xfxfxx
 (ili )(lim)()(lim00
 0 xfxfxfxxxx ↑−→
 =−= ) (odnosno
 / ili /ako je x0 = 0). )0()(lim0
 −=−→
 fxfx
 )0()(lim0
 −=−→
 fxfx
 Iz činjenice vezane za jednakost (3.2.5) neposredno slijede ove posljedice:
 (i) Neka je f : D→R, D⊆R, funkcija realne promjenljive, D1 i D2 podskupovi skupa D i neka je xo∈R tačka gomilanja ovih skupova. Ako je
 )( )(lim ),( )(lim 2100
 DxBxfDxAxfxxxx
 ∈=∈=→→
 i A ≠ B, onda )( )(lim0
 Dxxfxx
 ∈→
 ne postoji. Specijalno, ako je ),(lim)(lim00
 xfxfxxxx −→+→
 ≠ onda ne postoji )(lim . 0
 xfxx→
 (ii) Ako znamo da postoji )( )(lim0
 Dxxfxx
 ∈→
 , onda je za njegovo izračunavanje
 dovoljno izdvojiti proizvoljan podskup D1⊆D pri čemu je x0∈R tačka gomilanja skupa D1 i naći ).( )(lim 1
 0
 Dxxfxx
 ∈→
 Specijalno, ako postoji , onda je )(lim0
 xfxx→
 )0( )(lim 00
 +=→
 xfxfxx
 i (ako i
 f(x0+0) i f(x0– 0) imaju smisla, ali iz egzistencije slijedi da bar jedan od f(x0+0)
 i f(x0– 0) ima smisla, tj. da je tačka x0 tačka gomilanja bar jednog od skupova: skupa vrijednosti argumenta većih od x0 i skupa vrijednosti argumenta manjih od x0 ).
 )0( )(lim 00
 −=→
 xfxfxx
 )(lim0
 xfxx→
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 Primijetimo da svaka izolovana tačka skupa D po definiciji pripada skupu D, dok tačka gomilanja, lijeva tačka gomilanja i desna tačka gomilanja skupa D (⊆ R) mogu a ne moraju pripadati skupu D. Npr., neka je D : = (0,9)∪10. Tada je tačka 10 izolovana tačka skupa D. Sve ostale tačke skupa D su ujedno i tačke gomilanja tog skupa. Te tačke gomilanja, dakle, pripadaju skupu D. No, očigledno je da su tačke 0 i 9 takođe tačke gomilanja skupa D (0 je desna, a nije lijeva tačka gomilanja, dok je 9 lijeva a nije desna tačka gomilanja skupa D ), ali one tom skupu ne pripadaju . Ako je x0 desna ali nije lijeva tačka gomilanja skupa D, onda između pojma limesa i desnog limesa funkcije f : D→R u tački x0 nema razlike. Isto tako, ako je x0 lijeva ali nije desna tačka gomilanja skupa D, onda između pojma limesa i lijevog limesa funkcije f : D→R u tački x0 nema razlike. No, ako je x0 i lijeva i desna tačka gomilanja skupa D, onda vrijedi sljedeće:
 Granična vrijednost postoji akko postoje oba limesa i i ako
 vrijedi = . U slučaju da je ovaj uslov zadovoljan, onda vrijedi
 )(lim0
 xfxx→
 )(lim0
 xfxx↑
 )(lim0
 xfxx↓
 )(lim0
 xfxx↑
 )(lim0
 xfxx↓
 = = (3.2.6) )(lim0
 xfxx→
 )(lim0
 xfxx↑
 )(lim0
 xfxx↓
 Napomena 3.2.2. Definiciju 3.2.1. za slučaj y0 ∈ R možemo iskazati i ovako: Vrijedi f(x) → y0 kad x → x0 ako se razlika f(x)– y0 može po aspolutnoj vrijednosti učiniti po volji malom približi li se x∈X, x ≠ x0, dovoljno blizu tačke x0. Primjer 3.2.2. 1o Za funkcija f datu formulom (3.2.5) očito vrijedi
 lim x→0 - f(x) = – 1 ≠ 1 = lim x→0+ f(x) , pa (prema prethodnoj posljedici (i) slijedi da lim x→0 f(x) ne postoji.
 2o Funkcija sgn: R→R definirana pomoću y 1 sgn 0 x -1
 Sl. 3.2.4.
 1, 0,
 sgn 0, 0,-1, 0.
 xx x
 x
 >⎧⎪= =⎨⎪ <⎩
 Za tu funkciju je limx→ 0- sgn x = –1 ≠ limx→ 0+ sgn x = 1, tj. lim x→0 sgn x ne postoji. No, primijetimo da je limx→0sgn x=1 ≠ sgn (v. sl. 3.2.4.).
 3o lim x→+∞ x1 = lim x→– ∞
 x1 = 0 (v. sl. 3.2.5.), dok
 limx→0 x1 ne postoji (jer lim x→0-
 x1 = – ∞ ≠ + ∞ =
 = limx→0+
 x1 ).
 4o limx→0- 21
 x = limx→0+ 2
 1x
 = limx→0 21
 x = + ∞ (v. sl.
 3.2.6 ),
 5o limN∋x→∞ ( x – ⎣x⎦ ) = 0, jer za ∀( x = n∈N) vrijedi ⎣x⎦ = n pa je x – ⎣x⎦ = n – n = 0 (gdje je, za svaki x∈R, ⎣x⎦ /donji/ cijeli dio od x, tj. najveći cijeli broj koji nije veći od x, dok je x – ⎣x⎦ : = x razlomljeni dio od x ).
 y 1 -1 0 1 x
 -1 Sl. 3.2.5.
 y
 0 x
 Sl. 3.2.6.
 xy 1=
 21x
 y =
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 Primijetimo da je slučaj 5o primjera 3.2.2. specijalan slučaj sljedeće situacije: Neka je f : D → R funkcija realne promjenljive i neka je pri tome +∞ tačka gomilanja skupa D∩N. U tom slučaju zajedno sa funkcijom f možemo posmatrati funkciju fD∩N, tj. niz (xn), gdje je xn = f (n), je definiran za dovoljno velike vrijednosti n (∈N). Otuda vidimo da je pojam granične vrijednosti niza realnih brojeva uveden u okviru izlaganja teorije nizova zapravo specijalan slučaj pojma granične vrijednosti realne funkcije realne promjenljive opisane u definiciji 3.2.1, jer je limn→∞ xn jednostavno druga oznaka za lim N∋x→+∞ f(x). Prema već rečenom, jasno je da ako postoji limx→+∞ f (x), onda postoji i limn→∞ xn , dok obrnuto ne mora da važi (v. primjere 3.2.2.5o i 3.2.3.).
 U opštem slučaju veza između granične vrijednosti funkcije i granične vrijednosti nizova ( f (xn ) ) za razne nizove (xn) za koje je limn→∞ xn = x0 može se precizno izraziti sljedećom teoremom (koja pokazuje da se pojam granične vrijednosti funkcije može u potpunosti opisati pomoću pojma granične vrijednosti niza).
 )(lim0
 xfxx→
 Teorema 3.2.1. Granična vrijednost realne funkcije f : D→K realne promjenljive u tački x0∈R jednaka je y0 ( y0∈R ), tj. 0)(lim
 0yxfxx =→ , akko za svaki niz (xn), takav da
 je xn∈D \x0 za svaki n∈N i limn→∞ xn = x0, vrijedi limn→∞ f (xn) = y0.
 Navedeni potrebni i dovoljni uslovi u ovoj teoremi mogu se uzeti za definiciju pojma granične vrijednosti funkcije “na jeziku nizova”, koju je prvi koristio H. E. HEINE (1872). *) Definicija 3.2.4. (Po Heineu). Za funkciju f : D → R realne promjenljive kaže se da ima u tački x0∈R graničnu vrijednost jednaku y0 ( y0∈R ), ako za svaki niz x1, x2, ..., xn, ... tačaka iz D, za koji je xn ≠ x0 za svaki n∈N i limn→∞ xn = x0, važi limn→∞ f (xn) = y0. U Heineovoj koncepciji definicije limesa funkcije kao polazna tačka se javlja pojam limesa niza, dok se pojam limesa funkcije javlja kao izvedeni pojam. Za pojam graničnog teženja funkcije ( u opštoj definiciji 3.2.4 ) bitno je da svaki način teženja argumenta x broju c (koji može, ali ne mora pripadati području definicije argumenta x ), tj. bilo koji niz (xn) iz područja definicije argumenta x, kojem su svi članovi različiti od c, a teže ka c, “vodi” do iste granične vrijednosti g. Vidjet ćemo iz narednog primjera da različiti načini teženja promjenljive x mogu voditi do različitih vrijednosti g, pa se u tom slučaju ne govori o jedinstvenoj graničnoj vrijednosti u gornjem smislu. Međutim, važno je primijetiti da je dovoljno zahtijevati da je za svaki niz (xn) iz područja promjenljive x koji teži vrijednosti c niz (yn) vrijednosti funkcije y(x) konvergentan, jer iz toga već slijedi da svi nizovi (yn) teže istoj graničnoj vrijednosti g. Zaista, ako bi niz (yn) težio vrijednosti g' kada (xn) teži ka c, a niz
 )( ny drugoj vrijednosti g'', kad i )( nx teži ka c, težio bi i niz y1, 1y , …, yn, ny , … koji nastaje
 iz zadanih nizova uzimajući naizmjenično po redu članove prvog i drugog niza, također nekoj vrijednosti g , jer je i to niz vrijednosti funkcije y(x) koje odgovaraju vrijednostima argumenta x iz njegova područja definicije koje teže ka c. No, nizovi (yn) i )( ny su podnizovi iz novog (navedenog) niza, pa, prema teoremu o
 jednoznačnosti granične vrijednosti niza, teže i oni istoj graničnoj vrijednosti g . Iz teoreme 3.2.1. i upravo dokazane činjenice neposredno slijedi sljedeća teorema:
 Teorema 3.2.2. Neka je na skupu D (⊆R) definisana (realna) funkcija f (x) i neka je x0∈R (tačka gomilanja skupa D ). Tada su dvije sljedeće tvrdnje međusobno ekvivalentne:
 1) Postoji )(lim0
 xfxx→ . 2) Za svaki niz (xn) tačaka iz D (xn ≠ x0 za svaki n∈N ) koji teži ka x0 postoji limn→∞ f (xn) .
 _____________________ *) E. Edudard Heine (1821 – 1881) - njemački matematičar.
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 Primijetimo da se teoremom 3.2.1 - iskazuje ekvivalentnost definicije 3.2.1. granične vrijednosti funkcije, tj. Košijeve (Cauchy) definicije, koja se još naziva i definicijom “na jeziku okolina” (ili “na jeziku ε-δ“, ako se uzme u obzir njen zapis za konačne x0 i y0 ), i Hajneove (Heine) definicije granične vrijednosti funkcije (tj. definicije 3.2.4). Zato se teorema 3.2.1. može iskazati i u ovom (ekvivalentnom) obliku: Teorema 3.2.3. Cauchyjeva definicija limesa funkcije i Heineova definicija limesa funkcije su međusobno ekvivalentne.
 Dokaz: 1° Neka funkcija f : D →R realne promjenljive ima u tački x0∈ R graničnu vrijednost y0∈ R , tj. neka je , u smislu Cauchyjeve definicije limesa funkcije. To znači da za svaku okolinu
 V (y0) tačke y0 postoji okolina U(x0 ) tačke x0, takva da je f (ŮD (x0)) ⊆ V(y0) . Fiksirajmo okolinu V (y0) tačke y0.
 0)(lim0
 yxfxx =→
 Neka je sada (xn) proizvoljan niz za koji je xn∈D \x0 (za svaki n∈N) i limn→∞ xn = x0. Iz xn→x0
 (n→∞) slijedi da postoji takav prirodan broj n0 = n0(U(x0)) da vrijedi xn∈UD (x0) za svaki n ≥ n0. Po pretpostavci je tada i xn∈ŮD(x0) (jer je xn ≠ x0 za svaki n∈N), pa dobijemo da je f (xn)∈V (y0) za svaki n ≥ n0. Primijetimo da broj n0 zavisi od okoline U(x0) tačke x0. No, kako okolina U(x0) zavisi od okoline V(y0), to n0 zavisi od okoline V(y0), pa dakle vrijedi da za svaku okolinu V(y0) tačke y0 postoji prirodan broj n0 koji zavisi od okoline V(y0) takav da vrijedi f(xn)∈V(y0) za svaki n ≥ n0. No, to znači da je limn→∞ f(xn) = = y0. Kako ovo vrijedi za svaki niz (xn) (xn∈D, xn≠ x0 i limn→∞ xn = x0), to je zadovoljen i uslov Heineove definicije limesa funkcije. Time je dokazano da posmatrana funkcija f ima u tački x0∈R graničnu vrijednost jednaku y0 i u smislu Heineove definicije limesa funkcije. 2o Obrnuto, neka funkcija f : D→R realne promjenljive ima u tački x0∈R graničnu vrijednost y0 (y0∈R ) u smislu Heineove definicije limesa funkcije. Treba da dokažemo da data funkcija f ima u tački x0∈ R graničnu vrijednost jednaku vrijednosti y0 i u smislu Cauchyjeve definicije limesa funkcije. Pretpostavimo da ta tvrdnja nije tačna. To znači da nije tačno da za svaku okolinu V(y0) tačke y0 postoji okolina U(x0) tačke x0 takva da vrijedi f (ŮD (x0)) ⊆ V (y0). Ovo pak znači da postoji neka okolina tačke y0, označimo je sa V0 (y0), takva da za svaku okolinu U(x0) tačke x0 vrijedi f (ŮD (x0)) ⊄ V0 (y0 ). No, to pak znači da za svaku okolinu U(x0) tačke x0 postoji bar jedan xU∈U(x0)∩D, xU ≠ x0, f (xU)∉V0(y0).
 Ako je x0∈R, označimo sa Un(x0) n1 – okolinu tačke x0, a ako je x0 = +∞ sa Un(x0) označimo
 okolinu (n, +∞), dok u slučaju x0 = – ∞ sa Un(x0) označimo okolinu (– ∞, – n) (za svaki n∈N). Tako dobijemo niz (Un(x0)) okolina (u R) tačke x0. Kako je f (Ůn (x0) ∩ D ) ⊄ V(y0), to za svaki n∈N postoji bar jedan xn∈Ůn(x0)∩D takav da je f(xn)∉V(y0). Konstruisani niz (xn) ispunjava očigledno uslove xn∈D\x0 (za svaki n∈N) i limn→∞ xn = x0, ali limn→∞ f(xn) ≠ y0. Dakle, ako nije po Cauchyju, tj. ako y0 nije granična vrijednost date funkcije u tački x0 u smislu Cauchyjeve definicije limesa funkcije, onda nije ispunjen uslov u Heineovoj definiciji limesa funkcije. Do ove kontradikcije je dovela pretpostavka da je y0 limes funkcije f u tački x0 u smislu Heineove definicije a da nije limes u smislu Cauchyjeve definicije. Dakle, ako je y0 limes funkcije f u tački x0 u smislu Heineove definicije, onda je y0 limes te funkcije u x0 i u smislu Cauchyjeve definicije limesa funkcije, što je i trebalo dokazati. Ovim je ekvivalencija (Cauchyjeve i Heineove definicije limesa funkcije) dokazana i dokaz teoreme 3.2.3. završen.
 0)(xflim0
 yxx =→
 Primjer 3.2.3. Dokazati da ne postoji ⎣ ⎦ ). (lim xxx −+∞→ Rješenje: Funkcija f data formulom f (x): = x – ⎣x⎦ ima prirodni domen D:=R i vrijedi (v. sl. 3.2.7)
 ⎣ ⎦
 ⎪⎪⎪
 ⎩
 ⎪⎪⎪
 ⎨
 ⎧
 <≤−<≤=−<≤−+=−−
 =−=
 M
 M
 ,21,1,10,0
 ,01,1)1()(
 xxxxx
 xxxxxxf
 Kako je x0 : = +∞ tačka gomilanja domena date funkcije, to dati limes ima smisla. Za x'n : = n imamo x'n→+∞ (n→∞) i f (x'n) = 0 → 0 (n→∞), a za x''n : = n+ α, gdje je 0<α<1 (npr., α = ½ ), imamo takođe x''n →+∞, ali
 y
 1 y = x – ⎣x⎦
 –2 –1 0 1 2 3 x
 Slika 3.2.7.
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 f (x''n) = n + α – ⎣n + α⎦ = n + α – n = α → α ≠ 0 (n→∞). Zato ne može postojati vrijednost y0∈R kojoj bi težio niz ( f (xn) ) za svaki niz (xn) koji teži ka +∞, pa prema prethodnoj teoremi 3.2.3. slijedi da ne postoji limx→+∞ f(x). U jednom od narednih odjeljaka dokazat ćemo da vrijede sljedeće važne jednakosti:
 1) ,11lim )2 ; 1sinlim0
 exx
 x x
 xx=⎟
 ⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +=
 ±∞→→ koje se često koriste u rješavanju zadataka.
 § 3.3. Opšte osobine konačnih i beskonačnih graničnih vrijednosti funkcija
 (Osnovne teoreme teorije graničnih vrijednosti funkcija)
 U prethodnom paragrafu §3.2. izvedena je veza između pojma granične vrijednosti funkcije i granične vrijednosti niza. Ta se veza koristi kod određivanja limesa nizova (npr., limes niza (n sin
 n1 ) se može odrediti pomoću limesa funkcije f(x): =
 xxsin u tački 0, jer
 za xn = n1 imamo da je yn : = n⋅ sin
 n1 = f(xn), pa iz limn→∞ xn = 0 i limx→0 f(x) = 1
 slijedi da je limn→∞ yn = limn→∞ f(xn) = limx→0 f(x) = 1), ali se može korisno primijeniti, između ostalog i pri dokazu mnogih osobina koje su u vezi sa graničnim vrijednostima funkcija. Zapravo, preko odgovarajućih osobina nizova, primjenom teoreme o ekvivalentnosti Cauchyjeve i Heineove definicije granične vrijednosti funkcija, možemo praktično za sve osobine graničnih vrijednosti nizova koje su poznate (i izvedene) u teoriji nizova dokazati analogne kad su u pitanju limesi realnih funkcija realne promjenljive. Na taj način se mogu dokazati svi stavovi (teoreme) koje navodimo u okviru ovog paragrafa, a ovdje ćemo radi uvježbavanja upotrebe pojmova definicije 3.2.1. i nekih njenih ekvivalenata dokazati neke od njih “na jeziku okolina” (ili “na jeziku ε – δ”, za slučajeve konačnog limesa funkcije u konačnoj tački).
 Teorema 3.3.1. Funkcija f : D→K (D, K ⊆ R) ne može imati u tački x0 (∈R ) dvije različite granične vrijednosti (tj. ako funkcija f ima limes u tački x0, on je jednoznačno određen).
 Teorema 3.3.2. Ako funkcija f : D→K (D, K ⊆ R) ima konačnu graničnu vrijednost u tački x0 (∈R ), onda postoji okolina U(x0) tačke x0, takva da je funkcija f ograničena na skupu ŮD(x0).
 Dokaz: Kako je f(x) | x∈ ŮD(x0) = f (ŮD(x0)) ⊆ V(y0) za proizvoljnu okolinu V(y0) tačke y0 (∈R) i pogodno odabranu okolinu U(x0) tačke x0 (∈R ), gdje je
 i kako oklinu V(y0) možemo izabrati tako da bude ograničen skup, to je i skup f (x) | x∈ ŮD(x0) ograničen. Q.E.D.
 ),(lim :00 xfy xx→=
 Napomenimo da obrnuta teorema (od teoreme 3.3.2) ne važi.
 Definicija 3.3.1. Ako je 0)( lim0
 =→ xxx α (x0 ∈R ), kažemo da je funkcija realne promjenljive α : D→R beskonačno mala kad x→ x0 (beskonačno mala /veličina/ u tački x0). Funkcija α : D→R (D ⊆ R) naziva se beskonačno velikom kad x→ x0 (x0 ∈R ) (beskonačno velika veličina kad x→ x0 ) ako za svaki M∈R postoji okolina U(x0) tačke x0, takva da za svaki x∈ ŮD(x0) vrijedi |α (x)|>M . Ako je α beskonačno mala kad x→ x0, pišemo *)
 α = o(x0) (x→ x0) (čitamo: α je malo o od x0 ). ____________________
 *) O asimptotskim oznakama o (malo o), O (veliko O), ~ (ekvivalentno) (simbole o i O nazivamo simboli Landaua, prema E. Landau) i njihovim osobinama izlažemo u posebnom odjeljku ovog poglavlja.
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 Teorema 3.3.3. (i) Za svaku fukciju f : D→K (D, K ⊆ R) važi da je limx→a f(x) = b (b∈R, a∈R ) akko je f(x) = b + α (x), gdje je α beskonačno mala kad x→a. (Iz limx→a f(x) = b ∈R slijedi limx→a ( f(x) – b) = 0 .) (ii) Zbir i razlika dvije beskonačno male funkcije kad x→a su beskonačno male kad x→a (pri čemu se podrazumijeva da su zbir i razlika definirani na presjeku domena sabiraka, tako da je x0 tačka gomilanja toga presjeka). (iii) Ako je α : D→R (D ⊆ R) beskonačno mala funkcija kad x → a, a funkcija β ograničena na skupu ŮD(a) za neku okolinu U(a) tačke a, onda je αβ beskonačno mala kad x → a.
 Ako je f(x) = c ∈R za svaki x iz neke okoline tačke x0, onda je, očito, . )(lim
 0cxfxx =→
 Teorema 3.3.4. Ako je limx→a f(x) = A (∈R), onda je limx→a | f(x) | = | A |, tj. limx→a | f(x) | = | limx→a f(x) |, (a∈R ).
 Dokaz: Tačnost ove teoreme slijedi iz nejednakosti | | f(x) – | A | | ≤ | f(x) – A | . Sljedeća teorema odnosi se na osobine limesa funkcije koje su u vezi relacije poretka u R.
 Teorema 3.3.5. (O nejednakostima). (i) Ako je limx→a f(x) < limx→a g(x), (a∈R ), onda postoji okolina U(a) tačke a, takva da je f(x) < g(x) za svaki x∈ŮD(a), gdje je D presjek domena D( f ) i D(g). Specijalno, ako je limx→a f(x) = b < c, gdje je c realan broj, onda postoji okolina U(a) tačke a takva da je f(x) < c za svaki x∈ŮD(a) (gdje je D domen od f ). Analogno važi kada se znak < zamijeni znakom > (ili sa ≤ , odnosno sa ≥ ). (ii) Ako postoje granične vrijednosti (konačne ili beskonačne) limx→a f(x) i limx→a g(x) (a∈R ), pri čemu je za neku okolinu U(a) tačke a ispunjeno f(x) ≤ g(x) za sve x∈ŮD(a) (gdje je D presjek domena D( f ) i D(g) kojem je tačka a tačka gomilanja), onda je i limx→a f(x) ≤ limx→a g(x). Analogno važi kada se znak ≤ zamijeni znakom ≥ . (iii) (Teorema o dva žandara, teorema o stezanju / uklještenju / ). Neka su f, g, h tri realne funkcije jedne realne promjenljive, D presjek domena D( f ), D(g) i D(h) kojem je tačka a tačka gomilanja i neka je f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) za sve x∈ŮD(a), gdje je U(a) neka okolina tačke a (ŮD(a) : = U(a) ∩ D \ a). Ako je limx→a f(x) = limx→a h(x) = b (a, b ∈R ), onda je i limx→a g(x) = b. Sljedeća teorema daje jednostavnu vezu između algebarskih operacija u skupu R i graničnog prelaza za funkcije.
 Teorema 3.3.6. (O algebarskim operacijama za limese funkcija). Neka je limx→a f(x) = = b i limx→a g(x) = c (b, c ∈R ), gdje je tačka a (∈R ) tačka gomilanja presjeka D (⊆ R) domena D( f ) i D(g) realnih funkcija f i g. Tada je :
 [ ][ ]
 .0 )(lim
 )(lim
 )(
 )(lim )
 ));(lim)(lim( )()(lim ));( ),(lim)(lim )
 ));(lim)(lim( ))()((lim )
 ≠⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛==
 ⋅=⋅=⋅∈⋅=⋅
 ±=±=±
 →
 →→
 →→→
 →→
 →→→
 cjeakoxg
 xf
 c
 b
 xg
 xfd
 xgxfcbxgxfckxfkxfkb
 xgxfcbxgxfa
 ax
 axax
 axaxax
 axax
 axaxax
 R
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 Dokaz: d) Kako je limx→a g(x) = c ≠ 0, to (prema teoremi 3.3.5. (i)) postoji okolina U '(a) tačke a takva da je g(x) ≠ 0 za svaki Ů 'D(a). Iz limx→a | g(x) | = |c| ∈R slijedi da je funkcija | g(x) | ograničena u nekoj okolini Ů ''D(a) tačke a, tj. postoji okolina U ''(a) tačke a takva da je
 |c| – ε < | g(x) | < |c| + ε, (gdje je, za npr. 2
 c=ε , 0 < |c| – ε ),
 za sve x∈ Ů ''D(a). (Iz | g(x) | > |c| – ε (: = r ) > 0 za sve x∈ Ů ''D(a) slijedi da je i g(x) ≠ 0 za sve x∈ Ů ''D(a); zato odgovarajuća pretpostavka o g(x) nije ni uključena u uslove dijela d) ove teoreme. / Pri
 tome, dakle, čak ne zahijevamo da )()(
 xgxf bude definirano za sve x∈D(g), x∈D( f ), a ipak govorimo o
 limesu količnika )()(
 xgxf . / ). Postoji okolina U(a) tačke a, koja je sadržana u okolinama U '(a) i U ''(a)
 takva da je
 ,0) : ( 1)(
 1 . ,1)(
 11>=
 −<
 −<<
 +M
 cxgtj
 cxgc εεε
 za sve x∈ŮD(a), pa je funkcija )(
 1xg
 ograničena u okolini Ů(a) tačke a. Na osnovu teoreme
 3.3.3. (i) imamo
 [ ] , )()()(
 1)()(
 )()( xbxc
 xgccb
 xcxb
 cb
 xgxf βα
 βα
 ⋅−⋅⋅⋅
 =−++
 =−
 gdje su α i β beskonačno male kad x → a. Iz prethodnog je ( )0' : )(
 1>=<
 ⋅M
 cM
 xgc za sve
 x∈ŮD(a), pa je funkcija )(
 1xgc ⋅
 ograničena na ŮD(a). Primjenom teoreme 3.3.3. (iii) zaključujemo da
 je . )()(lim
 cb
 xgxf
 ax =→ Q.E.D.
 Napomena: Ako je limx→a f(x) = 0 i limx→a g(x) = 0, onda o graničnoj vrijednosti
 funkcije )()(
 xgxf u tački a ne možemo na osnovu prethodnih teorema ništa određeno kazati.
 Svojstva a) i b) mogu se proširiti na linearnu kombinaciju , a svojstvo c)
 na proizvod i, specijalno, na stepen (f(x))n (n∈N). ∑ =
 ⋅ni ii xfk
 1)(
 ∏ =
 n
 i i xf1
 )( Teorema 3.3.7. (O nekim svojstvima beskonačnih graničnih vrijednosti). 1.° Ako je (ili – ∞), (x0∈+∞=→ )(lim
 0xfxx R ), onda je . )(lim
 0+∞=→ xfxx
 2.° Ako je )(lim0
 +∞=→ xfxx (x0∈R ), onda je . 0)(
 1lim0
 =→ xfxx
 3.° Ako je i ako je f(x) ≠ 0 u nekoj okolini ŮD(x0) (gdje je D⊆R
 domen funkcije f ), onda je
 0)(lim0
 =→ xfxx
 +∞=→ )(1lim
 0 xfxx , (x0∈R ).
 4.° Ako je (x0∈+∞=→ )(lim0
 xfxx R ), a funkcija g ograničena odozdo u nekoj okolini Ů*D(x0), gdje je D presjek domena D( f ) i D(g) kojem je x0 tačka gomilanja, i, specijalno ako je R∈=→ bxgxx )(lim
 0, onda je
 [ ] .)()(lim0
 +∞=±→ xgxfxx 5.° Ako je i R∈=→ Axfxx )(lim
 0+∞=→ )(lim
 0xgxx , onda je ∞⋅=⋅→ Axgxfxx sgn)()(lim
 0 za
 A ≠ 0 i .0)()(lim
 0=→ xg
 xfxx
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 Dokaz: 4.° Iz uslova dijela 4.° ove teoreme slijedi da postoji broj p∈R, takav da je p < g(x) za svaki x∈Ů*D (x0), i da za svaki dovoljno veliki broj Δ > 0 postoji okolina U '(x0) tačke x0 takva da je f(x) > Δ – p za svaki x∈Ů 'D (x0). Otuda slijedi da postoji okolina U (x0), sadržana u okolinama U *(x0) i U '(x0), takva da je f(x) + g(x) > Δ za svaki x∈ŮD (x0), pa je [ ] +∞=+→ )()(lim
 0xgxfxx .
 Polazeći od definicije limesa funkcije, iz egzistencije naznačenog limesa lako se dokažu i osatli dijelovi (tj. 1.° – 3.° i 5.°) ove teoreme. Q.E.D. I kod funkcija definiraju se limes inferior i limes superior, slično kao kod nizova. Limes inferior (odnosno limes superior) funkcije f : D→K (D, K ⊆ R) kad x → a, u oznaci
 ili )(inflim xfax→
 )(lim xfax→ (odnosno ili )(suplim xfax→
 )(lim xfax→ ), je najmanja (odnosno
 najveća) granična vrijednost niza ( f(xn)) po svim nizovima (xn) (xn ∈D ) koji teže ka a. Za razliku od limesa, limes inferior i limes superior uvijek postoje u R . Lako se vidi da funkcija f : D→K (D, K ⊆ R) ima graničnu vrijednost A kad x → a akko je (A∈,)(suplim)(inflim Axfxf
 axax==
 →→R , a∈R , gdje je a tačka gomilanja od D).
 Npr., , pa ne postoji. xxfxx
 sinsuplim11sininflim+∞→+∞→
 =≠−= xx sinlim +∞→
 § 3.4. Osnovne elementarne funkcije realne promjenljive
 Osnovne elementarne funkcije realne promjenljive su (konstante i identička funkcija i) eksponencijalne i logaritamske funkcije, stepene funkcije, trigonometrijske i inverzne trigonometrijske funkcije. U narednom poglavlju ćemo vidjeti da se sve tzv. elementarne funkcije mogu izraziti samo pomoću eksponencijalne i kogaritamske funkcije, koje su, prema tome, osnovne funkcije u matematici. To praktično znači da, ako se ove dvije funkcije dovoljno rigorozno (strogo) definiraju (u realnom i u kompleksnom domenu), time je riješeno pitanje stroge definicije svih ostalih elementarnih funkcija. Zato ćemo ovdje detaljno opisati samo strogo uvođenje eksponencijalne funkcije i ustanoviti egzistenciju njene(jednoznačne) inverzne funkcije (u realnom domenu) koja se naziva logaritamskom funkcijom. Inače, osnovne elementarne funkcije mogu se definirati ili neposredno pomoću osnovnih računskih operacija ili polazeći od geometrijske interpretacije. Međutim, uglavnom one imaju određenu “očiglednost”, što i opravdava njihov naziv. U skladu sa navedenom konvencijom u §3.1., pod domenom osnovne elementarne (i, uopšte, elementarne, kao i proizvoljne realne funkcije f jedne realne promjenljive date analitičkim izrazom f(x)) funkcije podrazumijeva maksimalan (u smislu inkluzije) podskup skupa R koji dopušta izraz kojim je ta funkcija zadana (ako nije drugačije rečeno).
 3.4.1. Pojmovi stepena, korijena i logaritma. Eksponencijalne i logaritamske funkcije
 U prethodnim odjeljcima operirali smo sa funkcijama kao što su npr. eksponencijalna funkcija, a da ih zapravo nismo definirali u svim slučajevima (koji imaju smisla u realnom domenu). Izrazi oblika an, gdje je n prirodan broj, mogu se definisati svođenjem na operaciju množenja. Naime, stepen an sa prirodnim izložiocem n i bazom a iz R definira se kao ponovljeno množenje:
 ,...puta 43421
 n
 n aaaa ⋅⋅⋅= (n∈N, a∈R). (3.4.1)
 Za n = 0 i za svaki a∈R\0, stepen an definiramo formulom a0 = 1, (3.4.2)
 a za negativne cijele izložioce – n i za svaki a∈R\0, definiramo
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 .1n
 n
 aa =−
 (3.4.3)
 Ovim je definiran pojam stepena sa cijelim izložiocem. Izrazi oblika nm
 a , gdje su m i n prirodni brojevi, mogu se takođe svesti na osnovne operacije stepenovanja i korjenovanja. Ali, izrazi oblika ax, gdje je x iracionalan broj, ne mogu se automatski svesti na osnovne operacije, već se moraju definirati. Jedan prirodan način da se to definiranje uradi je sljedeći: Ako je (rk) niz racionalnih brojeva koji konvergira ka realnom broju x∈R, za svaki a∈R+, definiramo (3.4.3) .lim : kr
 kx aa
 +∞→=
 Da bi ovo bilo dobro (valjano) definirano, treba dokazati da limes u (3.4.3) postoji i da ne zavisi od izbora niza (rk) racionalnih brojeva koji konvergira ka x. To se može postići polazeći od osobina funkcije r → ar definirane na skupu Q racionalnih brojeva. Drugi način, za koji se pokazuje da je ekvivalentan navedenom, da se defnira stepen ax sa realnim (ne nužno racionalnim) izložiocem x∈R i bazom (osnovom) a∈R+, odnosno da se definira eksponencijalna funkcija x → ax (x∈R, 0 < a ≠ 1), jeste da se stavi
 : sup inf ,x r
 r xr xa a
 ∋ ≥∋ ≤= =
 QQ
 ra (3.4.4)
 pri čemu treba pokazati da supremum i infimum u (3.4.4) postoje i da su jednaki.
 Logaritamska funkcija x → loga x (x∈R+, 0 < a ≠ 1) se definira kao funkcija inverzna eksponencijalnoj funkciji x → ax (x∈R, 0 < a ≠ 1), a zatim se pomoću ovih funkcija mogu definirati i sve ostale elementarne funkcije (kao što je već rečeno). No, primijetimo da ni opisana definicija nije stroga, jer se bazira na intuitivnom značenju operacija stepenovanja i korjenovanja. U potpuno strogom zasnivanju elementarnih funkcija, polazi se od aksioma realnih brojeva (ili od nekog konstruktivnog načina uvođenja realnih brojeva), a zatim se dokazuje postojanje stepena i racionalnih korijena. U tom smislu dajemo sljedeći postupak: Pomoću principa matematičke indukcije, za svaki n∈N, definiramo (na način opisan u odjeljku o realnim brojevima) zbir (sumu) i proizvod realnih brojeva x1, …, xn , kao i pojam stepena (potencije) sa prirodnim eksponentom (izložiocem) xn za svaki x∈R.
 ∑ =
 ni ix
 1
 1∏ =
 n
 i ix
 Koristeći se cijelim brojevima, proširujemo pojam stepena ovako: ∀(x∈R\0) x0 = 1, x – n = (xn) – 1 za svaki n∈N.
 Aksioma neprekidnosti omogućava nam da uvedemo korjenovanje ili što je isto, stepenovanje sa racionalnim izložiocem. U tom smislu imamo sljedeću teoremu. Teorema 3.4.1. Za svaki dati pozitivan realan broj x i za svaki prirodan broj n postoji i jednoznačno je određen pozitivan realan broj y, takav da je y n = x, ili simbolički:
 ∀( n∈N, x∈R+) (∃! y∈ R+) y n = x. Dokaz: Označimo sa A skup z∈[0, + ∞ ) | z n ≤ x. Ova jskup A je očigledno neprazan (jer sadži npr. element 0) i ograničen odozgo (npr. brojem 1 ako je x ≤ 1 i brojem x ako je x ≥ 1). Otuda prema teoremu o supremumu postoji sup A u R kojeg ćemo označiti sa y, tj. y : = sup A. Očito vrijedi da je y > 0. Dokažimo da je y traženi broj, tj. da je yn = x. Pretposatvimo suprotno, tj. pretpostavimo da je yn ≠ x. Dokažimo da je yn < x nemoguće. Ako bi bilo yn < x, onda bi vrijedilo x – yn > 0. Označimo razliku x – yn sa ε. Za svaki h ∈ (0, 1], prema Newtonovoj binomnoj formuli ,važi:
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 ( )
 10 1
 1
 ( )
 .
 n nn n k k n n k k n n kk k
 nn ny
 n ny h y h y h y h y h y
 k k
 y h y
 − − −= =
 +
 ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = = + ⋅ ≤ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
 ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠1
 n
 k
 nk
 −=
 ⎡ ⎤= + ⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦
 ∑ ∑ ∑
 Na osnovu posljedice Arhimedovog svojstva uređenog polja R, prema kojoj “za sve a, b ∈R za koje je a < b, postoji racionalan broj c, takav da je a < c < b ”, postoji h ∈ (0, 1] takav da je h < ε / [(1+y)n – yn]. Otuda je (y + h)n ≤ yn + ε = x, a to znači da postoji element y + h u skupu A koji je veći od y, š to je u suprotnosti sa y = sup A . Prema tome nemoguće je da bude yn < x. Slično se dokazuje da je yn > x nemoguće. Zato je yn = x, čime je završen dokaz egzistencije traženog elementa y. Jednoznačna određenost elementa y∈ R+ sa osobinom yn = x jasna je, jer ako bi postojala dva međusobno različita elementa y1, y2 ∈ R+, takva da je y1
 n = x i y2n = x onda bi za , npr., y1< y2 , bilo
 x = y1n < y2
 n = x, što je nemoguće. Time je dokaz teoreme 3.4.1. završen.
 Definicija 3.4.1. Broj y∈ R+ za koji je yn = x (n∈N, x∈R+), čija je egzistencija i jednoznačnost osigurana prethodnom teoremom 3.4.1., naziva se n – ti korijen broja x i
 označava sa n xy = : ili . :1nxy =
 Prema tome , pojam stepena sa racionalnim izložiocem ar, r∈Q, može se definirati za
 svaki a > 0 sa: , za ))(()(1
 nmraaaa nmn mn
 mr ==== (m, n∈N ); ar = 1 za r = 0;
 )1()( 1
 nm
 nm
 r
 a
 aa == − za ,nmr −= (m, n∈N ).
 Za novouvedenu operaciju korjenovanja, odnosno stepenovanja sa racionalnim izložiocem vrijede poznata pravila (za sve a, b∈R+; m, n∈N; r, r1, r2 ∈Q) : (i) ;, nmn mnnn aabaab =⋅= (ii) ( ) .)(,, 21212121 rrrrrrrrrrr baabaaaaa ===⋅ +
 1.° Neka je a∈R, takav da je a > 1. Tada se lako vidi da, osim osobina (i) i (ii), vrijede i ove osobine: (iii) ∀( r1, r2 ∈Q) r1 < r2 ⇒ (iv) ako je r0 ∈Q, onda je . ;21 rr aa < lim 0
 0
 rrrr
 aa =→∋Q
 Naš sljedeći korak je da pojam stepena sa racionalnm izložiocem ar (a > 0, r∈Q) proširimo na pojam stepena sa proizvoljnim realnim izložiocem ax (a > 0, x∈R) , tj. da definiramo šta ćemo podrazumijevati pod ax ako je x realan broj (pa, dakle, i ako je x racionalan broj). No, prije toga razmotrimo ovaj primjer: Većina korisnika matematike i ne razmišlja o tome kako bi se definirao izraz (a time i izračunala njegova vrijednost), npr., 32 . Ako neko ima potrebu da izračuna vrijednost ovog izraza, izračunaće je pomoću nekog tehničkog pomagala (digitrona / kalkulatora, elektronskog računara). Tako može dobiti da je
 ,321997084,32 3 ≅ tj. dobiće samo približnu vrijednost, sa određenim brojem decimala. Pomoću standardne aproksimacije
 73,13 ≈ možemo dobiti ,222 100173
 73,13 =≈ čime smo izraz 32 sveli na stepen sa racionalnim izložiocem.
 Ovako izračunata približna vrijednost izraza 32 iznosi 3,317. Ako 3 aproksimiramo sa više decimalnih
 mjesta, npr., ,732,13 ≈ dobijemo .32188,3222 10001732
 732,13 ≈=≈ Još tačnije, dobijemo da je
 ,321995226,3222 100000173205
 73205,13 ≈=≈ itd. Ovaj algoritam nam daje ideju kako se u opštem slučaju može definirati stepen ax, za proizvoljan x∈R (a > 0), što smo već i iskazali kroz formule (3.4.3) i (3.4.4). Sada ćemo dati postupak (strogog) uvođenja pojma stepena ax (a > 0), ako je x proizvoljan realan broj. U tom smislu nastavimo započetu proceduru za slučaj kada je a > 1.
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 Neka je, dakle, a∈(1, +∞) i x∈R. Skupove ar | r∈Q , r < x i ar | r∈Q , r > x označimo sa A i B, respektivno. Iz svojstva (i) slijedi da je skup A ograničen odozgo (proizvoljnim elementom skupa B), a skup B ograničen odozdo (proizvoljnim elementom skupa A). Prema teoremama o supremumu i infimumu postoje konačni sup A i inf B. Očigledno je sup A ≤ inf B. Dokažimo da je zapravo sup A = inf B. Zaista, za r1 < x < r2 (r1, r2 ∈Q) je odakle je ,infsup 21 rr aBAa ≤≤≤
 ).1(sup)1(supinf0 1212112 −⋅≤−=−≤−≤ −− rrrrrrr aAaaaaAB No, na osnovu svojstva (ii), za svaki ε > 0 postoji δ > 0, takav da vrijedi
 ∀ (r1, r2 ∈Q) . sup
 1 0 1212 A
 arr rr εδ <−⇒<−< −
 Otuda slijedi da je 0 ≤ inf B – sup A < ε , odakle, zbog proizvoljnosti broja ε (ε > 0), slijedi da je sup A = inf B.
 Prema tome, pojam stepena ax (a > 1, x∈R), a samim tim i pojam eksponencijalne funkcije x → ax (x∈R), sa osnovom a > 1, može se definirati na sljedeći način. Definicija 3.4.2. Stepen sa realnim izložiocem (eksponentom) x i osnovom (bazom) a, (a > 1), je izraz ax defniran sa
 ax = sup A = inf B . Funkcija x → ax zove se eksponencijalna funkcija sa osnovom (bazom) a .
 Lako se provjerava da je ovako uvedena funkcija proširenje funkcije Q ∋ r → ar, te da ona zadržava osnovna svojstva funkcije Q ∋ r → ar, a ima i neka nova. Sljedećim stavom su data osnovna svojstva eksponencijalnih funkcija sa osnovom a > 1. Stav 3.4.1. Neka je a > 1. Tada: (a) ∀(x∈R) (b) ∀(x1, x2 ∈R) ;lim
 xrxr aa =→∋Q ; 21
 21xx aaxx <⇒<
 (c) ∀(x1, x2 ∈R) (d) ∀(x0∈R) ;)(, 21212121 xxxxxxxx aaaaa ⋅+ ==⋅ ;lim 00
 xxxx aa =→∋R
 (e) funkcija x → ax preslikava skup R na skup (0, +∞), tj. rang svake eksponencijalne funkcije x → ax (a > 1) je skup R+.
 2.° Za slučaj a ∈R, 0 < a < 1, opisana procedura u slučaju 1.° (za a > 1) se može ponoviti, uz očigledne izmjene. Na taj način se dolazi do pojma stepena ax (0 < a < 1) sa realnim izložiocem, odnosno do funkcije x → ax koja ima osobine kao i funkcija x → ax
 (a > 1), osim što se osobina (b) u stavu 3.4.1. zamjenjuje sa osobinom (b') ∀(x1, x2 ∈R) , 21
 21xx aaxx >⇒<
 tj. eksponencijalna funkcija x → ax je rastuća ako je a > 1, a opadajuća za 0 < a < 1.
 3.º Ako je a = 0 definiramo ax = 0 za svaki x∈ R+, a za a = 1 još stavljamo ax = 1 za svaki x∈ R. Primjer 3.4.1. Grafici eksponencijalnih funkcija: f2(x) : = 2x, fe(x) = ex, f10(x) = 10x su prikazani na sl. 3.4.1. i svi su istog oblika, kao i grafik proizvoljne funkcije iz familije fa | a > 1 eksponencijalnih funkcija fa : = ax, s tim što eksponencijalna funkcija brže raste (grafik je “strmiji”) ako joj je baza veća. Grafici eksponencijalnih funkcija:
 ),2(21)(
 21
 xx
 xf −=⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛= xx
 e
 xfexf −− == 10)(,)(1011 su prikazani na sl. 3.4.2. i svi su istog oblika
 kao i grafik proizvoljne funkcije iz familije fa : 0 < a < 1 eksponencijalnih funkcija fa(x) : = ax, s tim što eksponencijalna funkcija osnove a∈ (0, 1) sporije opada što joj je baza veća.
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 U matematici i njenim primjenama posebno je važna eksponencijalna funkcija sa osnovom e (Eulerov*) broj). Za eksponencijalnu funkciju sa osnovom e koristi se oznaka exp, tako da je exp x : = ex za svaki x∈R. Takođe se za funkciju x → ax koristi simbol expa x. Funkcija f : R→R+, data sa f(x) = ax za a∈R, a > 0, a ≠ 1, prema svojstvima (b) i (e) u stavu 3.4.1., jeste bijekciija, pa ima (jednoznačnu ) inverznu funkciju f –1 : R+→R, tj. ima smisla sljedeća definicija.
 Definiija 3.4.3. Inverzna funkcija f –1 : (0, +∞)→R funkcije f : R→(0, +∞) date sa f(x) = ax (0 < a ≠ 1), tj. funkcije expa x : R→R+ naziva se logaritamska funkcija sa osnovom (bazom) a i označava simbolom
 log a : R+ → R . Pri tome, log a (x), (x > 0), pišemo kao log a x, i zovemo logaritam broja x po bazi a (ili u odnosu na bazu a). Dakle, x = log a y ⇔ y = ax . Logaritamsku funkciju ili logaritam sa osnovom a = e nazivamo prirodni logaritam i označavamo ln : R+ → R (ln = logarithmus naturalis), tj. ln x : = log e x. No, u novije vrijeme preovlađuje oznaka log x (koja je ranije korištena za logaritme za osnovu 10) umjesto oznake ln x. Takođe se ponekad koristi i oznaka lg za logaritme sa osnovom 10 (npr., u ruskoj literaturi, posebno starijoj). Poznavajući graf(ik) eksponencijalne funkcije, graf(ik) funkcije loga x možemo dobiti (kao grafik invezne funkcije) tako da napravimo osno simetričnu sliku grafa eksponencijalne funkcije expa s obzirom na simetralu I. i III. kvadranta, tj. pravca datog sa y = x. Iz sl. 3.4.3. se vidi da je logaritamska funkcija za a > 1 (strogo) rastuća, a za 0 < a < 1 (strogo) opadajuća funkcija. Jedina nula logaritamske funkcije x→ loga x je x0 = 1 jer je a0 = 1 (za svaki a∈R\0). Po definiciji logaritamske funkcije, kao inverzne od eksponencijalne funkcije sa osnovom a (0 < a ≠ 1), imamo: __________________ *) Leonhard Euler (1707 – 1783) rođen je u Švajcarskoj, ali se razdoblje njegova najplodnijeg rada povezuje s Berlinom u vrijeme Fredericka Velikog i Sant Petersburgom u vrijeme Katarine Velike. Uz Joseph – Louis Lagrangea (1736 – 1813), francuskog matematičara (koji je većinu svojih radova uradio u Berlinu, gdje je naslijedio Eulera u Akademiji), smatra se najvećim i najplodnijim matematičarom 18. stoljeća. Objavio je brojne radove iz teorijske i primijenjene matematike. Njemu se pripisuju danas standardne oznake : π, e, i, te oznake za sumaciju ∑ i vrijednost funkcije f(x).
 a = 10 y a = e a = 2 y = ax (a > 1) 1
 0 x Sl. 3.4.1.
 y 101
 =a
 1 y = ax (0 < a < 1)
 0 x
 Sl. 3.4.2.
 ea 1=
 2=a 1
 y y = loga x (a > 1)
 0 1 x y = loga x (0< a <1) Sl. 3.4.3. (Grafik logaritamske funkcije za dvije vrijednosti osnove.)
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 ∀(x∈R) loga (ax) = x, ∀(y∈R+) . ya ya =log
 Neposredno iz definicije 3.4.3.i stava 3.4.1. slijede osnovne osobine logaritamske funkcije.
 Stav 3.4.2. Neka je 0 < a, a ≠1; y0, y1, y2 > 0. Tada: 1) loga a = 1, loga 1 = 0; 2) loga (y1⋅ y2) = loga y1 + loga y2; 3) (y1 < y2) ⇔ ( loga y1 < loga y2 ), ako je a > 1, (y1 < y2) ⇔ ( loga y1 > loga y2 ), ako je 0 < a < 1; 4) skup svih vrijednosti funkcije loga : R+→R je skup R svih realnih brojeva; 5) .logloglim 0
 0
 yy aayy=
 →
 Dokaz: Svojstva 1) – 4) slijede iz odgovarajućih osobina eksponencijalne funkcije x → ax i definicije logaritamske funkcije, odnosno logaritma. Tako je loga a = 1 ⇔ a1 = a, što je tačno na osnovu definicije stepena. Isto tako je loga 1 = 0 ⇔ a0 = 1, što vrijedi za svaki 0 < a ≠ 1 (čak za svaki a∈R\0 ). Ostaje da se dokaže svojstvo 5). No, na osnovu 2) je
 2') loga y – loga y0 = loga 0yy .
 Zato su nejednakosti – ε < loga y – loga y0 < ε ekvivalentne sa )(loglog)(log0
 εε εε ayya aaa =<<−=− ,
 odnosno, na osnovu svojstva 3), sa εε ayya <<−
 0 za a > 1 i εε −<< a
 yya0
 za 0 < a < 1. U svakom
 slučaju dobijemo da je za a > 1 ili za 0 < a < 1, odnosno – ε < loga y – loga y0 < ε. Time smo dokazali da je . Q.E.D.
 εε ayyay ⋅<<⋅ −00
 εε −⋅<<⋅ ayyay 00
 logloglim 00
 yy aayy
 =++ ∈→∋ RR
 Razlikujući slučajeve kada je α = n ∈N; α = – 1; α = 0; α = n1 , (n∈N); α =
 nm ∈Q;
 Q ∋ r → α (∈R), dokazuje se da vrijedi i važno svojstvo: 6) ∀(b∈R+, α∈R) loga (bα) = α ⋅ loga b,
 odakle odmah slijedi da za sve α, β ∈R i za svaki a∈R+ vrijedi jednakost: (aα)β = aα β. Primijetimo da se realcije 2) i 2') mogu poopštiti tako da važi:
 loga ( y1 ⋅ y2 ) = loga | y1 | + loga | y2 |, i 212
 1 logloglog yyyy
 aaa −=
 za sve a∈R+; y1, y2 ∈R tako da je y1 ⋅ y2 > 0. Takođe napomenimo da vrijedi relacija xnx a
 na log2log 2 ⋅= , za sve n∈N, x∈R\0 i a∈R+. Za a < 0 funkcija f iz R u R
 zadana formulom f(x) = ax definirana je samo za one x∈R za kojeje x = 0 ili x = qp , gdje
 su p i q relativno prosti cijeli brojevi i q neparan. Domen takve funkcije je “siromašan”, pa najčešće takve funkcije nisu od određenog interesa. Analogno važi i za njihove inverzne funkcije f –1(x): = log a x. Zbog ovog i rečenog u 3°, uglavnom se ograničavamo, kod funkcija zadanih relacijom f(x): = ax, na slučajeve 0 < a ≠ 1.
 Zadatak 3.4.1. gr.sl.) Realna funkcija f jedne realne promjenljive zadana je formulom ( ) ( 2)xf x = − . Ispitati da li je ta funkcija injekcija i da li ima (jednoznačnu) inverznu funkciju.
 _______________ gr.sl.) Zadatak zadan za pismeni i završni ispit iz Inženjerske matematike 1 (IM1) na Elektrotehničkom fakultetu Univerziteta u Sarajevu (održan 17.9.2010).
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I N Ž E N J E R S K A M A T E M A T I K A 1
 Verba rebus proba. [Potvrdi riječi činjenicama! Pridonesi dokaze.]
 ( Latinska izreka )
 P r e d a v a n j a z a s e d m u s e d m i c u n a s t a v e (u akademskoj 2010/2011. godini)
 3.4.2. Stepena funkcija
 U prethodnoj tački smo definirali opšti pojam stepena ax u skupu R, te pojmove eksponencijalne funkcije x ax i logaritamske funkcije x logax (baza a je fiksna). Ako sada fiksiramo eksponent, a pretpostavimo da se baza mijenja, u uobičajenim oznakama dobijemo sljedeću definiciju.
 a a
 Definicija 3.4.4. Za svaki α ∈ R, funkcija x xα, definirana na R+ naziva se stepena funkcija (ili potencijalna funkcija) sa eksponentom α .
 a
 Osnovna svojstva stepene funkcije lako se dobiju iz osnovnih svojstava eksponencijalne i logaritamske funkcije, tj. tako dobijemo ova svojstva: ( i ) , ( x > 0, α ∈ R, 0 < a ≠ 1 ); xaax logαα =
 ( ii ) , ( x > 0, α ∈ R, 0 < a ≠ 1 ); xx aa loglog αα =
 ( iii ) , ( x > 0, α , β ∈ R ); αββα xx =)(
 ( iv ) funkcija x a xα je (strogo) rastuća za α > 0, a (strogo) opadajuća za α < 0 (na R+); ( v ) za ∀α ∈ R \ 0 funkcija x xα preslikava R+ bijektivno na R+ . (v. sl. 3.4.4) a
 Primijetimo da se za neke vrijednosti eksponenta α domen funkcije x xα može proširiti.
 Tako, ako je
 a
 qp
 = α racionalan broj i njegov imenilac q je neparan, izraz xα možemo za x < 0
 definirati sa:
 ⎪⎩
 ⎪⎨⎧
 −=
 neparan. je ako ,
 paran, je ako ,
 px
 pxx α
 αα
 Ako je α > 0 još stavljamo 0α = 0. Lako se vidi kako se dobiju proširenja domena funkcije x xα i u ostalim mogućim slučajevima.
 a
 2− 2−3−
 y = xα 1 2
 1−
 1−
 -1 1−
 3− Sl. 3. 4. 4. Sl. 3 .4. 5. 116
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 Obično se pod pojmom stepena funkcija sa eksponentom α podrazumijeva svaka realna funkcija f (jedne realne promjenljive) koja je zadana analitičkim izrazom f (x) : = xα. Ovako definiran pojam stepene funkcije je proširenje pojma stepene funkcije uvedenog u definiciji 3.4.4. Lako se izvode i osnovna svojstva ovako proširene stepene funkcije. Za bilo kakvo α ∈ R funkcija f data sa f (x) : = xα je definirana za sve x ∈ R+, dok za x ≤ 0 stepena funkcija f može za neke vrijednosti promjenljive x biti definirana, a za druge ne mora. Naime, imamo ove slučajeve:
 1) Ako je qp
 = : α ∈ Q+, onda je funkcija x xα definirana na R ako je q neparan ili
 ako su i p i q parni, dok u slučaju kada je q paran a p neparan funkcija x xα nije definirana za negativne vrijednosti promjenljive x.
 a
 a
 2) Za α ≥ 0, pri čemu je α iracionalan broj, funkcija x xα je definirana samo za x ≥ 0, tj. definirana je na beskonačnom polusegmentu [0, + ∞ ).
 a
 3) Za α < 0 vrijedi sve rečeno o domenu kao u slučajevima 1) i 2), s tim što tada stepena funkcija x xα nije definirana u tački x : = 0. a
 Inverzna funkcija od stepene, ukoliko postoji, takođe je stepena funkcija, tj. ako je f (x) : = xα i
 ako postoji (jednoznačna !) inverzna funkcija f –1, onda je f –1 = α1
 x . Npr. funkcije f1(x) : = x, f2(x) : = x3, f3(x) : = x imaju inverzne funkcije, respektivno, f 1–1 (x) = x (tj. f 1–1 = f1 ), f 2–1 (x) = = 3 x , f 3
 –1 (x) = x2 ( x ≥ 0), dok funkcije f4(x) = x2, f5(x) = 3 2x nemaju inverzne funkcije. Primijetimo da funkcija f (x) : = x2 ( x ≥ 0), tj. funkcija f : = f 3
 –1 ima inverznu funkciju f –1 : = f 3. (Ovdje je funkcija f (x) : = x2 ( x ≥ 0) restrikcija funkcije f4(x) : = x2 na skup [0, + ∞ )!).
 Za α > 0 stepena funkcija fα (x) : = xα raste u intervalu (0, + ∞) i njen grafik prolazi kroz tačke (0, 0) i (1, 1). Pravom čija je jednačina y = x grafici funkcija fα (α > 0) su podijeljeni u dvije klase: za 0 < α < 1 i za α > 1. Krive date sa y = xα (α > 0) nazivaju se parabole.
 Za α < 0 stavimo α = –β (β > 0). Tada je fα = f–β , gdje je f–β (x) = βx
 1 . Grafik funkcije f–β
 (β > 0) zove se hiperbola. Kad x neograničeno raste, y : = f–β (x) neograničeno opada ka nuli, a kad x opada ka nuli, y neograničeno raste; ose Ox i Oy su asimptote krivih y = f–β (x), (β > 0). Svaka od ovih krivih prolazi kroz tačku (1, 1) a odvaja ih hiperbola čija je jednačina y =
 x1 na skup
 hiperbola za β > 1 i na skup za 0 < β < 1. Za α = –β ∈–3, –2, –1, –½ grafici funkcija fα su dati na sl. 3.4.5. Grafici stepene funkcije zovu se politropne krive linije.
 Primjer 3.4.1. U termodinamici je stepenom funkcijom p = c⋅v–γ, gdje su c i γ konstante, izražen Poissonov zakon, odakle se za γ = 1 dobije Boyl – Mariottov zakon : p⋅v = c (c = const).
 3. 4. 3. Trigonometrijske i inverzne trigonometrijske funkcije Trigonometrijske funkcije sin, cos, tg i ctg mogu se definirati za uglove trougla polazeći od geometrijskih činjenica, a zatim ih proširiti i za proizvoljne uglove (pomoću trigonometrijske kružnice), odnosno za proizvoljan luk ili proizvoljan realni broj (pomoću brojevne kružnice). Zapravo, te funkcije se mogu uvesti elementarnim putem koristeći centralnu kružnicu radijusa 1, čija je jednačina
 x2 + y2 = 1. Iako ćemo podrazumijevati da je poznato uvođenje trigonometrijskih funkcija pomoću
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 trigonometrijskog kruga, ipak ćemo (zbog njihovog velikog značaja u elektrotehnici i dr.) ukratko opisati taj postupak. U tom smislu posmatrajmo kružni isječak OAB na slici 3.4.6, gdje je
 A : = (1, 0), B : = (x, y). Označimo površinu I isječka OAB sa 2α . Tada iz izraza
 o360
 2παrI = ili
 2lrI ⋅
 = slijedi da je dužina l luka AB data sa l = α. y ctg α C
 B
 sin α tg α sin α 2
 3ππ α D
 O cos α A x α cos α 2
 π π2
 Sl. 3.4.6. Sl. 3.4.7. Geometrijska definicija funkcija sin i cos (a sa slike 3.4.6. se vidi kako se može formulisati i definicija funkcija tg, ctg ) *) glasi:
 Trigonometrijska funkcija sinus (odnosno cosinus) argumenta α (ugla, luka, realnog broja), u oznaci sin α (odnosno cos α ) je ordinata y (odnosno apscisa x) krajnje tačke B kružnog isječka
 površine 2α (B je tačka presjeka trigonometrijske kružnice čija je jednačina x2 + y2 = 1 i poluprave
 povučene iz tačke O pod uglom (veličine) α u odnosu na apscisnu osu) **). Dakle, vrijedi x = cos α , y = sin α .
 Ako se mijenjaju koordinate tačke B promjenom veličine α : x (α ) = cos α , y (α ) = sin α ,
 dobijemo odgovarajuće grafike funkcija sin i cos u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu, kao na slici 3.4.7, tj. dobijemo poznate “valovite” linije, koje imaju osnovni period 2π (pri čemu je broj π definiran kao površina kruga radijusa 1, a ne kao dužina polukružnice istog radijusa). Prethodni postupak se može primijeniti i pri uvođenju eksponencijalne funkcije i logaritamske funkcije, s tim što se, umjesto kruga, razmatra hiperbola čija je jednačina x2 – y2 = 1 ( i njene asimptote). Međutim, jedan mogući način strogog uvođenja trigonometrijskih funkcija sin, cos dobije se primjenom funkcionalnih jednačina. Naime, dokazuje se da postoje i da su jednoznačno određene funkcije f, g : R → R koje zadovoljavaju uslove ( f = sin, g = cos): ( i ) f (x1 + x2) = f (x1)g(x2) + g (x1) f (x2), g (x1 + x2) = g (x1) g (x2) – f (x1) f (x2);
 ( ii ) ( f(x) )2 + (g (x))2 = 1; ( iii ) f (0) = 0, g(0) = 1, f (2π ) = 1, g(
 2π ) = 0;
 ( iv ) za 0 < x < 2π je 0 < f (x) < x .
 U dokazima nekih stavova (svojstava) vezanih za trigonometrijske funkcije pozivaćemo se na očiglednost, jer ćemo koristiti (nestrogu) geometrijsku definiciju tih funkcija. Takođe ćemo pretpostavljati da su poznata osnovna svojstva tih funkcija (definiranost, parnost / neparnost, periodičnost, ograničenost / neograničenost, monotonost / monotonost po dijelovima, adicione formule i ostali trigonometrijski identiteti). ___________________ *) Funkcije tg i ctg, a i funkcije sec i cosec, mogu se dobiti i pomoću izraza ,
 sincosctg ,
 cossintg
 ααα
 ααα ==
 ,cos
 1secα
 α = cosec α = αsin
 1 . **) Oznake sin i cos, su kratice riječi sinus i cosinus koje su (prema dosadašnjem saznanju) najvjerovatnije, dospjele nejasnim prevodom arapskih riječi na latinski.
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 Lako se vidi da vrijede sljedeće jednostavne nejednakosti:
 ( S 1) sin x < x < tg x, ∀(x∈ (0, 2π )) ; (3.4.1)
 ( S 2) | sin x | ≤ | x |, ∀( x∈ R ), odnosno | sin x | < | x |, ∀( x∈ R \ 0) ; (3.4.2) ( S 3) | sin x – sin y | ≤ |x – y|, ∀( x, y ∈ R ). (3.4.3) Zaista, uočimo u jediničnom / trigonometrijskom krugu (pogodno je promatrati i krug proizvoljnog poluprečnika r ), sa centrom u tački O, oštar ugao x : = ∠ AOB, tetivu AB i tangentu AC na krug u tački A (v. sl. 3.4.8).
 C
 B x O A
 Sl. 3.4.8.
 Očito je da je površina trougla AOB manja od površine kružnog isječka AOB, a ova je manja od površine trougla AOC. Kako je površina trougla AOB jednaka
 xr sin2
 1 2 , površina kružnog isječka AOB jednaka x2r21 , a površina trougla
 AOC jednaka tgxr 2
 21 , imamo da je (budući da je r = 1)
 ,21
 21sin
 21 tgxxx <<
 odakle, množenjem sa 2, dobijemo nejednakost (S 1).
 Nejednakosti (S 2) za 0 < x < 2π slijede iz nejednakosti (S 1). Za –
 2π < x < 0 nejednakosti
 (S 2) slijede zbog neparnosti funkcija x x i x sin x. Za | x | ≥ a a2π nejednakosti (S 2) su
 trivijalno tačne, jer je tada | sin x | ≤ 1 < | x |. Za x = 0 je i sin x = 0, pa i u tom slučaju vrijedi prva nejednakost u (S 2). Nejednakost (S 3) dobije se primjenom formule (identiteta) za pretvaranje razlike sinusa u proizvod. Naime, prema toj formuli je
 2cos
 2sin2sinsin
 yxyxyx
 +⋅
 −⋅=− ,
 a odatle, zbog nejednakosti (S 2) i svojstva |cos t| ≤ 1 za svaki t∈R, imamo
 yxyx−=⋅
 −⋅ 1
 22yx ≤− sinsin
 i nejednakost (S 3) je dokazana. Niti jedna od trigonometrijskih funkcija sin, cos, tg i ctg, posmatrana na cijelom svom prirodnom domenu, očito nije injektivna, te nema (jednoznačne) inverzne funkcije. Međutim, određene restrikcije tih funkcija su bijekcije, te imaju inverzne funkcije. U tom smislu su posebno od interesa sljedeće restrikcije:
 1) Neka je f1 : [– 2π ,
 2π ] → [–1, 1] restrikcija funkcije sin.
 Ova funkcija je bijektivna, pa ima inverznu funkciju f1–1 : [–1, 1] →
 → [–2π ,
 2π ], koju označavamo sa arc sin (ili sin–1). Dakle,
 y = arc cos x π
 2π
 – 2π
 y = arc sin x Sl. 3.4.9. ( y = sin x ∧ x ∈[–
 2π ,
 2π ] ) ⇔ ( x = arc sin y ),
 odnosno vrijedi
 arc sin (sin x) = x, ∀ (x ∈[–2π ,
 2π ] ) ;
 sin (arc sin x) = x, ∀ ( x ∈[–1, 1] ).
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 2) Neka je f2 : [0, π] → [–1, 1] restrikcija funkcije cos. Inverznu funkciju f2
 –1 : [–1, 1] → [0, π] označavamo sa arc cos x (ili cos–1). Dakle, ( y = cos x ∧ x ∈[0, π] ) ⇔ ( x = arc cos y), dnosno imamo arc cos (cos x) = x za 0 ≤ x ≤ π, cos (arc cos x) = x za –1 ≤ x ≤ 1.
 3) Neka je f3 : (– 2π ,
 2π ) → R restrikcija funkcije tg. Funkcija f3 je bijekcija, pa ima i
 nverznu funkciju. Inverznu funkciju f3–1 : R → (–
 2π ,
 2π ) funkcije f3 označavamo sa arc
 tg (ili tg–1, ili tan–1). Dakle,
 π y = arc ctg x
 2π
 y = arc tg x
 – 2π Sl. 3.4.10.
 arc tg (tg x) = x za svaki
 x∈(–2π ,
 2π ), tg (arc tg x) = x
 za svaki x∈R .
 4) Neka je f4 : (0, π) → R restrikcija funkcije ctg. Tada je f4 bijekcija, pa postoji inverzna funkcija f4
 –1 : R → (0, π), koju o značavamo sa arc ctg (ili ctg –1). Dakle, arc ctg (ctg x) = x za svaki x∈(0, π); ctg (arc ctg x) = x za svaki x∈R. Funkcije arc sin, arc cos, arc tg, i arc ctg nazivamo inverznim trigonometrijskim funkcijama ili ciklometrijskim funkcijama. Funkcije sin, cos, tg i ctg (a i funkcije sec i cosec) imaju višeznačne inverzne funkcije koje označavamo, respektivno, sa Arc sin, Arc cos, Arc tg i Arc ctg (odnosno Arc sec, Arc cos), pri čemu je
 y = Arc sin x ⇔ x = sin y, y = Arc cos x ⇔ x = cos y ; y = Arc tg x ⇔ x = tg y, y = Arc ctg x ⇔ x = ctg y.
 Osim toga, imamo:
 ),,( ,2)arcsin(
 ,2sinarcarcsin)1(sinArc Z∈
 ⎩⎨⎧
 +−+
 =+−= knkx
 kxnxx n
 πππ
 π
 pri čemu se arc sin x zove glavna vrijednost skupa funkcija Arc sin x;
 );( ,2arccos
 ,2cosarccosArc Z∈
 ⎩⎨⎧
 +−+
 = kkx
 kxx
 ππ
 );( , arctgArctg Z∈+= kkxx π ).( , arcctgArcctg Z∈+= kkxx π
 § 3. 5. Cauchyjev princip egzistencije limesa realne funkcije. Egzistencija limesa monotone funkcije
 Cauchyjev princip konvergencije nizova u R i princip konvergencije monotonih nizova u R imaju svoj analogon u teoriji graničnih vrijednosti realnih funkcija. Ti značajni analogoni su dati sljedećim teoremama.
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 Teorema 3.5.1. (Cauchyjeva teorema o egzistenciji limesa funkcije). Za egzistenciju konačne granične vrijednosti funkcije f : D → K (D, K ⊆ R) u tački a ∈ R (koja je tačka gomilanja skupa D, ali mu ne mora pripadati) potrebno je i dovoljno da za svaki ε > 0 postoji okolina U tačke a takva da vrijedi
 ∀ (x1, x2 ∈ D) ( x1, x2 ∈ Ů ⇒ | f (x1) – f (x2) | < ε ).
 Dokaz: (i) Dokažimo da je navedeni uslov potreban za egzistenciju konačne granične vrijednosti funkcije f u tački a.
 Zaista, ako je , onda za dati ε > 0 postoji okolina U tačke a takva da je | f (x) – b | < R∈=→ bxfax )(lim2ε za
 svaki x∈ŮD ( = Ů ∩ D). Neka su x1, x2 ∈ ŮD dvije proizvoljne tačke. Za njih važi
 | f (x1) – f (x2) | ≤ | f (x1) – b | + | f (x2) – b | < 2ε +
 2ε = ε .
 (ii) Dokažimo da je dati uslov dovoljan za postojanje konačne granične vrijednosti . U tom cilju iskoristit ćemo Cauchyjevu teoremu o konvergenciji nizova (prema kojoj je niz (xn) u R konvergentan u R akko je Cauchyjev, tj. akko za svaki ε > 0 postoji takav n0 ∈ N da n ≥ n0 povlači | xn+k – xn | < ε za svaki k ∈ N), kao i Heineovu teoremu 3.2.2. (prema kojoj je za postojanje konačnog limesa dovoljno da za svaki niz (xn) tačaka iz D, xn ≠ x0 za svaki n∈N, koji teži ka x0 niz ( f (xn)) ima konačnu graničnu vrijednost ).
 )(lim xfax→
 )(lim xfax→
 Neka je, dakle, (xn) proizvoljan niz tačaka iz D \ a i axnn =∞→lim . Za dati ε > 0 odredimo okolinu U tačke a koja ima svojstvo opisano u formulaciji teoreme 3.5.1. Neka je n0 takav prirodni broj da je xn ∈ Ů za svaki n > n0. Ako su n1, n2 dva takva indeksa, onda je ε<− )()(
 21 nn xfxf , što dokazuje da je niz ( f (xn)) Cauchyjev, pa je i
 konvergentan, tj. postoji konačan . Time je dokaz teoreme 3.5.1. završen. )(lim nn xf∞→
 Definicija 3.5.1. Oscilacija funkcije f : D → K (D, K ⊆ R) na skupu A ⊆ D je broj ω ( f, A) ∈ R dat sa
 ω ( f, A) : = ( ) ,: )()( sup )()( sup 212121, 21
 AxxxfxfxfxfAxx
 ∈−=−∈
 .
 Primjer 3.5.1. Za funkcije sin, cos, tg, ctg, arc sin, arc tg, i sgn imamo:
 ω (sin, R) = ω (cos, R) = 2, ω (tg, ( –2π ,
 2π )) = ω (ctg, (0, π)) = + ∞, ω (arc sin, [–1, 1]) =
 = arc sin (1) – arc sin (–1) = 2π – (–
 2π ) = π , ω (arc tg, R) = π, ω (sgn, [0, + ∞]) = 1.
 Ako se koristi pojam oscilacije funkcije na skupu, teoremi 3.5.1. može se dati ova formulacija:
 Posljedica 3.5.1. Funkcija f : D → K (D, K ⊆ R) ima konačnu graničnu vrijednost u tački a ∈ R (koja je tačka gomilanja skupa D ) akko za svaki ε > 0 postoji takva okolina U tačke a da je ω ( f, ŮD) < ε .
 Zadatak 3.5.1. Dokažite da funkcija f (x) : = cos x1 nema graničnu vrijednost u tački 0 .
 Dokaz: Prirodni domen D date funkcije f dat je sa D = R \ 0, a tačka 0 je tačka gomilanja skupa D, pa ima smisla . Međutim, ako izaberemo dva niza ( xn' ) i ( xn'' ) data sa )(lim 0 xfx→
 xn' = πn2
 1 , xn'' = ππ n2
 1+
 ,
 koji očigledno konvergiraju ka nuli, onda dobijemo da u svakoj okolini U tačke 0 postoje članovi oba niza ( xn' ) i ( xn'' ), a pri tome je f ( xn' ) = 1 i f ( xn' ) = –1 za svaki n∈N. Odatle slijedi da je ω ( f, Ů ) ≥ 2 (a lako se vidi da je ω ( f, Ů ) = 2 ), te ta oscilacija ne može biti proizvoljno mala. Pomoću Cauchyjevog principa egzistencije konačnog limesa funkcije zaključujemo da ne postoji
 xx1coslim 0→ . Skicirajte grafik funkcije x cos a
 x1 .
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 Zadatak 3.5.2. Pomoću Cauchyjevog principa egzistencije limesa funkcije dokažite da ne postoji
 xx1sinlim 0→ .
 Teorema 3.5.2. Neka je f : D → K (D, K ⊆ R) neopadajuća funkcija i neka su i : = inf D i s : = sup D tačke gomilanja skupa D. Tada postoje i . Da bi limes
 bio konačan potrebno je i dovoljno da funkcija f na skupu D bude ograničena odozdo; analogno važi za funkciju .
 )(lim xfix→ )(lim xfsx→
 )(lim xfix→
 )(lim xfsx→
 Analogna tvrđenja važe za nerastuće funkcije. Dokaz teoreme 3.5.2. izvodi se analogno kao i dokaz principa konvergencije monotonih nizova u R. Primijetimo da je za neopadajuću funkciju f donja međa (infimum, ekstremum inferior) m data sa m = , a gornja međa (supremum, ekstremum superior ) M data sa M = . )(lim xfix→ )(lim xfsx→
 Analogno važi za nerastuću funkciju. Napomenimo da se ne može garantovati postojanje limesa monotone funkcije f u tačkama različitim od infimuma i supremuma njenog domena. Npr., funkcija f data izrazom
 ⎩⎨⎧
 >≤
 =,2 , ,2 ,log
 :)( 22
 xxxx
 xf
 iako strogo rastuća na (0, +∞), nema graničnu vrijednost u tački 2 ( jer je =−→ )(lim 2 xfx =2log 2 . Jedino što važi (po pitanju postojanja limesa monotone funkcije u tačkama
 različitim od infimuma i supremuma njenog domena) jeste sljedeće svojstvo: )(lim41 2 xfx +→=≠=
 Posljedica 3.5.1. Neka je f : D → K (D, K ⊆ R) monotona funkcija i neka je a tačka gomilanja skupa Ra
 – ∩ D : = x ∈D | x < a (odnosno Ra+ ∩ D : = x ∈D | x > a). Tada postoji
 (odnosno ). )(lim 0 xfax −→ )(lim 0 xfax +→ Ova posljedica slijedi neposredno iz teoreme 3.5.1. ako se posmatra restrikcija funkcije f na skupove Ra
 – ∩ D (odnosno Ra+ ∩ D ).
 § 3. 6. Granična vrijednost složene funkcije Mnogi jednostavni primjeri pokazuju da uslovi bxfax =→ )(lim , nisu dovoljni da bi bilo , tj. da bismo graničnu vrijednost mogli da izračunamo “uvođenjem smjene y = f (x)”. Razmotrimo jedan takav primjer:
 cygby =→ )(lim
 cxfgax =→ ))((lim o ))((lim xfgax→
 Primjer 3.6.1. Neka je f : R → R, f (x) = 0 za svaki x∈R i g : R → R, g ( y) = (sgn y)2. Tada je g f : R → R, ( g f ) (x) = 0 za svaki x∈R, ,1)(lim ,0)(lim 00 == →→ ygxf yx ali je
 . 10))((lim 0 ≠=→ xfgx o
 Dovoljne uslove za izračunavanje granične vrijednosti metodom uvođenja smjene y = f (x) , odnosno za izračunavanje granične vrijednosti složene funkcije F date sa F(x) = g ( f (x)) daje svaka od sljedeće dvije teoreme.
 ))((lim xfgax→
 Teorema 3.6.1. Neka su ispunjeni uslovi: ( i ) B ⊆ R, b∈ R tačka gomilanja skupa B, g : B → R i cygby =→ )(lim ; ( ii ) A ⊆ R, a∈ R tačka gomilanja skupa A, f : A → R i za svaku
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 o
 Vokolinu V tačke b postoji takva okolina U tačke a da je f (Ů ∩ A) ⊆ ∩ B . Tada je . cxfgax =→ ))((lim o
 Dokaz teoreme 3.6.1. slijedi neposredno iz definicije pojmova složene funkcije i limesa funkcije. (Naime, iz ( ii ) slijedi
 da za proizvoljnu okolinu W tačke c postoji okolina V tačke b za koju je g ( ∩ B ) ⊆ W, a iz ( i ) slijedi da
 postoji takva okolina U tačke a da je f (Ů ∩ A) ⊆ ∩ B. Otuda je ( g f )( Ů ∩ A) = g ( f (Ů ∩ A)) ⊆ g ( ∩ B ) ⊆ ⊆ W, što dokazuje da je . )
 o
 Vo
 Vo
 Vcxfgax =→ ))((lim
 Teorema 3.6.2. Neka je : 1) tačka a tačka gomilanja domena složene funkcije : y = f (ϕ (x)) , gdje je u = ϕ (x) i y = f (u) ; 2) bxax =→ )(lim ϕ , ; 3) u nekoj okolini U tačke a je ϕ (x) ≠ b za x ≠ a . cufbu =→ )(limTada je cxfax =→ ))((lim ϕ . Dokaz: Iz egzistencije granične vrijednosti cufbu =→ )(lim slijedi da za proizvoljnu okolinu W(c) tačke c postoji
 okolina V (b) tačke b takva da je f (u)∈W(c) za sve vrijednosti u iz domena funkcije f za koje je u∈ (b), a iz egzistencije granične vrijednosti
 o
 Vbxax =→ )(lim ϕ slijedi da za okolinu V (b) tačke b postoji okolina U '(a) tačke a
 za koju je ϕ (x)∈V (b) za svaki x iz domena funkcije ϕ za koji je x∈Ů '(a). No, prema uslovu 3) postoji takva okolina U '' tačke a da je ϕ (x) ≠ b za x ≠ a. Kako je (prema poznatom svojstvu okolina tačke) U (a) : = U ' ∩ U '' okolina tačke a , to otuda slijedi da za svaku okolinu V (b) tačke b postoji okolina U (a) tačke a za koju je
 ϕ (x) ∈ (b) za svaki x∈Ů (a) koji je iz domena funkcije ϕ. Toznači da za svaku okolinu W (c) tačke c postoji okolina U (a) tačke a za koju je f (ϕ (x)) ∈ W (c) za svaki x∈Ů (a) koji je iz domena funkcije f ϕ, što dokazuje da
 je
 o
 V
 cxfax =→ ))((lim ϕ , jer za A : = R i za svaku okolinu U tačke o vrijedi f (Ů ∩ A ) = f (U \ o) = o ⊄ V ∩ B, gdje je B : = R a V proizvoljna okolina tačke o.
 o
 Primijetimo da u primjeru 3.6.1. nisu zadovoljeni svi uslovi teoreme 3.6.1, a ni teoreme 3.6.2.
 Primjer 3.6.2. Neka je f (u) : = u , u : = ϕ (x) = – x2. Tada je 0lim)( 00 == +→→ uuf uulim ,
 , ali 0)(lim)( lim 200 =−= →→ xx xx ϕ ))((lim 0 xfx ϕ→ nema smisla, jer je domen složene funkcije
 y : = f ϕ skup D : = x∈R | u = ϕ (x) = – x2 ≥ 0 = 0 kojem tačka 0 nije tačka gomilanja (jer konačan skup nema niti jedne tačke gomilanja).
 Zadatak 3.6.1. Neka je f : R → R, f (x) = tx (t ≠ 0) i g : R\0→ R, g(y) = y
 ysin . Dokazati
 da su dovoljni uslovi teoreme o limesu složene funkcije F : = g f ispunjeni, tj. da je
 , gdje je a : = 0, c : = 1 = cxfgax =→ ))((limy
 yy
 sinlim 0→ , odnosno dokazati da je
 ).1( sinlimsinlim 00 == →→ yy
 txtx
 yx
 § 3.7. Neke važnije granične vrijednosti
 Pokažimo da vrijede ranije navedene jednakosti:
 ( i ) 1sinlim 0 =→ xx
 x ; ( ii ) ex
 x
 x =⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +±∞→
 11lim .
 1) Uočimo najprije da je prirodni domen D funkcije f (x) : =x
 xsin dat sa D = R\0 i da mu
 je 0 tačka gomilanja pa ima smisla granična vrijednost . Dokažimo da ta granična vrijednost postoji i da je jednaka broju 1 (v. sl. 3.7.1).
 )(lim 0 xfx→
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 Sl. 3.7.1. Sl. 3.7.2.
 Zaista, neka je dat ε > 0. Za 0 < x < 2π iz (3.4.1.) slijedi 1 >
 xxsin > cos x , odnosno
 –1 < –x
 xsin < – cos x, odakle je 0 < 1 – x
 xsin < 1 – cos x. Kako je 1 – cos x ≡ 2 sin2
 2x ,
 | sin x | < | x | za x∈ R\0, odnosno sin x < x za 0 < x < 2π , te sin2
 2x <
 2x za 0 < x <
 2π , to
 vrijedi 0 < 1 – x
 xsin < 2 sin2
 2x < 2 sin
 2x < x , odakle je
 |x
 xsin – 1| < | x | , (3.7.1)
 pri čemu nejednakost (3.4.1) (zbog parnosti funkcija x ax
 xsin i x | x | ) ostaje da važi i za
 –
 a
 2π < x < 0. Iz (3.7.1) neposredno slijedi da za 0 < | x | < ε vrijedi |
 xxsin – 1| < ε , tj. za svaki
 ε > 0 postoji δ = δ ( ε ) > 0 (npr. δ ( ε ) = ε ), takav da za svaki x∈D, za koji je 0 < | x – 0 | < δ, vrijedi |
 xxsin – 1| < ε , a to po definiciji limesa znači da je 1sinlim 0 =→ x
 xx . Time je relacija u ( i )
 dokazana.
 2) Neka je f (x) : =x
 x⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +
 11 . Prirodni domen D( f ) ove funkcije je dat sa D( f ) = x∈R : x ≠ 0,
 x
 x⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +
 11 ∈ R . Ako se ograničimo na slučaj x11+ > 0, onda dobijemo da je data funkcija definirana
 na skupu D : = (– ∞, – 1) ∪ (0, + ∞). Međutim, treba primijetiti da postoje tačke u intervalu (– 1, 0)
 u kojima je data funkcija takođe definirana (npr. za x = – 31 je
 3 2111−
 =⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +
 x
 x ∈ R, dok za
 x = – 21 je
 1
 111−
 =⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +
 x
 x∉ R ). Očito je da su tačke ± ∞ tačke gomilanja domena date funkcije f pa
 imaju smisla limesi . Dokažimo da ti limesi postoje i da su jednaki broju e. Najprije dokažimo da je .
 )(lim xfx ±∞→
 exfx =+∞→ )(lim
 Neka je B : = N, a g1, g2 : B → R funkcije date sa 1
 2111)( ,
 111)(
 +
 ⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +=⎟
 ⎠⎞
 ⎜⎝⎛
 ++=
 nn
 nng
 nng .
 Tada je engng nn == ∞→∞→ )(lim)(lim 21 . Neka je dalje A : = x∈R | x ≥ 1, a ϕ : A → N funkcija data izrazom ϕ ( x ) = ⎣ x ⎦ . Tada je +∞=+∞→ )(lim xx ϕ . Osim toga, za svaku okolinu
 = n∈N : n > n0 tačke +∞ u skupu B postoji takva okolina U : = x∈R | x > n0 + 1 tačke o
 BVo
 A
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 o
 A
 o
 B + ∞ u skupu A da je f (U ) ⊆ V . Otuda slijedi da su ispunjeni uslovi teoreme o limesu složene funkcije, pa funkcije
 ( g1 ϕ ) ( x ) = ⎣ ⎦
 ⎣ ⎦x
 x ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛+
 +1
 11 , ( g2 ϕ ) ( x ) =⎣ ⎦
 ⎣ ⎦ 111
 +
 ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛+
 x
 x
 imaju limes jednak e kad x → +∞. Kako je za svaki x > 1 ispunjeno
 ⎣ ⎦
 ⎣ ⎦
 ⎣ ⎦
 ⎣ ⎦ 11111
 111
 +
 ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛+<⎟
 ⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +<⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛+
 +xxx
 xxx,
 to slijedi da postoji x
 x x⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ ++∞→
 11lim i da je ex
 x
 x =⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ ++∞→
 11lim .
 Dokažimo još da je ex
 x
 x =⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +−∞→
 11lim . Zaista, koristeći smjene x = – t i u = t – 1 dobijemo:
 11 1 1lim 1 lim 1 lim 1 lim 11
 1 1lim 1 lim 1 1 .
 1x t t
 x t t u
 u
 u u
 x t t
 e eu u
 u
 u
 − +
 →−∞ →+∞ →∞ →+∞
 →+∞ →+∞
 ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = − = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ⋅ + = ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 Iz ex
 x
 x =⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +±∞→
 11lim , koristeći smjenu x = t1 , dobijemo ( ) et tt =+±→
 1
 0 1lim , tj.
 ( ) et tt =+→
 1
 0 1lim (3.7.2.)
 Primjeri 3.7.1. a) )10( ,log11loglim)1(log
 lim
 1
 00 ≠<=⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +=
 +→→ ae
 xxx
 ax
 axa
 x ;
 b) ),10( ,lnlog
 1
 )1(loglim
 1)1(log
 lim)1(log00
 11lim
 1
 0
 00 ≠<==
 +
 =+
 =+=→⇔→
 =−=
 −
 →
 →→ aae
 tt
 t
 txtx
 ta
 xa
 atat
 at
 a
 xx
 x odakle je,
 specijalno, 11lim 0 =−
 → xe x
 x . c) 3
 33
 3
 11lim31lim3lim exxx
 x
 x
 x
 x
 x
 x
 x =⎟⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛
 +=⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +=⎟
 ⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +
 ⋅
 ∞→∞→∞→ ;
 d) )0( ,11lim11lim1lim >=⎥⎥⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎣
 ⎡⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +=
 ⎥⎥⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎣
 ⎡⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +===⎟
 ⎠⎞
 ⎜⎝⎛ + +∞→+∞→+∞→ ke
 ttktx
 xk k
 kt
 t
 kt
 t
 x
 x ;
 e) )0( ,)1ln(lim)1ln(
 lim)1ln(
 lim)1ln(
 lim1
 0000 >=+⋅=+
 ⋅=+
 ===+
 →→→→ kkzkz
 zk
 zz
 kzkxx
 kx zzzzx .
 § 3. 8. Asimptotske oznake o, O, ∼ . Komparacija beskonačno malih (velikih) veličina i primjena asimptotskih razvoja za izračunavanje limesa
 Kada se upoređuje ponašanje neke funkcije u okolini neke fiksirane tačke iz R sa ponašanjem neke druge (najčešće jednostavnije) funkcije, kažemo da se ispituje asimptotsko ponašanje prve funkcije u okolini te tačke. U daljem tekstu u ovom paragrafu simbol a označava neku fiksiranu tačku iz R koja je tačka gomilanja zajedničkog domena D svih funkcija o kojima se govori u svakom konkretnom slučaju.
 Definicija 3.8.1. Kažemo da je funkcija f beskonačno mala u odnosu na funkciju g kad x → a (ili u tački x = a, odnosno u okolini tačke a ) i pišemo
 f (x) = o( g (x) ) (x → a) (3.8.1)
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 ako postoji takva okolina tačke a da je f (x) = α (x)⋅ g (x) za svaki x∈ , gdje je α (x) beskonačno mala funkcija kad x → a, tj.
 o
 DU
 ( ) 0lim =→ xax α . Relacija (3.8.1) čita se kao “ f je malo o od g kad x → a”. Primijetimo da u definiciji 3.8.1. nije nužno da same funkcije f, g budu beskonačno male veličine, a ako one to jesu, govorit ćemo da je f beskonačno mala višeg reda u odnosu na g kad x → a. Jasno, moguće je i da f i / ili g budu beskonačno velike funkcije, pri čemu za funkciju F : D → K (D, K ⊆ R) kažemo da je beskonačno velika funkcija (beskonačno velika veličina) kad x → a (a∈ R ) ako za svaki proizvoljno veliki pozitivni broj M postoji takva okolina U tačke a da je za svaki x∈ ispunjena nejednakost | f (x) | > M .
 o
 DU
 Definicija 3.8.2. Ako postoji okolina U tačke a i funkcija β koja je ograničena na , tako
 da je f (x) = β (x) g (x) za svaki x∈ , pišemo
 o
 DUo
 DU
 f (x) = O( g (x) ) (x → a) (3.8.2) i čitamo “ f (x) je veliko O od g(x) kad x → a ”. Ako je istovremeno f (x) = O( g (x) ) i g(x) = O( f (x) ) (x → a), kažemo da su funkcije f i g istog reda. Ako je istovremeno f (x) = O( g (x)k ) i ( g (x) )k = O( f (x) ) (x → a), onda kažemo da je f funkcija k – tog reda u odnosu na g kad x → a .
 Definicija 3.8.3. Neka postoji okolina U tačke a i funkcija γ, takve da je ( ) 1 lim =→ xax γ i
 f (x) = γ (x) g (x) za svaki x∈ . Tada kažemo da se funkcija f asimptotski ponaša kao funkcija g kad x → a (ili da su f i g ekvivalentne funkcije kad x → a ) i pišemo
 o
 DU
 f (x) ∼ g (x) (x → a), (3.8.3) (što se čita i “f (x) je ekvivalentno sa g(x) kad x → a “). Izrazi (3.8.1) – (3.8.3) zovu se asimptotske relacije / razvoji .
 Oznaka α (x) = o(1) (x → a) jednostavno znači da je ( ) 0 lim =→ xfax , tj. α (x) beskonačno mala veličina kad x → a , dok oznaka 1 = O(α) znači da α u datom procesu (npr. kad x → a) predstavlja beskonačno veliku veličinu. Najzad, ako je α ograničena veličina u izvjesnom graničnom procesu, koristi se oznaka α = O(1).
 Primijetimo da iz definicija 3.8.1. i 3.8.2. slijedi da je α beskonačno mala respektivno višeg reda od β, nižeg reda od β ili istog reda sa β u zavisnosti od toga da li je respektivno (u izvjesnom
 procesu) 0lim =βα , odnosno +∞ ili – ∞, odnosno konačan broj različit od 0.
 Nula se smatra beskonačno malom veličinom koja se ne poredi sa drugom beskonačno malom veličinom. Lako se vidi da vrijede sljedeći stavovi. Stav 3.8.1. Granična vrijednost količnika beskonačno malih veličina ne mijenja se ako ove zamijenimo ekvivalentnim beskonačno malim veličinama .
 Dokaz: Ako je α ∼ α ' i β ∼β ', onda je ''lim'lim
 ''lim
 'lim'
 ''
 'limlim
 βα
 ββ
 βα
 αα
 ββ
 βα
 αα
 βα
 =⋅⋅=⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛⋅⋅= .
 Iz ovog stava slijedi da se pri izračunavanju limesa količnika βα mogu u brojiocu i imeniocu
 zanemariti beskonačno male veličine višeg reda i time uprostiti izračunavanje granične vrijednosti
 βαlim .
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 Stav 3.8.2. f (x) ∼ g (x) (x → a) akko f (x) = g(x) + o( g(x) ) (x → a).
 Stav 3.8.3. 1) f ∼ g (x → a) ⇒ o( f ) = o( g ) (x → a); 2) f ⋅ o( g ) = o( fg ) (x → a); 3) o( f ) ± o( f ) = o( f ) (x → a); 4) o(o( f )) = o( f ) (x → a) ; 5) g = o( f ) ⇒ g = O( f ) (x → a); 6) O( f ) + O( f ) = O( f ) (x → a); 7) o( cf ) = o( f ) (x → a) ako je c = const.; 8) ako je g(x) ≠ 0,
 onda je ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛=
 gf
 ogfo )( i ⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛=
 gf
 OgfO )( (x → a); 9) o( f + o( f )) = o( f ) (x → a) ; 10) o( f ) + O( f ) =
 = O( f ) (x → a) ; 11) f = O( g ) (x → a) akko postoji konstanta c da u nekoj okolini tačke a vrijedi | f ( x )| ≤ c ⋅ | g ( x )| .
 o
 DU
 Dokaz: Prvo primijetimo da o( f ) (x → a) nije oznaka za jednu funkciju, već za skup funkcija koju su beskonačno male u odnosu na f kad x → a. Analogno vrijedi i za iznaku O( f ) (x → a). To ujedno znači da se realcije u kojima figurišu simboli o i / ili O ne smiju čitati “zdesna ulijevo”. Tako, npr., važi x3 = o(x) (x → 0), ali očito nema smisla napisati o(x) = x3 (x → 0), jer ima i mnogo drugih funkcija koje su “malo o od x kad x → 0 “. Dokažimo relaciju 1). Zaista, iz f (x) ∼ g (x) (x → a) slijedi da postoji okolina U tačke a i funkcija γ , takve da je
 1)( lim =→ xax γ i f (x) = γ (x) g (x) za svaki x∈ . Neka je h (x) = o( f (x)) (x → a). Tada je h = β f, gdje je o
 DU0)( lim =→ xax β , odakle je h(x) = (β γ ) g (x), gdje je ( ) =→ )( lim xax γβ ( ) 0 )( lim =→ xxax γβ , pa je h (x) = o( g(x))
 (x → a). Slično se dobije i obrnuto, tj. dobije se da iz h = o( g ) slijedi h = o( f ) (x → a). Time je dokazana jednakost o( f ) = o( g ) (x → a). Lako se dokazuju i ostale relacije 2) – 11) . Obično se prilikom komparacije beskonačno mnalih / velikih veličina kao neka vrsta “etalona” koriste najjednostavnije funkcije, kao što je funkcija oblika ( x – a )k (x → a) (a∈R), odnosno xk (x → ±∞ ), gdje je k∈R. Međutim, nije uvijek moguće datu funkciju uporediti sa nekom stepenom funkcijom. Dokazuje se da vrijedi ova hijerarhija u beskonačnosti : logaritamska funkcija sporije raste od stepene, a stepena od eksponencijalne funkcije, odnosno da vrijede relacije:
 ),1 ,( ,0lim );0 ,10( ,0log
 lim >∈=>≠<= +∞→+∞→ aaxa
 xx
 xxa
 x Rααα
 α
 što se može zapisati, respektivno, u obliku loga x = o(xα ) (x → +∞) za α > 0, 0 < a ≠ 1; xα = o(ax) (x → +∞) za α∈R, a > 1,
 (odnosno u obliku xα >> loga x za dovoljno velike x i za α > 0 i 0 < a ≠ 1; ax >> xα za dovoljno velike x i za α∈R , a > 1 ).
 Primjer 3.8.1. a) Iz 0limlim 90
 10
 0 == →→ xx
 xxx slijedi da je x10 = o(x) (x → 0), tj. x10 je
 beskonačno mala višeg reda u odnosu na x kad x → 0. Međutim, iz x = 109
 1 xx
 ⋅ za x ≠0 slijedi
 da je x = o(x10) (x → ±∞), pa je x10 beskonačno velika veličina višeg reda u odnosu na x kad x → ±∞. b) Iz slijedi da je x cosx = o ( x) (x → 0). S druge strane je x cosx = O(x) (x → ±∞), jer je f (x): = x cosx = γ (x)⋅g(x) u nekoj okolini tačke +∞ (ili –∞) u R, gdje je γ (x) : = cosx ograničena funkcija u toj okolini.
 0coslim 0 =→ xxx
 c) Iz 1sinlim 0 =→ xx
 x slijedi da je sin x ∼ x (x → 0).
 d) ln (1 + x) ∼ x (x → 0). e) e x ∼ 1 + x (x → 0).
 f) [ ] [ ][ ] [ ] .1
 )1(1)1(1
 lim)(5)(5
 lim)(5)(10
 )(51)(101lim
 5sin10sinlim 000
 510
 0 =++
 =++
 =+−+
 ++−++=
 −−
 →→→→ oo
 xoxxox
 xoxxoxxoxxox
 xxee
 xxx
 xx
 x
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 § 3. 9. Neki riješeni zadaci o limesima funkcija
 Napomena 3.9.1. U nekim slučajevima pri izračunavanju limesa kombinacije dvije (ili više) funkcija (specijalno, nizova), rezultat se ne može unaprijed odrediti kao npr. u slučajevima limesa zbira, razlike i proizvoda funkcija koje imaju konačan limes. Tada kažemo da je granična vrijednost neodređena ili neodređenog tipa (ili neodređenog oblika). To ne znači da ova granična vrijednost ne postoji, već samo da se ne može unaprijed odrediti primjenom poznatih pravila. Npr., ako je
 =+∞→ )(lim xfx =+∞→ )(lim xgx +∞, )()(lim
 xgxf
 x +∞→ može postojati (kao konačan ili beskonačan) ili ne
 postojati. U svakom konkretnom slučaju, primjenom nekih transformacija, određujemo graničnu vrijednost datog izraza *). Postoji sedam tipova neodređenosti : 00 0 , ,1 ,0 , , ,
 00
 ∞∞⋅∞−∞∞∞ ∞ .
 Napomena 3.9.2. U računanju limesa date funkcije f(x) u x = a ∈ R (tj. uključujući i kada je a = ± ∞ ), obično se ne koristimo (neposredno) definicijom, nego svojstvima limesa u odnosu na algebarske operacije među funkcijama, te prelazom sa beskonačno velikih na konačne i proizvoljno
 male (dijeljenjem s najvećim stepenom). Tako postupamo u slučaju neodređenog oblika ∞∞ ili
 00 .
 U tom smislu treba znati da je 0lim ,01lim ,1lim 0 ==±∞= +∞→±∞→±→
 xxxx q
 xx za | q| < 1.
 Napomena 3.9.3. U slučaju računanja limesa funkcija kod kojih se nakon uvrštavanja x = a ∈ R pojavljuje neodređeni oblik ∞ – ∞ potrebno je datu funkciju transformisati koristeći razne “trikove”
 (racionaliziranje, faktoriziranje, i dr.) na oblik ∞∞ (ili
 00 ), pa nastaviti u smislu prelaza sa beskonačno
 velikih na konačne i proizvoljno male veličine (dijeljenjem brojnika i nazivnika sa najvećim stepenom u brojniku i / ili nazivniku). Napomena 3.9.4. Pri računanju limesa funkcija oblika x ( f (x))g(x) kod kojih nakon
 uvrštavanja x = a ∈
 a
 R dobijemo oblik koristimo jednakost ∞1 et
 t
 t =⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +±∞→
 11lim i druga poznata
 svojstva limesa. Pri tome treba primijeniti odgovarajuće transformacije pomoću kojih se dati oblik
 y = ( f (x))g(x) svodi na eksponencijalni oblik ∞
 ∞
 e , pa potom u eksponentu primijeniti opisani
 postupak za neodređeni oblik ∞∞ .
 Zadatak 3.9.1. Izračunati sljedeće limese:
 a) 94
 105lim23
 2
 −+
 +−∞→ xx
 xxx
 ; b) 10
 94lim2
 23
 +−
 −+±∞→ xx
 xxx
 ; c) 32
 lim2
 +−+
 +∞→ xxxx
 x; d)
 323lim
 2
 ++−
 −∞→ xxxx
 x;
 e) 14
 4342lim23 23
 5 35
 −+−+
 −++−∞→ xxx
 xxxx
 .
 Rješenje:
 a) 040
 914
 1015
 lim94
 105lim
 3
 32
 23
 2==
 −+
 +−=
 −+
 +−∞→∞→
 xx
 xxxxxxx
 xx ; b) ±∞=
 +−
 −+=
 +−
 −+±∞→±∞→
 2
 2
 2
 23
 1011
 914lim
 1094lim
 xx
 xxx
 xxxx
 xx ;
 ____________________ *) Takve složene limese često je moguće jednostavno izračunati primjenom L’Hospitalovog pravila (koje ćemo dati u poglavlju Diferencijalni račun).
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 c) 12
 1132
 111lim
 32lim
 2=
 +=
 +
 −+=
 +−+
 +∞→+∞→
 x
 xx
 xxxxx
 ; d) =+−⋅−−−
 =−↔=++−
 +∞→−∞→ 3)(23)(
 lim)(32
 3lim22
 xxxx
 xxx
 xxxxx
 112
 311lim =
 +−
 −−−=
 +∞→
 x
 xx
 ; e) 21131
 11411
 43421lim
 14
 4342lim
 23
 3
 552
 23 23
 5 35=
 ++
 =
 −+−+
 −++−=
 −+−+
 −++−∞→∞→
 xxx
 xxx
 xxx
 xxxxx
 .
 Zadatak 3.9.2. Izračunati sljedeće limese: a) ⎟
 ⎠⎞⎜
 ⎝⎛ +−−
 ±∞→43lim 2 xxx
 x; b) ( )43
 1lim−−++∞→ xxxx
 ; c) ⎟⎠⎞⎜
 ⎝⎛ +−+
 −∞→43lim 2 xxx
 x.
 Rješenje:
 a) −∞=⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛+−+=⎟
 ⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛+−⋅−=⎟
 ⎠⎞⎜
 ⎝⎛ +−−
 −∞→−∞→−∞→ 222 4311lim431lim43lim
 xxx
 xxxxxxx
 xxx(jer je xxx −==2 za x < 0),
 ( ) ( )2 2 2
 2 2
 2 2
 3 4 ( 3 4)lim 3 4 lim 3 4 lim3 4 3 4x x x
 x x x x x xx x x x x xx x x x x x→+∞ →+∞ →+∞
 + − + − − +− − + = − − + ⋅ =
 + − + + − +
 43 3
 lim23 4
 1 1 2x
 x
 x x
 →+∞
 −= =
 + − +
 ;b)( ) ( )
 3 41 1
 3 4lim
 7 73 4
 1lim lim
 3 4x x
 x x x xx x xxx x x→+∞ →+∞ →+∞
 + + −+ + − 2
 =+ − +
 =+ − −
 = ;
 ( ) =+++
 ⎟⎠⎞⎜
 ⎝⎛ +++⎟⎠⎞⎜
 ⎝⎛ +++−
 =⎥⎦⎤
 ⎢⎣⎡ +++−=−↔=⎟
 ⎠⎞⎜
 ⎝⎛ +−+
 +∞→+∞→−∞→ 43
 4343lim43lim)(43lim
 2
 22
 22
 xxx
 xxxxxxxxxxxxxx
 xxx
 . 23
 /4/311
 /43lim/)43(
 /)43(lim43
 43lim222
 22=
 +++
 +=
 +++
 +=
 ∞∞
 =+++
 +++−=
 +∞→+∞→+∞→ xx
 x
 xxxx
 xx
 xxx
 xxxxxx
 Zadatak 3.9.3. Izračunati sljedeće limese funkcija :
 a) x
 x xx
 ⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛
 +∞→ 10lim ; b)
 2
 2
 2 5limx
 x xx
 ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ +∞→
 ; c) x
 x bxax⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛
 +−
 +∞→lim ; d)
 2
 2 14lim
 x
 x xx
 x⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜
 ⎝
 ⎛
 ++∞→.
 Rješenje:
 a) 101010
 10
 1
 10
 11lim
 1
 101lim
 1
 10
 1lim10
 lim −
 ⋅
 ∞→
 ∞→
 ∞→∞→==
 ⎟⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛
 +
 =
 ⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +
 =
 ⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +
 =⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛
 +e
 e
 xxx
 xxx
 x
 x
 x
 x
 xx
 x
 x;
 b) 5
 55
 22
 2
 5
 11lim5lim
 2
 2
 exx
 x
 x
 x
 x
 x=
 ⎟⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛
 +=⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ +
 ⋅
 ∞→∞→; c) =⎟
 ⎠⎞
 ⎜⎝⎛
 −−
 +=⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ −
 +−
 +=⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛
 +−
 +∞→+∞→+∞→
 x
 x
 x
 x
 x
 x bxab
 bxax
 bxax 1lim11limlim
 ( )
 ( ) abbxxab
 bxxab
 abbx
 xee
 abbx
 x −−⋅−
 −−
 ⋅−−
 +∞→==
 ⎟⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛
 −−
 +=+∞→lim11lim ; d) 1
 2
 2...
 14lim −
 ∞→==
 ⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜
 ⎝
 ⎛
 ++e
 xx
 xx
 x.
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 Zadatak 3.9.4. Izračunati : a) x
 xx
 1)1(lim
 10
 0
 −+→
 ; b) xxxx
 x
 cba1
 0 3lim ⎟
 ⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ ++→
 .
 Rješenje: a) 10)1ln(lim101)1ln(10)1ln(101lim1)1(lim
 1
 0
 )1ln(10
 0
 10
 0=+⋅⋅=⎟
 ⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ +⋅
 +−
 =−+
 →
 +
 →→x
 x
 x
 xxx
 xx
 xe
 xx ;
 b) Iz [ ] )1(ln)(ln1ln13
 )(ln1ln1ln1ln13
 ln 33
 1
 oabcxoabcxx
 xocxbxaxx
 cba xxxx+=++⋅=
 ++++++⋅=⎟
 ⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ ++
 slijedi da je
 lim3
 lim 3)1(ln
 0
 1
 0
 3abcecba oabc
 x
 xxxx
 x==⎟
 ⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ ++ +
 →→.
 Zadatak 3.9.5. Dokazati da je
 a) , (a∈R); b) , (a∈R); c) axax
 sinsinlim =→
 axax
 coscoslim =→
 axax
 tg tglim =→
 , (a∈R, a ≠ (2k+1)2π , k∈Z);
 d) , (a∈R, a ≠ kπ, k∈Z); e) axax
 ctg ctglim =→ 5
 35sin3sinlim
 0=
 → xx
 x; f)
 21cos1lim
 20=
 −→ x
 xx
 ; g) 21sintglim
 30=
 −→ x
 xxx
 .
 Dokaz: a) Iz axaxaxaxax −=
 −⋅≤
 +−⋅=−
 22
 2cos
 2sin2sinsin slijedi . ax
 axsinsinlim =
 →
 e) 53
 55
 5sin
 33
 3sin
 lim5sin3sinlim
 00=
 ⋅
 ⋅=
 →→ xx
 x
 xx
 x
 xx
 xx ; f)
 21
 42
 2sin2
 lim2sin2
 limcos1lim2
 2
 02
 2
 020=
 ⋅⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛
 ==−
 →→→ x
 x
 x
 x
 xx
 xxx;
 g) 21 cos1
 cos1sinlimsintglim
 )
 2030
 f
 xx xx
 xxx
 xxx
 =−
 ⋅⋅=−
 →→ (odakle je tgx – sinx ∼ ½ x3 (x → 0); tgx – sinx je
 beskonačno mala veličina trećeg reda u odnosu na x kad x → 0). Zadatak 3.9.6.* Izračunajte graničnu vrijednost funkcije f iz R u R, zadane formulom
 ( ) ( 0),sin sin
 a x bxe ef x b aax bx
 − −= >
 +>
 u svakoj od tačaka gomilanja njenog prirodnog domena koja mu ne pripada. Zadatak 3.9.7.* Odredite prirodni domen, Dom ( ), za svaku od funkcija iz familije ag ag
 )),0(1,2:( ∞+∪−−∈aga , )91(log)( 2xxxg aa −+= , realnih funkcija jedne realne promjenljive, a zatim za funkciju 1
 2
 ( ) : ( )f x g x= odredite eventualne presjeke
 njenog grafika sa osama Ox i Oy, skup x∈ Dom ( f ) : f(x) ≥ 0 i granične vrijednosti
 20
 ( )| | 1 1 9
 limx
 f xx x→ ± − + −
 .
 _______________________ * Zadatak sa pismenih i/ili završnih ispita iz Mat. I i IM1.
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 G L A V A 4
 N E P R E K I D N O S T F U N K C I J A. E L E M E N T A R N E I I N Ž E N J E R S K E F U N K C I J E
 Često želimo odrediti vrijednost neke funkcije f u tački x0, koju znamo tek približno, te o vrijednosti f (x0) treba zaključiti na osnovu vrijednosti f (x) koje f poprima u tačkama iz neke okoline tačke x0. Zato su od posebne važnosti funkcije kod kojih vrijednost f (x) aproksimira f (x0) s tačnošću zadanom po volji ako x aproksimira x0 dovoljno dobro. Intuitivno, za funkcije s takvim svojstvom kažemo da su neprekidne. No, takve funkcije ćemo u prvom paragrafu ovog poglavlja i egzaktno definirati za slučaj realnih funkcija realne promjenljive, mada se taj pojam može uvesti u mnogo opštijim situacijama (za kompleksne funkcije, za funkcije u metričkim prostorima, pa i u proizvoljnim topološkim prostorima).
 § 4.1. Neprekidnost i tačke prekida
 Definicija 4.1.1. Neka su D, K podskupovi od R i f : D → K funkcija. Kažemo da je funkcija f neprekidna (neprekinuta, kontinuirana) u tački x0∈D ako za svaku okolinu V tačke f (x0) u K postoji okolina U tačke x0 u D takva da je f (U ) ⊆V (v. sl. 4.1.1. i 4.1.2). U protivnom slučaju kaže se da je f prekidna (prekinuta, diskontinuirana) u tački x0 , a u tom slučaju se za tačku x0 kaže da je tačka prekida (tačka diskontinuiteta) funkcije f .
 y V f (U) f (x0) y = f (x)
 0 x0 x U
 Sl. 4.1.2.
 f x0 f (x0) f (U ) U V
 Sl. 4.1.1.
 Na “ jeziku ε -δ “ uslov neprekidnosti funkcije f u tački x0 možemo zapisati ovako:
 (∀ε > 0) (∃ δ > 0) (∀x∈D) ( | x – x0 | < δ ⇒ | f (x) – f (x0)| < ε ).
 Primijetimo odmah da definicija neprekidnosti ima sličnosti sa definicijom granične vrijednosti funkcije u tački. Međutim, postoje i neke važne razlike. Naime, tačka x0∈D u kojoj se definira neprekidnost funkcije f ne mora biti tačka gomilanja skupa D. Ta tačka može biti i izolovana tačka tog skupa (tj. može imati svojstvo da u nekoj okolini U(x0) nema drugih tačaka skupa D osim nje same). Očito da se u tom slučaju ne može govoriti o graničnoj vrijednosti . Kako je tada f (U(x0)) = f (x0) ⊆ V za svaku okolinu V tačke f (x0), to je funkcija f neprekidna u tački x0. To
 )(lim0
 xfxx→
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 je trivijalan slučaj, pa će nas nadalje zanimati uglavnom slučaj kada je x0 tačka gomilanja od D (koja mu pripada). je trivijalan slučaj, pa će nas nadalje zanimati uglavnom slučaj kada je x0 tačka gomilanja od D (koja mu pripada). Druga važna razlika u definiciji neprekidnosti i definiciji limesa funkcije f u tački x0 je u tome što u definiciji limesa ne pretpostavljamo da je funkcija f definirana u samoj tački x0, a ako i jeste, vrijednost f (x0) ne utiče na graničnu vrijednost .
 Druga važna razlika u definiciji neprekidnosti i definiciji limesa funkcije f u tački x0 je u tome što u definiciji limesa ne pretpostavljamo da je funkcija f definirana u samoj tački x0, a ako i jeste, vrijednost f (x0) ne utiče na graničnu vrijednost . )(lim
 0xfxx→
 y (KM) 0,8
 0,6
 0,4
 0,2 0 1 2 3 4 x (min) Sl. 4.1.3.
 y (lit)
 4
 3
 2
 1
 0 1 2 3 x (min) Sl. 4.1.4.
 No, ako je funkcija f definirana u tački x0 koja je pri tome tačka gomilanja njenog domena, onda između neprekidnosti funkcije f u tački x0 i njene granične vrijednosti u toj tački postoji veza koja se može iskazati sljedećim stavom.
 No, ako je funkcija f definirana u tački x0 koja je pri tome tačka gomilanja njenog domena, onda između neprekidnosti funkcije f u tački x0 i njene granične vrijednosti u toj tački postoji veza koja se može iskazati sljedećim stavom.
 Stav 4.1.1. Neka je f : D→K realna funkcija realne promjenljive i x0∈D tačka gomilanja skupa D. Tada su sljedeće izjave ekvivalentne : Stav 4.1.1. Neka je f : D→K realna funkcija realne promjenljive i x0∈D tačka gomilanja skupa D. Tada su sljedeće izjave ekvivalentne : ( i ) funkcija f je neprekidna u tački x0 ; ( ii ) ( i ) funkcija f je neprekidna u tački x0 ; ( ii ) )()(lim 00
 xfxfxx
 )(lim0
 xfxx→
 )()(lim 00xfxfxx =→ , tj. ;
 ( iii ) za svaki niz (xn), xn∈D za svaki n∈N, za koji je )(lim)(lim
 00xfxf xxxx →→ =
 0lim xxnn =∞→ važi )()(lim 0xfxf nn =∞→ . Dokaz: Ekvivalentnost uslova ( i ) i ( iii ) slijedi neposredno iz definicije neprekidnosti i definicije limesa funkcije, a ekvivalentnost uslova ( ii ) i ( iii ) slijedi iz ekvivalencije Cauchyjeve i Heineove definicije limesa funkcije. Primjer 4.1.1. Cijena jednog telefonskog razgovora svake minute povećava se za 0,2 KM. Grafik funkcije koja daje cijenu telefonskog razgovora u svakom trenutku t prikazan je na sl. 4.1.3. Primijetimo da vrijednost ove funkcije ima trenutne “skokove” nakon svake minute. Ova funkcija ima prekide u svakoj cjelobrojnoj tački svog domena. Primjer 4.1.2. U cisternu utiče voda. Grafik funkcije koja u svakom vremenskom trenutku daje količinu vode u litrama prikazana je na sl. 4.1.4. Primijetimo da ova funkcija nema nagle trenutne skokove. Ona je neprekidna u svakoj tački svog domena.
 Primjer 4.1.3. Konstantna funkcija f (x) = c (∀x∈ D ⊆ R) i identična funkcija f (x) = x (∀x∈ D ⊆ R) neprekidne su u svakoj tački svog domena . Primjer 4.1.4. U skladu sa navedenim u prethodnim paragrafima ovog poglavlja, eksponencijalna funkcija x ax, logaritamska funkcija x loga x (0 < a ≠1) i trigonometrijske funkcije sin, cos, tg i ctg su neprekidne u svakoj tački svog domena.
 a a
 Primjer 4.1.5. Funkcije sgn, |sgn| i sgn2 su prekidne u tački 0, dok je (Dirichletova) funkcija
 χ (x) : = prekidna u svakoj tački x∈R. ⎩⎨⎧
 ∈∈
 Q\RQ
 xx
 ,0, ,1
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 Primjer 4.1.6. Svaki niz realnih brojeva, shvaćen kao funkcija f : N → R, neprekidan je u svakoj tački n∈N, jer je svaka takva tačka izolovana u skupu N.
 Primjer 4.1.7. Funkcija f data sa f (x) = ⎪⎩
 ⎪⎨⎧
 =
 ≠
 ,0 ,0
 0 ,1sin
 x
 ,xx
 x je neprekidna u svakoj tački x∈R, jer
 za svaki x0∈R\0 očito vrijedi )(1sin1sinlim 00
 00xf
 xx
 xxxx ==→ , a kako je 01sin →≤ x
 xx kad
 x→0, to je )0(01sinlim 0 fx
 xx ==→ , pa je f neprekidna i u tački x = 0 (v. s. 4.1.5.). Ispitajte
 neprekidnost i skicirajte grafik funkcije f (x) : = x
 x 1cos za x ≠ 0, f (0) = 0.
 ⎪⎩
 ⎪⎨⎧
 =
 ≠=0 ,0
 0,1sin
 x
 xxy
 y
 y = x
 x 1sin
 x
 Sl. 4.1.5.
 Sl. 4.1.6. Neka je δ - okolina tačke x0 u skupu D, tj. =x∈D : | f (x) – f (x0)| < δ . Tada je funkcija δ aω ( f, ), gdje je ω ( f, ) oscilacija funkcije f na skupu , za δ > 0 neopadajuća i ograničena odozdo (nulom) funkcija od δ . Na osnovu teoreme o limesu monotone funkcije slijedi da postoji
 )( 0xU Dδ )( 0xU D
 δ
 )( 0xU Dδ )( 0xU D
 δ )( 0xU Dδ
 ( ))(, lim 00 xUf Dδ
 δ ω+→ . Ova granična vrijednost zove se oscilacija funkcije f u tački x0 i obično označava sa ω ( f, x0 ). Otuda slijedi da važi: Stav 4.1.2. Funkcija f : D → K (D, K ⊆ R) je neprekidna u tački x0 ako i samo ako je ω ( f, x0 ) = 0. U skladu sa definicijom 4.1.1. tačka u kojoj neka funkcija nije definirana ne može biti njena tačka prekida (čak i ako je tačka gomilanja njenog domena). Tako, npr., tačka x = 0 nije tačka prekida funkcije f (x) : =
 x1 , jer se podrazumijeva da joj je domen R\0. Međutim, napomenimo da se
 termin “tačka prekida” koristi i za one tačke gomilanja domena funkcije koje mu ne pripadaju, pa se u skladu s tim, npr. za navedenu funkciju f (x) : =
 x1 kaže da ima prekid (druge vrste) u nuli; iako nije
 definirana u tački x = 0. No, svaku tačku gomilanja x0 domena D funkcije f : D → K (D, K ⊆ R) ćemo zvati singularna tačka ili singularitet funkcije f ako x0∉D . Zadatak 4. 1. 1*. Zadana je familija ( fα : α ≥ 0) realnih funkcija jedne realne varijable, gdje je
 2 4
 2 | | , | |( )
 2 , | | .
 x xf x
 x x xα,α α α
 α
 ⋅ − ≤
 − >
 ⎧=⎨⎩
 Ispitajte neprekidnost i odredite eventualne tačke singulariteta svake od funkcija fα (iz zadane
 familije) i funkcija gα (x):= p
 xf)
 )(1(
 α
 ako je p zbir svih cifara vašeg JMBG.
 ________________________ * Zadatak koji je bio zadan za domaću zadaću i na pismenom ispitu iz IM1.
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I N Ž E N J E R S K A M A T E M A T I K A 1
 Verba volant, scripta manent.
 [Riječi odlijeću, pisano ostaje. Ono što se kaže lako je zaboraviti, ali ono što je napisano ne može se poreći.]
 ( Latinska izreka )
 P r e d a v a n j a z a d e v e t u s e d m i c u n a s t a v e (u akademskoj 2010/2011. godini)
 Klasifikacija tačaka prekida i singularnih tačaka funkcije
 Budući da je svaka realna funkcija f jedne realne promjenljive neprekidna u svakoj izolovanoj tački svog domena D (ako takva tačka postoji u D ), to su tačke prekida funkcije f među tačkama domena D koje su ujedno tačke gomilanja skupa D i to bilo one tačke xp kod kojih lim ( )f xx xp→ ne
 postoji, bilo one kod kojih taj limes nije jednak vrijednosti f (xp). Uobičajeno je da se tačke prekida klasificiraju na jedan od dva načina koji su dati dvjema sljedećim definicijama.
 Definicija 4.1.2. Neka je f realna funkcija definirana na skupu D (⊆ R) i x0∈D tačka prekida funkcije f. Kaže se da je u tački x0 : ( i ) prekid prve vrste funkcije f ako postoje konačne granične vrijednosti f (x0 – ) i f (x0+), pri čemu se zahtijeva postojanje samo prvog (odnosno, samo drugog) od tih limesa ako je x0 samo lijeva (odnosno, samo desna) tačka gomilanja skupa D ; specijalno se kaže da je takav prekid otklonjiv (odstranjiv, uklonjiv ili nebitan) ako je još f (x0 – ) = f (x0 +), tj. ako postoji (konačan) ; )(lim
 0xfxx→
 ( ii ) prekid druge vrste funkcije f ako nije prve vrste (tj. ako bar jedna od graničnih vrijednosti f (x0 – ) i f (x0 +) ne postoji ili je beskonačna). Termin “otklonjiv prekid” je očito u vezi sa činjenicom da u slučaju takvog prekida funkcije f u tački x0∈D ( D – domen od f ) postoji realna funkcija koja je neprekidna u tački x0 a definirana je formulom
 f~
 ⎪⎩
 ⎪⎨⎧
 =∈
 =→ . ),(lim
 ,\ ),()(
 ~0
 0
 0xxxf
 xDxxfxf
 xx
 U ovom slučaju kažemo da smo funkciju f na prirodan način produžili (proširili, modificirali) po (principu) neprekidnosti u tački x0. Broj f (x0+) – f (x0 – ) iz R zovemo skok funkcije f u tački x0.
 Definicija 4.1.3. Neka je f realna funkcija definirana na skupu D (⊆ R) i x0∈D tačka prekida funkcije f. Kaže se da je u tački x0 : ( a ) otklonjiv prekid funkcije f ako postoji konačna granična vrijednost ; )(lim
 0xfxx→
 ( b ) pol funkcije f ako postoji beskonačna granična vrijednost = + ∞ ( ili – ∞ ) ; )(lim0
 xfxx→
 ( c ) esencijalni prekid funkcije f ako granična vrijednost ne postoji; pri tome se za esencijalni prekid funkcije f u x0 kaže da je esencijalni prekid prve vrste ako postoje konačne granične vrijednosti i , a za esencijalni prekid koji nije prve vrste kaže se da je esencijalni prekid druge vrste.
 )(lim0
 xfxx→
 )(lim0
 xfxx −→ )(lim0
 xfxx +→
 134
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135 Primjeri 4.1.8. a) Funkcija sgn x ima u tački x = 0 prekid prve vrste (neodstranjiv; funkcija sgn u 0 ima konačan skok), a funkcija (sgn x)2 u x = 0 ima otklonjiv prekid. b) Dirichletova funkcija χ (x) ima (esencijalni) prekid druge vrste u svakoj tački x∈R. c) Funkcija fα zadana formulom
 ⎪⎩
 ⎪⎨⎧
 ∈=
 ≠=Rαα
 α ,0 ,
 ,0 ,sin)(
 x
 xx
 xxf
 ima otklonjiv prekid u x = 0 ako je α ∈ R \1, a funkcija f1(x) je neprekidna u svakoj tački x∈R. d) Funkcija f zadana formulama f (x) = sin
 x1 (x ≠ 0), f (0) = 0 ima esencijalni prekid druge vrste
 u x = 0, jer ne postoje i (v. sl. 4.1.6.). )(lim 0 xfx −→ )(lim 0 xfx +→ e) Funkcija f definirana sa
 ⎩⎨⎧
 ≤≤<≤
 =31 ,,10 ,2
 )(ttt
 tf
 ima esencijalni prekid prve vrste u tački t = 1, a neprekidna je u svakoj tački polusegmenta [0, 1) i u svakoj tački segmenta [1, 3]; u ovom slučaju se kaže da je f po dijelovima neprekidna (v. sl. 4.1.7). f (t)
 3 2 1
 g (t)
 6
 2
 Sl. 4. 1. 7. Sl. 4. 1. 8. f) Funkcija g, data sa g (t) = 2 za 0 < t < 1, g (t) = 2t za 1 ≤ t ≤ 3, je neprekidna u svakoj tački svog domena (poluintervala) (0, 3], kao što se vidi na slici 4.1.8. U primjeru 4.1.8. e) funkcija f ima svojstvo da je )1()(lim 1 fxfx =+→ (≠ 2 = ), pa je takvim funkcijama pogodno dati posebno ime, što i činimo sljedećom definicijom:
 )(lim 1 xfx −→
 Definicija 4.1.4. Za realnu funkciju f definiranu na skupu D (⊆ R) kažemo da je neprekidna slijeva (zdesna) u tački x0∈D ako je )()(lim 00
 xfxfxx =−→ (odnosno ). )()(lim 00xfxfxx =+→
 Za tačku x0 iz domena D funkcije f kažemo da je tačka prekida slijeva (zdesna) funkcije f ako f nije neprekidna slijeva (zdesna) u toj tački. U skladu sa definicijom 4.1.4, funkcija f u primjeru 4.1.8. e) je neprekidna zdesna u tački t = 1, jer je
 )1(1lim 1 ftt ==+→ . Međutim, )1(122lim)(lim 11 ftf tt =≠== −→−→ , pa f nije neprekidna slijeva u tački t = 1. I tačke prekida slijeva (zdesna) funkcije klasificiramo u skladu sa definicijom 4.1.2. Naime, ako je x0 tačka gomilanja domena D (koja mu pripada) funkcije f, kažemo da funkcija f ima u tački x0 prekid prve vrste slijeva (zdesna) ako postoji konačan (odnosno ) ali nije )(lim
 0xfxx −→ )(lim
 0xfxx +→
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136 jednak f (x0), a ako lijeva (desna) granična vrijednost funkcije f u tački x0 ne postoji ili je beskonačna, onda kažemo da funkcija f ima u tački x0 prekid druge vrste slijeva (zdesna). U primjeru 4.1.8. e) funkcija f ima u tački t = 1 prekid prve vrste slijeva, dok funkcija f u primjeru 4.1.8. d) ima u tački x = 0 esencijalni prekid druge vrste slijeva i zdesna (jer ne postoji
 xx1sinlim 0−→ a ni
 xx1sinlim 0+→ ).
 Očito je da je funkcija f neprekidna u nekoj tački x0 svog domena (koja je i lijeva i desna tačka gomilanja tog domena) ako je neprekidna i slijeva i zdesna u tački x0, tj. ako je
 f (x0 – ) = f (x0 + ) = f (x0). U tački x0 kontinuiteta funkcija f ima skok jednak nuli. Tako, npr., funkcija g (t) u primjeru 4.1.8. f) je u tački t = 1 neprekidna i slijeva i zdesna pa je i neprekidna u toj tački. No, ta funkcija je neprekidna slijeva u tački t = 3, a neprekidnost zdesna u toj tački nema smisla, jer ta funkcija nije definisana desno od tačke t = 3 (ta tačka nije desna tačka gomilanja domena (1, 3] funkcije g ), pa je funkcija g neprekidna u tački t = 3.
 Primjer 4.1.9. Funkcija fα , data sa fα (x) : = 2
 1x
 (x ≠ 0), fα (0) = α (α∈R), ima u x = 0
 prekid tipa pola jer je , a funkcija f data sa f (x) = +∞=→ )(lim 0 xfx α x1 (x ≠ 0), f (0) = 0, ima u x
 = 0 esencijalni prekid druge vrste, jer lijevi i desni limesi te funkcije u tački x = 0 nisu konačni, a ne postoji
 xx1lim 0→ .
 Singularne tačke realne funkcije f definirane na skupu D (⊆ R) klasificiraju se analogno kao i prekidi u smislu definicije 4.1.3. Naime, ako postoji konačan , onda se tačka x0 (∉D ) naziva singularnom tačkom funkcije f koja se može otkloniti. Ako je = + ∞ (ili –∞), onda se tačka x0 (∉D ) naziva pol funkcije f. Ako granična vrijednost funkcije f u tački x0 (∉D ) ne postoji, onda se singularna tačka x0 naziva esencijalnim singularitetom funkcije f ( i to prve vrste ako postoje konačni i , a inače druge vrste).
 )(lim0
 xfxx→
 )(lim0
 xfxx→
 )(lim0
 xfxx −→ )(lim0
 xfxx +→
 Ako je x0 singularna tačka funkcije f, definirana na skupu D (⊆ R), koja se može otkloniti, onda (kao i u slučaju tačke otklonjivog prekida) uvijek postoji realna funkcija g definirana na skupu D ∪x0 koja je neprekidna u tački x0 a definirana je sa
 ( ), ,( ) lim ( ), .00
 f x x Dg x f x x xx x
 ∈= =→
 ⎧⎨⎩
 Primjer 4.1.10. a) Funkcija f (x) : = x
 xsin ima otklonjiv singularitet u x = 0, pa se može po
 principu produženja po neprekidnosti proširiti do funkcije g date sa
 ⎪⎩
 ⎪⎨⎧
 =
 ∈=,0 ,1
 ,0\ ,sin)(
 x
 xx
 xxg R
 koja je neprekidna x = 0 (a očito i u svakoj tački x∈R\0). b) Funkcija f (x) : = sin
 x1 ima u x = 0 esencijalni singularitet druge vrste, jer 0 ne pripada
 domenu funkcije f, a ne postoji , niti postoje konačni lijevi i desni limesi te funkcije u tački x = 0.
 )(lim 0 xfx→
 Zadatak 4.1.1. Data je familija ( fα : α ≥ 0 ) funkcija fα : R → R definiranih sa
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 ( )⎪⎩
 ⎪⎨⎧
 >−
 ≤−=
 . , 2, , 2
 )( 22 αααα
 α xxxxx
 xf
 Ustanoviti koja je od sljedeće četiri izjave tačna : I. fα nije neprekidna u svakoj tački skupa R niti za jedan α ≥ 0 II. fα je neprekidna u svakoj tački skupa R za svaki α ≥ 0 . III. Postoje dvije vrijednosti od α (α ≥ 0) za koje je fα neprekidna u svakoj tački skupa R. IV. Samo je jedna funkcija fα iz date familije ( fα : α ≥ 0 ) neprekidna u svakoj tački skupa R. Rješenje: Očito je svaka od datih funkcija fα neprekidna u svakoj tački skupa R\– α , α i svaka od tih funkcija je parna. Kako je ααααα =−=−→ 2)(lim 0 xfx ,
 ( ) 2220 22)2(lim ααααα −=−⋅=−= +→ xxx , to iz uslova fα ( α – ) = fα ( α + ) = fα ( α ) slijedi 2α –
 α2 = = α , odnosno α2 – α = 0, odakle je α = 0 ∨ α = 1. Dakle, samo su funkcije f0 i f1 (iz zadane familije) neprekidne u svakoj tački skupa R, pa je od navedene četiri izjave tačna samo izjava III..
 § 4.2. Lokalna svojstva neprekidnih funkcija
 Svako svojstvo neprekidne funkcije koje je u vezi sa ponašanjem te funkcije u nekoj okolini njene tačke neprekidnosti nazivamo lokalno svojstvo (neprekidne funkcije). Izvođenja takvih svojstava se uglavnom zasnivaju na lokalnim svojstvima limesa. Polazeći od odgovarajućih lokalnih svojstava limesa, lako se dobiju osnovna lokalna svojstva neprekidnih funkcija koja su data sljedećim stavovima:
 Stav 4.2.1. Neka je funkcija f : D → K (D, K∈R ) neprekidna u tački x0∈D. Tada : ( i ) postoji takva okolina UD tačke x0 da je f ograničena na UD , tj. postoje realni brojevi η , M takvi da
 (x∈D ; |x – x0| < η ) ⇒ ( | f (x)| < M ); ( ii ) ako je f (x0) ≠ 0, postoji takva okolina UD tačke x0 da je f (x) istog znaka kao f (x0) za svaki x∈ UD ; zapravo postoji takav δ >0 da
 f (x0) > 0 ; x∈ UD ; |x – x0| < δ ) ⇒ ( f (x) > 21 f (x0) ) ,
 odnosno f (x0) < 0 ; x∈ UD ; |x – x0| < δ ) ⇒ ( f (x) <
 21 f (x0) ) .
 Geometrijska interpretacija stava 4.2.1. ( ii ) u slučaju f (x0) > 0 je prikazana na sl. 4.2.1. U tom slučaju se tvrdi da je f (x) >
 21 f (x0) za svaki
 x dosta blizu broja x0. Drugim riječima dio grafika Γf funkcije f koji odgovara tačkama x ≈ x0 nalazi se iznad prave date sa y =
 21 f (x0).
 Stav 4.2.2. (Pravila o aritmetičkim operacijama sa neprekidnim funkcijama). Neka su na skupu D ( ⊆R ) definirane realne funkcije f, g i neka je svaka od funkcija f, g neprekidna u tački x0∈D. Tada su i funkcije f + g , f – g , λ f (λ∈R) , f ⋅ g , f / g (uz dodatnu pretpostavku g (x0) ≠ 0 ) i | f | neprekidne u tački x0 .
 ( )
 y y = f (x) f (x0)
 Γf ½ f (x0)
 x0 – δ x0 x0 + δ x
 Iz stava 4.2.2. slijede sljedeće neposredne posljedice: Sl. 4.2.1.
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 Posljedica 4.2.1. Neka su f1, ..., fn funkcije sa D ( ⊆R ) u R. Ako je svaka od njih neprekidna u tački x0∈D, onda su i funkcije f1 + ⋅⋅⋅ + fn i f1 ⋅ ... ⋅ fn neprekidne u tački x0.
 Posljedica 4.2.2. Linearna kombinacija ∑=
 n
 i ii f1λ (λi ∈ R) neprekidnih funkcija f1, ..., fn u tački
 x0 neprekidna je funkcija u x0.
 Iz posljedice 4.2.2. slijedi da je skup svih realnih funkcija definiranih na skupu D ( ⊆R ) koje su neprekidne u tački x0∈D vektorski prostor (nad poljem (R, +, ⋅ )).
 Posljedica 4.2.3. Za svaki n∈N funkcija x xn je neprekidna u svakoj tački x0∈R. a Dokaz: Za f1 = ⋅⋅⋅ = fn = f iz posljedice 4.2.1. dobijemo da je funkcija x ( f (x))n neprekidna u tački x0. Budući da je x x neprekidna funkcija u svakoj tački x0∈R to je i x xn neprekidna funkcija u svakoj tački x0∈R.
 aa a
 Posljedica 4.2.4. Polinom je neprekidna funkcija u svakoj tački skupa R. Dokaz: Neka je P : R → R polinom stepena n. Tada je
 ∀(x∈R) P (x) = a0 xn + a1 xn-1 + ⋅⋅⋅ + an-1 x + a0 , gdje su a0, a1, ..., an∈R. Budući da su xa ak xk (k = 1, ..., n) i x a0 neprekidne funkcije u svakoj tački x∈R, to je P kao zbir neprekidnih funkcija u x∈R neprekidna funkcija u x∈R .
 a
 Stav 4.2.3. (Pravilo o neprekidnosti složene funkcije). Neka je f realna funkcija definirana na skupu A ( ⊆R ) i neka je g realna funkcija definirana na skupu B ( ⊆R ) koji sadrži sliku Im ( f ) funkcije f tako da je kompozicija g f definirana. Ako je funkcija f neperekidna u tački x0∈A i funkcija g neprekidna u tački f (x0), onda je složena funkcija h : = g f neprekidna u tački x0 . (Kratko, kompozicija dviju neprekidnih funkcija također je neprekidna funkcija.) Dokaz : Neka je W proizvoljna okolina tačke h(x0): = g ( f (x0)). Tada postoji okolina V tačke f (x0) takva da je g(VB) ⊆ W. Za tu okolinu V izaberimo okolinu U tačke x0 takva da je f (UA ) ⊆ VB. Tada slijedi da je
 h (UA ) = g ( f (UA )) ⊆ g (VB) ⊆ W, odakle, po definiciji neprekodnosti, slijedi da je funkcija h neprekidna u tački x0 , što je i trebalo dokazati. Stav 4.2.3. često se primjenjuje prilikom izračunavanja limesa izraza u kojima se pojavljuju neprekidne funkcije, jer je u tom smislu primjena toga stava obično jednostavnija od primjene teoreme o limesu složene funkcije. U tom smislu navedimo sljedeće primjere:
 Primjer 4.2.1. Iz poznatog rezultata ex xx =+→
 1
 0 )1(lim i neprekidnosti logaritamske funkcije
 xa logax u tački e slijedi da je )ln1( log
 )1(loglim 0 a
 ex
 xa
 ax ==
 +→ , (0 < a ≠ 1).
 Primjer 4.2.2. Neka je bxuax =→ )(lim (>0) i cxvax =→ )(lim . Tada iz neprekidnosti logaritamske funkcije slijedi , a odatle i iz neprekidnosti eksponencijalne funkcije slijedi da je bxuax ln)(lnlim =→
 cbcxuxvax
 xvax beexu === →→
 ln)(ln)()( lim))((lim .
 Tako, npr. iz ( ) ex xx =+→
 1
 0 1lim ( > 0) i 1sinlim 0 =→ xx
 x slijedi da je
 ( )2
 sin2
 lim 0 0
 sin xx
 x
 x ⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦
 11
 1 + = lim (1 + ) = e = e→ →x
 x xx x .
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 § 4.3. Globalna svojstva neprekidnih funkcija
 Definicija 4.3.1. Za funkciju f : D → K (D, K ⊆ R) kažemo da je neprekidna na skupu S ⊆ D ako je ona neprekidna u svakoj tački x0 iz S. Skup svih funkcija f : D → K (D, K ⊆ R) koje su neprekidne na skupu D označavat ćemo sa C(D); specijalno, ako je D : = [a, b], skup C(D) označavat ćemo sa C[a, b]. Otuda slijedi da ako je neka funkcija f definirana na skupu širem od [a, b], da bi njena restrikcija f | [a, b] pripadala skupu C[a, b] dovoljno je da f bude neprekidna na intervalu (a, b), neprekidna zdesna u tački a i neprekidna slijeva u tački b. Za realnu funkciju f kažemo da je dio – po – dio neprekidna (ili djelimično neprekidna) na segmentu [a, b](⊂R) ako postoji konačno mnogo tačaka
 a = x0 < x1 < ⋅⋅⋅ < xn = b tog segmenta takvih da je f neprekidna na svakom od intervala (xi-1, xi) ( i = 1, ..., n), i ima konačne lijeve, odnosno desne limese u njihovim krajevima, tj. ako postoji konačan skup A⊂ [a, b] takav da je f neprekidna funkcija u svakoj tački skupa [a, b] \ A i ukoliko je A ≠ ∅ onda u svakoj tački skupa A funkcija f ima skok prve vrste (tj. ima otklonjiv prekid ili esencijalni prekid prve vrste). Primijetimo da je izvorno neprekidnost lokalno svojstvo funkcije. Neke funkcije mogu biti neprekidne i na svom čitavome domenu, ali je ipak to svojstvo izvedeno iz lokalnog svojstva za svaku pojedinačnu tačku domena. No, za razliku od lokalnih, globalna svojstva neprekidnih funkcija zavise od njihove neprekidnosti na nekom skupu tačaka (npr., segmentu). Globalna svojstva neprekidnih funkcija koja ćemo navesti u sljedećim teoremama bitno zavise od ne samo od neprekidnosti samih funkcija, već i od svojstava skupa na kome su te funkcije definirane. Teorema 4.3.1. (Prva Weierstrassova teorema o neprekidnim funkcijama na segmentu ).*) Ako je realna funkcija f neprekidna na segmentu [a, b] (⊂R) , ona je na tom segmentu i ograničena. Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da funkcija f nije ograničena na segmentu [a, b]. Tada za svaki prirodni broj n postoji takav broj xn∈[a, b] da je | f (xn)| > n. Niz (xn) tačaka segmenta [a, b] je ograničen, pa prema Bolzano – Weierstrassovoj teoremi za nizove u R ima bar jednu tačku gomilanja, odnosno ima podniz ( ) koji konevrgira ka x0, pri čemu je očito x0∈[a, b]. Zbog neprekidnosti funkcije f slijedi da je
 knx
 )()(lim 0xfxfknk =∞→ , što je nemoguće, jer iz | f (xn)| > n
 slijedi | f ( )| > nk, odnosno knx +∞=∞→ )(lim
 knk xf . Dobijena kontradiikcija dokazuje da je funkcije f ograničena na segmentu [a, b]. Teorema 4.3.2. (Druga Weierstrassova teorema o neprekidnim funkcijama na segmentu).**) Ako je realna funkcija f neprekidna na segmentu [a, b] (⊂R), ona na tom segmentu postiže svoj infimum i supremum, tj. postoje brojevi m, M ∈R i tačke xm, xM ∈[a, b] (koje se mogu i poklapati) takvi da je m ≤ f (x) ≤ M za svaki x∈[a, b], m = f (xm) i M = f (xM). _____________________ *) Ova teorema je poznata i pod nazivom Weierstrassova teorema o ograničenosti neprekidne funkcije (na segmentu).
 **) Ovu teoremu je dokazao i s njom se koristio njemački matematičar Karl Weierstrass (1815 – 1897), a prema toj teoremi svaka realna neprekidna funkcija na segmentu u R ima najmanju (globalni / totalni minimum) i najveću (globalni / totalni maksimum) vrijednost.
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140 Dokaz: Neka je m : = inf f (x) | x∈[a, b] , M : = sup f (x) | x∈[a, b] . Prema teoremi 4.3.1., m i M su (konačni) realni brojevi. Dokažimo da postoji tačka xM ∈[a, b] takva da je f (xM) = M, a analogno se dokazuje da postoji tačka xm ∈[a, b] takva da je f (xm) = m. Pretpostavimo, suprotno zaključku teoreme, da takva tačka xM ne postoji. Tada je f (x) < M za svaki x∈[a, b], pa je funkcija g koja je data sa g (x) : =
 )(1
 xfM − neprekidna na [a, b]. No,
 prema teoremi 4.3.1. zaključujemo da je funkcija g ograničena na [a, b] , tj. da postoji neki realan broj μ∈R+ takav da je g(x) ≤ μ za svaki x∈[a, b]. Otuda je M – f (x) ≥
 μ1 , tj. f (x) ≤ M –
 μ1 za
 svaki x∈[a, b]. Dakle, dobili smo da je broj M – μ1 , koji je manji od M, majoranta skupa f (x) :
 x∈[a, b] , suprotno definiciji broja M kao supremuma toga skupa. Time je dokaz teoreme 4.3.2. završen. Napomenimo da teoreme 4.3.1. i 4.3.2. ne vrijede u slučaju da se segment zamijeni s otvorenim ili poluotvorenim intervalom. Takođe napomenimo da ograničena funkcija općenito ne mora dostizati ni svoj maksimum ni svoj minimum. Npr. funkcija f, data sa f (x) = x2 za 0 < |x| < 1 i f (– 1) = f (0 ) = f (1) =
 41 , je ograničena na segmentu [–1, 1], ali ona na [–1, 1] ne dostiže ni svoj totalni minimum
 ni svoj totalni maksimum. Nadalje, npr. funkcija f data sa f (x) =x1 je neprekidna na (0, 1).
 Međutim, ona nije ograničena na (0, 1), jer kad se x približava nuli zdesna onda x1 postaje sve
 veće i veće i ostaje neograničena. To je dakle slučaj neprekidne funkcije na otvorenom intervalu koja nije odozgo ograničena.
 Teorema 4.3.3. (Bolzanova teorema).*) Neka je f realna i na segmentu [a, b] (⊂R) neprekidna funkcija. Ako f na rubovima toga segmenta ima suprotne predznake, tj. ako je f (a) ⋅ f (b) < 0, onda postoji bar jedna tačka c∈(a, b) takva da je f (c) = 0. Teorema 4.3.4. (Bolzano – Cauchyjeva teorema o međuvrijednostima). Neka je f realna i na segmentu [a, b] (⊂R) neprekidna funkcija. Ako su x1 i x2 dvije tačke toga segmenta takve da je f (x1) ≠ f (x2), onda za ma koji realni broj C između f (x1) i f (x2) postoji bar jedna tačka c između x1 i x2 takva da je f (c) = C, tj. neprekidna funkcija na segmentu prima svaku međuvrijednost. Teorema 4.3.3. je ilustrirana na sl. 4.3.1. u slučaju da je f (a) < 0 i f (b) > 0. Ta teorema tvrdi da grafik neprekidne funkcije f na segmentu mora sjeći apscisnu osu Ox ukoliko on ima tačke iznad i ispod ose Ox. Translacijom duž ordinatne ose Oy teorema 4.3.3. se svodi na teoremu 4.3.4. i obratno.
 y y = f (x) a 0 c b x
 Dokaz teoreme 4.3.3. je sličan dokazu Bolzano – Weierstrassove teoreme za nizove. Postupak koji se primjenjuje u dokazu teoreme 4.3.3. može se primijeniti i za približno određivanje tačke c, što se koristi pri numeričkom rješavanju jednačina oblika f (x) = 0, gdje je f neprekidna funkcija (taj postupak je poznat kao metod polovljenja intervala) (v., npr., [M. Merkle], str. 79. i 80).**) Dokaz teoreme 4.3.4. se lako izvodi primjenom teoreme 4.3.3. na funkciju F (x) : = f (x) – C. ____________________ *) Ovu teoremu je dokazao češki matematičar, logičar i filozof Bernhard Bolzano (1781 – 1848) 1817. godine. **) M. Merkle: Matematička analiza, Akademska misao, Beograd, 2001. Osim ovog udžbenika, u pripremi materijala za predavanja iz IM1 korištene su mnogobrojne naučne i stručne reference, a posebno udžbenici: [1] D. Anađević, Z. Kadelburg, Matematička analiza I, Nauka, Beograd, 1995. (IV izd.); [2] B. A. ЗОРИЧ : Mатематический анализ, Наука, Μосква, I, 1981; [3] S. Mardešić, Matematička analiza u n-dimenzionalnom realnom prostoru, I, Školska knjiga, Zagreb, 1974; [4] D. Jukić, R. Scitovski : Matematika I, ETF i PTF - Odjel za matematiku, Osijek, 2000.

Page 141
						

141 Napomenimo da se sve četiri teoreme 4.3.1 – 4.3.4. mogu objediniti u ovu teoremu : Ako je f : [a, b] → R ([a, b]⊂R) neprekidna funkcija na segmentu [a, b] i ako f nije konstanta na [a, b], onda je slika od f, tj. skup f ([a, b]), također segment. Naime, to je segment [m, M], jer za svaki C∈[m, M] postoji c∈[m, M] takav da je C = f (c). Primjer 4.3.1. Polinom x f (x) = 12x3 – 16x2 – 73x + 105 je neprekidna funkcija na R. Kako je f (– 5) = – 1430, f (0) = 105, f (2) = – 9, f (10) = 9775, postoje tačke x1∈(– 5, 0), x2∈(0, 2), x3∈(2, 10) u kojima se f anulira. Budući da je f
 a
 y -5 x1 2 x2 x3 10
 Sl. 4.3.2.
 polinom trećeg stepena to on ima najviše tri različite nule. Otuda slijedi da je f (x) ≠ 0 za svaki x∈R\ x1, x2, x3. U intervalima (–∞, x1), (x1, x2), (x2, x3), (x3, +∞) funkcija f nema nula, pa u svakom od tih intervala (prema teoremi 4.3.3) ima isti znak. Na osnovu tih informacija o polinomu f skiciramo grafik toga polinoma (sl. 4.3.2.). Definicija 4.3.2. Za funkciju f : D→K (D, K⊆R) kažemo da je uniformno (ravnomjerno, jednoliko) neprekidna na skupu A ⊆ D ako za svaki ε > 0 postoji δ (=δ (ε ) > 0) koji ne ovisi o x takav da za svaki x, x' ∈ A iz | x – x' | < δ slijedi | f (x) – f (x') | < ε. Simbolima se uslov uniformne neprekidnosti zapisuje ovako:
 ( ∀ε > 0) (∃ δ > 0) (∀ x' ∈ A) (∀ x ∈ A) | x – x' | < δ ⇒ | f (x) – f (x') | < ε.
 Iz definicije 4.3.2. slijedi neposredno da je svaka uniformno neprekidna realna funkcija na skupu A(⊆R) i neprekidna funkcija na tom skupu.
 Da obrnuto ne vrijedi, pokazuje npr. funkcija f : R\0 → R, data formulom f (x) = x1 , koja je
 neprekidna, ali nije uniformno neprekidna (na svom domenu). Zaista, za svaki δ > 0 postoji n0∈N
 takav da m, n ≥ n0 povlači nm11
 − < δ jer niz ⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛
 n1 konvergira pa je Cauchyjev. Zato za m, n ≥ n0 ,
 m ≠ n, i za tačke x = m1 , x' =
 n1 vrijedi | x – x' | < δ , ali je ipak 1
 ´11
 ≥−=− nmxx
 . No,
 primijetimo da je posmatrana funkcija f uniformno neprekidna na skupu [1, +∞), jer za svaka dva broja x', x''∈[1, +∞) važi
 ´´´´´´´´´
 ´´1
 ´1´´)(´)( xx
 xxxx
 xxxfxf −≤
 −=−=− .
 Jednostavan kriterijum za ispitivanje uniformne neprekidnosti daje sljedeća važna teorema o uniformnoj neprekidnosti.
 Teorema 4.3.5. (Cantorova teorema). Ako je f : [a, b] → K ([a, b]⊂R, K⊆R) neprekidna funkcija na segmentu [a, b], onda je ona i uniformno neprekidna na tom segmentu. Primjer 4.3.2. Funkcija f data sa f (x) = x2 je neprekidna na R, pa je prema Cantorovoj teoremi i uniformno neprekidna na svakom segmentu [a, b]⊂R, a što se lako provjeri i neposredno. Naime, za sve x1, x2 ∈ [a, b] i M : = max|a|, |b| važi
 | f (x1) – f (x2)| = | x12 – x2
 2 | = | x1 + x2 | ⋅ | x1 – x2 | ≤ 2 M | x1 – x2 |, pa je dovoljno za dati ε > 0 izabrati broj δ : =
 M2ε koji će zadovoljavati uslove definicije uniformne
 neprekidnosti. Međutim, posmatrana funkcija f nije uniformno neprekidna na R. Zaista, neka su
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142 (xn') i (xn'') dva niza data sa xn' : =
 nn 1+ , xn'' = n, (n∈N). Tada je | xn' – xn'' | = n
 1 → 0 za n → ∞,
 a | f (xn') – f (xn'') | = 2 + 21n
 > 2 ≥ ε za svaki ε ∈ (0, 2]. Pojam uniformne neprekidnosti funkcije f može se opisati i koristeći pojam modula neprekidnosti funkcije. Definicija 4.3.3. Modulom neprekidnosti funkcije f : D → K (D, K⊆R) za dati δ > 0 zove se broj ωf (δ ) dat sa
 ωf (δ ) : = sup | f (x') – f (x'') | : x', x'' ∈ D, | x' – x'' | < δ .
 Neposredno iz definicije 4.3.3. slijedi da je ωf (δ ) ≥ 0 za svaki δ > 0 i da je ωf (δ ) neopadajuća funkcija od δ (> 0). Lako se vidi da vrijedi sljedeća teorema. Teorema 4.3.6. Da bi funkcija f : D → K (D, K⊆R) bila uniformno neprekidna na skupu D potrebno je i dovoljno da za modul neprekidnosti ωf (δ ) funkcije f na tom skupu važi
 .0)(lim0
 =+→
 δωδ f
 Primjer 4.3.3. Za funkciju f : [0, 1] →R datu sa f (x) = x2 imamo da za sve x1, x2∈[0, 1], x2 = x1 – δ, 0 < δ ≤ 1 važi da je | f (x1) – f (x2)| = | x1
 2 – x22| = x1
 2 – (x1 – δ)2 ≤ 2δ –δ 2, pri čemu se za x1 = 1 dobije | f (x1) – f (x2)| = 1 – (1 – δ)2 = 2δ –δ 2. Otuda slijedi da je ωf (δ ) = 2δ –δ 2 za 0 < δ < 1, pa je 0)(lim 0 =+→ δωδ f , što povlači da je data funkcija uniformno neprekidna na [0, 1].
 Zadatak 4.3.1. Temperatura zraka izražena u °C u nekom gradu od ponoći (t = 0) mijenjala se kao funkcija c ( t ) : = 104
 61 2 ++− tt , gdje je t vrijeme u satima.
 a) Kolika je bila temperatura u 14 sati ? b) Za koliko °C je temperatura porasla ili opala između 18h i 21h ? c) Kada će temperatura biti 21°C ?
 Zadatak 4.3.2. Dokažite da važi identitet arctg x + arctg y = arctgxyyx
 −+
 1+kπ , gdje je k∈–1, 0, 1,
 a zatim na osnovu toga zaključie da je funkcija arctg uniformno neprekidna na R (Uputa. Dokažite da za svaki ε > 0 vrijedi |arctg x´– arctg x´´ | ≤ | x´ – x´´ | < ε za sve x´, x´´∈R za koje je | x´ – x´´ | < δ = ε ).
 §4.4. Neprekidnost funkcije inverzne neprekidnoj strogo
 monotonoj funkciji, definiranoj na datom segmentu Polazeći od svojstva monotone funkcije f : D → K (D, K ⊆ R) da u svakoj lijevoj (odnosno desnoj) tački gomilanja x0∈R skupa D postoji f (x0 – ) (odnosno f (x0 + )) i od poznatog svojstva da je skup Q racionalnih brojeva svuda gust u skupu R realnih brojeva, dokazuje se da vrijedi sljedeći rezultat.
 Stav 4.4.1. Neka je funkcija f : D → K (D, K ⊆ R) monotona (na skupu D). Tada ona može imati samo prekide prve vrste i to njih najviše prebrojivo mnogo.
 U slučaju da je funkcija f definirana i monotona na nekom segmentu [a, b] (⊂ R), prethodni stav se može lako dopuniti tako da se dobije sljedeći jenostavan dovoljan uslov za neprekidnost funkcije f.
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143 Stav 4.4.2. Neka je f : [a, b] → K ( [a, b] ⊂ R, K ⊆ R) monotona funkcija i neka za svaku tačku C koja je između f (a) i f (b) postoji tačka c takva da je f (c) = C (tj. f ( [a, b] ) je segment ). Tada je funkcija f neprekidna na [a, b]. Dokaz : Pretpostavimo, suprotno zaključku, da je funkcija f koja zadovoljava pretpostavku ovog stava prekidna u nekoj tački x0∈ [a, b]. Neka je, određenosti radi, f neopadajuća funkcija. Tada je f (x0 – ) ≤ f (x0) ≤ f (x0 + ) i bar u jednoj od te dvije nejednakosti važi stroga nejednakost. Neka je, npr., f (x0 – ) < f (x0). Tada se za proizvoljno izabrani broj C iz intervala ( f (x0 – ), f (x0)) dobije da je C između f (a) i f (b) i da pri tome C nije slika niti jedne tačke c iz [a, b], tj. dobije se kontradikcija, što dokazuje stav 4.4.2. Primijetimo da za monotone funkcije stav 4.4.2. predstavlja obrat Bolzano – Cauchyjeve teoreme o međuvrijednosti. Kombinacijom te dvije tvrdnje, dobijemo sljedeći potreban i dovoljan uslov neprekidnosti monotone funkcije. Teorema 4.4.1. Neka je f : [a, b] → K ( [a, b] ⊂ R, K ⊆ R) monotona funkcija. Tada je ona neprekidna na [a, b] akko je slika tog segmenta segment sa krajevima f (a) i f (b). Iz definicija pojmova inverzne funkcije i stroge monotonosti neposredno slijedi sljedeće svojstvo:
 Stav 4.4.3. Ako je f : A → B (A, B ⊆ R) strogo monotona funkcija i B = f ( A ), onda postoji inverzna funkcija f –1 : B → A i ona je takođe strogo monotona (i to opadajuća ako je f opadajuća, odnosno ratuća ako je f rastuća). Iz stava 4.4.3. slijedi da je za postojanje inverzne funkcije neke realne funkcije jedne realne promjenljive dovoljno da ta funkcija bude strogo monotona (pri čemu se podrazumijeva da je na odgovarajući način izabran njen kodomen). Primjer 4.4.1. Realna funkcija f definirana izrazom f ( x ) = 1 + x je strogo monotona (rastuća) funkcija na skupu D( f ) : = [0, + ∞), pa ako se za kodomen funkcije f uzme njen rang Im ( f ) : = [1, +∞), onda postoji f –1 : [1, +∞) → [0, + ∞) (sl. 4.4.1). Nađimo f –1. Ako je y∈Im ( f ), onda postoji jedinstveni x∈D( f ) takav da je y = f (x) = 1 + x . Odavde je x = y – 1, odnosno x = ( y – 1)2 ( y ≥ 1). Prema tome je f –1 ( y ) = ( y – 1)2, ( y ≥ 1), odakle, transkripcijom x↔y dobijemo f –1 ( x ) = = ( x – 1)2 , x ≥ 1, iz čega se vidi da je D( f –1 ) = Im ( f ) = = [1, + ∞). (Skicirajte grafik dobijene inverzne funkcije ! )
 y y = 1 + x
 2 1 0 1 2 x
 Sl. 4.4.1.
 Međutim, za neprekidne funkcije definirane na nekom segmentu stroga monotonost je i potreban uslov za postojanje inverzne funkcije. Preciznije, dokazuje se da vrijedi sljedeći stav. Stav 4.4.4. Neka je f : [a, b] → K ( [a, b] ⊂ R, K ⊆ R) neprekidna i injektivna funkcija. Tada je f strogo monotona na [a, b]. Sljedeća teorema daje dovoljne uslove pod kojima je inverzna funkcija neprekidna, odnosno vrijedi sljedeća teorema o neprekidnosti funkcije inverzne neprekidnoj strogo monotonoj funkciji, definiranoj na datom segmentu. Teorema 4.4.2. Neka je f : [a, b] → K ( [a, b] ⊂ R, K ⊆ R) neprekidna i strogo monotona funkcija i K : = f ([a, b]). Tada je K segment sa krajevima f (a) i f (b), postoji inverzna funkcija f –1 : K → [a, b] koja je neprekidna na K i takođe strogo monotona (rastuća ako je f rastuća, odnosno opadajuća ako je f opadajuća).
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144 Dokaz: Činjenica da je K segment sa krajevima f (a) i f (b) slijedi iz teoreme 4.4.1, a egzistencija inverzne funkcije f –1 : K → [a, b] i njeno svojstvo stroge monotonosti slijedi iz stava 4.3.3. Odatle i iz činjenice da je f –1 ( K ) = [a, b] segment, na osnovu teoreme 4.4.1, zaključujemo da je funkcija f –1 neprekidna na K. Time je dokaz teoreme 4.4.2. završen. Primjer 4.4.2. Funkcija f : (0, π ) → R, data sa f (x) = ctg x, neprekidna je i strogo monotona (opadajuća). Njena inverzna funkcija arc ctg : R → (0, π ) je, prema stavu 4.4.3, definirana i strogo monotona (opadajuća). Dokažimo da je funkcija f neprekidna u proizvoljnoj tački y0∈R. Neka je x0 : = arc ctg y0 i δ dovoljno mali pozitivan broj takav da je [ x0 – δ, x0 + δ ] ⊂ (0, π ), te neka je ε1 : = ctg ( x0 – δ ), ε2 : = ctg ( x0 + δ ). Tada f preslikava segment [ε1, ε2] koji sadrži tačku y0, f je strogo rastuća i neprekidna, pa je i inverzna funkcija f –1: = arc ctg neprekidna na [ε1, ε2], pa i u tački y0.
 §4. 5. Elementarne funkcije i njihova neprekidnost U prethodnom poglavlju smo definirali klasu B osnovnih (baznih) funkcija kao skup funkcija koji čine: konstanta ( f (x) : = c), jedinična (identička) funkcija, eksponencijalan funkcija, logaritamska funkcija, stepena funkcija, trigonometrijske funkcije sin, cos, tg i ctg i inverzne trigonometrijske funkcije arc sin, arc cos, arc tg i arc ctg. Pomoću ove klase B definira se šira klasa funkcija E . Definicija 4.5.1. Elementarne realne funkcije jedne realne promjenljive su sve one funkcije koje čine najmanju klasu E realnih funkcija jedne realne promjenljive sa sljedećim svojstvima : ( i ) Ako je f iz B, tj. ako je f osnovna elementarna funkcija, onda je f iz E.
 ( ii ) Ako su f, g iz E, onda su i f ± g, f ⋅ g, gf iz E, pri čemu su te funkcije definirane na
 zajedničkom dijelu domena funkcija f i g, s tim da se za funkciju gf isključuju tačke x za koje je
 g(x) = 0. ( iii ) Ako su f : A → B, g : C → D dvije funkcije takve da je Im ( f ) ⊆ C i f , g iz E, onda je i funkcija g f : A → D iz E. U ovoj definiciji smatra se da je domen svake elementarne funkcije najširi (najveći u smislu inkluzije) podskup skupa R na kome je ona definirana, odnosno koji dopušta njen analitički izraz. Primijetimo da se elementarne funkcije mogu definirati kao one funkcije koje se iz osnovnih elementarnih funkcija mogu dobiti konačnom primjenom algebarskih operacija +, –, ⋅ , : i operacije kompozicije (slaganja) funkcija. Primjer 4.5.1. Funkcija f definirana izrazom f (x) = cos (e arc sin (ln x) ) je elementarna funkcija, jer se dobije kao kompozicija osnovnih elementarnih funkcija: logaritamske funkcije ln, inverzne trigonometrijske funkcije arc sin, eksponencijalne funkcije i trigonometrijske funkcije cos. Međutim, Dirichletova funkcija χ nije elementarna, a ni funkcije sgn, ⎣ ⎦ nisu elementarne.
 Primijetimo da je dovoljno u klasu B osnovnih elementarnih funkcija uključiti samo jednu od trigonometrijskih funkcija i samo jednu od inverznih trigonometrijskih funkcija. Npr., dovoljno je za osnovnu trigonometrijsku funkciju uzeti funkciju f (x) : = cos x, a njenu inverznu funkciju f –1(x) = arc cos x kao osnovnu inverznu trigonometrijsku funkciju, te ostale trigonometrijske i inverzne trigonometrijske funkcije dobiti kao elementarne funkcije. Tada je, npr., sin x = cos (x –
 2π )
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 (tj. sin x je kompozicija funkcija cos x i x – 2π ), x
 x
 xxtgx
 cos
 )2
 cos(
 cossin
 π−
 == (za svaki x∈R za koji
 je cos x ≠ 0, tj. za x ≠ (2k + 1)2π , (k∈Z) ). Slično je i sa ostalim trigonometrijskim i ciklometrijskim
 funkcijama. Pod elementarnim funkcijama u širem smislu podrazumijevamo sve one realne funkcije jedne realne promjenljive koje se od osnovnih elementarnih funkcija, pored algebarskih operacija +, –, ⋅ , : i operacije kompozicije funkcija, dobijaju i restrikcijom domena ili su dio po dio jednake tako dobijenim funkcijama. Pri tome za funkciju f definiranu na skupu D : = D1 ∪ D2 ∪ ⋅⋅⋅ ∪ Dn, gdje su D1, D2, ..., Dn dati intervali u R a n∈N, sa
 f (x) = gi(x) za x∈Di ( i = 1, ..., n ), kažemo da je dio po dio jednaka funkcijama g1, ..., gn. Primjer 4.5.2. Funkcija f definirana formulom
 ⎩⎨⎧
 ≥<
 =0 ,sin,0 ,
 )(xxxe
 xfx
 nije elementarna (u smislu definicije 4.4.1), ali jeste elementarna u širem smislu, jer je dio po dio jednaka funkcijama koje se od elementarnih mogu dobiti restrikcijom domena. Ubuduće ćemo pod elementarnim funkcijama ipak, ako nije drugačije rečeno, podrazumijevati samo elementarne funkcije u smislu definicije 4.4.1. (tj. elementarne funkcije u užem smislu). Važno zajedničko svojstvo svih elementarnih funkcija (u užem smislu) dato je sljedećom teoremom. Teorema 4.4.1. Svaka elementarna funkcija je neprekidna (tj. elementarna funkcija je neprekidna gdje je i definirana). Dokaz: Za osnovne elementarne funkcije neprekidnost je dokazana u prethodnim primjerima ovog poglavlja ili neposredno slijedi iz odgovarajućih svojstava tih funkcija. Zato zaključak ove teoreme slijedi iz pravila o aritmetičkim operacijama sa neprekidnim funkcijama i pravila o neprekidnosti složene funkcije. Primjer 4.4.3. Funkcija f definirana formulom
 ⎩⎨⎧
 ≥<
 =0 ,cos
 ,0 ,sin)(
 xxxx
 xf
 ima prekid prve vrste (neotklonjiv) u tački x = 0, jer je f (0 –) = 0 ≠ 1 = f (0 +), a u svim ostalim tačkama x∈R funkcija f je neprekidna jer je dio po dio jednaka funkcijama dobijenim restrikcijama domena osnovnih elementarnih funkcija sin i cos, a što se lako provjeri i neposredno po definiciji neprekidnosti (a i očito je). Elementarne funkcije se klasificiraju na sljedeći način: 1) Funkcije koje se mogu obrazovati iz funkcija f (x) : = x i g(x): = const konačnom primjenom operacija + i ⋅ nazivaju se polinomima ili cijelim racionalnim funkcijama. Opšti oblik polinoma je dat sa
 x P (x) = a0 xn + a1 xn–1 + ⋅⋅⋅ + an, a
 gdje su a0, a1, ..., an proizvoljni realni brojevi (koji ne zavise od x), i n prirodni broj ili nula; brojevi a0, a1, ..., an zovu se koeficijenti polinoma P . Domen polinoma je interval (–∞, +∞). Ako je a0 ≠ 0 polinom P je n – tog stepena, a a0 je vodeći ili najstariji koeficijent od P. Ako je a0 = 1 za polinom P kažemo da je normiran. Ako je a0 = a1 = ⋅⋅⋅ = an = 0, P se zove
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146 nul(a) – polinom i označava sa P = 0. Nula – polinom je jedini polinom za koji stepen nije definiran / određen. 2) Funkcija koja može biti obrazovana iz funkcija f (x) : = x i g(x): = const konačnom primjenom operacija + , ⋅ i : naziva se racionalnom funkcijom. Svaka racionalna funkcija R (x) može se smatrati količnikom dva polinoma, tj. R (x) =
 )()(
 xQxP , gdje
 je P (x) = a0 xn + a1 xn–1 + ⋅⋅⋅ + an, Q (x) = b0 xm + b1 xm–1 + ⋅⋅⋅ + bm. Domen racionalne funkcije je skup svih x∈R koji nisu nule (korijeni) funkcije Q (x), tj. za koje je Q (x) ≠ 0. 3) Funkcije koje mogu biti dobijene iz funkcija f (x) = x i g(x) = const = 1 konačnom primjenom operacija + , ⋅ , : i operacije izvlačenja korijena nazivaju se algebarskim funkcijama (pri čemu se kod parnih korijena bira njegova aritmetička vrijednost). Algebarske funkcije koje nisu racionalne nazivaju se iracionalnim. 4) Sve ostale elementarne funkcije nazivaju se elementarnim transcendentnim funkcijama. Sve elementarne funkcije se dijele i na dvije klase: racionalne i iracionalne funkcije, dok se sve racionalne dijele na cijele i razlomljene racionalne funkcije, a iracionalne na iracionalne algebarske funkcije i transcendentne funkcije.
 Primjer 4.4.4. Iracionalne algebarske funkcije su f (x) : = x , g (x) : = 10+x , h (x) : = = 5 93 2 xx − , dok je funkcija F (x) : = 6)6( 222 +=+ xx racionalna (polinom) iako je data iracionalnim izrazom.
 Primjer 4.4.5. Svaka od funkcija f (x) : = xα (α je iracionalni broj), sin x, cos x, log x, arc tg x, 2x, ex je trancendentna.
 § 4.6. Kompleksne funkcije. Osnovne elementarne kompleksne funkcije. Realne i kompleksne hiperboličke funkcije i inverzne hiperboličke funkcije
 U ovom kursu nećemo detaljno proučavati kompleksne funkcije koje imaju niz zanimljivih i korisnih svojstava, jer je to predmet dijela matematike koji se zove Kompleksna analiza, a koja se proučava (u određenoj mjeri) u narednim kursevima iz matematike. No, upoznavanje sa kompleksnim funkcijama i njihovim elementarnim svojstvima omogućava da se bolje sagledaju neka svojstva realnih funkcija, a posebno veze između raznih realnih funkcija koje se ne vide u realnom domenu.
 Definicija 4.6.1. Svako preslikavanje f : D → K, gdje je D ⊆ C i K ⊆ C, a (C, +, ⋅ ) polje kompleksnih brojeva, zove se kompleksna funkcija kompleksne promjenljive. Ako je pak D ⊆ R i K ⊆ C, onda za f : D → K kažemo da je kompleksna funkcija realne promjenljive.
 Polazeći od EULERove formule eiy = cos y + i sin y ( x, y∈R, i – imaginarna jedinica), može se definirati eksponencijalna funkcija u kompleksnom domenu pomoću relacija
 ez = ex+ iy = ex (cos y + i sin y), ( z = x + i y ∈ C ). Na realnoj osi, tj. za y = 0, kompleksna funkcija x ez se svodi na realnu eksponencijalnu funkciju xa ex ( x∈R ).
 a
 Trigonometrijske funkcije, x sin z i x cos z definiraju se jednakostima a a
 ieez
 iziz
 2sin
 −−= ,
 2cos
 iziz eez−+
 = .
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 Pomoću eksponencijalnih funkcija ex i e–x mogu se definirati i tzv. hiperboličke (ili hiperbolne) funkcije: sinus hiperbolički, kosinus, tangens, cotangens, sekans i cosekans hiperbolički; što se čini redom na sljedeći način:
 2 : sh
 xx eex−−
 = , 2
 : chxx eex
 −+= , xx
 xx
 eeee
 xxx −
 −
 +−
 ==ch sh : th ( x∈R ),
 xx
 xx
 eeee
 xxx −
 −
 −+
 == sh ch : cth , ( x∈R\0),
 xx
 ch1 :ech s = ,
 xx
 sh1 :ech cos = , ( x∈R\0).
 Neposredno iz definicije hiperboličkih funkcija lako se dobiju identiteti : ch2 x – sh2 x = 1, sh ( x + y ) = sh x ch y + ch x sh y, ch ( x + y ) = ch x ch y + sh x sh y, a lako se dobiju i ostali analogoni identiteta trigonometrijskih funkcija.
 Grafici hiperbolnih funkcija lako se dobiju iz grafika eksponencijalnih funkcija xa ex i x e–
 x ( x∈R ) (v. sl. 4.6.1. i 4.6.2) i vidi se da po obliku ne liče na grafike odgovarajućih trigonometrijskih funkcija (iako su formule analogne).
 a
 y cth
 1 th 0 x cth – 1 Sl. 4.6.2.
 y ch
 1 sh 0 x Sl. 4.6.1.
 Kako je iz = i (x + iy) = i x – y, iz prethodnih definicija dobije se oblik kompleksnih funkcija sin z i cos z sa razdvojenim realnim i imaginarnim dijelom:
 sin z = sin x ch y + i cos x sh y, cos z = cos x ch y – i sin x sh y.
 Osnovni trigonometrijski identitet sin2 z + cos2 z = 1 i sve adicione formule za realne funkcije xa sin x i x cos x (x∈R) važe u neizmijenjenom obliku i u kompleksnom domenu. No, funkcije z sin z i z cos z nisu ograničene u kompleksnoj ravni, jer ako je, npr., z =
 a
 a a2π + i ⋅ ln (2n), gdje
 je n proizvoljno veliki prirodni broj, onda je sin z = n + n4
 1 > n.
 Hiperboličke funkcije za sh z, z ch z (z∈C) definiraju se na isti način kao i u realnom domenu, tj.
 a
 2 : sh
 zz eez−−
 = , 2
 : chzz eez
 −+= .
 Odavde se dobije da je
 ch z = cos iz, sh z = – i sin iz, što objašnjava sličnost između trigonometrijskih i hiperboličkih funkcija.
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148 Logaritamska funkcija može se definirati polazeći od EULERove formule z = r eiϕ, kao log z : = log r + i ϕ . Međutim, ako je z = r eiϕ, onda je i z = r ⋅ ei (ϕ + 2kπ ) za svaki k∈Z, pa se pojavljuje problem zbog neodređenosti argumenta. U kompleksnoj analizi se definira višeznačna funkcija Log z : = log r + i (ϕ + 2kπ), k∈Z, a njena glavna vrijednost (glavna vrijednost logaritma) se definira sa
 log z : = log r + i ϕ , z = r eiϕ, ϕ ∈ ( –π, π ], gdje je log r logaritam u realnom domenu.
 No, glavna vrijednost logaritma nema neka prirodna svojstva logaritma. Npr., ako je z1 = 6 43πi
 e i
 z2 = 10 2πi
 e , onda je log z1= log 6 + i 4
 3π , log z2 = log 10 + i 2π , ali je log (z1 ⋅ z2 ) =
 = log (60 ⋅ 45πi
 e ) = log (60 ⋅ 43π
 ie− ) = log 60 – i
 43π ≠ log z1 + log z2.
 Pomoću glavne vrijednosti logaritma i eksponencijalne funkcije, može se definirati i glavna vrijednost stepene funkcije sa proizvoljnim eksponentom:
 zα = eα log z, (α , z∈C).
 Funkcija xa sh x (x∈R) je strogo rastuća, pa ima inverznu funkciju, koja se zove area sinus hiperbolički i obično se označava sa Arsh ili arsh, a definirana je relacijom
 y = arsh x ⇔ x = sh y (x∈R, y∈R).
 Jednačina x = sh y = 2
 yy ee −− može se riješiti po y. Naime, smjenom ey = t ( > 0 ) dobije se da je
 2x = t – t1 , odakle je t2 – 2xt – 1 = 0, tj. t = x + 12 +x , (jer t = x – 12 +x ne zadovoljava uslov
 t > 0). Otuda je y = arsh x = ln (x + 12 +x ).
 Funkcija x ch x nije monotona na R, ali je strogo monotona na svakom od razmaka (–∞, 0] i [0, +∞). Njene restrikcije na te intervale označimo sa ch – i ch +. Inverzne funkcije ovih restrikcija označimo redom sa arch – i arch +. One su neprekidne, strogo monotone (prva
 opadajuća, a druga rastuća), definirane na [1, +∞). Iz jednačine x = ch y =
 a
 2
 yy ee −+ dobije se
 arch – x = ln (x – 12 −x ), (x ≥ 1), arch + x = ln (x + 12 −x ), (x ≥ 1), ili kratko, kao (dvoznačna inverzna funkcija Arch ili arch )
 arch x = ln (x ± 12 −x ), (x ≥ 1). Funkcija th, kao strogo monotona, ima inverznu funkcijui koja se označava sa arth (ili Arth), koja se može izraziti u obliku
 arth x = xx
 −+
 11ln
 21 , ( | x | < 1) .
 Funkcija xa cth x nije strogo monotona na R\0 ali je bijekcija sa R\0 na (– ∞, – 1) ∪ ∪ (1, + ∞) pa ima inverznu funkciju koja se obično označava sa arcth (ili Arcth). Njen analitički izraz se može napisati u obliku
 arcth x = 11ln
 21
 −+
 xx , ( | x | > 1).
 Grafici inverznih hiperboličkih funkcija, koje se još zovu i area – funkcije, dobiju se iz grafika
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149 hiperboličkih funkcija simetrijom u odnosu na simetralnu prvog i trećeg kvadranta Dekartovog koordinatnog sistema (v. sl. 4.6.2. i 4.6.3).
 y arsh arch + 0 1 x arch – Sl. 4.6.3.
 y arth arcth –1 1 x arcth Sl. 4.6.4.
 Inverzne trigonometrijske funkcije dobiju se u kompleksnom domenu na isti način kao inverzne hiperboličke funkcije u realnom domenu. Tako, npr., w = arc sin z je rješenje jednačine
 z = sin w = 2
 iwiw ee −− .
 Ako se pri rješavanju ove jednačine uzme glavna vrijednost logaritma, dobije se glavna vrijednost funkcije arkus sinus:
 arc sin z = i1 ln ( iz + 21 z− ), (z∈C).
 Slično se dobije i glavna vrijednost arkus kosinusa: arc cos z =
 i1 ln ( z + 12 −z ), (z∈C).
 Primijetimo da izvedene formule važe i u realnom domenu (kada je z = x ∈R) i tada se svode na realne inverzne trigonometrijske funkcije. Iz ovog kratkog pregleda kompleksnih funkcija vidi se da se sve elementarne funkcije mogu izraziti samo pomoću eksponencijalne i logaritamske funkcije, kako smo naveli i u prethodnom poglavlju. Granična vrijednost (limes) i neprekidnost kompleksne funkcije definira se analogno kao i u slučaju realne funkcije realne promjenljive.
 Lako se vidi da su funkcije z a z, z a z , z a | z |, z Re z, z Im z neprekidne na C. a a
 Zadatak 4.6.1*. Realna funkcija f jedne realne promjenljive zadana je formulama
 ( ) : ln arcsin1
 , (0) 0.xf x
 xf=
 +
 ⎛ ⎞=⎜ ⎟
 ⎝ ⎠
 a) Odrediti prirodni domen Dom ( f ), a zatim ispitati ponašanje funkcije f na rubovima njenog prirodnog domena i odrediti njene eventualne horizontalne i vertikalne asimptote. b) Ispitati injektivnost, sirjektivnost i postojanje (jednoznačne) inverzne funkcije i , ako postoji, odrediti njen (eksplicitni) analitički oblik. c) Odrediti eventualne tačke prekida i singulariteta i klasificirati ih za zadanu funkciju f i funkciju g zadanu formulom . 1( ) : ( (| |))g x f x −=
 ______________________ * Zadatak sa ispita iz Mat. I / IM1.
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INŽENJERSKA MATEMATIKA 1
 Onaj koji cijeni praksu bez teorijskih osnova sličan je moreplovcu koji ulazi u brod bez
 krme i busole ne znajući kuda se plovi.
 (LEONARDO DA VINCI)
 P r e d a v a n j a z a j e d a n a e s t u s e d m i c u n a s t a v e (u akademskoj 2010/2011. godini)
 §5.7. Osnovne teoreme diferencijalnog računa. L’Hospitalovo pravilo Definicija 5.7.1. Za realnu funkciju f definiranu na intervalu (a,b) u skupu R kažemo da ima
 lokalni maksimum (lokalni minimum) u tački ),(0 bax ∈ ako postoji okolina tačke 0( )U x 0x ,
 0 0 0( ):= ( , ) ( , )U x x x a bδ δ− + ⊆ , takva da za 0( ), ,0x U x x x∀ ∈ ≠ važi nejednakost 0 0( ) ( ) ( ( ) ( )).f x f x f x f x≤ ≥ Za slučaj stroge nejednakosti 0( ) < ( ) ( ( ) > ( )0f x f x f x f x lokalni maksimum (lokalni
 minimum) naziva se strogim lokalnim maksimumom (strogim lokalnim minimumom) funkcije . Lokalni maksimum i lokalni minimum nazivaju se jednim imenom lokalni ekstremi. f
 Iz navedene definicije slijedi činjenica: Ako funkcija dostiže tačnu donju (inf) ili gornju granicu (sup) u nekoj tački iz intervala , onda ona ima u toj tački lokalni maksimum ili lokalni minimum. Obrnuto, u opštem slučaju nije tačno.,
 f),( ba
 Teorema 5.7.1. (Fermatov stav) . Neka funkcija ima lokalni
 maksimum (lokalni minimum) u tački a b a b f R, R,: ( , ) ( , )→ ⊆
 ),(0 bax ∈ i neka ona ima u toj tački kako desni tako i lijevi izvod. Tada je i ( i ). Ako je pri tome funkcija diferencijabilna u tački , onda je .
 0)( 0' ≤+ xf 0)( 0
 ' ≥− xf 0)( 0' ≥+ xf 0)( 0
 ' ≤− xf f
 0x 0=)( 0xf ′Dokaz: Pretpostavimo da funkcija ima lokalni maksimum u tački i da postoje
 i . Iz definicije pojma lokalnog maksimuma slijedi da postoji okolina f ),(0 bax ∈
 )( 0' xf+ )( 0
 ' xf− ),( 00 δδ +− xx takva da je za svaki ),( 00 δδ +−∈ xxx i 0xx ≠ zadovoljena nejednakost: . Kako postoji
 , to za
 )()( 0xfxf ≤
 )( 0' xf+ ),( 00 δ+∈∀ xxx vrijedi da je 0)()(
 0
 0 ≤−−
 xxxfxf , pa je i
 0
 0
 0
 ( ) ( )lim
 x x
 f x f xx x+→
 −−
 , odakle
 slijedi da je . 0)( 0' ≤+ xf
 Kako postoji i , to za )( 0' xf− ),( 00 xxx δ−∈∀ imamo 0)()(
 0
 0 ≥−−
 xxxfxf . Slijedi da je i
 0
 0
 0
 ( ) ( )lim 0
 x x
 f x f xx x−→
 −≥
 −, pa je i . 0)( 0
 ' ≥− xf
 Ako pretpostavimo da postoji , onda znamo da važe jednakosti: )( 0' xf+
 ),(=)(=)( 00'
 0' xfxfxf ′+−
 167
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 pa je i . 0=)( 0xf ′ Slično se dokazuje i dio teoreme koji se odnosi na lokalni minimum. Ovim je teorema 5.7.1. dokazana.
 Treba uočiti da je u dokazu teoreme 5.7.1. za slučaj lokalnog maksimuma ( a i za slučaj lokalnog minimuma) prirast funkcije u tački bio konstantnog znaka, tj. 0x 0)()( 0 ≤− xfxf ( 0 ), iz neke okoline tačke , pa ova teorema ima lokalni karakter . )()( 0 ≥− xfxf )( x∀ 0x Napomena 5.7.1. Napomenimo da iz uslova 0=)( 0xf ′ ne slijedi postojanje lokalnog ekstrema funkcije u tački . Na primjer, funkcija tački ima izvod jednak nuli, a ipak ekstrema u toj tački ona nema, jer njen prirast ni u jednoj okolini tačke nije konstantnog znaka.
 f 0x 3=)( xxf u 0=x3=)()( xxfxf − 0=x
 Sljedeće teoreme imaju opšti (globalni) karakter, jer su one vezane za svojstva funkcije na nekom segmentu.
 Teorema 5.7.2. (Darbouxov stav). Neka je funkcija [ ] [ ]a b a bf R: , , ,→ ⊆ R , neprekidna na segmentu i neka ima u svakoj tački intervala ],[ ba ( )ba, izvod (konačan ili beskonačan). Tada izvod
 uzima sve vrijednosti koje su između vrijednosti i za koje pretpostavljamo da također postoje. f ′ )(' af+ )(' bf−
 Teorema 5.7.3. (Rolleov stav). Ako je funkcija [ ] [ ]a b a bf R: , , ,→ ⊆ R , neprekidna na segmentu
 , ima izvod (konačan ili beskonačan) u svakoj tački intervala (a, b) i , onda postoji bar jedna tačka
 ],[ ba )(=)( bfafξ iz intervala takva da je ),( ba ( ) = 0f ξ′ .
 Dokaz: Ako je za .=)( constxf [ ]bax ,∈∀ , onda je tačnost teoreme 5.7.3. očigledna. Neka funkcija na segmentu [ uzima vrijednosti različite od , npr. veće od (pa
 i od ), onda postoji tačka takva da je f ]
 )ba, )(af )(af
 )(bf ( ,a bξ ∈ ( ) = sup ( )f f xξ za . [ ]bax ,∈Kako u tački ξ funkcija ima lokalni maksimum, to prema Fermatovoj teoremi imamo f
 ( ) = 0f ξ′ , čime je teorema 5.7.3. dokazana. Teorema 5.7.4. (Lagrangeov stav). Ako je funkcija [ ] [ ]a b a bf R: , , ,→ ⊆ R
 ] ))
 , neprekidna na segmentu [ i ima izvod (konačan ili beskonačan) u svakoj tački intervala , onda postoji bar jedna tačka takva da je
 ba, ( ba,( ,a bξ ∈ ( ) ( ) = ( )( )f b f a f b aξ′− − .
 Dokaz: Definirajmo na segmentu [ ]ba, funkciju φ formulom xxfx λφ +)(=)( , gdje je = constλ ∈R .
 Odredimo λ tako da bude ( ) = ( )a bφ φ .Iz ovog uslova dobijemo da je
 ,)()(=ab
 afbf−−
 −λ
 pa je ( ) ( )( ) = ( ) f b f ax f x x
 b aφ −
 −−
 .
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169 Funkcija φ na [ zadovoljava uslove Rolleove teoreme (što nije teško provjeriti), pa postoji
 bar jedna tačka,
 ]ba,
 ξ iz intervala ( takva da je tj. )ba, ' ( ) = 0,φ ξ ' ( ) ( )( ) = 0f b f afb a
 ξ −−
 − ili
 '( ) ( ) = ( )( )f b f a f b aξ− − .
 Posljedice Lagrangeove teoreme
 Posljedica 5.7.1. Ako funkcija ima izvod (konačan ili beskonačan) u svakoj tački razmaka , onda za proizvoljne
 f< , >a b ⊆ R 1 2 1 2, < , > , ( ),x x a b x x∈ ≠ važi jednakost:
 ( )2 1 2 1( ) ( ) = ( ),f x f x x x f ξ′− − gdje je ξ broj između i . 1x 2x
 Stvarno, ako je , onda su na segmentu zadovoljeni uslovi Lagrangeove teoreme, pa je za bar jedno
 21 < xx ],[ 21 xxξ iz intervala ( zadovoljena jednakost: )21, xx
 ( )2 1 2 1( ) ( ) = ( )f x f x x x φ ξ′− − ⋅ (5.7.1) Ako je , onda prema istoj teoremi je: 21 > xx ( )1 2 1 2( ) ( ) = ( )f x f x x x φ ξ′− − ⋅ (5.7.2)
 bar za jedno ξ iz invervala . Iz jednakosti (5.7.1) i (5.7.2) (množeći jednakost 5.7.2. sa ( 12 , xx ) 1− ) slijedi da je u oba slučaja
 ( )2 1 2 1( ) ( ) = '( )f x f x x x φ ξ− − ⋅ , pri čemu je ξ broj između i . Ovim je pokazana tačnost posljedice 5.5.1. 1x 2x
 Primijetimo da su u oba slučaja u posljedici 5.7.1. razlike 1xξ − i ili pozitivne ili negativne i pri tome važi nejednakost:
 12 xx −
 1 2 1< .x x xξ − − Otuda slijedi da je
 ( )1 2 1 0 1x x x zaε θ θ= + − < < . Sada dobijemo da je
 ( ) ( )2 1 2 1 1 2 1( ) ( ) = 0 < < 1.x x xf x f x x x f zaθ θ⎡ ⎤+ −⎣ ⎦′− −
 Ako stavimo 1 2= , =x x x x x+ Δ , onda dobijemo ( )( ) ( ) = ( ), 0 < <f x x f x x f x xθ θ′+ Δ − Δ + ⋅Δ 1 .
 Ova jednakost se naziva formulom konačnog priraštaja ili Lagrangeovom formulom.
 Posljedica 5.7.2. Ako funkcija [ ]: ,f a b → R zadovoljava uslove Lagrangeove teoreme i pri tome je:
 [ ]= sup ( ) ,M f x za x a b′ ∈ i [ ],,)(inf= baxzaxfm ∈′ onda važe nejednakosti:
 .)()( Mab
 afbfm ≤−−
 ≤
 Posljedica 5.7.3. Ako je funkcija neprekidna na razmaku i ima izvod jednak nuli na
 tom razmaku, onda je na tom razmaku. f >,< ba
 .=)( constxf
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170 Stvarno, neka je ξ proizvoljno izabrana tačka iz razmaka , a >,< ba x proizvoljna tačka tog
 razmaka različita od ξ . Tada primjenom Lagrangeove formule imamo da je: *( ) ( ) = ( ) ( ) = 0,f x f f xξ ξ ξ′− ⋅ −
 jer je , a tačka *( ) = 0f ξ′ *ξ je između tačaka x i ξ , odlakle slijedi da je ( ) = ( )f x f ξ , čime je tvrdnja 5.7.3. i dokazana.
 Posljedica 5.7.4. Ako funkcija na razmaku ima izvod konstantnog znaka, onda je ona strogo monotona na tom razmaku.
 f >,< ba
 Definicija 5.7.2. Neka fukcije φ i preslikavaju razmak u skup R. Ako je fukcija f >,< ba φ diferencijabilna fukcija na razmaku i ako je >,< ba )(=)( xfxφ′ za >,< bax∈∀ , onda kažemo da je funkcija φ tačna primitivna funkcija fukcije na razmaku . f >,< ba
 Npr., funkcija xx sin=)(φ je tačna primitivna funkcija funkcije na skupu R. xxf cos=)(Iz navedene definicije 5.7.2 slijedi da ako je φ tačna primitivna funkcija funkcije na razmaku
 , onda je i funkcija f
 >,< ba C+φ , gdje je C proizvoljna realna konstanta ( ), tačna primitivna funkcija funkcije na razmaku , jer je
 C ∈R>,< ba
 ( ) '( ) = '( ) = ( ); < , >x C x f x x a bφ φ+ ∀ ∈ .
 Teorema 5.7.4. Ako je φ tačna primitivna funkcija funkcije na razmaku , onda svaka druga tačna primitivna funkcija funkcije na razmaku ima oblik
 f >,< baf >,< ba C+φ , gdje je C realna
 konstanta, tj. C ∈ R. Dokaz: Pretpostavimo da su funkcije Φ i dvije međusobno različite primitivne funkcije
 funkcije f na razmaku . Tada prema definiciji pojma tačne primitivne funkcije vrijedi da je F
 >,< ba( ) = ( )x f xΦ ′ i na razmaku . Otuda je ( ) = ( )F x f x′ >,< ba ( ) ( ) = 0F x xΦ′ ′− na razmaku
 ili
 >,< ba
 ( )'( ) ( ) = 0F x xΦ− na razmaku , pa prema posljedici 5.7.3, slijedi da je: >,< ba ( ) ( ) =F x x CΦ− , gdje je C proizvoljna realna konstanta ( R∈C ), tj. ( ) = ( )F x x CΦ + na razmaku , čime je teorema 5.7.4. i dokazana.
 >,< ba
 Napomenimo da se teorema 5. 7. 4. često formuliše i na ovaj način: Funkcije koje imaju jednake konačne izvode na nekom razmaku ili su jednake ili se razlikuju do
 na konstantu. Teorema 5. 7. 5. (Cauchyjev stav). Ako su funkcije i neprekidne na segmentu i ako
 imaju (konačne ili beskonačne) izvode u svim tačkama intervala , onda postoji bar jedna tačka f g ],[ ba
 ),( ba( , )a bξ ∈ takva da je:
 [ ] ( ) [ ]( ) ( ) = ( ) ( ) ( ).f b f a g g b g a fξ ξ′ ′− − ⋅ (5.7.3) Dokaz. Definirajmo funkciju na segmentu formulom F ],[ ba
 .( ) ( ) 1
 ( ) ( ) ( ) 1( ) ( ) 1
 f x g xF x f a g a
 f b g b=
 Lako se vidi da funkcija zadovoljava sve uslove Rolleove teoreme. Slijedi da postoji bar F
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171 jedna tačka ξ iz intervala takva da je ),( ba ( ) = 0F ξ′ . Razvijanjem prethodne determinante i nalaženjem izvoda ( )F ξ′ dobije se tražena jednakost navedena pod (5.7.3).
 Posljedica Cauchyjevog stava
 Posljedica 5.5.5. Ako su pored navedenih uslova u teroremi 5.7.5. zadovoljeni i uslovi: 2 2' ( ) '( ) 0, ( , ),g x f x x a⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦+ ≠ ∀ ∈ b (5.7.4) ( ) ( ),g a g b≠ (5.7.5)
 onda se jednakost (5.7.3) može napisati u obliku: ( ) ( ) ( )=
 ( ) ( ) ( )f b f a fg b g a g
 ξξ′−′−
 . (5.7.6)
 Stvarno, ako je ( ) 0f ξ′ ≠ , onda iz uslova (5.7.5) imamo da je desna strana jednakosti (5.7.3) različita od nule. Slijedi da je 0)( ≠′ ζg , pa jednakost (5.7.3) može preći u jednakost (5.7.6).
 Ako je ( ) = 0f ξ′ , onda zbog uslova (5.7.4) imamo ( ) = 0g ξ′ , a kako je zadovoljen i uslov (5.7.3), to se jednakost (5.7.3) može napisati i u obliku (5.7.6).
 Teorema o tačkama prekida izvoda
 Napomena. Ako je , onda je xxg =)( )()( agbg ≠ za ab ≠ i ( ) =1, g x x′ ∀ ∈R, pa iz jednakosti (5.7.6) slijedi Lagrangeova teorema kao specijalni slučaj Cauchyjeve teoreme. Teorema 5.5.6. (Teorema o tačkama prekida izvoda). Ako je funkcija neprekidna u tački , i ako u nekoj okolini te tačke za ( ili ) ima konačan ili beskonačan izvod, takav da postoji desna (lijeva) konačna ili beskonačna granična vrijednost
 f 0x
 0> xx 0< xx)(lim 0
 xfxx ′+
 → (ili ), onda u
 tački postoji desni (lijevi) izvod funkcije u tački jednak toj graničnoj vrijednosti.
 )(lim 0xfxx ′
 −→
 0x f 0x Dokaz. Posmatrajmo slučaj
 0( )lim x x f x→ + ′ .
 Neka je tačka 0( > )x x x iz navedene okoline te tačke. Tada su na segmentu zadovoljeni uslovi Lagrangeove
 teoreme, pa postoji bar jedna tačka
 ],[ 0 xx
 0( , )x xξ ∈ takva da je:
 0
 0
 ( ) ( )= ( )
 f x f xf
 x x.ξ
 − ′−
 (5.7.7)
 Kako po pretpostavci teoreme postoji )(lim 0xfxx ′
 +→ , to postoji i
 0( )lim x x f ξ→
 +′ i pri tome važi jednakost:
 0 0
 ( ) = ( )lim limx x x x
 f f xξ→ + → +
 ′ ′ . (5.7.8)
 Iz jednakosti (5.7.7) i (5.7.8) slijedi:
 00
 0 00
 ( ) ( )'( ) = = ( ) = ( )lim lim lim
 x x x x x x
 f x f x
 0
 f x fx x
 ζ+→ + → + → +
 f x−
 ′ ′−
 ,
 čime je ovaj dio teoreme i dokazan. Na isti način se dokazuje i dio teoreme koji se odnosi na postojanje lijevog izvoda . Ovim je teorema i dokazana. )( 0xf−′
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 Posljedice teoreme o tačkama prekida izvoda
 1. Ako postoje različite konačne ili beskonačne jednostrane granične vrijdnosti: ( ) ( )
 0 0lim ' i lim '
 x x x xf x f
 → + → −x
 0
 ,
 onda je 0'( ) '( ),f x f x+ −≠ pa u tački ne postoji ni konačni ni beskonačni izvod. 0x 2. Ako je funkcija diferencijabilna na intervalu , onda njen izvod : ( , )f a b → R ),( ba f ′ ne može imati na intervalu : tačke prekida koje se mogu otkloniti, prekide tipa pola i prekide prvog reda. ),( ba
 Dokaz. a) Pretpostavimo da u tački ),(0 bax ∈ izvod f ′ ima prekid koji se može otkloniti, tj. postoji
 za Lxfxx =)(lim 0′
 +→ L∈R i .Prema teoremi 5.7.6. je )( 0xfL ′≠ Lxf =)( 0′ , što je protivno pretpostavci
 da je . )( 0xfL ′≠
 b) Pretpostavimo da izvod u tački f ′ ),(0 bax ∈ ima prekid tipa pola, tj. +∞′→ =)(lim 0xfxx , onda prema
 teoremi 5.7.6. vrijedi +∞′ =)( 0xf , što je protivno pretpostavci da je funkcija f diferencijabilna u tački . 0xc) Pretpostavimo da u tački funkcija ),(0 bax ∈ f ′ ima prekid prvog reda, tj. da postoje konačne granične
 vrijednosti: 0),(0)( 00 −′+′ xfixf
 pri čemu je: 0).(0)( 00 −′≠+′ xfxf
 Slijedi, prema teoremi 5.7.6, da je: )()( 00 xfxf −+ ′≠′
 pa funkcija nije diferencijablina u tački , što je protivno pretpostavci da je ona diferencijabilna u svakoj tački
 intervala
 f 0x),( ba
 Iz svega naprijed navedenog slijedi da ako je funkcija diferencijabilna na intervalu , onda njen izvod može imati na intervalu samo prekide drugog reda.
 f ),( baf ′ ),( ba
 Primjer 5.7.1. Funkcija zadana formulom f ( ) : sgnf x x= ne može imati tačnu primitivnu
 funkciju na razmaku , gdje je < , >a a− a +∈R . Naime, ako bi funkcija bila tačna primitivna funkcija funkcije na razmaku F f ,a a< − > ,
 onda bi imali da je . To znači da bi i u tački ova jednakost bila zadovoljena, što je nemoguće, jer bi bi u tom slučaju funkcija u tački imala prekid prvog reda.
 ( ) = ( ), ,F x f x x a a′ ∀ ∈ < − > 0=x)(xF 0x
 L’Hospitalovo pravilo
 Teorema 5.7.7. (L'Hospitalovo pravilo). Neka su i realne funkcije koje zadovoljavaju
 sljedeće uslove: f g
 (i) a) ili 0 0
 lim ( ) = lim ( ) = 0f x g xx x x x→ →
 b) ili (0
 lim ( ) =f xx x +∞→ ∞− ) i 0
 lim ( ) = +g xx x ∞→ ili ( ∞− );
 (ii) i f g su definirane i neprekidne u nekoj okolini tačke )( 0xU Rx ∈0
 osim, možda, u
 tački ; 0x
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173 (iii) postoje (konačni ili beskonačni) izvodi )(xf ′ i )(xg′ za svaki osim, možda,
 za ; )( 0xUx∈
 0= xx (iv) bar jedan od izvoda i )(xf ′ )(xg′ je različit od nule i konačan za svaki ,
 osim, možda, za ; )( 0xUx∈
 0= xx
 (v) postoji )()(
 lim 0 xgxf
 xx ′′
 → ( = L∈R ).
 Tada postoji i )()(
 lim 0 xgxf
 xx→ i važi jednakost ( ).=)()(
 lim=)()(
 lim00
 Lxgxf
 xgxf
 xxxx ′′
 →→
 Dokaz: L'Hospitalovu teoremu nećemo dokazivati u njenoj općenitosti (ovako formulisana teorema 5.7.7. se
 sastoji od nekoliko L'Hospitalovih teorema u kojima se razmatraju pojedini slučajevi teoreme 5.7.7 u zavisnosti od toga da li je zadovoljena pretpostavka a) ili pretpostavka b) i da li je (odnosno L) konačan ili beskonačan). 0x
 Ograničimo se na dokaz teoreme 5.7.7. uz pretpostavku da je R0 ∈x i
 (ostali slučajevi se dokazuju primjenom Cauchyjeve teoreme, ili Taylorove teoreme, a neki i primjenom Darbouxove teoreme). Funkcije i su, po pretpostavci, neprekidne u okolini , dok u tački ne moraju biti definirane.
 Međutim, funkcije i definirane formulom:
 0=)(lim=)(lim 00xgxf xxxx →→
 f g )( 0xU 0x
 0f 0g)(=)(0 xfxf , ))((=)( 00 xxxgxg ≠ , 0=)(=)( 0000 xgxf
 neprekidne su na svakom segmentu (ili i imaju konačan ili beskonačan izvod u intervalu
 (odnosno, u ), za svaki
 ],[ 0 xx ],[ 0xx ),( 0 xx),( 0xx x dovoljno blizu tačke . Kako je bar jedan od izvoda i konačan i različit od
 nule u svakoj tački intervala (odnosno ), ispunjeni su svi uslovi Cauchyjeve teoreme, pa imamo da je 0x 0f ′ 0g′
 ),( 0 xx ),( 0xx
 ( )( )( )( ) ( ).1<<0,=
 )()()()(
 000
 000
 000
 000 θθθ
 xxxgxxxf
 xgxgxfxf
 −+′−+′
 −−
 No, prema definiciji funkcija i posljednja jednakost se svodi na 0f 0g
 ( )( )( )( ) ( ).1<<0,=
 )()(
 000
 000 θθθ
 xxxgxxxf
 xgxf
 −+′−+′
 Iz pretpostavke da postoji )()(
 lim 0 xgxf
 xx ′′
 → slijedi da postoji i
 ))(())((
 lim00
 000 xxxg
 xxxfxx −+′
 −+′→ θ
 θ
 i ove granične vrijednosti su jednake. Otuda slijedi da je
 ( )( )( )( ) )(
 )(lim=,lim=
 )()(
 lim0000
 000
 00 xgxf
 xxxgxxxf
 xgxf
 xxxxxx ′′
 −+′−+′
 ′ →→→ θθ
 što je i trebalo dokazati.
 Primijetimo da L'Hospitalovo pravilo odnosno L'Hospitalove teoreme predstavljaju poopštenja (profinjenja) teorema o limesima zbira, razlike, proizvoda, količnika itd., s tim da se izvjesni uslovi postavljaju na izvode funkcija. L'Hospitalovo pravilo se odnosi na limes količnika f
 g, s tim da brojnik
 i nazivnik teže nuli (ili u beskonačno) tako da teorema o aritmetičkim operacijama limesa ovdje nije primjenjiva. No, ako količnik f
 g′′
 izvoda ima limes u , onda je taj limes jednak limesu funkcije 0x fg
 .
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174 Međutim, tu mogu nastupiti razne mogućnosti. Može se dogoditi da je traženje limesa od f
 g′′
 komplikovanije nego od fg
 , da fg′′
 nema limes, a da ga fg
 ima, da prelaz sa fg
 na fg′′
 vodi na istu
 situaciju. Tada se prelazi na ''
 fg′′
 itd. Nadalje, može biti i da se uzastopnom primjenom L'Hospitalovog
 pravila nakon konačno koraka vratimo na polazni problem. Često smo skloni da ne provjeravamo uslove L'Hospitalovog pravila, ali je to rizično, jer f
 g′′
 može imati limes u tački , a da ga 0x fg
 nema u toj tački! No, ipak napomenimo da je L'Hospitalovo pravilo od ogromne praktične koristi. Naime, iz tablice izvoda može se primijetiti da se funkcije diferenciranjem uglavnom uprošćuju. Zbog toga se veoma često dešava da se poslije primjene L'Hospitalovog pravila limesi oblika ili 0/0 ∞∞/ mogu odrediti.
 Neodređeni oblici ili se logaritmiranjem svode na oblik , a ovaj tip se može
 uvijek predstaviti u obliku
 ∞1 , 0∞ 00 0 ⋅ ∞0
 0 ili ∞
 ∞ (koristeći identitet
 1
 ( )
 ( )( ) ( )
 v x
 u xu x v x = ili 1
 ( )
 ( )( ) ( )
 u x
 v xu x v x = .
 Neodređeni oblik tipa se algebarskim transformacijama svodi na oblik 0/0 ili ∞−∞ ∞∞/ . Naime, iz i slijedi: +∞→)(xu +∞→)(xv
 ( )( )(ili ), ako 1 ,
 ( )( ) ( )( ) ( ) = ( ) 1 1( ) 0 ( )( ) oblik , ako 1 .
 1 0 ( )( )
 v xu x
 v x v xu x v x u xu x v xu x
 u xu x
 α⎧ +∞ − ∞ → ≠⎪⎪
 ⎡ ⎤ ⎪− − = −⎨⎢ ⎥ ⎛ ⎞⎣ ⎦ ⎪ →⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪⎩
 U nekim slučajevima je korisno kombinovati L'Hospitalovo pravilo s određivanjem limesa
 elementarnim sredstvima.
 Primjer 5.7.2. a) Izračunajmo lnlimx
 xx→+∞
 (neodređeni oblik ∞∞
 ).
 Rješenje: Primjenivši L'Hospitalovo pravilo imamo ( )
 ( )
 1
 1
 ln 'lnlim lim lim 0.'xxx
 x xx x x= = − =
 →+∞ →+∞ →+∞
 (Izračunajte 0
 limlnx
 xx→
 ! )
 b)* Izračunajmo ( )1
 22
 0cos 2lim x
 xx
 → (neodređeni oblik ). ∞1
 Rješenje: Logaritmiramo i primijenimo L'Hospitalovo pravilo, pa dobijemo
 ( ) 21
 22
 lncos2 sin 2ln cos2 = = = 1.lim lim lim 2 cos220 0 0x x xx x xxx x x
 − −→ → →
 Na taj način konačno dobijemo:
 ( ) 2
 0.
 112cos 2lim xx e
 x−=
 →
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 Primjer 5.7.3. Treba naći 2
 3limx
 xxe→∞
 . U ovom slučaju je , 3=)( xxf , xexg 2=)( +∞→)(xf i
 , pa ne možemo primijeniti teoremu o limesu količnika, tj. ne možemo primijeniti formulu +∞→)(xg
 gf
 gf
 limlim=lim , jer daje neodređeni izraz +∞
 +∞. No, trostrukom primjenom L'Hospitalovog pravila (za
 koje je očito da su zadovoljeni svi uslovi) dobijemo
 3 2 2
 2 2 2 2 2
 3 3 3 2 3 1= = = =lim lim lim lim lim2 2 42 2x x x x xx x x x x
 x x x xe e e e e→+∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞
 = 0.
 Zadatak 5.7.1. Izračunajte sljedeće limese:
 a) 0
 tg sinlimsinx
 x xx x→
 −−
 ; b) 1
 lnlim arctg
 2x
 xxπ
 →+∞
 ⎛ ⎞−⎜ ⎟⎝ ⎠
 ;
 c) 2 20
 1 1limsinx x x→
 ⎛ ⎞−⎜ ⎟⎝ ⎠
 ;
 d) 0
 (1 ) 1lim , ( )n
 x
 x nx→
 + −∈R ; e) 30
 sinlimx
 xxx
 −→
 ; f) lnlim , ( )nx
 x nx→∞
 ∈R ;
 g ) ( )0
 lim sh lnx
 x x+→
 ⋅ ; h) 1
 sinlimsinx
 xxα
 α
 α→
 −⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠
 , (0< α < π); i) ( )1
 l0
 n xlim ctgx
 x→
 ;
 j) ( )xnx
 exP −
 ∞→)(lim , (Pn (x) – polinom stepena n ).
 Rezultat: a) 3; b) 1e
 ; f) 0, 0,lnlim
 , 0nx
 nxnx→∞ ∞
 >⎧= ⎨ ;+ ≤⎩
 g) 0; h) e ; i) 1e
 ; j) 0.
 §5.8. Taylorov polinom i Taylorova formula
 5.8.1. Uvod
 Ako realna funkcija f jedne realne promjenljive ima izvod u tački a, onda se priraštaj ove funkcije može predstaviti u obliku
 f (x) – f (a) = (x – a) f ' (a) + (x – a) ω (x), (5.8.1) gdje je ω (x) funkcija koja je neprekidna u tački a i jednaka nuli u toj tački, tj.
 (po teoremi o formi (konačnog) priraštaja funkcije za koju postoji izvod u tački). Sada iz (5.8.1) dobijemo da je lim ( ) ( ) 0x a x aω ω→ = =
 f (x) = f (a) + (x – a) f ' (a) + (x – a) ω (x) = f (a) + (x – a) f ' (a) + o (x – a). (5.8.2)
 Inače, kažemo da postoji linearna funkcija T1 (x) = A (x – a) + B
 tako da je (u nekoj okolini U(a) tačke a ) : f (x) = T1 (x) + o (x – a), ( u tački a, ili kad x → a), (5.8.3)
 pri čemu je T1 (a) = B = f (a), T1'(a) = A = f '(a).
 S druge strane, ima li neprekidna funkcija f, definirana na segmentu [a, b](⊂ R), određen konačan ili beskonačan izvod u svakoj tački x intervala (a, b), vrijedi bar u jednoj tački ξ∈(a, b),
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176 inače nepoznatoj (prema teoremi srednje vrijednosti – Lagrangeovoj teoremi):
 f (x) = f (a) + (x – a) f ' (ξ ), (a ≤ x ≤ b), (ξ = a + θ (x - a), 0 < θ < 1) (5.8.4) Ako je pak, funkcija f (x) neprekidna na [a, b], ima neprekidan prvi izvod f '(x) na [a, b] i određen konačan drugi izvod f ''(x) na (a, b), onda važi (po tzv. proširenju teoreme srednje vrijednosti):
 )),( ('' !2
 )()(' )()( )( 2
 axafaxafaxafxf −+−
 +−+= θ (a ≤ x ≤ b), (0 < θ < 1). (5.8.5) Teoremu o formi priraštaja, teoremu srednje vrijednosti i njeno proširenje (tj. formule (5.8.3) – (5.8.5)) mogli bismo i dalje proširivati na osnovu daljih pretpostavki o funkciji f (x) i njenim izvodima i time doći do izraza koji bi sve tačnije opisivali vladanje funkcije u okolini tačke a pomoću vrijednosti njene i njenih izvoda u tački a; no izvest ćemo opštu formulu poznatu pod imenom Taylorova formula. Prije toga ćemo navesti jednu lemu i pojam tzv. Taylorovog polinoma. Lema 5.8.1. Ako realna funkcija F(x) jedne realne promjenljive u tački a ima konačnu ili beskonačnu vrijednost izvoda F (n)(a) i ako je
 F (a) = F '(a) = F ''(a) = ... = F (n – 1)(a) = 0, tada je
 ( )( )
 ( )
 beskonačno, ako je ( ) beskonačan ( ) ( )lim . !( ) konačno, ako je ( ) konačan
 nn
 n nx a
 F aF x F anx a F a →
 ⎛ ⎞⎧= =⎜ ⎟⎨⎜ ⎟− ⎩⎝ ⎠
 Dokaz: Prema Cauchyjevoj teoremi imamo da je ( 1) ( 1)C. th. C. th.
 11 11 1
 11 1
 ( ) ( '( ) '( ) '( )( ) ( ) ( ) !( )( ) ( ) ( ) ( )
 n
 n
 n n
 n n n nF FF F F aF x F x F a
 n ax a x a n a n aξξ ξξξ ξ
 − −−
 − −−
 −−−= = = = ⋅ ⋅⋅ =
 −− − − −)a
 , (*)
 gdje je 1ξ neki broj između a i x, ξ i između a i ξ i– 1 za i = 2, ..., n – 1.
 Iz postojanja izvoda n-tog reda funkcije F (x) u tački a, slijedi da postoji ( 1) ( 1)( ) ( )lim
 x
 n n
 a
 F x F ax a
 − −
 →
 −−
 , a odatle da
 postoji i ( 1) ( 1)
 1
 1
 ( ) (limx
 n nn
 an
 F Fa
 ξξ
 − −−
 →−
 −−
 )a, jer x "gura" ispred sebe ξ n – 1 ka tački a i te granične vrijednosti su
 međusobno jednake:
 ( 1) ( 1)( ) ( )limx
 n n
 a
 F x F ax a
 − −
 →
 −−
 = ( 1) ( 1)
 1
 1
 ( ) ( )li mx
 n nn
 an
 F F aa
 ξξ
 − −−
 →−
 −−
 ( )( ) ( )nF a= . (**)
 Iz (*) i (**) slijedi da je ( )lim
 ( )x na
 F xx a→
 =−
 1
 ( 1) ( 1) ( )1
 1( )
 ( ) ( ) ( )lim!( ) !
 n
 n n nn
 x ana
 F F a F an a n
 ξ
 ξξ
 −
 − −−
 −→→
 −=
 −.
 Time je lema dokazana. 5.7.2. Taylorov polinom Neka je realna funkcija f jedne realne promjenljive definirana u razmaku ⟨b, c⟩ i neka ona u fiksiranoj (unutrašnjoj) tački a∈⟨b, c⟩ ima konačan n-ti izvod F (n)(a). Tada u nekoj okolini U(a)⊆ ⟨b, c⟩ tačke a postoje (svi) izvodi nižeg reda od n (F (n – 1)(x), ..., F ''(x), F '(x) za x∈ U(a)). Definicija 5.7.1. Ako funkcija f ispunjava gornje uslove, tada polinom oblika
 ( )2 '( ) ''( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
 1 ! 2 ! !n
 nf a f a f af a x a x a xn
 + − + − + ⋅ ⋅ ⋅ + − a
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177 nazivamo Taylorovim*) polinomom n-tog stepena**) funkcije f (x) u tački a, i označavamo ga sa Tn(x):
 ( )2 ( )'( ) ''( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 1 ! 2 ! !
 nn
 nf af a f aT x f a x a x a x a
 n= + − + − + ⋅ ⋅ ⋅ + − . (5.8.6)
 Iz date definicije, slijedi da je
 Tn (a) = f (a), Tn '(a) = f '(a), Tn ''(a) = f ''(a), ..., Tn (n)(a) = f (n)(a). (5.8.7)
 Jasno je da je Tn (n + 1)(a) = 0 i Tk + 1 (x) = Tk (x) + ( 1)
 1 ( ) ( )( 1) !
 kkf a x a
 k
 ++−
 +.
 5.8.3. Taylorova formula.Taylorova teorema srednje vrijednosti
 Neka realna funkcija f jedne realne promjenljive u tački a∈⟨b, c⟩ ima konačan n – ti izvod f (n)(a). Označimo sa Rn(x) razliku između funkcije f (x) i odgovarajućeg Taylorovog polinoma Tn(x) n – tog stepena u tački a, tj.
 Rn(x) = f (x) – Tn(x). (5.8.8) Tada je f (x) = Tn(x) + Rn(x) ili
 f (x) = ( )
 2 ( )'( ) ''( )( ) ( ) ( ) (1 ! 2 ! !
 nnf af a f a )f a x a x a x
 n+ − + − + ⋅ ⋅ ⋅ + − a + Rn(x). (5.8.9)
 Formula (5.8.9) zove se Taylorova formula funkcije f (x) u tački a (odnosno u okolini tačke a ), pri čemu je Rn(x) njen ostatak. Iz (5.8.7) i (5.8.8) slijedi da je ostatak Rn(x) n – puta diferencijabilna funkcija u tački a, pri čemu je
 Rn(a) = f (a) – Tn(a) = 0, Rn '(a) = f '(a) – Tn'(a) = 0, ... , Rn
 (n)(a) = f (n)(a) – Tn(n)(a) = 0, Rn
 (n + 1)(a) = f (n + 1)(a) – Tn(n + 1)(a) = 0 (ako ovaj postoji). (5.8.10)
 Otuda, prema dokazanoj lemi 5.8.1. (primjenom na funkciju F (x) = Rn(x)) je :
 ( )( ) ( )lim 0 .
 !( )nn
 nnx a
 R x R anx a→
 = =−
 (5.8.11)
 Teorema 5.8.1. Ako realna funkcija f jedne realne promjenljive u tački a ima konačne izvode do reda n, onda njena Taylorova formula u tački a glasi :
 F (x) = Tn(x) + ω (x) (x – a)n, (5.8.12) pri čemu je . 0)( )( lim ==
 →ax
 axωω
 Dokaz: Neka je ( )
 ( )n
 nR xx a−
 : = ω (x), za x ≠ a i ω (a) : = 0. Prema (5.8.11) imamo
 . 0)(
 )( lim)( lim =
 −→=
 → nax
 xnR
 axx
 axω
 Otuda slijedi da je Rn(x) = (x – a)n ω (x), odnosno Rn(x) = o ((x – a)n), gdje je . 0)( )( lim ==→ axax ωω Time je pokazano da važi (5.8.12), odnosno da važi formula
 f (x) = Tn(x) + o ((x – a)n), (x → a), (5.8.13) koja se naziva Taylorovom formulom sa ostatkom u Peanovom obliku: Rn(x) = o ((x – a)n),(x → a). _____________________ *) Brook Taylor (Tejlor) (1685 – 1731) – engleski matematičar. **) Stepen ovog polinoma može biti i manji od n, ako je f (n)(a) = 0.
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178 Teorema 5.8.2. Ako realna funkcija f jedne realne promjenljive ima konačan ili beskonačan izvod (n + 1) – vog reda u nekoj okolini U(a) tačke a, onda vrijedi ova Taylorova formula:
 f (x) = )( !
 )()('' !2
 )()(' ! 1
 )()( )(2
 afn
 axafaxafaxaf nn−
 +⋅⋅⋅+−
 +−
 + + Rn(x), (5.8.14)
 gdje je
 Rn(x) = ( 1)1( ) ( (
 ( 1) !n
 nx a ))f a x an
 θ++−
 + −+
 , (0 < θ < 1) (5.8.15)
 ostatak Taylorove formule u Lagrangeovom obliku, koji se označava i sa RnL (x) .
 Dokaz: Jasno da važi: Rn
 (n + 1)(x) = f (n + 1)(x), (x∈ U(a)). (5.8.16) Prema dokazanoj lemi 5.8.1. i (5.8.16) je (za F (x) = Rn(x) i zamjenom n sa n +1 ):
 ( 1) ( 1)
 1( ) ( ) ( )lim
 ( 1) ! ( 1) !( )
 n nn n
 nx a
 R x R a f an nx a
 + +
 +→= =
 + +−,
 odakle slijedi da je Rn(x) = (x – a)n ω (x), gdje je .lim ( ) ( ) 0 x a x aω ω→ = = Dalje, prema (5.8.10) i Cauchyjevoj teoremi, imamo
 ( ) ( )'( ) '( ) '( ) ''( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 21 1 1 ( 1) !( )( 1)( ) ( 1)( )( ) ( ) ( 1) ( )1 1 2
 n nR R R a RR x R x R a R Rn n n nn n n n n nn nn n n n an a n ax a x a n n a n
 ξ ξ ξ ξ
 ξξ ξ ξ
 −− −= = = = = ⋅ ⋅ ⋅ =+ + − + −+ − + −− − + −
 a,
 gdje su ξ1 između a i x, ξ i između a i ξi – 1 za i = 2, ..., n. Otuda, prema Lagrangeovoj teoremi, je
 ( 1) ( 1)( ) ( ) ( ) ( ),1 ( 1) ! ( ) ( 1) !( )
 n nR x R a Rn n n nn n a nx a n
 ξ ξ ξ
 ξ
 + +⋅ −
 = =+ + ⋅ − +−gdje je ξ između a i ξ n (a time i između a i x ).
 Uzimajući u obzir (5.8.16), konačno dobijemo ( 1)( ) ( )
 ,1 ( 1) !( )
 nR x fn nn nx a
 ξ+=+ +−
 ili Rn(x) = ( 1) ( ( )) 1( )
 ( 1) !
 nf a x a nn x an
 θ++ − +−+
 ,
 gdje je 0 < θ < 1, čime je završen dokaz teoreme. Primjedba 5. 8.1. Za ostatak Rn(x) u Taylorovoj formuli moguće je dobiti i druge oblike. Naime, ako funkcija f u nekoj okolini tačke a ima izvode do reda (n + 1), to primjenom Cauchyjeve teoreme na funkcije ϕ i ψ , gdje je
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
 0 !
 kn f t kt f x x tk k
 ϕ ∑= − −=
 a ψ (t) neprekidna na segmentu s krajevima a i x (gdje je x iz pomenute okoline), ima različit od nule izvod unutar tog segmenta, dobijemo da je ostatak Rn(x) dat sa:
 Rn(x) = ( 1) ( ) ( ) ( )
 ( ) '( ) !
 nx a f nxn
 ψ ψ ξξ
 ψ ξ,
 +−
 ⋅ ⋅ − (ξ = a + θ (x – a) , 0 < θ < 1).
 Odavde, stavljajući ψ ( t ) = (x – t ) p, dobijemo ostatak u Schlőmilch – Rocheovom obliku (Šlemilh - Rošov)
 Rn(x) = 1( ) ( ) ( 1) ( ),
 !
 p n px a x nfn p
 ξξ
 + −− − +
 ⋅⋅
 ( p > 0).
 Za p = n + 1, dobije se Lagrangeov oblik ostatka (koji je već ranije naveden), a za p = 1, dobijemo i drugi važan tzv. Cauchyjev oblik ostatka:
 RnC(x) =
 1( ) (1 ) ( 1) ( ( ) !
 n nx a n ),f a x an
 θθ
 +− − +⋅ + − (0 < θ < 1). (5.8.17)
 Formula koja se dobije iz Taylorove formule za a = 0
 f (x) = nn
 xn
 fxfff!
 )0( !2
 )0('' )0(' )0()(
 2 +⋅⋅⋅+++ + Rn(x) (5.8.18)
 i vrijedi u nekoj okolini tačke 0, naziva se Maclaurinova*) formula sa ostatkom Rn(x) :
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 = 1
 ( 1) ( )( 1) !
 nx nf xn
 θ+
 +
 +, 0 < θ < 1 u Lagrangeovom obliku odnosno sa ostatkom Rn(x) : =
 = 1(1 ) ( 1) ( )1 !
 n nx nf xn
 θθ
 + − + , 0 < θ 1 < 1 u Cauchyjevom obliku.
 Primjedba 5.8.2. Ako funkcija f (x) u tački a ima konačan izvod f (n)(a) i ako je Q (x) bilo kakav polinom čiji stepen nije veći od n, a koji je različit od Taylorovog polinoma Tn(x) funkcije f (x) u tački x = a, onda za dovoljno malu okolinu U(a) tačke a važi nejednakost
 | f (x) – Tn(x) | < | f (x) – Q (x)|, (x ≠ a) (teorema na kojoj se zasniva lokalna aproksimacija funkcije f (x) Taylorovim polinomom Tn(x)); geometrijski: od svih parabola y = Q (x) = a0 xn + ⋅⋅⋅ + an n – tog stepena, ili stepena nižeg od n, koje prolaze tačkom M(a, f (a)), najbliža grafiku funkcije y = f (x) je kriva y = Tn(x) =
 =( ) ( )
 ( ) ( ) !
 nf a nf a xn
 + ⋅ ⋅ ⋅ + − a .
 Za n = 1 dolazimo do lokalne aproksimacije y = T1(x) = f (a) + f '(a)(x – a), koja izražava poznatu osobinu diferencijala. Primjer 5.8.1. Za funkciju f (x) : = ex je f (n)(x) = ex za svaki x∈R, pa formula (5.8.18) ima oblik
 ex = 2
 12 ! !
 nx xx
 n+ + + ⋅ ⋅ ⋅ + + Rn(x), (a)
 a ostatak u Lagrangeovom obliku je Rn(x) = 1
 ( 1) !
 nx xen
 θ+
 +, 0 < θ < 1.
 Polinom T2(x) = 2
 211 xx ++ koji aproksimira funkciju
 f (x) : = ex grafički je prikazan na slici 5.8.1. (Prikažite grafički i Maclaurinove polinome T0(x) : = 1, T1(x) = 1 + x , T3(x) = 32
 61
 211 !)
 y = e x
 y = 2
 211 xx ++
 1
 0 x
 Slika 5.8.1.
 xxx +++
 Za x = 1 iz jednakost (a) dobijemo približnu vrijednost broja e, tj. e ≈
 !1
 ! 21
 ! 111 .
 n+⋅⋅⋅+++
 Greška koja se pri tom čini se može procijeniti pomoću nejednakosti
 Rn(x) =
 ! )1(1 θe
 n +≤
 ! )1(3+n
 ,
 pri čemu je broj e zamijenjen sa svojim gornjim ograničenjem 3 a θ sa 1. Primjer 5.8.2. Lako se dobije i Maclaurinova formula za funkcije sin x, cos x, ln(1 + x), (1 + x)α (u kojima je 0 < θ < 1):
 3 5 2 11sin ( 1) ( ) ,23 ! 5 ! (2 1) !
 2 1 2 1( ) sin ( (2 1) ) ( 1) cos ;2 (2 1) ! 2 (2 1) !
 nx x xnx x R xnnnx xn
 nR x x nn n n
 πθ θ x
 −−= − + − ⋅ ⋅ ⋅ + − +
 −
 += + + = −
 + +
 + (b)
 _____________ *) Colin Maclaurin (1698 – 1746) – škotski matematičar.
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 2 4 2
 cos 1 ( 1) ( ) ,2 12 ! 4 ! (2 ) !2 2 2 2
 1( ) cos ( (2 2) ) ( 1) cos ;2 1 (2 2) ! 2 (2 2) !
 nx x xnx R xnnnx xn
 nR x x nn n n
 πθ θ
 = − + − ⋅ ⋅ ⋅ + − + +
 ++= + + = −+ + +
 x+
 (c)
 2 3 1( 1) (1 )1ln(1 ) ( 1) ( ) , ( ) 12 3 (1 )
 ;n n nx x x xnx x R x R xn n nn x
 θ
 θ
 +− −−+ = − + − ⋅ ⋅ ⋅ + − + = ++
 n (d)
 ( 1) ( 1) ... ( 1)2(1 ) 1 ( ) ,1 ! 2 ! !
 ( 1) ... ( ) 1 1( ) (1 ) (1 ) . !
 n nx x x x Rnn
 n n n nR x x xnn
 α α α α α αα
 α α α αθ θ
 − − ⋅ ⋅ − ++ = + + + ⋅ ⋅ ⋅ + +
 − ⋅ ⋅ − + − += − +
 x
 (e)
 5.8.4. Riješeni zadaci o Taylorovoj formuli Zadatak 5.8.1. Dokažite da je (Eulerov) broj e iracionalan.
 Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da je e∈Q :
 qpe = ( p, q∈ Z; q ≠ 0).
 Tada prema relaciji (a) imamo
 e = 1 1 11 12 ! ! ( 1) !n n
 eθ+ + + ⋅ ⋅ ⋅ + ++
 (1)
 za svaki n∈N, odakle slijedi da (1) važi i za n > q, te se zamjenom qpe = iz (1) dobije, (nakon
 množenja sa n !), ! ! !
 ! ! 1 ! 2 ! ! 1
 p n n nn n
 q ne
 n
 θ
 = + + + ⋅ ⋅ ⋅ + ++
 . (2)
 Kako je n > q, to je lijeva strana od (2) cijeli broj; na desnoj strani su isto tako svi sabirci (sem zadnjeg), očito cijeli brojevi, dok za zadnji sabirak vrijedi
 11
 31
 0 <+
 <+
 <nn
 eθ
 , (n > 2),
 tj. zadnji sabirak nije cijeli broj. Tako smo dobili protivrječnost, te je e iracionalan broj, što je i trebalo dokazati. Zadatak 5.8.2. Funkciju f (x) = e x cos α sin (x sin α ) razviti u Maclaurinovu formulu sa ostatkom Rn(x) u Lagrangeovom obliku. Rješenje: Zadana funkcija je definirana i neprekidna na R. Kako je (za α = const) f '(x) = e x cos α ⋅ cos α ⋅ sin (x sin α ) + e x cos α ⋅ sin α ⋅ cos (x sin α ) = e x cos α sin (x sin α + α ), f ''(x) = cosα e x cos α sin(x sin α + α )+e x cos α sin α cos(x sin α + α ) = e x cos α sin (x sin α + 2α ), itd.,to naslućujemo da važi:
 f (n)(x) = e x cos α sin (x sin α + nα ), (n∈N). (*) Iskoristimo matematičku indukciju da pokažemo istinitost (*). Usvoji li se induktivna pretpostavka da (*) važi za neki n∈N, onda je
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181 f (n + 1)(x) = e x cos α ⋅ cos α ⋅ sin (x sin α + nα ) + e x cos α ⋅ sin α ⋅ cos (x sin α + nα ) = = e x cos α sin (x sin α + (n + 1)α ), te kako je relacija (*) tačna za n = 1 (i n = 2), zaključujemo po principu matematičke indukcije da je (*) tačno za ∀ n∈N. Otuda f (n )(0) = sin nα . Dakle,zadana funkcija ima neprekidne izvode proizvoljnog reda u okolini proizvoljne tačke a∈R, pa se može razviti u Maclaurinovu formulu sa ostatkom u Lagrangeovom obliku :
 f (x) = ( ) 1 (0) ( 1) ( )
 0 ! ( 1) !
 k nn f x nkx f xk k n
 θ+
 +∑ += +
 (0 < θ < 1)
 = 2 1
 cossin sin 2 sin sin( sin ( 1) )2 ! ! ( 1) !
 n nx x x xx n e xn n
 θ α nα α α θ α α+
 + + ⋅ ⋅ ⋅ + + + ++
 .
 Zadatak 5.8.3. Zadane su funkcije f1(x) : = ln cos x, f2(x) : = sin (sin x).
 a)* Napisati razlaganje po potencijama od x funkcije f1 do x6, a funkcije f2 do x4 (za koje x će važiti dobiveni razvoj?). b) Na osnovu a), odrediti lim x→0 f (x) ako je
 31
 1 12 4exp
 2 12
 cos
 sin(sin )
 ( )
 x
 x x
 x
 x x
 f x
 ⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦
 − −
 −
 ⎡ ⎛ ⎞⎤⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠= ⎢ ⎥
 ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 .
 Rješenje: a) Kako je g(x) = ln(1 + x), g(k)(x) = 1( 1) ( 1) !
 (1 )
 k
 kkx
 −− −+
 , tj. g(0) = 0, g(k)(0) = (– 1)k (k – 1)!
 za k = 1, 2, ..., n, to je po Maclaurinovoj formuli:
 1ln (1 ) ( 1 ) ( ) . !1
 kn xkxkk
 −+ = − +∑=
 no x (*)
 Takođe, za funkciju h(x) = cos x imamo: h(k)(x) = cos ( x + k ⋅2π ), te je h(0) = 1,
 h(2m)(0) = (– 1 )m, h(2m – 1)(0) = 0; m = 1, 2, ..., tj. 2 4 2
 2 1cos 1 ( 1) ( )2 ! 4 ! (2 ) !
 nx x xnxn
 no x += − + − ⋅ ⋅ ⋅ + − + . (**)
 Iz (*) slijedi 2 31ln cos ln 1 (cos 1) cos 1 (cos 1) ((cos 1) ) .2
 x x x x o x⎡ ⎤⎣ ⎦= + − = − − − + −
 Prema (**) dobijemo
 )( 7201
 241
 211cos 7642 xoxxxx +−+−=− , tj. ( ) )(
 241
 411cos 7642 xoxxx +−=− i ( ) 73 6
 8
 1cos 1 ( )x x o x− = − + ,
 a odatle, koristeći da je , imamo (nakon sređivanja) ( )( )3 6 6cos 1 (sin ) ( )o x o x o x− = =
 ).6( 64514
 1212
 21cosln xoxxxx +−−−= (***)
 Analogno se dobije 3 41sin(sin ) sin sin ( )6
 x x x o= − + x , 3 41sin ( )6
 x x x o x= − + ,
 ili 3 3 4 4
 31 1 1sin(sin ) ( ) ( )
 6 6 6x x x x o x o x= − − − + +⎡ ⎤
 ⎢ ⎥⎣ ⎦3 3 51 1
 ( ) ( )6 6
 4x x x o x o x= − − + +⎡ ⎤⎣ ⎦ x
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 3 41 ( ), ( 0).
 3x x o x x= − + → (****)
 b) Nakon logaritmiranja se dobije (prema (***) i (****)) :
 [ ]
 2 4 2 4 6 6 6 62 4
 33 63 3 3
 1 1 1 1 1 11 1 ( ) ( )ln cos2 12 2 12 45 452 12ln ( ) ,
 11sin(sin ) ( ) ( )33
 x x x x x o x x o xx x xf x
 x x x x o xx x x x o x
 − − − − − − + +− − −= = =
 − +− − +
 ⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦
 ⎡ ⎤⎛ ⎞⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 odakle slijedi da je 0
 3 1lim ln ( )45 15x
 f x→
 = = , tj. 1
 15 150
 lim ( ) .x
 f x e e→
 = =
 Primjenom L'Hospitalovog pravila naći prethodnu graničnu vrijednost0
 lim ( )f xx→
 i izvući pouku o
 korisnosti postupka izračunavanja limesa primjenom Taylorove formule (u ovom slučaju treba L'Hospitalovo pravilo šest puta primijeniti). Takođe, primjenom prethodne relacije (*) izračunati 3 121,1 na tri decimale (sa tri tačna decimalna mjesta, tj. određujući n tako da je |Rn(x)| < 0,0005). Uputa: Dovoljno je u relaciji (*) uzeti tri člana navedenog razvoja. Zadatak 5.8.4.* Funkciju f zadanu formulom f(x) = 2 2lnx x u okolini U(1) tačke 1 aproksimirati Taylorovim polinomom četvrtog stepena i procijeniti grešku aproksimacije za
 9 11,10 10
 x ⎡ ⎤∈⎢ ⎥⎣ ⎦.
 Rezultat: f(x) = 2 2lnx x ≈ T4 (x) = ( ) ( ) ( )2 3 11 112
 x x x 41− + − − − za svaki x U(1), gdje se za
 U(1) može uzeti skup (0,+ ); Iz R4(x) =
 ∈
 ∞( ) ( )( )
 ( )( )
 5
 3
 ln 1 118
 5! 1 1
 xx
 x
 θ
 θ
 + −−⋅ ⋅
 + − za 9 11,
 10 10x ⎡∈⎢⎣ ⎦
 ⎤⎥ slijedi |R4(x)|
 < 85 6
 1 1 1 1 1ln 1 6,6 1015 10 10 15 10
 −⎛ ⎞⋅ ⋅ + ≈ ⋅ ≈ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
 & , jer je ln(1+x) ≈ x za male vrijednosti argumenta x.)
 Zadatak 5.8.5.** Izračunati graničnu vrijednost
 30
 s in,1 (co s ): lim
 x
 xxLx→
 −=
 a) primjenom L'Hospitalovog pravila; b) direktnom upotrebom Taylorove/Maclaurinove formule, odnosno upotrebom razvoja
 3sin ln cos 1 sin ln cos ( )x x x x o xe ⋅ = + + , ( i relacije za u > 0 ). )0( →x lnv vu e= u
 Rezultat: a) 12
 L = ; b) 2 2
 2 2 20 0 0
 ln cos ln(1 sin ) 1 sin ( ) 1lim lim lim2 22x x x
 x x x oL2x
 x x x→ → →
 − += − = − = = .
 Zadatak 5.8.6.** Dokazati da je 0
 tg (tg ) sin (sin )lim 2tg sinx
 x xx x→
 −=
 −.
 ____________________ *) Zadatak sa ispita iz Mat. I / IM1. **) Zadatak sa ispita iz Mat. I / IM1 i koji je bio zadan za domaću zadaću iz IM1.
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INŽENJERSKA MATEMATIKA 1
 1 Tko je na poziciji vlasti, on ne treba praviti smisla.
 (Čarska poslovica.)
 P r e d a v a n j a z a d v a n a e s t u s e d m i c u n a s t a v e
 (u akademskoj 2010/2011. godini)
 §5.9. Primjene diferencijalnog računa na ispitivanje funkcija
 5.9.1. Monotonost funkcija
 U prethodnim odjeljcima smo ustanovili da su diferencijabilne funkcije sa nenegativnim izvodom u nekom intervalu neopadajuće, a sa nepozitivnim izvodom nerastuće. Dopunimo ovaj stav obratnim.
 Stav 5.9.1. Ako je diferencijabilna realna funkcija f u intervalu (a, b) ( ⊆ R) neopadajuća (nerastuća), onda je f '(x) ≥ 0 ( f '(x) ≤ 0) za svaki x∈(a, b). Dokaz: Pretpostavimo da je f neopadajuća na intervalu (a, b). Neka je x proizvoljna tačka tog intervala. Tada je
 ( ) ( )0
 f x h f x
 h
 + − ≥ za x + h ∈ (a, b).
 Odavde je
 0
 ( ) ( )'( ) lim 0 .
 h
 f x h f xf x
 h→
 + −= ≥
 Slično se pokazuje da je f '(x) ≤ 0 ako je f nerastuća u intervalu (a, b). Na osnovu prethodnih činjenica lako se zaključuje da se potrebni i dovoljni uslovi stroge monotonosti funkcije za koju postoji izvod u razmaku ,a b< > mogu na ovaj način izraziti: Da bi funkcija f, koja ima konačan ili beskonačan izvod u razmaku , , ( ),a b a b< > ≠ bila (strogo)
 rastuća (odnosno strogo opadajuća) u tome razmaku, potrebno je i dovoljno da za svaki x∈ ,a b< > vrijedi ( ) 0f x′ ≥ (odnosno ( ) 0f x′ ≤ ), pri čemu relacija ( ) 0f x′ = ne može biti ispunjena ni u kom razmaku ,α β< > ( )α β≠ koji je sadržan u ,a b< > . Primjeri 5.9.1.
 1°°°° Funkcija f (x) : = x ln x (strogo) raste u intervalu 1
 , e
 ∞
 , a (strogo) opada u intervalu
 10,
 e
 , jer je f '(x) = ln x + 1 > 0 za x > 1
 e i f '(x) < 0 za 0 < x <
 1
 e.
 2°°°° Funkcija f (x) : = (x – 1)3 ne opada u intervalu (0, 2), jer je f '(x) = 3(x – 1)2 ≥ 0 za x∈ (0, 2). Primijetimo da je f '(1) = 0, no f (x) (strogo) raste u intervalu (0, 2).
 5.9.2. Lokalne ekstremne vrijednosti U prethodnom je pokazano da je anuliranje prvog izvoda diferencijabilne funkcije f (x) u tački c potreban uslov za postojanje lokalne ekstremne vrijednosti te funkcije u tački c. Navedimo sada i neke dovoljne uslove za postojanje lokalne ekstremne vrijednosti funkcije. 183
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 Stav 5.9.2. *) Neka je f (x) neprekidna funkcija u nekoj okolini U tačke c i diferencijabilna u Ů. Tada je u tački c lokalni ekstremum funkcije f (x) ako f '(x) mijenja znak kada x prolazi kroz c. Ako f '(x) ne mijenja znak kada x prolazi kroz c, onda u tački c funkcija f (x) nema ekstremnu vrijednost. Pri tom: 1°°°° ako je f '(x) < 0 za x∈U ∩ (– ∞, c ) i f '(x) > 0 za x∈U ∩ (c, ∞), onda je u tački c strogi lokalni minimum; 2°°°° ako je f '(x) > 0 za x∈U ∩ (– ∞, c ) i f '(x) < 0 za x∈U ∩ (c, ∞), onda je u tački c strogi lokalni maksimum.
 Dokaz: Pretpostavimo da su ispunjeni uslovi 1°. Prema Lagrangeovoj teoremi o srednjoj vrijednosti, za x∈Ů imamo jednakost
 f (c) – f (x) = f '(ξ )(c - x), gdje je ξ izmeñu c i x. Bilo da je x < c, bilo da je x > c, važi f (c) – f (x) < 0, tj. u tački x = c funkcija f (x) ima strogi lokalni minimum. Slično se dokazuje stav 5.9.2. i u ostalim navedenim slučajevima.
 Primjer 5.9.2. Funkcija f (x) = |6x – 10| ima izvod svugdje osim za x =5
 3.
 f '(x) =
 5 6, za ,
 35
 6, za ,3
 x
 x
 >
 − <
 odakle se vidi da je f '(x) < 0 za x < 5
 3 i f '(x) > 0 za x >
 5
 3. Dakle, f (x) ima strogi lokalni
 minimum u tački x =5
 3, f
 5
 3
 = 0. Primijetimo da u tački x = 5
 3 funkcija f (x) nema izvod.
 Stav 5.9.3. Neka je funkcija f zajedno sa svojim prvim izvodom f ' neprekidna u nekoj okolini tačke c i u toj tački postoji f ''. Pri tom je f '(c) = 0. Ako je f ''(c) < 0 ( f ''(c) > 0), onda funkcija f (x) u tački c ima strogi lokalni maksimum (minimum). Dokaz: Po definiciji je, zbog f '(c) = 0, vrijedi
 '( ) '( ) '( )''( ) lim lim
 x c x c
 f x f c f xf c
 x c x c→ →
 −= =− −
 .
 Neka je, na primjer, f ''(x) < 0. Tada je, prema poznatoj osobini limesa, i izraz '( )f x
 x c− negativan, samo ako je x
 dovoljno blizu tački c, ali različit od nje. Drugim riječima, u nekoj okolini Ů tačke c je '( )f x
 x c−< 0. To znači da za
 x∈U i x < c važi f '(x) > 0, a za i x∈U i x > c važi f '(x) < 0. Prema prethodnom stavu slijedi da u tački c funkcija f (x) ima strogi lokalni maksimum. Primjenom Taylorove formule lako se dokazuje da vrijedi: Stav 5.9.4. Neka je funkcija f zajedno sa n –1 svojih izvoda neprekidna u nekoj okolini tačke c i u toj okolini postoji f (n)(x). Neka je pri tom
 f ' (c) = f '' (c) = ... = f (n – 1) (c), f (n) (c) ≠ 0. Tada : ____________________ *) Dovoljan uslov za egzistenciju lokalnog ekstremuma može se opštije ovako formulisati: Ako je funkcija f neprekidna u nekoj okolini U(x0) tačke, lijevo od tačke x0 ne opada odnosno ne raste, a desno od tačke x0 ne raste odnosno ne opada, onda je tačka x0 tačka lokalnog maksimuma odnosno minimuma.
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 1°°°° ako je n neparan broj, u tački c funkcije f nema ekstremne vrijednosti ; 2°°°° ako je n paran broj, u tački c funkcija f ima lokalni ekstremum. Pri tom, ako je f (n)(c) > 0, u tački c je strogi lokalni minimum, a ako je f (n)(c) < 0, u tački c je strogi lokalni maksimum. Primjeri 5.9.3.
 1°°°° Funkcija f (x) = x ln x ima u tački x = 1
 e lokalni minimum, f
 1
 e
 = –1
 e. Naime,
 rješenje jednačine f '(x) = ln x + 1 = 0 je x =1
 e, a drugi izvod f ''(x) =
 1
 x u tački
 1
 e je pozitivan,
 f ''1
 e
 = e > 0.
 2°°°° Ispitajmo tačku x = 0 za funkciju f (x) = ex + e– x + 2 cos x. Stavljajući u jednakostima f '(x) = ex – e– x – 2 sin x, f ''(x) = ex + e– x – 2 cos x, f '''(x) = ex – e– x + 2 sin x, f (4)(x) = ex + e– x + 2 cos x x = 0, imamo f '(0) = f ''(0) = f '''(0) = 0, f (4)(0) = 4. Dakle, u tački x = 0 je lokalni minimum funkcije f .
 3°°°° Za funkciju f (x) =2
 1
 xe−
 , x ≠ 0 i f (0) = 0, lako se vidi da su svi izvodi u tački 0 jednaki nuli,
 tj. f (n)(0) = 0, n∈N. No, f (x) – f (0) = 2
 1
 xe−
 > 0 za x ≠ 0, te funkcija f ima strogi lokalni minimum u tački x = 0.
 5.9.3. Konveksnost, konkavnost i prevojne tačke funkcija Definicija 5.9.1. Funkcija f : (a, b) → R naziva se konveksnom ako za proizvoljne x1, x2∈(a, b) važi
 f (λ1 x1 + λ 2 x2) ≤ λ 1 f (x1) + λ 2 f (x2), gdje je λ1 + λ2 = 1, λ1 ≥ 0, λ 2 ≥ 0. Ako za x1≠ x2 i λ1 λ2 ≠ 0 umjesto ≤ važi znak <, za funkciju f se kaže da je strogo konveksna. Ukoliko umjesto znaka ≤ vrijedi znak ≥ (odnosno > ) za funkciju f se kaže da je konkavna (odnosno strogo konkavna). Primjeri 5. 9. 4. 1° Funkcija f (x) : = ax + b je konveksna (i konkavna) na realnoj pravoj jer je f (λ1 x1 + λ2 x2) = a (λ1 x1 +λ 2 x2 ) + b = a (λ1 x1 + λ 2 x2 ) + (λ1 + λ 2 ) b = λ1 (ax1 + b) + λ2 (ax2 + b) = λ1 f (x1) + λ2 f (x2). 2° Funkcija ϕ (x) : = x2 je strogo konveksna na R, što slijedi iz ϕ (λ1 x1 + λ 2 x2 ) = λ 1
 2 x12 + 2 λ 1 λ 2 x1 x2 + λ 2
 2 x22 = λ 1
 x12 + λ 2
 x22 – λ 1 λ 2 ( x1 – x2 )
 2 < λ 1 ϕ (x1) + λ 2 ϕ (x2). Geometrijski se smisao konveksnosti funkcije vidi iz sljedećih razmatranja. Neka je luk EF na slici 5.9.1. grafik konveksne funkcije y : = f (x) u intervalu (a, b). Uočimo proizvoljne tačke x1, x 2 ∈ (a, b) ( x1 < x2 ),
 kao i x∈( x1 , x2 ). Stavimo 21
 2 1
 x x
 x xλ −
 =−
 , 12
 2 1
 x x
 x xλ −
 =−
 i
 označimo f (x1) = y1, f (x2) = y2, A = (x1, y1), B = (x2, y2). Iz nejednakosti
 f (x) = f (λ1 x1 + λ 2 x2) ≤ λ1 f (x1) + λ2 f (x2) =2
 12 1
 x xy
 x x
 −−
 + 12
 2 1
 x xy
 x x
 −−
 y
 F B E D A C
 a 0 x1 x x2 b x Slika 5.9.1.

Page 169
						

186
 vidi se da tačka C(x, f (x)) grafika nije iznad tačke D (x, λ 1 x1 + λ 2 x2) sječice, povučene kroz A i B. Ako je f konveksna, onda je tačka D iznad tačke C. Napomenimo da je svojstvo konveksnosti interesantno u matematici i njenim primjenama jer se pomoću tog svojstva može dobiti veliki broj korisnih nejednakosti (npr., nejednakost izmeñu aritmetičke i geometrijske sredine). Stav 5.9.5. Neka je funkcija f : (a, b) → R diferencijabilna. Da bi f bila konveksna (strogo konveksna) u (a, b) potrebno je i dovoljno da je f ' neopadajuća (strogo raste) u (a, b). Dokaz: Dokažimo stav za slučaj konveksnosti. Neka je f konveksna funkcija i x1, x2 , x proizvoljne tačke iz (a, b), takve da je x1 < x < x2. Napišimo x u obliku
 2 11 2
 2 1 2 1
 x x x xx x x
 x x x x
 − −= +
 − −
 Iz konveksnosti funkcije f slijedi nejednakost
 f (x) ≤ 2 11 2
 2 1 2 1
 ( ) ( )x x x x
 f x f xx x x x
 − −+
 − −,
 odakle se dobije
 1 2
 1 2
 ( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x
 x x x x
 − −≤− −
 .
 Pretpostavljajući u ovoj nejednakosti najprije da x → x1, a zatim da x → x2 , dobije se
 1 2
 1 2 1 21 2
 1 2 1 2
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim '( ) '( ) limx x x x
 f x f x f x f x f x f xf x f x
 x x x x x x→ →
 − − −= ≤ ≤ =− − −
 .
 Obrnuto, pretpostavimo da f ' raste i da su x1, x2, x proizvoljni brojevi iz intervala (a, b), tako da je x1 < x < x2. Prema Lagrangeovoj teoremi o srednjoj vrijednosti, primijenjenoj na funkciju f na segmentu [x1, x], odnosno [x, x2], imat ćemo
 1 1
 1
 ( ) ( )'( )
 f x f xf
 x xξ− =
 −, x1 < ξ 1 < x,
 odnosno
 22
 2
 ( ) ( )'( )
 f x f xf
 x xξ− =
 −, x < ξ 2 < x2.
 Kako je f ' (ξ 1) ≤ f ' (ξ 2), to je
 1 2
 1 2
 ( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x
 x x x x
 − −≤− −
 što znači da je funkcija f konveksna. Primijetimo da je f konkavna (strogo konkavna) funkcija u intervalu (a, b) ako i samo ako je f ' nerastuća (strogo opada) na (a, b). Stav 5.9.6. Neka funkcija f : (a, b) → R ima u svakoj tački x∈(a, b) drugi izvod. Da bi f bila konveksna (konkavna) na (a, b), potrebno je i dovoljno da bude f '' (x) ≥ 0 ( f '' (x) ≤ 0) za x∈ (a, b).
 Dokaz: Kako je f ''(x) = ( f '(x))', to ovaj stav slijedi iz prethodnog. Stav 5.9.7. Ako su funkcije f i f ' definirane i neprekidne, a funkcija f '' definirana i pozitivna (negativna) na (a, b), onda je funkcija f strogo konveksna (konkavna) na (a, b). Primjeri 5.9.5. Funkcija f (x) = x2 ln x, definirana u intervalu (0, ∞), strogo je konveksna u
 intervalu (3
 2e
 −, ∞), a stogo konkavna u intervalu (0,
 3 2e
 −). Naime, kako je f ''(x) = 2 ln x + 3, to je
 f ''(x) > 0 (odnsono f ''(x) < 0) za x∈(3
 2e
 −, ∞) (odnosno za x∈(0,
 3 2e
 −)).
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 Primjenom Lagrangeove teoreme o srednjoj vrijednosti derivacije dokazuje se da vrijedi: Stav 5.9.8. Diferencijabilna funkcija u intervalu (a, b) je konveksna (konkavna) ako i samo ako tačke njenog grafika nisu ispod (iznad) tačaka njene tangente povučene u proizvoljnoj tački intervala (a, b). Funkcija je strogo konveksna (konkavna) ako i samo ako su tačke njenog grafika iznad (ispod) tačaka tangente povučene u proizvoljnoj tački intervala (a, b), ne uključujući tačku dodira. Neka je funkcija f (x) definirana u nekoj okolini U tačke x0 i diferencijabilna u Ů. Neka je, dalje, f neprekidna u tački x0 i njen grafik u toj tački ima tangentu. Tačka ( x0 , f (x0)) naziva se prevojnom tačkom*) krive y = f (x) ako je funkcija f strogo konveksna (konkavna) u skupu x∈U | x > x0 i strogo konakva (konveksna) u skupu x∈U | x < x0. Ako kriva y = f (x) ima prevojnu tačku ( x0 , f (x0)) i funkcija f ima neprekidan drugi izvod u tački x0, onda je f ''(x0) = 0. Naime, ako to ne bi bilo, onda bi u nekoj okolini U tačke x0 izvod f ''(x) bio pozitivan, odnosno negativan; tada bi prema stavu 5.9.7. funkcija f (x), x∈U, bila konveksna, odnosno konkavna. U prevojnoj tački tangenta siječe grafik funkcije f .
 Pomenimo neke dovoljne uslove za postojanje prevojnih tačaka.
 Stav 5.9.9. Neka je funkcija f diferencijabilna u nekoj okolini U tačke x0 i dvaput diferencijabilna u Ů. Ako f '' mijenja znak pri prolazu argumenta kroz tačku x0 , onda je ( x0 , f (x0)) prevojna tačka krive y = f (x). Dokaz : Ako f ''(x) mijenja znak kada x prolazi kroz x0, onda je f '(x) s jedne strane tačke x0 neopadajuća, a s druge strane nerastuća. Prema stavu 5.9.5., tačka (x0 , f (x0)) je prevojna tačka krive y = f (x). Stav 5.9.10. Neka je f ''(x0) = 0, a f '''(x0) ≠ 0. Tada je (x0 , f (x0)) prevojna tačka krive y = f (x).
 5.9.4. Jensenova nejednakost Definicija 5.9.2. Realna funkcija f jedne realne promjenljive naziva se J – konveksna, ili konveksna u Jensenovom smislu, na razmaku (konačnom, ili beskonačnom) ⟨a, b⟩ ( ⊆ R), ako za sve x, y∈ ⟨a, b⟩ vrijedi
 ( ) ( )
 2 2
 x y f x f yf
 + + ≤
 .
 Ako je pri tom za x ≠ y ( ) ( )
 2 2
 x y f x f yf
 + + <
 ,
 kažemo da je f striktno (strogo) J – konveksna. Teorema 5.9.1. Ako je f J – konveksna na razmaku ⟨a, b⟩, onda za svaki prirodan broj n > 1 i za sve xi∈⟨a, b⟩, (i = 1, 2, ..., n), vrijedi Jensenova**) nejednakost
 1 2 1 2 ( ) ( ) ( ) n nx x x f x f x f x
 fn n
 + + ⋅ ⋅ ⋅ + + + ⋅ ⋅ ⋅ + ≤
 . (5.9.1)
 _______________ *) ili tačka infleksije. Prevojna tačka se definira i na ovaj način: Neka je funkcija f definirana u nekom intervalu (x0 – h, x0 + h), pri čemu je na intervalu (x0 – h, x0 ) konkavna, a na intervalu (x0 , x0 + h) konveksna, ili obrnuto. Tada se kaže da je x0 prevojna tačka funkcije f (ili da je tačka (x0, f (x0)) prevojna tačka grafika od f . **) J. L. W. V. Jensen (1859 – 1925) – danski matematičar, po profesiji inženjer elektrotehnike iz područja telefonije.
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 Ako je f strogo J – konveksna, onda jednakost vrijedi samo za x1 = x2 = ... = xn . Dokaz : Nejednakost (5.9.1) ćemo dokazati metodom regresivne indukcije. Za n = 2 nejednakost (5.7.1) vrijedi prema definiciji J – konveksne funkcije. Neka (5.9.1) vrijedi za n = 2k , (k∈N). Dokažimo da tada (5.9.1) vrijedi i za
 2n = 2k+1. Neka su*) a ≤ x1 ≤ x2 ≤ ⋅⋅⋅ ≤ xn ≤ xn+1 ≤ ⋅⋅⋅ ≤ x2n ≤ b . Tada je 1 1 2n n nx x x xa b
 n n++ ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ +
 ≤ ≤ ≤ za neki
 j, xj < xj+1, pa je i 1 2 1 2n n nx x x x x
 n n++ + ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ +
 < . Sada je
 1 1 21 1 2
 1 2
 1 2 1 2
 2 2 2
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
 2
 n n nn n n
 n
 n n n
 x x x xx x x x f fx x n nn nf f
 n
 f x f x f x f x f x
 n
 ++
 +
 + ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ + ++ + ⋅ ⋅ ⋅ + = ≤ ≤
 + + ⋅ ⋅ ⋅ + + + ⋅ ⋅ ⋅ +
 ≤
 što znači da (5.9.1) vrijedi za sve prirodne brojeve oblika 2k (k = 1, 2, 3, ...) i za strogo J – konveksnu funkciju f jednakost vrijedi samo za x1 = x2 = ⋅⋅⋅ = xn .
 Ako (5.9.1) vrijedi za neki n (∈N), onda stavljajući 1 1:1
 nn
 x xx
 n−+ ⋅⋅⋅+=
 − ∈ [a, b], dobijemo
 1 2 1 1 2 1 ( ) ( ) ( )
 1 1n nx x x f x f x f x
 fn n
 − −+ + ⋅ ⋅ ⋅ + + + ⋅ ⋅ ⋅ + ≤ − − ,
 pri čemu za strogo J – konveksnu funkciju f jednakost vrijedi samo za x1 = x2 = ⋅⋅⋅ = xn – 1 . Time je dokaz teoreme 5.9.1. završen. Primjer 5.9.6. Za sve pozitivne brojeve x1, ..., xn vrijedi
 1 21 2 ...n n
 n
 x x xx x x
 n
 + + ⋅ ⋅ ⋅ +≥ ⋅ ⋅ ⋅ (*)
 i jednakost vrijedi samo za x1 = x2 = ... = xn . (Nejednakost (*) je poznata nejednakost izmeñu aritmetičke i geometrijske sredine!)
 Dokaz : Kako je ( x – y )2 ≥ 0 za sve x, y∈R, to je 2
 2
 x yxy
 + ≤
 za sve x, y∈R.
 Logaritmirajući dobijemo da za sve pozitivne realne brojeve x, y vrijedi ln ln
 ln2 2
 x y x y+ +≤ .
 Dakle, funkcija f (x) : = – ln x je strogo J – konveksna na (0, +∞), te prema teoremi 5.9.1. vrijedi
 1 2 1 2ln ln lnlnn nx x x x x x
 n n
 − − − ⋅ ⋅ ⋅ − + + ⋅ ⋅ ⋅ +≥ − ,
 odakle je 1 21 2ln ... ln nn
 n
 x x xx x x
 n
 + + ⋅ ⋅ ⋅ +⋅ ⋅ ⋅ ≤ , tj. 1 2
 1 2 ... nnn
 x x xx x x
 n
 + + ⋅ ⋅ ⋅ +⋅ ⋅ ⋅ ≤ i jednakost
 vrijedi samo za x1 = x2 = ... = xn. Primjedba 5.9.1. Svaka konveksna funkcija je J – konveksna, ali obrnuto ne vrijedi. Primjer funkcije koja je J – konveksna ali nije konveksna nije elementaran (i izlazi iz okvira programskog sadržaja ovog kursa). Meñutim, vrijedi sljedeća teorema. _______________ *) Ovdje smo pretpostavili (što ne utiče na općenitost) da tačke a, b pripadaju ramaku ⟨a, b⟩.

Page 172
						

189
 Teorema 5.9.2. Ako je realna funkcija f jedne realne promjenljive neprekidna na segmentu [a, b], onda je ona konveksna na [a, b] ako i samo ako je ona J – konveksna na [a, b]. Funkcija f je strogo konveksna na [a, b] ako i samo ako je f strogo J – konveksna na [a, b].
 Dokaz: Za λ1 = λ 2 =1
 2 uslov konveksnosti (iz definicije 5.9.2) funkcije f svodi se na uslov
 ( ) ( )
 2 2
 x y f x f yf
 + +≤
 ,
 pa konveksnost (stroga) povlači J – konveksnost (strogu) / bez pretpostavke da je f neprekidna/. Dokažimo sada da je svaka neprekidna J – konveksna funkcija na [a, b] konveksna na [a, b].
 Zaista, ako je α = p
 n racionalan broj, onda je prema teoremi 5.9.1. :
 ( )
 sabiraka ( ) sabiraka
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 p n p p n p
 px n p y x x x y y y f x f x f x f y f y f yf x y f f
 n n n
 p
 n
 α β
 − −
 + − + + ⋅ ⋅ ⋅ + + + + ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ + + + + ⋅ ⋅ ⋅ ++ = = ≤ =
 =
 64748 64748 64444744448 64444744448
 ( ) ( ) ( ) ( ) .n p
 f x f y f x f yn
 α β−+ = +
 Ako je α iracionalan broj, onda postoji niz (α i ) (0 < α i < 1) racionalnih brojeva, takvih da je lim i → ∞ α i = α . Označimo sa β i = 1 – α i ( i∈N ). Tada je
 f (α i x + β i y) ≤ α i f (x) + β i f ( y) (∀i∈N). Kako je f neprekidna funkcija, to lim i → ∞ f (α i x + β i y) postoji i jednak je f (α x + β y), gdje je β : = lim i → ∞ β i = = 1 – α . Dakle, imamo
 lim i → ∞ f (α i x + β i y) ≤ lim i → ∞ α i f (x) + lim i → ∞ β i f ( y), odnosno f (α x + β y) ≤ α f (x) + β f ( y). Ostalo je još dokazati da stroga J – konveksnot povlači strogu konveksnost neprekidne funkcije f na [a, b].
 Pretpostavimo obrnuto. Tada za neki α ≤ 1
 2 i neke x, y ∈[a, b], x ≠ y, vrijedi f (α x + β y) = α f (x) + β f ( y). No,
 α f (x) + β f ( y) = f (α x + β y) = f ( ) ( )2 1 2 2 1 2 (2 2
 )x y x y
 y f f yα α α α+ +
 ⋅ + − ⋅ ≤ ⋅ + − ⋅
 .
 Dakle, f (x) + f ( y) ≤ 2 2
 x yf
 +
 , odakle je f (x) + f ( y) = 2 2
 x yf
 +
 , te f nije strogo J – konveksna.
 Zadaci 5.9.1. a) Dokažite da ako su f 1 i f 2 J – konveksne funkcije, onda je i a 1 f 1 + a 2 f 2 za a1 > 0, a2 > 0 opet J – konveksna. b) Dokažite da je kvadrat J – konveksne neneagtivne funkcije J – konveksna, a da proizvod dvije J – konveksne funkcije ne mora biti J – konveksna funkcija. Zadatak 5. 9.2. 1°°°° Neka je f konveksna funkcija na razmaku ⟨a, b⟩ ( ⊆R) i neka su λ i, ( i = 1, 2, ..., n), pozitivni brojevi, takvi da je λ1 + λ2 + ⋅⋅⋅ + λn = 1. Dokažite da tada za sve x1, x2 ,⋅⋅⋅, xn iz
 ⟨a, b⟩ vrijedi (poopštena) Jensenova nejednakost 1 1
 ( )n n
 i i i ii i
 f x f xλ λ= =
 ≤
 ∑ ∑ .
 2°°°° Ako su xi ≥ 0, α i ≥ 0 i 1
 n
 ii
 α α=
 =∑ ( > 0), dokazati težinsku nejednakost izmeñu
 aritmeti čke i geometrijske sredine
 ( ) ( )1 2
 1
 1 2 1 1 2 2
 1... n
 n n nx x x x x xαα α α α α αα
 ⋅ ⋅ ⋅ ≤ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ + .
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 5.9.5. Grafičko prikazivanje funkcija – postupak ispitivanja toka i crtanja grafika *) Često je veoma korisno, zbog što očiglednijeg sagledavanja svojstava funkcije, nacrtati (skicirati) njen grafik. U cilju crtanja (skiciranja) grafika funkcije zadane analitičkim izrazom obično se koristi sljedeća, ili njoj slična, shema (za funkcije zadane eksplicitno u pravouglom Dekartovom koordinatnom sistemu): 1°°°° Odrediti oblast definiranosti funkcije (u skladu sa konvencijom u vezi sa prirodnim domenom realne funkcije jedne realne promjenljive, date analiti čki). Ispitati specijalna svojstva funkcije (parnost, periodičnost, ...). 2°°°° Ispitati ponašanje funkcije na rubu domena, odnosno u okolinama eventualnih tačaka prekida; naći asimptote. 3°°°° Ispitati specijalna svojstva funkcije (parnost, periodičnost, ...). 4°°°° Odrediti nule i znak funkcije. (Ponekad je nemoguće precizno odrediti položaj nula, pa se u tom slučaju one samo lokalizuju u nekom intervalu (a, b) za koje je f (a) ⋅ f (b) < 0 ili se cio ovaj problem odlaže do ispitivanja izvoda.) 5°°°° Naći prvi i drugi izvod funkcije. (Prije prelaska na izvode može se skicirati preliminarni grafik, koji će se često podudarati sa (finalnim, krajnjim, konačnim) grafikom.) 6°°°° Odrediti intervale monotonosti i ekstremne vrijednosti. 7°°°° Ispitati konveksnost i odrediti prevojne tačke. 8°°°° Odrediti i sve ostale specifičnosti grafika date funkcije, a zatim skicirati taj grafik. (Ako je funkcija parna ili neparna, dalje ispitivanje se ograničava na skup D( f ) ∩ [0, + ∞]. Ako je funkcija periodična sa osnovnim periodom T, onda se ispitivanje ograničava na razmak dužine T.)
 Ako prvi izvod posmatrane funkcije ne postoji u nekoj tački njenog domena, treba izračunati (ako postoje) lijevi i desni prvi izvod u toj tački, kao i lijevu i desnu graničnu vrijednost prvog izvoda te funkcije u svakoj od eventualnih njenih singularnih tačaka, da bi se ustanovio ugao pod kojim grafik zadane funkcije "ulazi" i " izlazi" iz te tačke. U slučaju kada je f '_(x0) ≠ f '+(x0), pri čemu su f '_(x0) i f '+(x0) konačni, tačka (x0, f (x0)) naziva se uglovna (ili ugaona tačka ili prelomna tačka), dok u slučaju kada je f '_(x0) ≠ f '+(x0) i bar jedan od izvoda f '_(x0) i f '+(x0) je beskonačan za tačku (x0, f (x0)) kažemo da je povratna tačka (ili šiljak ) grafika funkcije f (razlikuju se jednostrani i dvostrani šiljci). Za ovakve tačke kaže se još i da su špicevi grafika funkcije f. Lijevi izvod f '_(x0) predstavlja koeficijent pravca lijeve tangente (odnosno lijeve polutangente), a desni izvod f '+(x0) koeficijent pravca desne tangente (odnosno desne polutangente, ako se umjesto odgovarajuće prave posmatra odgovarajuća poluprava). Kao rezultat ispitivanja (toka) funkcije treba nacrtati grafik (u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu) na kome su naznačene sve karakteristi čne (kriti čne) tačke i asimptote (sve koje postoje). Često se grafik namjerno "karikira " da bi se bolje vidjele karakteristične tačke (u čemu je prednost ovakvog načina ispitivanja nad kompjuterskim). Napomena 5. 9.1. I pored postojanja kompjuterskih programa pomoću kojih se mogu crtati grafici funkcija, važno je znati da se pojedini aspekti ponašanja funcija mogu uočiti jedino primjenom metoda matematičke analize. Osim toga, analitičko ispitivanje funkcija (uz primjenu i derivacija funkcija) često ima i odreñeni značaj u teorijskim istraživanjima unutar i izvan matematičkih nauka. No, pored praktične, ispitivanje funkcija ima i pedagošku vrijednost, jer se kroz rješavanje jednog problema mora pokazati poznavanje elementarne matematike, teorije realnih brojeva i nizova, limesa, izračunavanje derivacija, a često i poznavanje Taylorove (i specijalno Maclaurinove) formule, te povezivanje svega toga u jednu cjelinu. ___________________ *) Uputstvo koje se daje važi (u potpunosti) samo za slučaj kada je posmatrana funkcija dio po dio neprekidna na intervalima, jer samo tada možemo nacrtati njen grafik (ne može se svaka funkcija grafički predstaviti, npr. Dirichletova, čak postoje i neprekidne funkcije čiji se grafik ne može nacrtati!).
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 Primjeri 5.9.7.
 a) Prikažimo grafički funkciju f (x) : =2
 2arcsin
 4 1
 x x
 x+
 +.
 Rješenje:
 1° Domen (prirodni) : D( f ) = R, jer je 2
 21 1
 1
 x
 x− ≤ ≤
 + za ∀x∈R.
 2° Ponašanje funkcije na krajevima domena i eventualne tačke prekida: Kako je lim ( )
 xf x
 →±∞= ± ∞ , to je funkcija f neograničena na krajevima svog domena (tj. u okolinama
 tačaka ± ∞ ) i nema horizontalnih asimptota . Zadana funkcija je očito elementarna funkcija , pa je neprekidna na svom prirodnom domenu, te nema ni vertikalnih asimptota. 3° Simetrija grafika (parnost / neparnost, periodičnost i eventualna simetrija u odnosu na neke tačke /različite od tačke (0, 0)/ ili prave /različite od ose Oy / ):
 D( f ) je simetričan skup u odnosu na 0, a i vrijedi f (– x) = 2
 2arcsin
 4 1
 x x
 x− −
 += – f (x) za
 ∀x∈D( f ), pa je f neparna funkcija, te je dovoljno vršiti ispitivanje samo za x ≥ 0. Očito f nije periodična funkcija. 4° Nule i znak : f (x) = 0 za x = 0 (prosta nula!), f (x) < 0 za ∀x∈(– ∞, 0), f (x) > 0 za ∀x > 0. 5° Ekstremi i monotonost : Iz
 2 2
 2 2 2 22
 2
 22
 22
 2 2
 1 1 2(1 ) 2 2 1 2(1 )'( )
 4 (1 ) 4 1 (1 )21
 1
 1 2, 1 0 ( 1 1),
 4 1
 1 2 7, 1 0 ( 1 1),
 4 1 4(1 )
 x x x xf x
 x x xx
 x
 x xx
 xx x x
 x x
 + − ⋅ −= + ⋅ = + =+ − ⋅ + − +
 + − > ⇔ − < < += − − = − < ⇔ < − ∨ > + +
 slijedi da zadana funkcija ima lokalni minimum za x = – 1 ∨ x = 7 , a lokalni maksimum za x = 1
 ∨ x = – 7 ; tačke (– 1,1
 4 2
 π− − ) i (1, 1
 4 2
 π+ ) su ugaone (prelomne) tačke grafika G( f ) (jer su u
 x = – 1 ∨ x = 1 lijevi i desni izvodi od f konačni i (meñusobno) različiti). Zadana funkcija f
 (strogo) raste u intervalima (– ∞, – 7 ), (– 1, 1) i ( 7 , + ∞), a opada (strogo) u (–7 ,– 1) i
 (1, 7 ). 6° Konveksnost / konkavnost / i prevojne tačke :
 2 2
 2 2
 4, 1 1 ,
 (1 )''( )
 4 , 1 1 ;
 (1 )
 xx
 xf x
 xx x
 x
 − − < < += < − ∨ > +
 f ''(x) > 0 u (– 1, 0) i (1, + ∞) (kriva konveksna), f ''(x) < 0 u intervalu (– ∞, – 1) i (0, 1) (kriva konkavna).
 Prevojne tačke su : (– 1,1
 4 2
 π− − ), (0, 0) i (1,1
 4 2
 π+ ).
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 7° Kosa asimptota : y = ax + b, a = ( ) 1
 lim ,4x
 f x
 x→± ∞= b = [ ]lim ( ) 0,
 xf x ax
 →± ∞− = tj. y =
 4
 x je
 jednačina kose asimptote zadane funkcije f. 8° Grafik i slika Im ( f ): Prema nañenim podacima možemo nacrtati grafik zadane funkcije f kao na slici 5.9.2, sa koje je očito Im ( f ) = R. 4
 b) Funkcija f (x) : = 3 23 2x x+ definirana je za svaki x∈R. Kako je 1
 33 23 2 2 4 12 1 , ,
 3 9x x x x o x
 x x x + = + = + − + → ± ∞
 to kriva y = f (x) ima asimptotu y = x + 2
 3 i približava joj se s gornje, odnosno donje strane, kad
 x → – ∞, odnosno x → + ∞. Vrijednosti funkcije su pozitivne za x > – 2, x ≠ 0, a negativne za x < – 2. Nule su joj u tačkama x = 0, x = – 2.
 Iz f '(x) =( )23
 3 4
 3 2
 x
 x x
 +
 ⋅ +, x ≠ 0, x ≠ – 2, f '(– 2) =
 2limx→−
 f '(x) = ∞, f '±(0) = 0
 limx→±
 f '(x) = ± ∞,
 f ''(x) = ... = 2)2()2(9
 8
 ++
 −
 xxxx
 za svaki x∈R \ – 2, 0, zaključujemo da zadana funkcija (strogo) raste u intervalima
 (– ∞, –4
 3), (0, + ∞), a (strogo) opada u
 intervalu (–4
 3, 0). U tački (– 2, 0) grafik
 zadane funkcije f ima vertikalnu tangentu (zadanu jednačinom x = –2 ), a u tački (0, 0) vertikalnu polutangentu (lijeva i desna polutangenta su vertikalne i poklapaju se, pa je tačka (0, 0) povratna tačka /šiljak/ grafika zadane funkcije, dok je tačka (– 2, 0) ugaona /prelomna/
 tačka grafika funkcije f ). Tačka (–4
 3,
 32 4
 3) je tačka lokalnog maksimuma, tačka (0, 0) je tačka
 lokalnog minimuma. Funkcija je konveksna u intervalu (– ∞, 2), a konkavna u intervalima (– 2, 0) i (0, + ∞). Tačka (– 2, 0) je prevojna tačka grafika zadane funkcije f (sl. 5.9.3.). Sa grafika zadane funkcije f mogu se sagledati mnoga očigledna svojstva. Tako, npr., imamo da je rang R( f ) jednak
 skupu R, da preslikavanje f : R → R, f (x) = 3 23 2x x+ nije injekcija (pa ni bijekcija), da grafik siječe svoju kosu asimptotu u samo jednoj tački, da je grafik neprekidna kriva (djelimično glatka) itd.
 y
 y = 4
 x
 – 7 – 1
 0 1 7 x
 Slika 5.9.2.
 y
 y = x + 3
 2
 2/33 4 y = 3 23 2xx +
 – 2 –3
 4 0 x
 Slika 5.9.3.
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 c) Na sl. 5.9.4. predstavljen je grafik proizvoljne realne funkcije f jedne realne promjenljive i povučene su tangenta i normala u tački M(x, y). Duži LM, MQ, LP, PQ nazivamo, respektivno: tangenta, normala, subtangenta, subnormala. Sa sl. 5.9.4. slijedi da su dužine tih duži zadane formulama:
 ST : = LP = | y ctg α | = tg
 y
 α=
 '
 y
 y,
 tj. ST ='
 y
 y, pa iz ∆LPM imamo: T : = LM =
 22
 2'
 yy
 y+ =
 '
 y
 y⋅ 21 'y+ , a iz ∆PQM je SN : = PQ = | y tg α | = | y y'|, N : = MQ = ( )22 'y yy+ = | y |⋅ 21 'y+ .
 Veličine T, ST, N, SN nazivaju se i dodirni elementi krive . Odrediti dodirne elemente za slučaj grafika funkcije f u primjeru 5.9.7. b) u tački M (2, f (2)) !
 Primjer 5.9.8. Ispitati funkciju zadanuu polarnom koordinatnom sistemu formulom ρ = sinϕ
 ϕ
 i nacrtati njen grafik. Rješenje: Pri konstrukciji grafika funkcije f zadane formulom ρ = f (ϕ ), gdje su ρ (poteg) i ϕ (polarni ugao) polarne koordinate tačke u ravni može se takoñe skicirati jedna opšta shema, što ne znači da se u pojedinim slučajevima ova konstrukcija ne može izvesti i jednostavnijim postupkom. Napomenimo da važnije elemente te sheme čine sljedeći elementi:
 1° Domen D (ρ ); 2° simetrija grafika prema polu ( ako je ρ (– ϕ ) = – ρ (ϕ ), ili ako je ρ (π + ϕ + 2kπ ) = ρ (ϕ ) za k∈Z ) i polarnoj osi (ako je ρ (–ϕ + 2kπ ) = ρ (ϕ ), ili ako je ρ (π – ϕ + 2kπ ) = – ρ (ϕ ) za k∈Z ); 3°
 egzistencija asimptota (tj. odrediti sve ϕ 0∈ D (ρ ) za koje ρ → + ∞, pa odrediti d : = [ ]0
 0lim sin( )ϕ ϕ
 ρ ϕ ϕ→
 − ;
 jednačina asimptote je tada ρ ⋅ sin (ϕ – ϕ 0) = d ) i položaj grafika prema asimptotama (na osnovu proučavanja
 konveksnosti /konkavnosti/ kada ρ → ∞, tj. na osnovu proučavanja znaka izraza
 ''1 1 1
 ρ ρ ρ+
 kad ρ → ± ∞,
 tj. znaka od
 ''1 1
 ρ ρ⋅
 kad ρ → ± ∞, jer 1
 ρ→ 0 kad ρ → ± ∞ ) ; 4° egzistencija grana krive koje prolaze kroz
 pol; 5° konveksnost (odnosno konkavnost) grafika prema polu (za luk krive zadane formulom ρ = f (ϕ ) kažemo da je konveksan (odnosno konkavan) prema polu O ako se pol i luk krive nalaze u suprotnim (odnosno istim) oblastima prema tangenti krive u proizvoljnoj tački toga luka. Iz ove definicije se lako dobije /za dva puta diferencijabilnufunkciju ρ (ϕ ) / da za svaku tačku konveksnog (odnosno konkavnog) luka mora biti ispunjen uslov
 ''1 1 1
 ρ ρ ρ+
 < 0 (odnosno > 0 ), a u prevojnoj tački
 jednak 0 ) ; 6° tablica vrijednosti.
 U našem slučaju dobije se grafik kao na sl. 5.9.5. jer vrijedi: D ( ρ ) = R \ 0; ρ (– ϕ ) = ρ (ϕ ); ρ = 0 za ϕ = kπ, k∈Z, pa grafik neograničen broj puta "prolazi" kroz pol. Poteg ne može neograničeno rasti, te grafik zadane funkcije nema asimptota. Tačka A (0, 1) pripada grafiku ako se
 definira ρ ( 0 ) : = sin
 lim0
 ϕϕ ϕ→
 = 1 .
 y y = f (x) M(x, y) α L 0 P Q x Slika 5.9.4.
 ρ = ϕ
 ϕsin
 A (0, 1)
 Slika 5.9.5.
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 Zadatak 5. 9.3.* Realna funkcija f jedne realne promjenljive zadana je formulom
 3
 ||1)(+
 ⋅+−=x
 xxxxf .
 a) Odrediti prirodni domen Dom ( f ), a zatim ispitati ponašanje funkcije f na rubovima područja Dom ( f ) i odrediti njene eventualne asimptote. b) Ispitati postojanje (jednoznačne) inverzne funkcije i , ako postoji, odrediti njen (eksplicitni) analitički oblik. c) Odrediti eventualne tačke prekida i singulariteta i klasificirati ih za zadanu funkciju f .
 d) Odrediti intervale monotonosti i eventualne tačke lokalnog i apsolutnog ekstrema zadane funkcije f , kao i eventualne prelomne i povratne tačke njenog grafika . e) Ispitati konveksnost i konkavnost i odrediti eventualne prevojne tačke zadane funkcije f.
 f) Odrediti rang ( )R f i nacrtati grafik zadane funkcije f.
 Zadatak 5. 9.4.* Realna funkcija f jedne realne promjenljive zadana je formulom 4 2
 32
 ( ) : .2
 x xf x
 x
 −=−
 a) Odrediti prirodni domen Dom ( f ), a zatim ispitati ponašanje funkcije f na rubovima područja Dom ( f) i odrediti njene eventualne asimptote. b) Odrediti eventualne presjeke grafika G( f ) sa koordinatnim osama i ispitati znak zadane funkcije f. c) Odrediti eventualne tačke prekida i singulariteta i klasificirati ih za zadanu funkciju f i za
 funkciju ( )
 ( ) :( )
 f xh x
 g x= , pri čemu je
 2
 2
 / 2( ) : arc tg
 / 2
 x ng x
 x n
 + =−
 , gdje je n ukupan broj bodova
 koji ste ostvarili na prvom parcijalnom ispitu iz IM1 održanom 5.11.2008. d) Odrediti intervale monotonosti i eventualne tačke lokalnog i apsolutnog ekstrema zadane funkcije f , kao i eventualne prelomne i povratne tačke njenog grafika.
 e) Ispitati konveksnost i konkavnost i odrediti eventualne prevojne tačke zadane funkcije f. f) Nacrtati grafik zadane funkcije f i odrediti njenu sliku (rang) Im( f ) f, te skicirati grafik funkcije g zadane u c).
 g) Odrediti uglove pod kojim grafik grafik funkcije g zadane u c) "ulazi" i " izlazi" iz eventualnih njenih singularnih tačaka i tačaka njenog domena u kojima ne postoji njen izvod .
 Zadatak 5. 9.5. Naći prve i druge izvode funkcija f i g zadanih sljedećim formulama:
 a)
 =
 ≠
 +=0,0
 ,0,1
 sin2:)(
 2
 x
 xx
 xxf b)*
 =
 ≠
 +=,0,0
 ,0,1
 sin2:)( 2
 3
 x
 xx
 xxg
 pa na primjeru funkcije f izvesti zaključak da uslovi stava 5.9.2. nisu potrebni za postojanje lokalnog ekstrema i na primjeru funkcije g zaključiti da iz činjenice da kriva u nekoj svojoj tački „prelazi“ s jedne na drugu stranu svoje tangente još ne slijedi da joj je ta tačka prevojna.
 Zadatak 5. 9.6. Ispitati tokove i nacrtati grafike funkcija f i g zadanih u prethodnom zadatku 5.9.5.
 ____________________ *) Zadatak sa ispita iz Mat. I / IM1.
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 G L A V A V I
 NEODREðENI INTEGRAL
 § 6.1. Pojmovi primitivne funkcije i neodreñenog integrala Pojam tačne primitivne funkcije koji smo uveli predstavlja jedan od važnijih pojmova u matematičkoj analizi.Nadalje ćemo se ograničiti na realne funkcije koje su definirane na razmaku ⟨a, b⟩ u R. Važi sljedeća teorema koja glasi: Teorema 6.1.1. Svaka neprekidna funkcija na razmaku ima tačnu primitivnu funkciju (TPF) na tom razmaku. Prethodnu Teoremu 6.1.1. ćemo dokazati u sljedećem poglavlju. Pokazuje se da klasa neprekidnih funkcija nije dovoljno široka u primjeni. Zato treba poopštiti pojam tačne primitivne funkcije. Poopštenje se uvodi sljedećom definicijom. Definicija 6.1.1. Funkcija F : ⟨a, b⟩ → R naziva se primitivna funkcija (ili prvobitna funkcija ili antiderivacija ) funkcije
 f : ⟨a, b⟩ → R, (⟨a, b⟩ ⊆ R) (6.1.1) na (konačnom ili beskonačnom) razmaku ⟨a, b⟩ ako je funkcija F neprekidna na razmaku ⟨a, b⟩ i ima izvod F ' koji je jednak funkciji f na razmaku ⟨a, b⟩ osim, možda, na prebrojivom skupu tačaka iz razmaka ⟨a, b⟩. Prema prethodnoj definiciji 6.1.1. funkcija f (x) : = sgn x, za x∈⟨– a, a⟩, a∈R+, ima za primitivnu funkciju funkciju F(x) : = | x |, jer je funkcija F neprekidna na razmaku ⟨– a, a⟩ i ima izvod F '(x) = sgn x za svaki x∈⟨– a, a⟩ \ 0, (a ∈ R+). Iz definicije 6.1.1. slijedi da ako funkcija f ima na razmaku ⟨a, b⟩ za primitivnu funkciju (PF) funkciju F, onda je funkcija F primitivna funkcija i za funkciju ϕ koja je jednaka funkciji f na razmaku ⟨a, b⟩ osim možda na prebrojivom skupu tačaka iz razmaka ⟨a, b⟩. Za ovako definiranu primitivnu funkciju važi sljedeća teorema: Teorema 6.1.2. Neka je funkcija F primitivna funkcija funkcije f na razmaku ⟨a, b⟩. Tada se familija Φ : Φ primitivna funkcija funkcije f na razmaku ⟨a, b⟩ podudara sa familijom funkcija F + C : C proizvoljna realna konstantna, C ∈ R. Dokaz: Dokaz se izvodi analogno kao i dokaz odgovarajuće teoreme za tačnu primitivnu funkciju (naveden u prethodnom poglavlju). Definicija 6.1.2. Neka funkcija f oblika (6.1.1) ima na razmaku ⟨a, b⟩ primitivnu funkciju. Tada se neodreñenim integralom funkcije f na razmaku ⟨a, b⟩ naziva skup Φ : Φ primitivna funkcija funkcije f na razmaku ⟨a, b⟩ svih njenih primitivnih funkcija na razmaku ⟨a, b⟩.
 Neodreñeni integral (NI) funkcije f na razmaku ⟨a, b⟩ označava se simbolom ( ) df x x∫ , kojeg
 čitamo neodreñeni integral funkcije f (x). Proizvod f(x) d x naziva se podintegralnim izrazom, a funkcija f(x) podintegralnom funkcijom.
 § 6.2. Osnovna svojstva neodreñenog integrala
 1. Izvod neodreñenog integrala funkcije f oblika (6.1.1) postoji u svakoj tački x∈⟨a, b⟩ sa isključenjem možda prebrojivog skupa tačaka iz tog razmaka i pri tome važi jednakost
 ( )d( ) d
 df x x
 x ∫ = f (x) . (6.2.1)
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 Zaista, iz jednakosti ( )df x x∫ = F(x) + C, gdje je F primitivna funkcija funkcije f slijedi
 ( )d( ) d
 df x x
 x ∫ = ( )d( )
 dF x C
 x+ = F´(x) = f (x).
 Ova jednakost važi za ∀x∈⟨a, b⟩ sa isključenjem možda prebrojivog skupa tačaka tog razmaka. 2. Diferencijal neodreñenog integrala funkcije f oblika (6.1.1) postoji u svakoj tački x∈⟨a, b⟩ sa isključenjem možda prebrojivog skupa tačaka iz tog razmaka i pri tome važi jednakost
 d ( )( )df x x∫ = f (x) d x. (6.2.2)
 Stvarno, ako funkcija f ima funkciju F kao tačnu primitivnu funkciju na razmaku ⟨a, b⟩, tada jednakost (6.2.2) važi za svaki x∈⟨a, b⟩ , jer iz jednakosti
 ( )df x x∫ = F(x) + C, za ∀ x∈⟨a, b⟩
 slijedi da je d ( )( )df x x∫ = d (F(x) + C) = d F(x) = F ' (x) d x = f (x) d x za ∀ x∈⟨a, b⟩.
 Analogno se dokaže navedeno svojstvo i u slučaju kada podintegralna funkcija f ima primitivnu funkciju koja nije nužno tačna primitivna funkcija. 3. Ako je F diferencijabilna funkcija na razmaku ⟨a, b⟩ , onda važi jednakost
 d ( )F x∫ = F(x) + C (6.2.3)
 Zaista, iz definicije pojma tačne primitivne funkcije funkcije f oblika (6.1.1) na razmaku ⟨a, b⟩
 slijedi da je ( ) df x x∫ = F(x) + C na tom razmaku.
 Sada na osnovu jednakosti (6.2.2) imamo f (x) d x = d (F(x) + C ) = d F(x), za ∀ x∈⟨a, b⟩,
 pa je ( )df x x∫ = d ( )F x∫ , tj. d ( )F x∫ = F(x) + C, što je i trebalo dokazati.
 Sljedeća definicija je vezana za definiciju pojma neodreñenog integrala. Definicija 6.2.1. Za dva izraza koji sadrže NI kažemo da su jednaki ako svaka funkcija koja je obuhvaćena jednim izrazom pripada skupu funkcija koje obuhvata drugi izraz. 4. Neka funkcije f i g oblika (6.1.1) respektivno imaju funkcije F1 i F2 kao TPF na razmaku ⟨a, b⟩. Tada i funkcija λ1 f + λ2 g ima PF na razmaku ⟨a, b⟩ i pri tome važi jednakost
 [ ]1 2 1 2( ) ( ) d ( ) d ( )df x g x x f x x g x xλ λ λ λ+ = +∫ ∫ ∫ ,
 pri čemu su λ 1 i λ 2 proizvoljne realne konstante od kojih je bar jedna različita od nule. Zaista, definirajmo funkciju F formulom F(x) = λ 1 F1 (x) + λ 2 F2 (x) za x∈⟨a, b⟩. Funkcija F ima izvod na razmaku ⟨a, b⟩ i pri tome važi jednakost
 F '(x) = λ1 f (x) + λ2 g (x) za ∀ x∈⟨a, b⟩. Sada slijedi po definiciji pojma NI da je
 [ ]1 2( ) ( ) d ( )f x g x x F x Cλ λ+ = +∫ , (6.2.4)
 gdje je C proizvoljna realna konstanta. S druge strane, takoñe po definiciji pojma neodreñenog integrala imamo
 ( ) df x x∫ = F1 (x) + C 1 i ( ) dg x x∫ = F2 (x) + C 2, (6.2.5)
 pri čemu su C1 i C2 proizvoljne realne konstante. Množeći jednakost (6.2.5) prvu sa λ 1 a drugu sa λ 2 , a zatim sabirajući dobijene jednakosti imamo
 λ 1 ( ) df x x∫ +λ 2 ( ) dg x x∫ = λ 1 F1(x) + λ 2 F2(x) + λ 1C1 + λ 2 C2 = F(x) + λ 1 C1 + λ 2 C2 . (6.2.6)
 Slijedi, prema naprijed navedenoj definiciji, da svaka funkcija sadržana u skupu funkcija sa desne strane jednakosti (6.2.6) pripada skupu funkcija sa desne strane jednakosti (6.2.4) jer je dovoljno uzeti
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 C = λ 1 C1 + λ 2 C 2 , za zadane vrijednosti C 1 i C 2. Obrnuto, svaka funkcija sadržana u skupu funkcija sa desne strane jednakosti (6.2.4) pripada skupu funkcija sa desne strane jednakosti (6.2.6) jer jednačina λ 1 C1 + λ 2 C2
 = C, za zadano C ima kako znamo rješenja po C1 i C2 i to beskonačno mnogo. Iz jednakosti (6.2.4) i (6.2.6) slijedi tačnost navedenog svojstva. Napomenimo da je ovo svojstvo tačno i u slučaju kada izostavimo riječ “tačna” ispred riječi primitivne funkcije u formulaciji ovog svojstva, pri čemu treba koristiti činjenicu koja nam je poznata - da je unija dva prebrojiva skupa prebrojiv skup (vrijedi i opštije: unija od prebrojivo mnogo prebrojivih skupova je prebrojiv skup). Posljedica 6.2.1. Ako funkcije f1, f2, …, fn oblika (6.1.1) imaju primitivne funkcije na razmaku
 ⟨a, b⟩, onda i funkcija 1
 n
 i iifλ=∑ ima primitivnu funkciju na razmaku ⟨a, b⟩ i pri tome važi
 jednakost
 ( ) 11( ) d ( ) di i i i
 n
 i
 n
 if x x f x xλ λ== =∑ ∑∫ ∫ ,
 pri čemu su λ1, λ2, ..., λn proizvoljne realne konstante od kojih je bar jedna različita od nule. Specijalno je
 1 1 1 1 1( ) d ( )d , ( 0);f x x f x xλ λ λ= ≠∫ ∫
 [ ]1 2 1 2( ) ( ) d ( )d ( ) d .f x f x x f x x f x x± = ±∫ ∫ ∫
 Napomena 6.2.1. Ova napomena vezana je za tehniku traženja primitivne funkcije za slučaj kada podintegralna funkcija ima prekid. Neka je x0 ∈(a, b) tačka prekida prvog reda funkcije f oblika (6.1.1). Pretpostavimo da postoje PF F1 i F2 za restrikcije funkcije f na razmacima ⟨a, x0⟩ i ⟨ x0, b⟩ uzetih bez tačke x0. Sada PF funkcije f na razmaku ⟨a, b⟩ kao neprekidnu funkciju na tom razmaku definiramo formulom
 1 0 0
 2 0 0
 0 1 0 2 0 0
 ( ) , za , \ ,
 ( ) ( ), za , \ ,
 ( ) ( 0) ( 0), za .
 F x C x a x x
 F x F x x x b x
 F x F x C F x x x
 + ∈< >= ∈< > = − + = + =
 Iz jednakosti F1 (x0 – 0) + C = F2 (x0 + 0) možemo izračunati konstantu C, pa takvim njenim izborom funkcija f postaje neprekidna na razmaku ⟨a, b⟩, te po definiciji ona može biti PF funkcije f na razmaku ⟨a, b⟩. Definicija 6.2.2. Postupak nalaženja NI funkcije F oblika (6.1.1) na razmaku ⟨a, b⟩ naziva se integriranje (ili integracija) funkcije f (x) na razmaku ⟨a, b⟩.
 § 6.3. Neposredno integriranje
 6.3.1. Osnovna pravila integriranja Osnovna pravila integriranja slijede neposredno iz definicija pojma neodreñenog integrala i pojma integriranja funkcija, pa u skladu sa osnovnim svojstvima neodreñenog integrala, koja su izvedena u prethodnom paragrafu § 6.2, imamo sljedeća četiri osnovna pravila koja se koriste za neposredno integriranje odgovarajućih realnih funkcija jedne realne promjenljive. 1) Ako je F '(x) = f (x), onda je ( ) df x x∫ = F(x) + C, gdje je C po volji odabrana konstanta
 (C ∈ R).
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 2) ( ) d ( ) df x x f x xα α=∫ ∫ , gdje je α (≠ 0) konstanta (α ∈ R \ 0).
 3) [ ]1 2 1 2( ) ( ) d ( )d ( )df x f x x f x x f x x± = ±∫ ∫ ∫ .
 Ovo (treće) osnovno pravilo integriranja proširuje se do sljedeće opšte metode razlaganja (metode dekompozicije) koja zajedno sa metodom uvoñenja novog argumenta, metodom zamjene promjenljive i metodom parcijalne integracije čini skup osnovnih metoda integracije. Ova metoda se primjenjuje u slučaju kada funkciju f oblika (6.1.1) možemo predstaviti u obliku konačne sume funkcija fi oblika (6.1.1) za i = 1, 2, ..., n čije je primitivne funkcije lako naći. Tada prema svojstvu 4. prethodnog paragrafa § 6.2. imamo
 ( )df x x∫ = 1
 ( )di
 n
 if x x=∑ ∫ .
 4) Ako je ( ) df x x∫ = F(x) + C i u = ϕ (x), onda je ( )df u u∫ = F(u) + C. Specijalno je
 ( )df a x b x+∫ =1
 a F(a x + b) + C, (a ≠ 0).
 Ovo četvrto osnovno pravilo integriranja je poznato i kao metoda uvoñenja novog argumenta.
 6.3.2. Tablica integrala
 Tablica najprostijih neodreñenih integrala formira se na osnovu neposrednog odreñivanja primitivne funkcije iz formula u tablici izvoda iz odjeljka 5.3.4. Naime, polazeći od činjenice da iz dF(x) = f (x) dx slijedi
 ( )df x x∫ = F(x) + C,
 lako se formira sljedeća tablica neodreñenih integrala.
 I.
 1
 , 1,1d
 dln , 1, ( 0);
 C
 C
 x
 x xx
 x xx
 α
 αα
 α
 α
 ++ ≠ − +=
 = + = − ≠
 ∫∫
 specijalno je :
 a) d Cx x= +∫ , b) 2
 d2
 Cx
 x x = +∫ , c) 2
 d 1C
 x
 x x= − +∫ , d)
 d2
 xC
 xx= +∫ .
 II. d logln
 xx x
 aC Ca
 a x a ea
 = + = +∫ , (0 < a ≠ 1);
 specijalno je: dx x Ce x e= +∫ (gdje je e Eulerov broj).
 III . a) sin d cos Cx x x= − +∫ , b) cos d sin Cx x x= +∫ ,
 c) (cos ) '
 tg d d ln cos ,cos
 Cx
 x x x xx
 = − = − +∫ ∫
 d) (sin ) '
 ctg d d ln sinsin
 Cx
 x x x xx
 = = +∫ ∫
 IV. a) sh d ch Cx x x= +∫ , b) ch d sh Cx x x= +∫ ,
 c) th d ln ch Cx x x= +∫ , d) cth d ln sh Cx x x= +∫ .
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 V. a) 2
 dtg
 cosC
 xx
 x= +∫ , b)
 2
 dctg
 sinC
 xx
 x= − +∫ .
 c) d
 sinln tg ln cosec ctg
 2
 xC C
 x
 xx x= + = − +∫ ,
 d) d
 cos 2 4ln tg ln tg sec
 x xC C
 xx x
 π+ = + = + +
 ∫ .
 VI . a) 2
 dth
 chC
 xx
 x= +∫ , b)
 2
 dcth
 shC
 xx
 x= − +∫ .
 VII. 2
 1
 arcsin ,darccos ;1
 C
 C
 xx
 xx
 += − +−
 ∫ ili opštije: 2 2
 darcsin , ( 0)C
 x xa
 aa x= + >
 −∫ .
 VIII. 2
 1
 arc tg ,darc ctg ;1
 C
 C
 xx
 xx
 += − ++
 ∫ ili opštije: 2 2
 d 1arc tg , ( 0)C
 x xa
 a x a a= + ≠
 +∫ .
 IX. a) 2
 d 1 1ln
 2 11
 x xC
 xx
 += +−−∫ ( )ar th , ako je 1Cx x= + <
 ili opštije: 2 2
 d 1ln , ( 0)
 2
 a x
 a x
 xC a
 a x a
 ++
 −−= ≠∫ .
 b) 1 1 1 1
 ln ln2 2 2 1 2 11 1
 d d x xC C
 x xx x
 x x + −+ = +
 − +− −= − = −∫ ∫ ( )arcth , ako je 1Cx x= + > .
 X. ( )2
 2dln , 0x x C
 x
 x αα
 α+
 + += + ≠∫ .
 Napomena: U svim formulama I. – X., C (a u formulama VII. i VIII., i 1C ) je proizvoljna
 realna konstanta. Ako je neka od navedenih podintegralnih funkcija definirana na uniji disjunktnih otvorenih intervala, onda konstanta C može biti različita na svakom od tih intervala.
 6.3.3. Integriranje prethodnim svoñenjem na oblik diferencijala
 Osnovno pravilo integriranja « Ako je ( )df x x∫ = F(x) + C i u = ϕ (x), onda je ( )df u u∫ = F(u)
 + C.» znatno proširuje tablicu jednostavnijih integrala, jer je na osnovu tog pravila tablica integrala primjenljiva neovisno o tome da li je varijabla integriranja nezavisna varijabla ili diferencijabilna funkcija. Primjer 6.3.1.
 11 1 22 2
 1
 2
 1 1
 9 9
 d 1(9 1) d(9 1) 9 1 d
 99x 1C
 x ux x u x u u
 − −⋅= + + = = + = = +
 +∫ ∫ ∫
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 1 2
 19 9
 2
 12(9 1)
 9 1 ,x
 C x C+
 ⋅ + = + +=
 pri čemu smo se poslužili prethodnim osnovnim pravilom integriranja i integralom I. d) iz tablice integrala.
 Primjer 6.3.2. Očito je 2
 2 2
 2
 2d d ( 1
 4 ( 1 11
 1 ) 1ln
 2 ) 2
 x x x xC
 x xx
 −− +−
 = = +∫ ∫ , gdje smo prećutno
 (šutke) podrazumijevali da je u = x2, te primijenili prethodno osnovno pravilo integriranja i integral IX. b).
 Primjer 6.3.3. 9 1010 10 101
 10 10 ln 2
 12 d 2 d( ) 2x x x Cx x x= = +∫ ∫
 (na osonovu gore navedenog osnovnog pravila integriranja i integrala II. iz tablice integrala). Primijetimo da smo u primjerima 6.3.1. - 6.3.3. prije primjene bilo koje formule iz tablice integrala prethodno doveli zadani integral u oblik
 ( ( )) '( ) d ( ( )) d ( ( )) ( )d ( )f x x x f x x f u uϕ ϕ ϕ ϕ⋅ = =∫ ∫ ∫ , ( u = ϕ (x)).
 Takvu transformaciju nazivamo dovoñenje pod znak diferencijala, a izračunavanje neodreñenog integrala primjenom te transformacije nazivamo integriranje prethodnim svoñenjem na oblik diferencijala. Pri tome se često koriste sljedeće transformacije diferencijala:
 1) d x = 1
 d( )ax ba
 + , (a ≠ 0); 2) x d x = 1
 2d (x2);
 3) xα d x = 11d( )
 ( 1)ax b
 aα
 α+ +
 +, (a ≠ 0, α ≠ – 1); itd.
 § 6.4. Metoda zamjene promjenljive u neodreñenom integralu
 Kako ne postoji opšti metod pogodan za izračunavanje neodreñenih integrala, prišlo se traženju metoda koje omogućuju, iako nedovoljno efikasno, izračunavanje integrala u mnogim specijalnim slučajevima. Već smo se u §6.3. upoznali sa jednom takvom metodom, metodom neposredne integracije (metodom uvoñenja novog argumenta / integracijom metodom prethodnog svoñenja na oblik diferencijala) . U ovom paragrafu upoznaćemo još dvije osnovne metode integracije: metodu zamjene promjenljive i metodu parcijalne integracije. Neka je funkcija ϕ oblika (6.1.1) neprekidna na razmaku ⟨a, b⟩ i diferencijabilna u svakoj tački tog razmaka osim možda na prebrojivom skupu tačaka razmaka ⟨a, b⟩. Tada je, kako znamo, funkcija ϕ PF svake funckije koja je definirana na razmaku ⟨a, b⟩ i koja uzima vrijednosti jednake njenom izvodu u svakoj tački x∈⟨a, b⟩ u kojoj je funkcija ϕ diferencijabilna. Označimo prozvoljnu takvu funkciju sa ϕ '. Neka je funkcija g : ⟨a, b⟩ → R neprekidna na razmaku ⟨a1 , b1⟩ pri čemu je ϕ(⟨a, b⟩) ⊆ ⟨a1 , b1⟩. Kako je neprekidna funkcija neprekidne funkcije je neprekidna funkcija, to slijedi da je na razmaku ⟨a, b⟩ definirana složena neprekidna funkcija g(ϕ (x)). Prema teoremi navedenoj u prethodnom poglavlju imamo da svaka neprekidna funkcija ima tačnu primitivnu funkciju, pa funkcija g ima tačnu primitivnu funkciju na razmaku ⟨a1, b1⟩, koju ćemo
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 označiti sa G. Za takvu funkciju G vrijedi da je G '(t) = g (t) za ∀t∈⟨a1 , b1⟩. Kako je funkcija G definirana na razmaku ⟨a1, b1⟩ , to je, zbog ϕ (⟨a, b⟩) ⊆ ⟨a1, b1⟩, na razmaku ⟨a, b⟩ definirana složena funkcija F(x) = G(ϕ (x)), pri čemu je funkcija F neprekidna na razmaku ⟨a, b⟩ i ima izvod, koji je zadan formulom
 F' (x) = G '(ϕ (x)) ϕ '(x) = g (ϕ (x)) ϕ '(x) u svim tačkama razmaka ⟨a, b⟩, osim možda u tačkama prebrojivog skupa tačaka iz tog razmaka. Zato je funkcija G (ϕ (x)) primitivna funkcija funkcije g (ϕ (x)) ϕ '(x), pa je prema definiciji pojma neodreñenog integrala
 g ( ( ) '( ) dx x xϕ ϕ) =∫ G(ϕ (x)) + C,
 gdje je C∈R proizvoljna konstanta. Na taj način imamo da ako je G tačna primitivna funkcija funkcije g na razmaku ⟨a1, b1⟩, onda je funkcija G(ϕ (x)) primitivna funkcija funkcije g (ϕ (x)) ϕ '(x) na razmaku ⟨a, b⟩ pod učinjenim pretpostavkama.
 Neka sada treba izračunati integral ( ) df x x∫ . Ako pomoću zamjene t = ϕ (x) dobijemo jednakost
 f (x) d x = g (ϕ (x)) ϕ '(x) d x, pri čemu se lako računa integral
 ( ) dg t t∫ = G(t) + C,
 onda vrijedi jednakost
 ( ) df x x∫ = g ( ( ) '( )dx x xϕ ϕ) =∫ G(ϕ (x)) + C, (6.4.1)
 gdje je C proizvoljna realna konstanta. Formula zadana sa (6.4.1) naziva se formula zamjene promjenljive u neodreñenom integralu.
 Napomenimo da je pri izračunavanju neodreñenog integrala ( ) df x x∫ , umjesto zamjene t = ϕ (x) ,
 često pogodnije izvršiti zamjenu (smjenu) ( )x tψ= , tako da umjesto formule (6.4.1) imamo
 ( ) d ( ( )) '( ) df x x f t t tψ ψ=∫ ∫ = ( ) dg t t∫ = G (t) + C ( ( )x tψ= ), (6.4.2)
 odakle slijedi da je ( ) df x x∫ = 1( ( )) ,G Cxψ − + ako funkcija ψ ima inverznu funkciju 1: ( )t xψ −= .
 Primjer 6.4.1. Izračunajmo neodreñeni integral
 ∫ ∈+
 Raax
 dx,
 2\0.
 Rješenje: Primijetimo da je pogodno uvesti smjenu
 ,2 taxx =++ jer tada imamo
 .22
 11
 22
 2
 2 ax
 dxtdx
 ax
 axxdxx
 axdt
 +=
 +
 ++=
 ⋅
 ++=
 Lako se utvrñuje da za podintegralni izraz vrijedi
 ,2 t
 dt
 ax
 dx =+
 tako da je
 Caxxt
 dt
 ax
 dx +++==+ ∫∫ ||ln 2
 2,
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 što je tablični integral X. Primjer 6.4.2. Nañimo integral
 [ ]( ) '( )n
 f x f x dx∫ , (n ≠ 1).
 Rješenje: Kako je ( ) d d ( )f x x f x′ = , to uvoñenjem smjene ( )f x u= dobijemo
 [ ] 11( ) '( ) ,
 1n n nf x f x dx u du u C
 n+= = +
 +∫ ∫
 tj.
 [ ] [ ] 11( ) '( ) ( ) .
 1n n
 f x f x dx f x Cn
 += ++∫ (6.4.3)
 Primjer 6.4.3. Izračunajmo integral
 ∫ +++
 ++dx
 xxx
 xx3 223
 2
 )53(
 163.
 Kako je 3 2 2( 3 5) 3 6 1x x x x x′+ + + = + + , to prema (6. 4. 3) (ili uvoñenjem smjene
 3 23 5x x x u+ + + = ) imamo da je
 .)53(3
 )'53()53()53(
 163
 3
 123
 233
 223
 3 223
 2
 Cxxx
 dxxxxxxxdxxxx
 xx
 ++++=
 =++++++=+++
 ++∫∫
 −
 Primjer 6.4.4. Nañimo sljedeći integral
 ∫ + x
 x
 e
 dxe24
 .
 Očito je
 Ce
 e
 ed
 e
 dxe x
 x
 x
 x
 x
 +=+
 =+ ∫∫ 2
 arctg2
 1
 )(4
 )(
 4 22.
 U navedenom postupku nismo uvodili smjenu xu e= ali smo je imali na umu, tako se obično i postupa (tj. integriranje se vrši koristeći metodu prethodnog svoñenja na oblik diferencijala). Primjer 6.4.5. Izračunajmo integral
 ∫ − dxxa 22 (a > 0).
 Primijetimo da je pogodno uvesti smjenu ( ) sin , ( )2 2
 x u a u uπ πψ= = − ≤ ≤ . Podintegralna
 funkcija je definirana za | |x a≤ , pa je zbog toga i moguća navedena smjena. Na segmentu 2 2
 ,π π−
 funkcija φ(u) ima izvod i sve vrijednosti podintegralne funkcije pripadaju segmentu [- a, a] .Osim
 toga ta funkcija ima inverznu funkciju a
 xu arcsin= , tako da su ispunjeni svi uslovi za primjenu
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 metode smjene promjenljive. Tada prema formuli (6. 4. 2) vrijedi
 ∫∫∫ =−=− duuaduuauaadxxa 2222222 coscossin .
 No, kako je
 Cuuduu ++=∫ 2sin4
 1
 2
 1cos2 ,
 to je
 Cua
 ua
 dxxa ++=−∫ 2sin42
 2222 ,
 gdje je a
 xu arcsin= . Kako je
 ,2
 12sin1sin2cossin22sin2
 2222
 a
 xax
 a
 x
 a
 xuuuuu
 −=
 −=−==
 to se konačno rezultat integracije može napisati u obliku
 .2
 arcsin22
 22222 C
 xaxa
 xdxxa ++−=−∫
 Posljednji integral se često koristi pa ga je korisno zapamtiti. Primjer 6.4.6. Izračunajmo
 ∫ + .1 dxex
 Uvoñenjem smjene dobijemo
 dxe
 eduue
 x
 xx
 +==+
 12,1 .
 Dakle,
 ,1
 2,
 2
 1
 122
 2
 −=−=
 +=
 u
 ududxdx
 u
 udx
 e
 edu
 x
 x
 pa je
 .)11ln(212
 11
 11ln12
 1
 1ln2
 1
 112
 1
 21
 22
 2
 Cxee
 Ce
 ee
 Cu
 uudu
 uu
 duudxe
 xx
 x
 xx
 x
 +−−+++=
 +++
 −+++=
 =++−+=
 −
 +=−
 =+ ∫∫∫
 Zadadak 6.4.1.*) Za realnu funkciju f jedne realne promjenljive zadanu formulom:
 1
 1( ) :
 ( )f x
 x x=
 +
 ispitajte egzistenciju primitivne funkcije, a zatim dokažite da je
 ____________________ * ) Zadatak sa ispita iz Mat. I / IM1.
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 ( ) d( ) 2(sgn )ln ( 1 )f x x x x x C= + + +∫ , x∈R \ [ ]1,0− .
 Rješenje: Zadana funkcija f je definirana za svaki realni broj x za koji je 1( ) 0x x+ > , tj.
 prirodni domen te funkcije je skup Dom ( f ) : = [ ]R : o 1 R \ 1,0x x x∈ > ∨ <− = − . Funkcija f je očito elementarna pa je neprekidna gdje je i definirana, te kao takva ona ima primitivnu funkciju (čak tačnu primitivnu!) na svakom razmaku sadržanom u njenom domenu, pa i na čitavom domenu Dom ( f ). Neodreñeni integral zadane funkcije se može naći svoñenjem potkorijenog izraza na
 kanonski oblik kvadratnog trinoma i zatim uvoñenjem smjene 1 1
 2 2x t+ = , čime se taj integral svodi
 na tablični integral oblika X. Meñutim, integriranje zadane funkcije može se jednostavno izvršiti i prethodnim svoñenjem na oblik diferencijala. Zaista, za 0x > imamo
 ( )
 ( )21
 dd d2 2 ln ( 1 )
 ( ) 1 1
 xx xx x C
 x x x x x= = = + + +
 + ⋅ + +∫ ∫ ∫ ,
 dok za 1 0x+ < vrijedi
 ( )( )2
 1
 1 1
 dd d2 2 ln ( 1 )
 ( ) 1 1
 xx xx x C
 x x x x x
 − −= = − = − − − + − +
 + − − ⋅ − + − −∫ ∫ ∫ ,
 pa otuda slijedi jednakost ( )d( ) 2(sgn )ln ( 1 )f x x x x x C= + + +∫ , x∈R \ [ ]1,0− koju je i
 trebalo dokazati. Zadadak 6.4.2.*) Za realnu funkciju f jedne realne promjenljive zadanu formulom:
 a) ;)(
 :)(23
 x
 xxxf
 += b) 1)2(
 1:)(
 +⋅+=
 xxxf ; c)
 1
 1:)(
 4
 2
 ++=
 x
 xxf
 ispitajte egzistenciju primitivne funkcije, a zatim izračunajte neodreñeni integral ( ) : ( )I x f x dx= ∫ .
 Rezultat i uputa: a) CxxxxI +++⋅= 6 76 115
 7
 6
 11
 12
 5
 2)( ; b) ( ) 2 arctg 1I x x C= ⋅ + + ;
 c) 1
 21
 1 1( ) , 01
 ( ) arctg, 02 21
 2
 d x x C xx xI xC x
 xx
 −− − <
 = = + ≥ − +
 ∫, a iz uslova neprekidnosti primitivne funkcije
 slijedi I(0 -) = I(0 +), odakle je 12 2
 C Cπ
 − = − + , 12 2
 C Cπ= + , gdje je C proizvoljna realna
 konstanta, te stavljanjem I(0) = C dobijemo da je uslov I(0 -) = I(0 +) = I(0) ispunjen, a da se I(x)
 može napisati u obliku 21 1
 ( ) arctg sgn2 2 2 2
 xI x x C
 x
 π−= + + za 0x ≠ , 0
 (0) lim ( )x
 I I x→
 = .
 § 6.5. Metoda parcijalne integracije Neka su funkcije f i g oblika (6.1.1) neprekidne funkcije na razmaku ⟨a, b⟩ i diferencijabilne u svakoj tački tog razmaka osim možda u tačkama prebrojivog skupa tačaka iz razmaka ⟨a, b⟩. Tada su funkcije f i g primitivne funkcije nekih funkcija koje ćemo obilježiti respektivno f ' i g ' na ____________________ * ) Zadatak sa ispita iz Mat. I / IM1.
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 razmaku ⟨a, b⟩. Otuda slijedi da je funkcija f ⋅ g neprekidna (kao proizvod neprekidnih funkcija) i da ima izvod na razmaku ⟨a, b⟩, osim možda na prebrojivom skupu tačaka E ⊂ ⟨a, b⟩, i pri tome važi jednakost
 ( f ⋅ g)'(x) = f '(x) g(x) + f (x) g '(x), za ∀x∈⟨a, b⟩ \ E.
 Tako je funkcija f ⋅ g primitivna funkcija funkcije f ' g + f g ' na razmaku ⟨a, b⟩, pa je
 [ ]'( ) ( ) ( ) '( ) df x g x f x g x x+ =∫ f (x) g(x) + C, za ∀x∈⟨a, b⟩. ( 6.5.1)
 Polazeći od toga da funkcije f ' g i f g ' imaju primitivne funkcije i koristeći svojstvo da je integral zbira jednak zbiru integrala, posljednju jednakost možemo napisati u obliku
 ( ) '( )df x g x x=∫ f (x) g(x) – '( ) ( ) df x g x x∫
 koja važi za ∀x∈⟨a, b⟩, pri čemu se konstanta C ne piše eksplicitno već se podrazumijeva da je
 sadržana u integralu '( ) ( ) df x g x x∫ .
 Posljednja jednakost se naziva formulom za parcijalnu integraciju . Ako su funkcije f i g diferencijabilne funkcije na pomenutom razmaku, onda se pomenuta formula za parcijalnu integraciju piše u obliku
 ( ) d ( )f x g x =∫ f (x) g(x) – ( )d ( )g x f x∫ (6.5.2)
 ili je često možemo naći u obliku
 df g =∫ f ⋅ g – dg f∫ ,
 odnosno u obliku
 du v=∫ u ⋅ v – dv u∫ , (6.5.2)
 gdje je u = f (x), v = g(x). Primijetimo da formula za parcijalnu integraciju (6.5.2) vrijedi ako su u = f (x), v = g(x) funkcije
 koje na datom razmaku imaju izvod i pri tome su takve da postoji integral ( ) '( )df x g x x∫ , tj. integral
 du v∫ . Naime, iz tih uslova i identiteta ( )= +d uv u dv vdu slijedi da postoji i integral dv u∫ i pri
 tome vrijedi
 [ ] .)()( ∫∫∫∫ −=−= dvuuvddvuuvdduv
 No, kako je uvuvd =∫ )( , to je
 dv u∫ = u ⋅ v – du v∫ + C ,
 odakle slijedi formula (6.5.2). Primjena metode parcijalne integracije sastoji se u tome da se podintegralni izraz posmatra kao
 proizvod u dv gdje su u , v neke funkcije od x ali tako odabrane da je integral dv u∫ lakše naći od
 početnog integrala du v∫ . Pri tome za izračunavanje integrala du v∫ prethodno treba odrediti du i
 ∫= dvv .
 Primjer 6. 5.1. Izračunajmo integral ∫ −.
 22
 3
 xa
 dxx
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 Rješenje: Neka je i d
 d2
 2 2, .= =
 -
 x xu x v
 a x Tada je xdxdu 2= i
 .
 )()(2
 1)(
 2
 1
 22
 222
 122
 22
 22
 22
 xa
 xadxaxa
 xad
 xa
 xdxv
 −−=
 =−−−=−
 −−=−
 = ∫∫ ∫−
 Nakon primjene formule (6.5.2) dobijemo
 ∫∫ −−−−−=−
 dxxaxxaxxa
 dxx 22222
 22
 3
 )2( .
 Posljednji integral izračunava se neposredno :
 Cxaxadxadxxax +−=−−=−− ∫∫ 2
 322222
 12222 )(
 3
 2)()()2( .
 Konačno, zadani integral glasi
 .)2(3
 1
 )(3
 2
 2222
 2222222
 22
 3
 Cxaxa
 Cxaxaxaxxa
 dxx
 +−+−=
 =+−−−−−=−∫
 Metoda parcijalne integracije često se koristi. Ona se uspješno primjenjuje za izračunavanje integrala kod kojih se podintegralna funkcija f može napisati u obliku
 ( ) ( ) ( )=f x g x h x , gdje g algebarska a h transcendentna elementarna funkcija. U slučaju kada je izvod od h algebarska funkcija, često se tada u formuli (6.5.2) uzima da je
 d d( ) , ( ) ,= =h x u g x x v a ako je, pak, izvod od h transcendentna funkcija, uzima se da je
 ( ) , ( ) .= =g x u h x d x dv Navodimo nekoliko takvih primjera . Primjer 6.5.2. Izračunajmo integral
 ∫ dxxx arctg2 .
 Rješenje: Neka je arc tg d d d2( ) , ( ) .= = = =u h x x v g x x x x
 Tada je
 21 x
 dxdu
 += ;
 3
 32 xdxxv == ∫ .
 Korištenjem formule (6.5.2) dobijemo 2 3 3
 2
 1 1 1arctg arctg
 3 3 1x x dx x x x dx
 x= −
 +∫ ∫
 32
 1 1arctg
 3 3 1
 xx x x dx
 x = − − + ∫
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 2 3
 21ln(1 ) arctg
 6 6 3
 x xx x C= − + + + + .
 Primjer 6.5.3. Izračunajmo integral
 ∫ dxxex .
 Za d d d( ) , ( )= = = = xu h x x v g x x e x imamo
 xx edxevdxdu === ∫, .
 Korištenjem formule (6.5.2) dobijemo
 .)1( CxeCexedxexedxxe xxxxxx +−=+−=−= ∫∫
 Zadatak 6.5.1. Izračunajte
 xdxxI sin2∫= .
 Uputa i rezultat. Primjenom metode parcijalne integracije, uzimajući da je
 dobije se integral
 xdxxxxxdxx ∫∫ +−= cos2cossin 22
 koji je jednostavniji je od prethodnog i na njega ponovo primjenjujući metod parcijalne integracije dobije se
 Cxxxxxxdxx +++−=∫ cos2sin2cossin 22 .
 Primjer 6.5.4. Izračunajmo integral ∫ += xdxaI 22 , (a∈R).
 1) Za 0=a imamo da je Cxx
 dxxdxxI +=== ∫∫ 2
 ||||2 , gdje je C proizvoljna (realna)
 konstanta. 2) Za a ≠ 0 primijenimo metodu parcijalne integracije. Iz
 2 2 ; d d ,u a x v x= + =
 slijedi da je
 .;22
 xvxa
 xdxdu =
 +=
 Primjenom formule (6.5.2) dobijemo:
 22 2 2 2
 2 2
 x dxI a x dx x a x
 a x= + = + − =
 +∫ ∫
 d d d2( ) , ( ) sin ,u h x x v g x x x x= = = =
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 2 2 2
 2 2
 2 2
 2 2 2 2 2
 2 2
 2 2 2 2 2
 ( )
 ln( ) .
 a x ax a x dx
 a xdx
 x a x a x dx aa x
 x a x I a x a x C
 + −= + − =+
 = + − + + =+
 = + − + + + +
 ∫
 ∫ ∫
 Dakle, dobili smo jednačinu
 ,)ln( 22222 CxaxaIxaxI ++++−+=
 po nepoznatoj I, čijim rješavanjem dobijemo
 .)ln(22
 1 222
 22 Cxaxa
 xaxI +++++=
 Zadatak 6. 5. 2. Izračunajte integral xdxbeI xa sin∫= .
 Uputa i rezultat. Primjenom metode parcijalne integracije, uzimajući da je
 ( ) ; d ( )d sin dxu x e v x x x x= = = =aj f b ,
 dobije se, za 0≠β , jednakost xdxbeb
 axbe
 bI xaxa coscos
 1∫+−= .
 Dalje se može primijeniti metod parcijalne integracije na integral xdxbe xa cos∫ uzimajući da je
 ( ) ; d ( )d cos dxu x e v x x x xaj f b= = = = ,
 i u tom se slučaju traženje početnog integrala svodi na rješavanje jednačine po nepoznatoj I, a može se ponovo na zadani integral I primijeniti metod parcijalne integracije uzimajući da je
 ( ) sin ; d ( )d dxu x x v x x e xaj b f= = = = ,
 pa tako, za 0≠α , dobiti jednakost xdxbea
 bxbe
 bI xaxa cossin
 1∫−−= .
 Množeći lijevu i desnu stranu u prvodobijenoj jednakosti za integral I sa βα
 a u drugodobijenoj sa
 αβ
 , pa sabiranjem lijevih i desnih strana tako dobijenih jednakosti dobije se
 1 1cos sin ,x xI e x e x Cα αβ α β β
 α β α β + = + +
 odakle je
 2 2sin d ( sin cos ) .
 xx e
 I e x x x x Cα
 α β α β β βα β
 = = − ++∫
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 Neposredno se možemo uvjeriti da prethodni rezultat vrijedi i ako je 0=α i 0≠β ili ako je 0≠α i 0=β , tj. posljednji rezultat vrijedi ako je bar jedan od parametara βα , različit od nule.
 Za 0== βα zadani integral se svodi na integral CdxI == ∫0 , gdje je C proizvoljna realna
 konstanta. Zadatak 6. 5. 3. Za realnu funkciju f jedne realne promjenljive zadanu formulom:
 a)* a xf x e bx a b R( ) : co s , ( , )= Î ; b)** 1 1( ): (1 ln ), ( )
 2x
 f x x x x xα α α+ −= + + ∈R
 ispitati egzistenciju primitivne funkcije, a zatim izračunati neodreñeni integral ( ) : ( )I x f x dx= ∫ .
 Zadatak 6. 5. 4. Za realne funkcije ( )af a ∈R jedne realne promjenljive zadane formulom
 =
 ≠+
 =0|,|
 ,0,)(
 422
 xa
 xx
 xxaxfa
 ispitati postojanje primitivne funkcije, a zatim izračunati neodreñeni integral xdxfxI a )(:)( ∫=
 (Vidi Primjer 6.5.4.). Zadatak 6. 5. 5. Izračunati neodreñene integrale
 2 2: cos sin d , : sgn (sin ) cos sin dI x x x J x x x x= =∫ ∫ .
 ................ @ .................
 ____________________ * Zadatak sa ispita iz Mat. I / IM1 i koji je bio zadan za domaću zadaću iz IM1. ** Zadatak sa ispita iz Mat. I i koji je (sa 2α = ) bio zadan za domaću zadaću iz IM1.
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INŽENJERSKA MATEMATIKA 1
 ------------------------------------------------------------------------------------------------------
 Praksa mora uvijek biti grañena na dobroj teoriji.
 (LEONARDO DA VINCI)
 P r e d a v a n j a z a t r i n a e s t u s e d m i c u n a s t a v e
 (u akademskoj 2010/2011. godini)
 § 6.6. Integracija metodom rekurzivnih formula Metoda integracije pomoću rekurzivnih (rekurentnih) formula / obrazaca ne figuriše kao posebna metoda u teoriji neodreñenih integrala, ali u izvjesnim slučajevima može se korisno primijeniti. Naime, ako podintegralna funkcija u neodreñenom integralu, osim od integracione
 promjenljive, zavisi od prirodnog broja n (npr. u integralu∫ dxxnsin ),onda primjenjujući
 na takve integrale formulu za parcijalnu integraciju često se zadani integral može svesti na jednostavniji. Tada će, označavajući sa In traženi integral, integrali In – 1, In – 2, In – 3, ... predstavljati integrale istog oblika kao In, koji se iz ovog posljednjeg izvode jednostavno zamjenjujući n respektivno sa n – 1, n – 2, n – 3, ... . Ako je pri tome moguće integral In izraziti integralima In – 1, In – 2, ... do odgovarajućeg integrala sa najmanjim indeksom, dobije se relacija koju nazivamo rekurzivna formula. Rekurzivna formula može omogućiti da se zadani integral In svede na jednostavniji, a u nekim slučajevima i da se pomoću nje izračuna integral In. Zapravo, poslije konačnog broja primjena ove formule može se u nekim slučajevima zadani integral svesti i na tablični integral.
 Primjer 6.6.1. Neka je n prirodan broj, a p i q realni brojevi za koje je .4
 2
 qp <
 Izračunajmo integral
 ∫ ++= .
 )( 2 nn qpxx
 dxI
 Rješenje. Napišimo zadani integral u obliku 210
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 ( )∫
 −++
 = .
 4
 22
 2
 npp
 n
 qx
 dxI
 Uvodeći smjenu tp
 x =+2
 dobijemo ∫ += ,
 )( 22 nn at
 dtI gdje je .
 4
 2pqa −=
 Očito vrijedi
 .)(
 1
 )(
 1
 )(
 )(122
 2
 2122222
 222
 2 ∫∫∫ +−
 +=
 +−+= − nnnn at
 dtt
 aat
 dt
 adt
 at
 tat
 aI
 Primijetimo da je integral
 ,)( 122∫ −+ nat
 dt
 istog oblika kao i integral In samo je u imeniocu podintegralnog izraza stepen n – 1 umjesto stepena n. Zbog toga ga je prirodno označiti sa In - 1 . Prema tome vrijedi
 .)(
 1122
 2
 212 ∫ +−= − nnn at
 dtt
 aI
 aI (6.6.1)
 Ako na integral
 ∫ + nat
 dtt
 )( 22
 2
 primijenimo parcijalnu integraciju uzimajući da je ,)(
 ,22 nat
 dttdvtu
 +== dobijemo
 ,)(
 1
 )1(2
 1
 )(
 )(
 2
 1
 )(,
 12222
 22
 22 −+⋅
 −−=
 ++=
 +== ∫∫ nnn atnat
 atd
 at
 dttvdtdu
 pa je
 .22
 1
 ))(22()( 112222
 2
 −− −+
 +−−=
 +∫ nnnI
 natn
 t
 at
 dtt
 Prema ( 6.6.1) vrijedi
 ,))(22()22(
 1112221212 −−− +−
 +−
 −=nnnn atna
 tI
 naI
 aI
 odakle je
 .22
 321
 ))(22( 121222 −− −−+
 +−= nnn I
 n
 n
 aatna
 tI (6.6.2)
 Koristeći posljednju formulu, koju nazivamo rekurentnom (rekurzivnom) formulom za zadani integral, pomoću integrala In - 1 izražavamo integral In . Prema istoj
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 formuli integral In - 1 izražavamo preko integrala In - 2 a ovaj preko In - 3 itd. sve do integrala I2 za koga prema istoj formuli nalazimo
 .C + tgarc2
 1
 )(2
 2
 1
 )(22
 1
 )(2
 3222
 222222122222
 aata
 t
 at
 dt
 aata
 tI
 aata
 tI
 ++
 =
 ++
 +=+
 += ∫
 Koristeći (6.6.2) lako nalazimo I3 zatim I4 itd. Konačno možemo utvrditi da se integral oblika In može izraziti preko racionalnih razlomaka i preko funkcije arc tg, tj. preko elementarnih funkcija u konačnom obliku.
 Analogno se i za integral ∫ −=
 nn at
 dtI
 )( 22 dobije rekurentna formula:
 −−+
 −−−= −− 11222 22
 32
 ))(1(2
 1nnn I
 n
 n
 atn
 t
 aI ,
 gdje je n ( > 1) prirodan broj. Zadatak 6.6.1. Izvedite rekurentnu formulu za integral
 a) =:nI ∫ xxn dsin (n = 2, 3, ...); b) =:nI .cos∫ dxxn
 Uputa i rezultat. a) Primijenite metod parcijalne integracije sa u = sinn – 1x, dv = sin x dx, pa iskoristite poznati identitet cos2 x ≡ 1 – sin2 x. Dobije se rekurzivna formula
 Analognim postupkom dobije se skup sukcesivnih rekurzivnih formula za integrale In – 2, In – 4, ..., I1 (ili I0), što omogućuje da se integral In izračunava pomoću niza integrala In – 2, In – 4, ..., I1 /ili I0, zavisno od toga da li je n neparan ili paran prirodan broj /).
 b) .1cossin
 2
 1
 −
 − −+= n
 n
 n In
 n
 n
 xxI
 §6.7. Integracija racionalnih funkcija
 Iako je integracija u principu složenija operacija od diferenciranja i opšti metodi (odnosno univerzalno primjenljive formule) za integraciju ne postoje, za neke klase elementarnih funkcija utvrñeni su posebni postupci integracije. U tom smislu utvrñen je opšti postupak integracije racionalnih funkcija razlaganjem na parcijalne razlomke. Takoñe integrali nekih algebarskih iracionalnih funkcija, a i nekih nealgebarskih (transcendentnih) funkcija (prije svega trigonometrijskih,
 1
 2
 sin cos 1.
 n
 n n
 x x nI I
 n n
 -
 -
 -= - +
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 hiperbolnih funkcija) mogu se odreñenim smjenama svesti na integrale racionalnih funkcija i tako riješiti (naći / izračunati). Napomenimo da se pomoću kompjuterskih programa/paketa (kao što su, npr., Mathematica* ) , Maple, Derive), koji mogu da realizuju simbolički račun, može naći svaki od integrala iz pomenutih klasa. No, prvo navedimo neke poznate činjenice iz algebre koje se odnose na polinome i racionalne funkcije, a koje se koriste pri integraciji. Svaka racionalna funkcija R(x) je količnik dva polinoma, recimo P(x) i Q(x), tj.
 vrijedi da je )()()( xQ
 xPxR = . Osim toga, svaku racionalnu funkciju R(x) možemo prikazati
 u obliku
 ,)(
 )()()(
 xQ
 xrxTxR +=
 gdje je T(x) polinom, a )(
 )(
 xQ
 xr racionalna funkcija kod koje je stepen polinoma r(x)
 manji od stepena polinoma Q(x). Napomenimo da se ponekad za ovakvu racionalnu
 fukciju )(
 )(
 xQ
 xr kaže da je prava racionalna funkcija (ili pravi razlomak).
 Ako je Q(x) = x – a, onda se polinom P(x) može napisati u obliku
 P(x) = T(x) · (x – a) + r , gdje je r realna konstanta (nezavisna od x). Pri tome, za r = 0 kažemo da je polinom P(x) djeljiv sa (binomom) x – a . U vezi s tim vrijedi dobro poznati B÷zoutov stav: Ostatak dijeljenja polinoma P(x) sa x – a jednak je vrijedosti tog polinoma za x = a, tj. R = P(a). Otuda imamo da je polinom P(x) djeljiv sa x – a akko je P(a) = 0, odakle, na osnovu dobro poznate osnovne teoreme (osnovnog stva) algebre **) (prema kojoj za svaki polinom P(z) sa kompleksnim koeficijentima, stepena većeg od nule, postoji takav kompleksan broj z0 da je P(z0) = 0, tj. svaki polinom stepena n (≥ 1) ima bar jednu nulu, realnu ili imaginarnu) slijedi da svaki polinom stepena n (n ≥ 1) ima tačno n nula (realnih ili imaginarnih). Očito da meñu n korijena (nula) polinom P(x) može biti i meñusobno jednakih. Ako sa x1, ..., xm označimo sve različite nule polinoma P(x) = an x
 n + an – 1 xn – 1 + ⋅⋅⋅ + a0 ,
 onda imamo da je mk
 mkk
 n xxxxxxaxP )(...)()()( 2121 −⋅⋅−⋅−= , (*)
 ______________ * ) Mathematica is a computational software program used in scientific, engineering, and mathematical fields and other areas of technical computing. It was conceived by Stephen Wolfram and is developed by Wolfram Research of Champaign, Illinois.
 **) Dokaz ovog stava izlazi van okvira ovog kursa. Postoje razni dokazi ovog stava od kojih je samo Gauss dao četiri (1799, 1815, 1816, 1849. godine).
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 gdje je k1 + ⋅⋅⋅ + km = n. Pri tome se broj ki (i = 1, ..., m) naziva red nule xi. Za nulu reda ki > 0 kaže se takoñe da je višestruka, a za nulu reda ki = 1 da je jednostruka ili prosta. Lako se vidi da za polinome vrijedi i ovo svojstvo:
 Ako je imaginarni broj z0 = α + i β nula polinoma P(x) = ∑=
 ⋅n
 i
 ii xa
 1
 sa realnim
 koeficijentima ai (tj. P je realni polinom), onda je i njemu konjugovan broj βα iz −=0
 takoñe nula polinoma P(x). Otuda slijedi da ako polinom P(x) ima realne koeficijente i imaginarnu nulu z1 = α + +i β, onda on ima i nulu z2 = α – i β, te je djeljiv sa (x – z1)(x – z2) = (x – α)2 + β 2 = = x2 + p x + q, gdje su p,q∈R i p2 – 4q < 0. Iz ove činjenice i jednakosti (faktorizacije) (*) imamo da se svaki realni polinom P(x) može prikazati u obliku
 ,)(...)()(...)()( 211
 21
 11 sr lss
 lkr
 k qxpxqxpxxxxxxP ++⋅⋅++⋅−⋅⋅−=
 gdje je k1 + ⋅⋅⋅ + kr +2 (l1 +⋅⋅⋅ + ls) = n, n = deg P (stepen od P) ; xi, pi, qi su realni brojevi i 042 <− jj qp za sve i = 1, ..., r, j = 1, ..., s.
 Vrijedi sljedeća teorema koju navodimo bez dokaza:
 Teorema 6.7.1. Neka je P(x) polinom stepena manjeg od n. Tada se (prava)
 racionalna funkcija )()(:)( xQ
 xPxR = može napisati u obliku :
 ∑∑∑∑= == = ++
 ++
 −=
 s
 i
 l
 jj
 ii
 ijijm
 i
 k
 jj
 i
 ijii
 qxpx
 CxB
 xx
 AxR
 1 12
 1 1 )()()( (6.7.2)
 gdje su Aij (i = 1, ..., m ; j = 1, ..., ki), Bij i Cij (i = 1, ..., s ; j = 1, ..., l i) realni brojevi (realne konstante nezavisne od x). Koeficijnte u razlaganju (6.7.2) u praksi obično dobijemo metodom neodreñenih koeficijenata, koja se sastoji u sljedećem: Za zadanu funkciju pretpostavi se da važi jednakost (identitet) (6.7.2) u kojoj se Aij, Bij i Cij neodreñeni koeficijenti. Množenjem te jednakosti sa Q(x) dobiju se na lijevoj i desnoj strani polinomi, a onda, koristeći činjenicu (princip identiteta dvaju polinoma) da su dva polinoma identički jednaka akko su im jednaki koeficijenti uz iste stepene od x, izjednačavanjem ovih koeficijenata dobije se sistem linearnih jednačina za odreñivanje Aij, Bij i Cij. Kako uvijek postoji prikaz oblika (6.7.2) za bilo koju pravu racionalnu realnu funkciju, to je uvijek posmatrani sistem linearnih jednačina saglasan, pa se tako uvijek mogu naći traženi nepoznati koeficijenti Aij, Bij i Cij. Napomenimo da se ovi koeficijenti mogu odrediti i zamjenom različitih pogodnih vrijednosti za x u jednakosti (6.7.2) odnosno u jednakost koja se dobije iz te oslobañanjem od razlomka, a ponekad je pogodno kombinovati i ove dvije metode.
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 Racionalne funkcije oblika
 x a ix
 A
 )( α−, (i = 1, 2, ...), (x∈C),
 gdje su A i α konstante (nezavisne od x) iz C nazivaju se prostim (elementarnim) ili parcijalnim razlomkom u C (i, specijalno, u R ako su A, α, x ∈R). U polju realnih brojeva pod prostim (elementarnim) ili parcijalnim razlomkom nazivaju se takoñe funkcije oblika
 x a kqpxx
 NMx
 )( 2 +++
 , (x∈R), (k = 1, 2, ... ; p2 – 4 q < 0),
 gdje su M, N, p, q realne konstantne (nezavisne od x). U nekim slučajevima konstante An, An – 1, ..., A1 u razlaganju
 )(
 )(
 )()()()(
 )(
 )(
 )(
 1
 11
 1
 1
 11 xr
 xp
 xx
 A
 xx
 A
 xx
 A
 xrxx
 xP
 xQ
 xPn
 nn
 nr
 +−
 +⋅⋅⋅+−
 +−
 =⋅−
 = −− , (6.7.3)
 se mogu naći i primjenom izvoda (derivacija). Naime, množeći (6.7.3) sa (x – x1)
 n (za r(x1) ≠ 0) dobijemo
 )(
 )()()()(
 )(
 )(11
 1111 xr
 xpxxAxxAxxA
 xr
 xP nnnn −+−+⋅⋅⋅+−+= −
 − . (6.7.4)
 Za x = x1 iz (6.7.4) dobijemo An = 1
 )(
 )(
 xxxr
 xP
 =
 . Diferencirajući jednakost (6.7.4)
 dobijemo
 ,)()())(1()(2'
 11
 112
 1211
 '
 )(
 )(
 )(
 )(
 )(
 )(
 ⋅−+−+−−+⋅⋅⋅+−+=
 −−−−
 xr
 xp
 xr
 xp
 xr
 xP nnnnn xxxxnAxxnAxxA
 odakle imamo An – 1 =
 1
 '
 )(
 )(
 xxxr
 xP
 =
 . Produžavajući ovaj proces dobijamo opštu formulu
 za neodreñene koeficijente u razvoju (6.7.3):
 An – k =
 1
 )(
 )(
 )(
 !
 1
 xx
 k
 xr
 xP
 k=
 , (k = 0, 1, ..., n – 1), (6.7.5)
 za faktor (x – x1)n.
 Analogno možemo izračunati neodreñene konstante u razlaganju (6.7.2), i sa nekim drugim nazivnikom (polinomom) Q(x). Primjer 6.7.1. Razložimo na parcijalne razlomke funkciju
 .)1)(1(
 1:)(
 2 +++=
 xxxxxR
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 Rješenje. Iz identiteta
 11)1)(1(1
 22 ++++
 ++≡
 +++ xx
 DCx
 x
 B
 x
 A
 xxxx
 dobijemo da je
 ,)1()()1()1)(1(1 22 +++++++++≡ xxDCxxxBxxxxA
 odnosno imamo identitet
 .)2()2()(1 23 AxDBAxDCBAxCBA ++++++++++≡
 Otuda, koristeći princip identiteta dva polinoma, dobijamo sistem linearnih jednačina
 ,1,02,02,0 ==++=+++=++ ADBADCBACBA
 čija su rješenja A = 1, B = – 1, C = 0, D = – 1. Prema tome, imamo da je
 f(x) : = .1
 11
 11)1)(1(
 122 ++
 −+
 −=+++ xxxxxxxx
 Primjer 6.7.2. Razložimo na parcijalne razlomke fukciju .23
 :)( 3 +−=
 xx
 xxf
 Rješenje. Očito je
 .21)1()2()1(23 223 +
 +−
 +−
 =+−
 =+− x
 C
 x
 B
 x
 A
 xx
 x
 xx
 x
 Nakon oslobañanja od razlomka (odnosno od imenilaca) dobijemo identitet*) iz kojeg, metodom neodreñenih koeficijenata ili zamjenom tri različite vrijednosti za x (pogodno je uzeti: x = 1, x = 2 i, npr., x = 0), dobijemo vrijednosti koeficijenata A, B, C. Meñutim, ovdje ćemo te koeficijente odrediti primjenom formule (6.7.5). Prema toj formuli nalazimo:
 31
 2 1
 =+
 ==xx
 xA , ,
 92
 )2(2
 21
 2
 1
 '
 =+
 =
 +=
 == xxxx
 xB .
 92
 )1(2
 2=
 −=
 −=xx
 xC
 Prema tome, imamo da je
 .2
 192
 11
 92
 )1(1
 31
 23 23 +−
 −+
 −=
 +− xxxxx
 x
 Iz prethodnog razmatranja slijedi da se svaka racionalna funkcija može predstaviti u obliku zbira jednog polinoma i konačnog broja parcijalnih razlomaka oblika
 ,)(
 ,)( 2 mm qpxx
 NMx
 ax
 A
 +++
 −
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 gdje su A, a, M, N, p i q realne konstante (nezavisne od x), m prirodan broj i p2 – 4q < 0. Prema tome, problem integracije racionalnih funkcija svodi se na nalaženje integrala oblika (podintegralne funkcije su prosti razlomci u drugom i trećem integralu, a u petom,
 šestom i sedmom integralu podintegralne funkcije su prosti razlomci ako je 04
 2
 >− pq ,
 što vrijedi i za četvrti integral za a
 bp = ,
 a
 cq = )
 ,)( 01
 1∫ +⋅⋅⋅++ − dxaxaxa nnn ,∫ − ax
 dx ,
 )(∫ − max
 dx ,2∫ ++ cbxax
 dx
 ,)( 2∫ ++ mqpxx
 dx ,2 dx
 qpxx
 NMx∫ ++
 +∫ ++
 +.
 )( 2 dxqpxx
 NMxm
 Razmotrimo izračunavanje svakog od ovih integrala.
 I. .1
 )( 011
 01
 1 Cxaxn
 ax
 n
 adxaxaxa nnnnnn
 n ++⋅⋅⋅+++
 =+⋅⋅⋅++ −+−∫
 II. .||ln||ln CaxCtt
 dt
 dtdx
 tax
 ax
 dx +−=+===
 =−=
 − ∫∫
 III. Za m > 1 je .)(
 11
 111
 1)( 11
 Caxm
 Ctmt
 dt
 dtdx
 tax
 ax
 dxmmmm
 +−
 ⋅−
 =+⋅−
 ===
 =−=
 − −−∫∫
 IV. Za a ≠ 0 i a
 bp = ,
 a
 cq = vrijedi da je
 .
 )(
 11
 42
 22
 22 ∫∫∫−++
 =++
 =++ pp
 qx
 dx
 aqpxx
 dx
 acbxax
 dx
 Razlikovat ćemo tri slučaja:
 a) Za 04
 2
 >− pq , neka je 2
 2
 4k
 pq =− , (k > 0). Tada je
 .2
 tgarc1
 tgarc11
 2
 2
 22 C
 k
 px
 akCt
 akdtkdx
 ktx
 kx
 dx
 aI
 p
 p++=+=
 =
 =+=
 +
 += ∫
 b) Za 04
 2
 =− pq zadani integral I se svodi na integral tipa III:
 .)2(
 2
 )(
 12
 2
 2C
 pxax
 x
 dx
 aI t
 p
 p+
 +−=+=
 += =∫
 c) Za 04
 2
 <− pq označimo sa – k2 (k > 0) izraz
 4
 2pq − . Tada je
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 ).(,1
 1ln
 1
 1
 11 2
 22
 22
 2
 k
 pxtCt
 t
 akt
 dt
 akktx
 kx
 dx
 aI
 p
 p
 +=+−+−=
 −==+=
 −
 += ∫∫
 V. Za m∈N\1 integral Im = ( )
 −+
 +
 =++ ∫∫ mm
 pq
 px
 xd
 qxpx
 xd
 42
 222 se
 smjenom tp
 x =+2
 svodi na tablični integral ako je 04
 2
 =− pq , a za 0
 4
 2
 ≠− pq
 dobijemo integral oblika ∫ ± mkt
 dt
 )( 22 koji se može naći pomoću rekurentne formule
 (koju smo izveli u §6.6.), odnosno za konkretno m snižavanjem stepena u nazivniku podintegralne funkcije, uz primjenu parcijalne integracije, a može se uvesti i trigonometrijska ili hiperbolna smjena. VI.
 ,2
 2))(1(2
 2
 22
 2
 2)2(
 2
 1:
 1
 12
 22
 22
 IMpNqpxxm
 M
 qpxx
 dxMpNxd
 qpxx
 pxM
 dxqpxx
 MpNpxMdx
 qpxx
 NMxI
 m
 ⋅−+++−−
 =
 =++
 −+++
 +=
 =++
 −++=++
 +=
 −
 ∫∫
 ∫∫
 gdje je I1 integral oblika IV. VII. Neka je m > 1. Provodeći postupak kao u slučaju VI. nalazimo da je
 ,2
 2))(1(2
 )(22
 )()(2
 )(2)2(
 21
 )(:
 112
 222
 22
 IMpN
 qpxxm
 M
 qpxx
 dxMpNqpxxdqpxx
 M
 dxqpxx
 MpNpxMdx
 qpxx
 NMxI
 m
 mm
 mm
 ⋅−+++−
 −=
 =++
 −+++++=
 =++
 −++=++
 +=
 −
 −∫∫
 ∫∫
 gdje je I1 integral oblika V. Napomenimo da u postupku izračunavanja integrala treba naći nule polinoma u nazivniku racionalne posmatrane funkcije i njegove faktore koji se ne mogu razložiti na realne činioce i tada se zadatak integracije može dovesti do kraja.
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 Primjer 6.7.3. Izračunajmo integral
 .)3)(2)(1(
 1253 2
 ∫ +−−+−
 dxxxx
 xx
 Rješenje. Podintegralna funkcija u zadanom integralu je prava nesvodljiva racionalna funkcija (za koju su korijeni imenioca realni i jednostruki), pa se može razložiti na parcijalne (elementarne) razlomke na sljedeći način:
 321)3)(2)(1(1253 2
 ++
 −+
 −=
 +−−+−
 x
 C
 x
 B
 x
 A
 xxx
 xx.
 Množeći posljednju jednakost (identitet) sa (x – 1)(x – 2)(x + 3) dobijemo identitet
 ,)2)(1()3)(1()3)(2(1253 2 −−++−++−≡+− xxCxxBxxAxx tj.
 .)236()32()(1253 22 CBAxCBAxCBAxx +−−+−++++≡+−
 Izjednačavajući koeficijente uz jednake stepene od x na lijevoj i desnoj strani posljednjeg identiteta (na osnovu principa identiteta dva polinoma) dobije se sistem (linearnih) jednačina
 ,12236,532,3 =+−−−=−+=++ CBACBACBA
 čija su rješenja .1027
 ,5
 14,
 25 ==−= CBA Otuda slijedi da se zadani razlomak može
 napisati u obliku
 .321)3)(2)(1(
 1253 10
 27
 5
 14
 2
 52
 ++
 −+
 −−
 =+−−
 +−xxxxxx
 xx
 Zbog toga je
 =+−−
 +−∫ dx
 xxx
 xx
 )3)(2)(1(1253 2
 ∫∫∫ ++
 −+
 −−
 310
 27
 25
 14
 12
 5
 x
 xd
 x
 xd
 x
 xd
 5 14 27
 ln | 1 | ln | 2 | ln | 3 | .2 5 10
 x x x C= - - + - + + +
 Opisana metoda za integraciju racionalnih funkcija je opšta, ali to ne znači da je u svim slučajevima i najpogodnija. Često je integral racionalne funkcije lakše naći korištenjem metode zamjene promjenljive ili metode neposredne integracije. Osim metode neodreñenih koeficijenata pomoću koje se integracija racionalne funkcije nakon odvajanja eventualno postojećeg cijelog dijela, svodi na integraciju parcijalnih razlomaka, kao opšta metoda integracije racionalnih funkcija koristi se i metoda Ostrogradskog. Ona se primjenjuje ako nazivnik Q(x) racionalne funkcije
 )(
 )(
 xQ
 xP ima višestruke korijene. Prema toj metodi tada je
 ,)()(
 )()(
 )()(
 2
 2
 1
 1 ∫∫ += dxxQ
 xp
 xQ
 xpdx
 xQ
 xP (*)
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 gdje je Q1(x) najveća zajednička mjera / djelilac polinoma Q(x) i njegovog izvoda Q´(x); Q2(x) = Q(x) : Q1(x); p1(x) i p2(x) su polinomi s neodreñenim koeficijentima kojima je stepen za jedan manji od Q1(x) i Q2(x), respektivno. Neodreñeni koeficijenti polinoma p1(x) i p2(x) računaju se pomoću diferenciranja identiteta (*), a zatim svoñenjem dobijenog identiteta na cijeli oblik, te izjednačavanjem koeficijenata s istim stepenom promjenljive x (prvi način) ili uvrštavanjem u dobijeni identitet ili njemu ekvivalentnom za x pogodno odabrane brojeve (drugi način). Prilikom odreñivanja neodreñenih koeficijenata ponekad je preporučljiva primjena kombinacije oba načina odreñivanaj koeficijenata. Dakle, i kod primjene metode Ostrogradskog neodreñene koeficijente možemo odrediti kao i kod primjene opšte metode neodreñenih koeficijenata za integraciju racionalnih funkcija. Napomenimo da se kod primjene metode Ostrogradskog često ograničavamo samo na odreñivanje
 algebarskog (racionalnog) dijela )(
 )(
 1
 1
 xQ
 xp.
 Primjer 6.7.4. Izdvojimo racionalni dio sljedećeg neodreñenog integrala
 .)1(
 1224
 2
 ∫ +++
 dxxx
 x
 Rješenje. Za Q(x) = 224 )1( ++ xx je Q´(x) = 2 ( 124 ++ xx ), pa je Q1(x) : =
 = 124 ++ xx najveća zajednička mjera polinoma Q i Q´. Otuda, primjenom metode Ostrogradskog imamo
 ,11)1(
 124
 23
 24
 23
 224
 2
 ∫∫ ++++++
 +++++=
 +++
 dxxx
 HGxFxEx
 xx
 DCxBxAxdx
 xx
 x
 odakle diferenciranjem dobijamo
 .1
 )1()24)(()1)(23(
 )1(1
 24
 23
 224
 323242
 224
 2
 ++++++
 ++++++−++++≡
 +++
 xx
 HGxFxEx
 xx
 xxDCxBxAxxxCBxAx
 xx
 x
 Svoñenjem posljednjeg identiteta na cijeli oblik (tj. množenjem toga identiteta sa ( 124 ++ xx )2 ), a zatim izjednačavanjem koeficijenata s istim stepenom promjenljive x, dobijemo sistem jednačina ,0|7 Ex = ,40|3 EGDx ++−=
 ,0|6 FAx +−= ,31|2 FHCAx ++−=
 ,20|5 EGBx ++−= ,220| GDBx +−=
 ,30|4 HFCAx ++−= .1|0 HCx +=
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 Iz prethodnog sistema dobijemo da je ,61=A ,
 31=C ,0=== GDB ,
 61=F ,
 32=H
 pa otuda imamo da je racionalni dio zadanog integrala jednak izrazu
 )1(6224
 3
 +++xx
 xx.
 Zadatak 6.7.1. Nañite integral .)1( 23∫ −x
 dx
 Uputa i rezultat. Primjenom metode Ostrogradskog dobije se da je
 .11)1( 3
 2
 3
 2
 23 ∫∫ −+++
 −++=
 −dx
 x
 FExDx
 x
 CBxAx
 x
 dx
 Deriviranjem tog identiteta, a zatim svoñenjem obje strane dobivenog identita na cijeli oblik, te izjednačavanjem odgovarajućih koeficijenata dobije se sistem linearnih jednačina čijim rješavanjem dobijemo
 ,0=A ,31−=B ,0=C ,0=D ,0=E .
 32−=F
 Otuda slijedi da je
 ,13
 213
 1)1( 3323 ∫∫ −
 −−
 −=− x
 dx
 x
 x
 x
 dx
 a zatim rastavljanjem razlomka 1
 13 −x
 na parcijalne razlomke:
 11
 3 −x= ,
 11 2 ++++
 − xx
 NMx
 x
 L
 budući da se dobije da je ,31=L ,
 31−=M ,
 32−=N imamo da je
 .3
 12tgarc
 33
 1)1(
 1ln
 91
 )1(3)1( 2
 2
 323C
 x
 x
 xx
 x
 x
 x
 dx ++⋅+−
 +++−
 −=−∫
 § 6. 8. Integriranje nekih iracionalnih funkcija
 Već smo utvrdili da se integracija racionalnih funkcija može izvesti do kraja, što se ne može reći za integraciju iracionalnih funkcija. Primitivna funkcija takvih funkcija ne može se u opštem slučaju izraziti preko elementarnih funkcija u konačnom obliku. Ako se primitivna funkcija takve funkcije može izraziti u konačnom obliku prekoelementarnih funkcija, traženje same te funkcije, odnosno samog neodreñenog integrala može biti dosta otežano. Ovdje navodimo neke klase takvih funkcija čije je integraljenje lako
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 izvodljivo. Osnova metode koju primjenjujemo sastoji se u uklanjanju iracionalnosti, tj. svoñenju zadane funkcije na racionalnu koju smo naučili integrirati. Taj postupak izgleda ovako :
 Neka npr. treba naći integral ∫ dxxf )( , gdje je )(xf neka zadana algebarska
 iracionalna funkcija. Ako je moguće, treba da odaberemo smjenu )(ux ϕ= koja ispunjava uslove teoreme o integraciji metodom zamjene, a koja zadanu iracionalnu funkciju )(xf svodi na funkciju koja u tom slučaju glasi [ ] )(')( uuf ϕϕ . U tom slučaju dobijemo
 [ ] ∫∫∫ == duuRduuufdxxf )()(')()( ϕϕ ,
 gdje je R(u) racionalna funkcija, a čiju integraciju možemo izvesti. Ovdje navodimo primjenu navedenog metoda na neke klase jednostavnih iracionalnih funkcija.
 6.8.1. Integracija algebarskih iracionalnih funkcija I. Integral oblika
 dxxxxR n
 n
 q
 p
 q
 p
 q
 p
 ∫
 ,...,, 2
 2
 1
 1
 (6.8.1)
 gdje je R racionalna funkcija od n (∈N) argumenata n
 n
 q
 p
 q
 p
 q
 p
 xxx ,...,, 2
 2
 1
 1
 , a n
 n
 q
 p
 q
 p
 q
 p,...,,
 2
 2
 1
 1
 racionalni brojevi, se smjenom x = t s, pri čemu je s najmanji zajednički sadržilac
 imenilaca q1, q2, …, qn razlomaka n
 n
 q
 p
 q
 p
 q
 p,...,,
 2
 2
 1
 1 , svodi na integral 1 ( )R t dtò racionalne
 funkcije R1 (jednog argumenta). II. Integral oblika
 dxbxabxabxaxR n
 n
 q
 p
 q
 p
 q
 p
 ∫
 +++ )(,...,)(,)(, 2
 2
 1
 1
 (6.8.2)
 gdje su n
 n
 q
 p
 q
 p
 q
 p,...,,
 2
 2
 1
 1 racionalni brojevi, a∈R\0, b∈R (a, b su konstante), a R je
 racionalna funkcija od n +1 argumenata, se smjenom a x + b = t s, pri čemu je s
 najmanji zajednički sadržilac brojeva q1, q2, …, qn, svodi na integral ∫ dttR )(1
 racionalne funkcije R1. Primjer 6.8.1. Nañimo integral I:
 I : = ∫ ++−+
 dxx
 x
 11
 113
 .
 Ovo je integral oblika (6.8.2), gdje je 21
 1
 1 =q
 p,
 31
 2
 2 =q
 p; s = 6, pa smjenom
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 x + 1 = t 6 dobijemo
 I = tdt
 tttttttdt
 t
 t)
 1
 11(6
 1
 16
 223465
 2
 3
 +−−−++−−=
 +−
 ∫∫
 = 6 ( ++−−++−− )1(ln2
 1
 234572
 23457
 ttttttt
 arc tg t ) + C, ( t = 6 1+x , x ≥ – 1).
 III. Integral oblika
 dxdxc
 bxa
 dxc
 bxa
 dxc
 bxaxR
 n
 n
 q
 p
 q
 p
 q
 p
 ∫
 ++
 ++
 ++
 ,...,,,2
 2
 1
 1
 (6.8.3)
 pri čemu su n
 n
 q
 p
 q
 p
 q
 p,...,,
 2
 2
 1
 1 racionalni brojevi, a a, b, c ,d neki realni brojevi za koje je
 ad – bc ≠ 0 a R racionalna funkcija argumenata
 n
 n
 q
 p
 q
 p
 q
 p
 dxc
 bxa
 dxc
 bxa
 dxc
 bxax
 ++
 ++
 ++
 ,...,,,2
 2
 1
 1
 ,
 se smjenom
 dxc
 bxa
 ++
 = t s, (6.8.4)
 gdje je s najmanji zajednički sadržilac imenilaca q1, q2, …, qn razlomaka n
 n
 q
 p
 q
 p
 q
 p,...,,
 2
 2
 1
 1 ,
 takoñe svodi na integral racionalne funkcije. Primjer 6.8.2. Odredimo integral
 [ ]∫ −++−+++−−
 dxxxxxx
 xx
 12)13()12()13()13(
 13126 23 2
 66
 .
 Dijeleći brojnik i nazivnik podintegralne funkcije sa 6 13 +x , dobije se integral
 [ ] dxx
 x
 x
 x
 x
 x
 x
 ∫+−
 +−
 +−
 ++
 −
 13
 12313
 122
 613
 12
 )13(
 1.
 Ovo je integral oblika (6.8.3), gdje je
 61
 1
 1 =q
 p;
 31
 2
 2 =q
 p;
 21
 3
 3 =q
 p; s = 6.
 Uvedimo smjenu 6
 1312
 zx
 x =+−
 .
 Tada je
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 6
 6
 321z
 zx
 −+= ,
 26
 5
 )32(30
 z
 dzzdx
 −= ,
 6325
 13z
 x−
 =+ ;
 pa je
 I = ∫ −+−
 −
 dzz
 z
 zz
 z
 z
 26
 5
 32
 )32(
 25 )32(
 30
 )(
 1
 26
 = dzz
 zzzdzz
 zz∫∫ +
 +−+−=+−
 )1
 2222(
 5
 6
 15
 6 2334
 = Czzzzz +++−+− )1(ln5
 125
 1256
 54
 103 234
 = 633
 2
 1312
 512
 1312
 56
 1312
 54
 1312
 103
 +−−
 +−+
 +−−
 +−
 x
 x
 x
 x
 x
 x
 x
 x+ C
 x
 x +
 +
 +−
 11312
 512
 6 .
 IV. Integral oblika
 dxcxbxaxR ),( 2∫ ++ , (6.8.5)
 gdje su a, b, c realni brojevi (konstante), a R racionalna funkcija (dviju promjenljivih) se takoñe može svesti na integral racionalne funkcije. Naime, za nalaženje integrala navedenog oblika primjenjuju se specijalne racionalizirajuće smjene, koje nazivamo Eulerovim smjenama. Razmotrićemo te smjene.
 a) U slučaju a > 0 za integral (6.8.5) primjenjujemo smjenu oblika
 axzcxbxa ±=++2 ,
 koju nazivamo prva Eulerova smjena. (Obje navedene smjene, sa znakom + i sa znakom – istog su tipa.) Razmotrimo jednu od njih
 axzcxbxa −=++2 . (6.8.6)
 Kvadrirajući obje strane jednakosti (6.8.6) dobije se
 222 2 axxzazcxbxa +−=++ , tj. xzazcbx 22 −=+ , odakle je
 bza
 czx
 +−=
 2
 2
 ; dzbza
 acbzzadx
 2
 2
 )2(
 )(2
 +++= ,
 i prema (6.8.6) vrijedi
 bza
 acbzza
 bza
 aczzcxbxa
 +++=
 +−−=++
 22
 )( 222 .
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 Na taj način smo x, dz
 dx i cxbxa ++2 izrazili racionalno preko argumenta z, pa je
 dxcxbxaxR ),( 2∫ ++ = dz
 bza
 acbzza
 bza
 acbzza
 bza
 czR
 +++
 +++
 +−
 ∫ 22,
 2
 222
 = ∫ dzzR )(1 ,
 gdje je )(1 zR racionalna funkcija (jednog argumenta). Tako smo zadatak sveli na integraciju racionalne funkcije.
 b) U slučaju c > 0 za nalaženje integrala (6.8.5) možemo primijeniti smjenu oblika
 cxzcxbxa ±=++2 , (6.8.7)
 koju nazivamo druga Eulerova smjena. Naime, kvadriranjem jednakosti (6.8.7) dobijemo
 czxcxzcxbxa +±=++ 2222 , tj.
 czxzbax 22 ±=+ , (6.8.8)
 odakle je očigledno da se integral oblika (6.8.5) svodi na integral racionalne funkcije. Primjer 6.8.3. Nañimo integral
 dxxxxx
 xI ∫ −++−+
 +=22 24224
 4.
 Ovdje je a = – 1 < 0 pa se prva Eulerova smjena ne može primijeniti. No, kako je c = 4 > 0, možemo koristiti drugu Eulerovu smjenu uzimajući da je
 224 xx−+ = z x + 2, (6.8.9)
 odakle je
 1
 422 +−=
 z
 zx ;
 1
 6444 2
 2
 ++−=+
 z
 zzx ; dz
 z
 zzdx
 22
 2
 )1()1(4
 +−−= ; 224 xx −+ =
 1
 )1(22
 2
 +−+
 z
 zz;
 22 24224 xxxx −++−+ )224(24 22 +−+−+= xxxx
 22
 2
 )1()2(2)1(2
 ++⋅−+=
 z
 zzz,
 pa je
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 =I dzzzz
 z
 z
 zz
 z
 zz
 )2)(1(4)1(
 )1()1(4
 1644
 2
 22
 22
 2
 2
 2
 +−++⋅
 +−−⋅
 ++−
 ∫ = dzzz
 zz∫ ++
 +−−)1)(1(
 3222
 2
 2
 = Czzdzz
 zdz
 z++−+=
 ++
 +− ∫∫ 2ln6)1(ln
 12
 23
 2 22
 .
 Iz (6.8.9) nalazimo da je x
 xxz
 224 2 −−+= , pa uvrštavajući u prethodni izraz za
 zadani integral I dobijemo
 Cx
 xxx
 x
 xxxI +−+−+−−+−+= 2224
 ln62424
 ln2
 2
 2
 ,
 tj.
 I = 4 ln| x | + ln (4 + x – 2 224 xx−+ ) – 6 ln | 224 xx−+ + 2x – 2| + C. c) Ako su α, β meñusobno različiti realni korijeni kvadratnog trinoma ax 2 + bx + c, onda se smjenom
 )(2 α−=++ xtcbxax , (6.8.10)
 koju nazivamo treća Eulerova smjena, integral oblika (6.8.5) svodi na integral racionalne funkcije. Naime, tada je
 at
 atx
 −−= 2
 2 βα,
 at
 acbxax
 −−=++ 2
 2 )( βα, dt
 at
 tadx 22 )(
 )(2−−= βα
 .
 Primijetimo da Eulerove smjene rješavaju do kraja integraciju funkcija navedenih klasa ali one dovode do glomaznih izraza i samim tim integracija se komplikuje. Zbog toga se za integraciju navedenih funkcija pribjegava drugim metodama. Takoñe, napomenimo da su prva i treća Eulerova smjena dovoljne za nalaženje bilo kog integrala oblika (6.8.5). Na integrale oblika
 ∫ +++
 dxcbxax
 nmx2
 ; ∫ +++ dxcbxaxnmx 2)( (6.8.11)
 nije pogodno primjenjivati Eulerove smjene. Ti se integrali jednostavnije rješavaju neposredno. Navodimo kako se to radi na sljedećim primjerima.
 1) Nañimo integral ∫ ++ cbxax
 dx2
 .
 Zadani trinom pod korijenom možemo napisati u obliku
 +
 +=
 −+
 +=++ ka
 bxa
 a
 bac
 a
 bxacbxax
 2
 2
 222
 244
 2,
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 gdje je 2
 2
 44
 a
 back
 −= .
 Ako je a > 0 onda vrijedi
 ∫ ++ cbxax
 dx2
 = ( )
 ( )∫++
 +
 kx
 xd
 aa
 b
 a
 b
 2
 2
 21 = Ck
 a
 bx
 a
 bx
 a++
 +++2
 22ln
 1
 = Ca
 cx
 a
 bx
 a
 bx
 a+++++ 2
 2ln
 1
 = Caa
 cbxaxabaxa
 +−++⋅++ 2ln1
 22ln1 2
 = 1222ln
 1Ccbxaxabax
 a+++⋅++ .
 Ako je a < 0, onda ima smisla posmatrati slučaj kada je diskriminanta D = b2 – ac
 trinoma ax2 + bx + c pozitivna. Tada možemo pisati 22
 2
 4
 4m
 a
 acb =−, gdje je m
 pozitivan realan broj, ||2
 42
 a
 acbm
 −= , odakle je k = – m2 i
 ax2 + bx + c = )0(2
 ||22
 222
 22
 <
 +−=
 −
 +=
 +
 + aa
 bxmam
 a
 bxak
 a
 bx .
 Otuda je
 ∫ ++ cbxax
 dx2
 = ( )
 ( )∫+−
 +2
 22
 2
 ||
 1
 a
 b
 a
 b
 xm
 xd
 a = C
 m
 x
 aa
 b
 ++
 2arcsin||
 1
 = Cam
 bax
 a++
 22
 arcsin||
 1.
 2) Nañimo integral dxcbxaxI ∫ ++= 2 .
 Tražićemo zadani integral metodom parcijalne integracije. Neka je
 cbxax ++2 = u, dx = dv. Tada je
 dxcbxax
 baxdu
 +++=
 22
 2; v = x,
 pa je
 dxcbxax
 bxaxcbxaxxI ∫ ++
 +−++=2
 22
 2
 2,
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 tj.
 I = dxcbxax
 cbxcbxaxcbxaxx ∫ ++
 +−++−++2
 22
 2
 )2()(2
 = dxcbxax
 bax
 a
 bdxcbxaxcbxaxx b
 bac
 ∫∫ ++
 +++++−++
 −
 2
 422
 2
 )2(
 4
 = ∫ ++−++++−++
 cbxax
 dx
 a
 baccbxax
 a
 bIcbxaxx
 2
 222
 84
 2,
 odakle je
 ∫ ++−++++=
 cbxax
 dx
 a
 bac
 a
 cbxaxbaxI
 2
 22
 84
 4)2(
 .
 Tako smo zadatak sveli na traženje integrala koga smo proučili u prethodnom primjeru.
 U opštem slučaju integrali oblika (6.8.11) se svode na tek posmatrane slučajeve. Zaista, vrijedi
 dxcbxax
 nmx∫ ++
 +2
 = dxcbxax
 bax
 a
 m m
 bman
 ∫ ++
 ++ −
 2
 2)2(
 2
 = ∫ ++−+++
 cbxax
 dx
 a
 bmancbxax
 a
 m2
 2
 22
 .
 Analogno
 ∫ =+++ dxcbxaxnmx 2)(
 dxcbxaxa
 bmndxcbxaxbax
 a
 m∫∫ ++
 −++++ 22
 2)2(
 2.
 U praksi nećemo primjenjivati gotove formule za nalaženje integrala oblika (6.8.11) nego ćemo svaki put provoditi gore navedene postupke. Često se integrali tipa IV. rješavaju uvoñenjem trigonometrijske (ili hiperboličke) smjene. Tako pri traženju integrala oblika
 ∫ − dxxaxR ),( 22 , ∫ + dxxaxR ),( 22 , ∫ − dxaxxR ),( 22 ,
 gdje je R(x, y) racionalna funkcija korisne su smjene
 x = a sint (ili x = a tht), x = a tgt (ili x = a sht), x = a sect (ili x = a cht). U sljedeća dva specijalna slučaja integrali tipa IV. Integriranje možemo izvesti i ovako:
 (IV.a.) dxcbxax
 xPn∫ ++2
 )(
 1 2 20 1 2 1( )n n
 n nA x A x A x A ax bx c- -- -= + + ×××+ + + + + + ,
 2∫ ++ cbxax
 dxB
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 gdje je Pn(x) polinom n-tog stepena, a A0, A1, ..., An – 1, B nepoznati brojevi koji se mogu odrediti diferenciranjem identitata (IV.a) i koristeći svojstvo jednakosti dvaju polinoma (tj. metodom neodreñenih koeficijenata). Ovaj postupak integriranja poznat je i kao metod Ostrogradskog.
 (IV.b) =+++∫
 cbxaxpx
 dxn 2)( ( ) ( )
 dtcpbpadx
 px
 ttt
 t
 t
 dtt
 n∫
 +−+−
 −=
 −==+
 1211
 11
 )(
 2
 2
 = ( )∫ +−++−⋅
 − −
 222
 1
 )1(221)(sgn ctptbttpptat
 dtt n
 = ( )∫ +−++−⋅
 − −
 aapbtcbpaptt
 dtt n
 )2()(sgn 22
 1
 = ( )∫ +−++−⋅− −
 aapbtcbpaptt
 dttn
 )2()(sgn 22
 1
 = ,)(sgn 2
 1
 ∫ ++⋅
 − −
 attt
 dtt n
 βα
 ).2,( 2 pabcbppa −=+−= βα
 V. Abelov integral:
 ∫ dxyxR ),( ,
 gdje je y rješenje jednačine a0(x)y n + a1(x)y n – 1 + ⋅⋅⋅ + an(x) = 0, a R(x, y) racionalna funkcija argumenata x, y. U opštem slučaju Abelov integral se ne može riješiti elementarnim putem. U
 specijalom slučaju kada je y = 432
 23
 14
 0 axaxaxaxa ++++ , pri čemu su a0, a1,..., a4
 konstante (koje ne zavise od x) i 021
 20 ≠+ aa , Abelov integral je eliptički integral koji
 se u opštem slučaju ne može riješiti u konačnom obliku. VI. Integral binomnog diferencijala :
 ∈∈===+∫ 0\,;,,,)(
 3
 3
 2
 2
 1
 1 RQ baq
 pp
 q
 pn
 q
 pmdxbxax pnm
 Zbog binoma a + bx n u podintegralnom izrazu integrala VI., sam podintegralni izraz nazivamo binomnim diferencijalom, a traženje integrala od toga izraza nazivamo integraljenje binomnog difeencijala. Ovaj integral se svodi na integral
 dtbtat pq )( +∫ , gdje je q = – 1 + n
 m 1+ .
 Ako je jedan od brojeva p, q, p + q cio (ili, što je isto, jedan od brojeva p, n
 m 1+ ,
 p +n
 m 1+ cio), onda se integral binomnog diferencijala VI. izražava pomoću elementarnih
 unkcija. Čebišev*) je dokazao da su to i jedini slučajevi kada je to moguće.
 _____________
 *) П. Л. Чебішев (1821 – 1894) – veliki ruski matematičar.

Page 213
						

230
 Naime, ako je p cio broj i to p > 0, onda imamo
 ( )( ) ( ) ∫∑∫ ∑∫+
 =−−
 ==⋅=+ dxxbadxxbaxdxbxax knmp
 k
 kkp
 k
 pknkkp
 k
 pp
 k
 mpnm
 00)( ,
 a integrali ∫+ dxx knm (k = 0, 1, …, p) su tablični integrali (oblika∫ dxxα ). Ako je, pak,
 p cio negativan broj, onda se integral VI. rješava uvoñenjem smjene x = t s, gdje je s najmanji zajednički sadržilac imenilaca q1, q2 brojeva m, n, respektivno. (Ako su u tom slučaju m, n cijeli brojevi, onda se integral VI. može riješiti bez uvoñenja smjene, jer je to tada integral racionalne funkcije.) Ako p (∈Q) nije cio broj, ali je
 n
 m 1+ cio broj, onda se integral VI. smjenom
 a + bx n = 3qt , gdje je q3 nazivnik od p, svodi na integral racionalne funkcije. Ako ni p ni
 n
 m 1+ nisu
 cijeli brojevi, ali je p + n
 m 1+ cio broj, onda se integral VI. smjenom a x– n + b = 3qt ,
 gdje je q3 nazivnik od p, opet svodi na integral racionalne funkcije.
 Primjer 6.8.4. Izračunati integral I = dxx
 x∫
 −5
 4 41.
 Ovdje je podintegralni izraz
 dxxxdxx
 x 4
 145
 5
 4 4
 )1(1 −=− − ,
 binomni diferencijal kod koga je m = – 5, n = 4, p = 4
 1 , pri čemu je 14
 41−=
 −=
 +n
 m , dakle
 cijeli broj. Zbog toga uvodimo smjenu 1 – x 4 = z 4. Tada je
 4
 14)1( zx −= ; dzzzdx 4
 343 )1(
 −−−= ,
 pa je I = dzz
 zdzzzzzdx
 x
 x∫∫∫ −
 −=−−−=− −−
 24
 434
 344
 54
 5
 4 4
 )1()1()1(
 1.
 Posljednji integral rješavamo parcijalnom integracijom uzimajući da je
 z = u i dvdzz
 z =−−
 24
 3
 )1(. Tada je
 )1(41
 ,4z
 vdzdu−
 −== , pa je
 I = ∫∫ −+
 −−=−
 445
 4 4
 141
 )1(411
 z
 dz
 zdx
 x
 x = dz
 z
 zz
 z
 z∫ −
 −+++−
 −4
 22
 4 1)1()1(
 81
 )1(4
 = ∫∫ ++
 −−
 −−
 181
 181
 )1(4 224 z
 dz
 z
 dz
 z
 z = Cz
 z
 z
 z
 z +++−−
 −− arctg
 81
 11
 ln161
 )1(4 4
 Vraćanjem na staru promjenljivu dobijemo
 I = Cx
 xx
 x
 x +−+−−−−+−
 4 4
 4 44 4
 4
 4 4
 11
 11ln
 161
 1arctg81
 41
 .
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 6.8.2. Integracija nekih transcedentnih funkcija
 Integrali oblika ∫ dxexP ax)( , ∫ dxaxxP sin)( i ∫ dxaxxP cos)( , gdje je P(x)
 polinom n -tog stepena, izračunavaju se metodom parcijalne integracije. Naime, za prvi (a analogno i za ostala dva) od tih integrala imamo
 ∫ dxexP ax)( = ∫− dxxPea
 xPea
 axax )('1
 )(1
 =
 −− ∫ dxxPexPeaa
 xPea
 axaxax )('')('11
 )(1
 = ∫+
 − dxxPeaa
 xP
 a
 xPe axax )(''
 1)(')(22
 .
 Primjenom metoda matematičke indukcije, dobijemo
 ∫ dxexP ax)( = +
 −+⋅⋅⋅+− +1
 )(
 2
 )()1(
 )(')(k
 kkax
 a
 xP
 a
 xP
 a
 xPe )(,)(
 1
 1)1( )1(1 nkdxxPe
 kkaxk ≤
 +− ∫
 ++
 odakle za k = n, zbog P(n + 1)(x) ≡ 0, slijedi
 ∫ dxexP ax)( = Ca
 xP
 a
 xP
 a
 xPe nk
 nnax +
 −+⋅⋅⋅+− +1
 )(
 2
 )()1(
 )(')(.
 Takoñe se integrali oblika ∫ dxbxex axn cos , ∫ dxbxex axn sin mogu izračunati
 metodom parcijalne integracije stvaljajući u = xn i dv = eax sinbx dx odnosno dv = eax cosbx dx.
 Integrali oblika ∫ dxxxP n)(ln i ∫ dxxP )(arcsin , gdje je P polinom po lnx
 odnosno arcsinx, svode se smjenom ln x = t odnosno arcsin x = t na integrale
 ∫+ dtetP tn )1()( i ∫ dxttP cos)( , respektivno, koji se mogu izračunati metodom
 parcijalne integracije. Primjer 6.8.5.
 ∫ + dxex x222 )1( = Cxxxxx
 e x +
 +−+++−+
 543
 2
 2
 22222
 224
 224
 2412
 22)1(2
 2)1(
 = Cxxxxe x
 +
 +−+−27
 5522
 2342
 .
 Primjer 6.8.6.
 ∫ dxx
 eax
 = t
 dt
 xa
 dxa
 txate
 === ln,
 = Ctt
 dt
 at
 dtt
 a
 t +==⋅ ∫∫ li
 lnln = )0(,)(li ≠+ aCeax *).
 _____________ *) Ovdje je integral ∫ t
 dt
 ln izražen preko neelementarne funkcije li t koja se naziva integralni logaritam i
 o čemu se izlaže na kraju ovog poglavlja.
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 Zadatak 6.8.1. U kom slučaju su primitivne funkcije funkcije P ( )x
 1 ex, gdje je
 P( )x
 1 = nn
 x
 a
 x
 aa +⋅⋅⋅++ 1
 0 , a a0, a1, …, an konstante, elementarne funkcije?
 Rješenje. Metodom parcijalne integracije dobijemo
 ( )1 xP e dxxò = ∫
 +⋅⋅⋅++ dxex
 a
 x
 aa x
 nn1
 0 = +−−+−+x
 a
 x
 aeae
 x
 aeaea xxxx
 22)(li)(li 3
 23
 22
 10
 = −⋅⋅⋅−−−
 −−
 −⋅⋅⋅− −− 213
 )2)(1()1()(li
 2 nn
 nnx
 xnn
 a
 xn
 ae
 aCe
 n
 a
 xn
 a xnn +−
 +−
 )(li)!1()!1(
 Otuda slijedi da ako je 0)!1(!2!1
 321 =
 −+⋅⋅⋅+++
 n
 aaaa n , onda je primitivna funkcija
 zadane funkcije elementarna.
 § 6.9. Integriranje trigonometrijskih i hiperbol nih funkcija
 Navedimo neke klase trigonometrijskih funkcija (a potpuno analogno važi i za odgovarajuće klase hiperbolnih funkcija, vodeći računa o odgovarajućim razlikama u
 definicijama i identitetima) za koje su u praksi razrañene metode integriranja i koje možemo integrirati elementarnim putem. Posmatraćemo klasu funkcija oblika
 definicijama i identitetima) za koje su u praksi razrañene metode integriranja i koje možemo integrirati elementarnim putem. Posmatraćemo klasu funkcija oblika
 )ctg,tg,cos,(sin xxxxρ , gdje je ρ racionalna funkcija. Kako je x
 xxcos
 sintg = i
 x
 xxsin
 cosctg = , to imamo )ctg,tg,cos,(sin xxxxρ = R (sin x, cos x), gdje je R (sin x, cos x)
 racionalna funkcija od sin x i cos x.
 I. Integral oblika
 ∫ dxxxR )cos,(sin (6.9.1)
 svodi se smjenom (tzv. univerzalnom smjenom)
 zx =2
 tg , ( x ≠ (2k + 1)π, k∈Z), (6.9.2)
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 na integral racionalne funkcije. Naime, kao što je poznato sin x i cos x se izražavaju
 racionalno preko zx =2
 tg na sljedeći način
 ,1
 2tg1
 tg2sin,
 11
 tg1
 tg1cos 2
 222
 2
 2
 22
 22
 z
 zx
 z
 zx x
 x
 x
 x
 +=
 +=
 +−=
 +−
 =
 pa je R (sin x, cos x) = R
 ++−
 22
 2
 12
 ,11
 z
 z
 z
 z= R1(z), gdje je R1(z) racionalna funkcija.
 Osim toga, iz (6.9.2) nalazimo 21
 2;arctg2
 z
 dzdxzx
 +== . Zbog toga je
 ∫∫∫ =
 +⋅= dzzR
 z
 dzzRdxxxR )(
 12
 )()cos,(sin 221 ,
 gdje je R2(z) racionalna funkcija od z. Primjer 6.9.1. Izračunajmo neodreñeni integral
 ∫ + xx
 dx
 cossin3.
 Ovdje uvodimo smjenu zx =2
 tg i zadani integral glasi
 ∫ + xx
 dx
 cossin3= ∫ ∫∫ −+
 −=−+
 =⋅+⋅
 ⋅
 +
 −
 +
 +
 )2)(12(23243
 22
 1
 1
 1
 21
 2
 2
 2
 2
 zz
 dz
 zz
 dz
 z
 z
 z
 zz
 dz
 = ∫∫∫ ++
 −−=
 −+−−+−
 122
 51
 251
 )2)(12()2(2)12(
 51
 z
 dz
 z
 dzdz
 zz
 zz
 = .2tg
 1tg2ln
 51
 212
 ln51
 |12|ln51
 |2|ln51
 2
 2 CCz
 zCzz x
 x
 +−+
 =+−+=+++−−
 Primjer 6.9.2. Izračunajmo integral
 I : = ∫ +− 5cossin2 xx
 dx.
 Podintegralna funkcija je definirana na R, pa je (kao, očito, elementarna) i neprekidna na R. Otuda slijedi da zadana podintegralna funkcija ima (tačnu) primitivnu
 funkciju, pa i neodreñeni integral na R. Smjenom t = 2
 tg x , (2k – 1)π < x < (2k + 1)π,
 k∈Z, dobijemo 5
 1
 223 2=
 ++= ∫ tt
 tdI arc tg kC
 t ++5
 13=
 3tg 11 2arctg5 5
 .
 x
 C k
 ++
 Iz svojstva neprekidnosti primitivne funkcije slijedi
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 I (2kπ + π – 0) = I (2kπ + π + 0),
 odnosno 15252
 ++−=+ kk CCππ
 , odakle je Ck
 Ck +=5
 π, gdje je C = C0
 proizvoljna konstanta. Iz nejednakosti 2kπ < x +π < (2k + 2)π slijedi da je k <
 ππ
 2
 +x < k + 1, tj. vrijedi da je k = ππ
 2
 +x . Prema tome, imamo da je *)
 I = I(x) =
 ∈+=+=
 +≠∋+
 +++
 +→ .,)12(,52
 12)(lim
 ,)12(,255
 1tg3arctg
 5
 1
 )12(
 2
 Z
 R
 kkxk
 xI
 kxCx
 kx
 x
 ππ
 ππππ
 π
 Treba primijetiti da se uvoñenjem univerzalne smjene 2
 tg x = z često dolazi do
 glomaznih izraza, zbog toga je u nekim slučajevima prikladnije koristiti neke drugepostupke koje za neke posebne klase podintegralnih funkcija ovdje navodimo. U pojedinim slučajevima korisno je primijeniti i neke doskočice (kao što je, npr.,
 3 sin x + 2cos x ≡ α (2sin x + 3cos x) + β (2sin x + 3cos x)’, za α = 13
 12 , β = 13
 5− , jer iz
 navedenog identiteta slijedi 2α – 3β = 3, 3α + 2β = 2). a) Ako je R (sin x, cos x) = – R (sin x, – cos x), tj. ako podintegralana funkcija mijenja znak samo ako se u njoj zamijeni cos x sa – cos x, onda se integral
 ∫ dxxxR )cos,(sin smjenom sin x = z svodi na integral racionalne funkcije s novom
 varijablom z. b) Ako je R (sin x, cos x) = – R (– sin x, cos x), tj. ako podintegralana funkcija mijenja znak samo ako se u njoj zamijeni sin x sa – sin x, onda se integral
 ∫ dxxxR )cos,(sin smjenom cos x = z svodi na integral racionalne funkcije.
 c) Ako je R (sin x, cos x) = R (– sin x, – cos x), onda se integral
 ∫ dxxxR )cos,(sin smjenom
 tg x = z, (x ≠ 2
 π (2k +1), k∈Z); (ili ctg x = t, x ≠ kπ, k∈Z),
 svodi na integral racionalne funkcije. Pri tome je
 21sin
 z
 zx
 += ,
 21
 1cos
 zx
 += , x = arctg z,
 21 z
 dzdx
 += , (za –
 2
 π < x < 2
 π ).
 II. Integrali oblika ∫ = nmnm Idxxx ,cossin , (m,n∈Z) spadaju u klasu I. a) za
 n = 2k + 1 > 0, a u klasu I. b) za m = 2l + 1 > 0, dok integrali
 ,ctg,tg,cossin 2222∫ ∫∫ dxxdxxdxxx mmnm (m,n∈Z);
 ∫ dxxxxxR )ctg,tg,cos,(sin 22 (R- racionalna funkcija)
 _____________ *) U ovom primjeru precizno je nañen zadani neodreñeni integral tako što je dobijen njegov analitički izraz koji je definiran na čitavom prirodnom domenu zadane podintegralne funkcije, ali se u većinidosadašnje literature tako nije postupilo, već kao u prethodnom primjeru 6.9.1
 spadaju u klasu I. c).
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 a) Ako su m, n parni nenegativni cijeli brojevi, onda je integrale oblika
 ∫ dxxx nm cossin teško nalaziti pomoću smjene tg x = z.
 U tom slučaju zadani integral rješavamo korištenjem poznatih identiteta iz trigonometrije
 22cos1
 sin2 xx
 −= , 2
 2cos1cos2 x
 x+= , xxx 2sin
 21
 cossin = .
 (6.9.3)
 Primjer 6.9.3. Naći sljedeći integral
 I = ∫ dxxx 24 cossin .
 Primjenjujući formule (6.9.3), lako se dobije da je
 I = ∫∫ −−=+
 −dxxxdx
 xx)2cos1()2cos1(
 8
 1
 2
 2cos1
 2
 2cos1 22
 = ∫∫∫ +−=− dxxxxdxdxx 2sin81
 2sin481
 )2(sin2sin161
 2sin81 2322 .
 No, kako je 2
 4cos12sin2 xx
 −= , to je
 CxxxdxxxxI +−−=−+−= ∫ 4sin641
 2sin481
 161
 4cos161
 161
 2sin481 33 .
 b) Za nalaženje integrala oblika ∫ dxxx nm cossin , gdje su m i n cijeli brojevi,
 često se koristi i metoda parcijalne integracije. Neka je xm 1sin − , cos sinndv x x dx= ,
 tada se za n ≠ – 1 dobije rekurentna formula
 I = ∫ dxxx nm cossin = ∫−+−
 +−+
 +− dxxx
 nm
 mxx
 nmnmnm cossin
 1cossin
 1 211 ,
 (6.9.4)
 gdje je (m + n ≠ 0). Navedena formula je općenito pogodna za primjenu u slučaju prirodnog broja m (≥ 2). Analogno navedenoj formuli izvodi se (obično parcijalnom integracijom) i formula
 ∫ dxxx nm cossin = ∫−−+
 +−+
 +dxxx
 nm
 nxx
 nmnmnm 211 cossin
 1cossin
 1, (6.9.5)
 gdje je (m + n ≠ 0) i koja se općenito primjenjuje za prirodni broj n∈N\1.
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 Primjer 6.9.4. Nañimo integral ∫ dxxx 64 cossin .
 Rješenje: Prema formuli (6.9.4) vrijedi
 ∫+−= dxxxxxI 6273 cossin103
 cossin101
 .
 Prema toj istoj formuli vrijedi
 ∫∫ +−= dxxxxdxxx 6762 cos81
 cossin81
 cossin ,
 odakle je
 ∫+−−= dxxxxxxI 6773 cos803
 cossin803
 cossin101
 .
 Da bi našli integral∫ dxx6cos primijenit ćemo formulu (6.9.5) tri puta i dobiti
 ∫ dxx6cos = ∫+ dxxxx 45 cos65
 cossin61
 ,
 ∫ dxx4cos = ∫+ dxxxx 23 cos43
 cossin41
 , ∫ dxx2cos = Cxxx ++21
 cossin21
 Iz posljednje tri jednakosti slijedi
 ∫ dxx6cos = Cxxxxxx ++++ 53 cossin61
 cossin245
 cossin165
 165
 .
 I konačno, imamo
 I = +++ xxxxx 3cossin128
 1cossin
 256
 3
 256
 3
 Cxxxxxx +−− 7375 cossin10
 1cossin
 80
 3cossin
 160
 1.
 c) Ako su m = –µ i n = –ν cijeli negativni brojevi jednake parnosti, onda je
 nmI , = ∫∫−= )tg(sececcos
 cossin2 xdxx
 xx
 dx νµνµ
 = ( ) )tg(tg11 2
 222
 tg
 12
 xdxx
 −
 +
 +∫
 νµ
 = )tg(tg
 )tg1(1
 22
 xdx
 x∫
 −+
 +µ
 νµ
 .
 d) (Integrali oblika ∫ dxxmtg (ili ∫ dxxmctg ), gdje je m∈N, računaju se pomoću
 formule tg2 x = sec 2x – 1 (ili ctg2 x = cosec 2x – 1).
 Često primjena navedenih formula za integraciju nekih trigonometrijskih funkcija, odnosno analognih formula za hiperbolne funkcije, dovodi do glomaznih izraza, pa je zbog toga potrebno uvesti neke nove postupke koji se temelje na iskustvu (npr., umjesto broja 1 pisati cos2 x + sin2 x, odnosno ch2 x – sh2 x).
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 III. Integrali oblika ,cossin∫ dxnxmx ,sinsin∫ dxnxmx ∫ dxnxmxcoscos
 mogu se računati primjenom formula: βα ,(∀ ∈R) [ ])sin()sin(2
 1cossin βαβαβα ++−= ,
 [ ])cos()cos(2
 1sinsin βαβαβα +−−= , [ ])cos()cos(
 21
 coscos βαβαβα ++−=
 Primjer 6.9.5.
 [ ] Cxxdxxxdxxx +−−=+= ∫∫ 4cos81
 16cos321
 4sin16sin21
 6cos10sin .
 Integriranje hiperbolnih funkcija potpuno je analogno integriranju odgovarajućih trigonometrijskih funkcija. Pri tome se često koriste poznati hiperbolni identiteti, odnosno osnovne formule kao što su:
 ch2 x – sh2 x = 1, )12ch(21
 ch2 += xx , )12ch(21
 sh2 −= xx , xxx 2sh21
 chsh = .
 Tako je, npr.,
 =∫ dxx2ch Cxxdxx ++=+∫ 21
 2sh41
 )12ch(21
 ,
 =∫ dxx3ch .3
 shsh)sh()sh1()sh(ch
 322 C
 xxxdxxdx ++=+= ∫∫
 Hiperbolne funkcije se mogu izraziti i pomoću ex i e–x (jer je 2
 shxx ee
 x−−= i
 2ch
 xx eex
 −+= ), pri čemu se integral ( )xR e dxα∫ , gdje je R racionalna funkcija,
 smjenom eα x = t (α ≠ 0) svodi na integral racionalne funkcije. Primjer 6.9.6.
 ( ) .1ln2
 11ln
 2
 1
 12
 12
 ,ln2,
 12
 2
 2
 2
 CeCtt
 td
 t
 tdxdx
 txtedx
 e
 e x
 x
 x
 x
 ++=++=+
 ==
 ===
 + ∫∫
 Zadatak 6.9.1.* Za sve , \ 0R a b∈ odrediti funkciju ( ),F xa b tako da je
 2 2 2 2 1( cos sin ) d ( ) ,,a x b x x F x Ca b−+ = +∫ gdje je C proizvoljna realna konstanta .
 (Rezultat. , ( )a bF x = 1
 arc tg tgb n
 xab a ab
 π+
 za (2 n – 1)2
 π < x < (2 n + 1)
 2
 π,
 ( )2 12, nFa bπ
 ±
 = 2 1
 2 | |
 n
 ab
 ± ; (n: =
 1
 2
 x
 π+
 ). )
 Zadatak 6.9.2.* Izračunati integral 2
 d
 3 5 8 4
 x
 x x x+ + −∫ . (Rezultat.
 25 1 3 4ln 5 2 ln 2 ln 4 arc tg C
 39 3 13 13 2
 tt t t− + + − + + + (
 22 5 8 4
 5 2
 x xt
 x
 + −=−
 ).)
 -------------------------------------------------@ -------------------------------------------------------
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I N Ž E N J E R S K A M A T E M A T I K A 1
 1 Najveći ukras čovjekov je znanje.
 (Arapska izreka.)
 P r e d a v a n j a z a č e t r n a e s t u s e d m i c u n a s t a v e
 (u akademskoj 2010/2011. godini)
 § 6.10. Neki integrali koji se ne izražavaju pomo ću elementarnih funkcija
 U prethodnim paragrafima opisali smo metode kako se nalaze primitivne funkcije nekih klasa elementarnih funkcija, odnosno pokazano je da su primitivne funkcije racionalnih i nekih iracionalnih funkcija takoñe elementarne funkcije. Meñutim, dokazano je da primitivna funkcija elementarne funkcije ne mora biti elementarna. U tom slučaju se kaže da se integriranje elementarne funkcije ne može izvršiti elementarnim putem, odnosno u konačnom obliku (ili pomoću kvadratura ) , podrazumijevajući pod ovim pojmom činjenicu da primitivna funkcija ne predstavlja elementarnu funkciju.*)Takve su, npr., (kao što je Čebišev dokazao) funkcije zadane formulom
 f (x) = x m( a+ b x n) p
 za sve m, n, p∈ Q za koje niti jedan od brojeva p¸n
 m 1+ , p + n
 m 1+ nije cio broj. Ovdje se uključuju i
 funkcije čiji se integrali smjenama mogu svesti na integrale (diferencijalnog binoma) čija je podintegralna funkcija ovog oblika, kao npr., funkcija
 g(x) = xsin (jer je dttttxdxx ∫∫−
 −=== 2
 122
 1
 )1(sinsin ).
 Za integrale funkcija čije primitivne funkcije nisu elementarne funkcije kaže se i da nisu rješivi, jer se pod rješavanjem / nalaženjem integrala podrazumijeva njegovo svoñenje na skup elementarnih funkcija (u širem smislu).
 Korisno je znati koji integrali nisu rješivi, kako se ne bi uzalud gubilo vrijeme na pokušaje njihovog rješavanja. Kako se u matematici i njenim primjenama u prirodnim, tehničkim i drugim naukama često dobiju integrali funkcija čije primitivne funkcije nisu elementarne, izdvojeni su glavni tipovi ovakvih integrala.
 Dokazano je, npr., i da se integrali
 dxx e xα ±∫ , sin dx x xα∫ , cos dx x xα∫ (α∈R \ N)
 ______________ *) To ne znači da primitivne funkcije takvih funkcija uopšte ne postoje – u prvom paragrafu ovog poglavlja smo naveli činjenicu da svaka neprekidna funkcija na razmaku ⟨a, b⟩ (⊆R) ima primitivnu funkciju na tom razmaku.
 238
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239 ne mogu izraziti elementarnim funkcijama. Na njih se svode integrali
 ∫ − dxe x2
 , ∫ x
 dx
 ln, ∫ dxx2sin .
 Integrali ∫ dxx
 en
 x
 , dxx
 x
 a
 n
 ∫ log (0 < a ≠ 1), dx
 x
 xn∫
 sin (n = 1, 2, …)
 takoñe predstavljaju skupove neelemntarnih funkcija. Oni se mogu svesti na sljedeće
 integrale funkcija, čije primitivne funkcije takoñe nisu elementarne, ali su dobro izučene i postoje tablice za približno odreñivanje njihovih vrijednosti: *)
 li x = V.P. ∫x
 t
 dt
 0 log (x > 0) (integralni logaritam ),
 si x = dtt
 t
 x∫
 +∞
 − sin (x ≥ 0) (integralni sinus),
 ci x = dtt
 t
 x∫
 +∞
 − cos (x > 0) (integralni kosinus).
 Primitivne funkcije funkcija u obliku
 22)( xnn exxf −= ,
 22)( xnn exxg = (n = 0, 1, 2, …)
 takoñe nisu elementarne, ali se integrali funkcija nf s vode na tzv. funkciju greške **) Erf, koja je definirana formulom***)
 Erf (x) = ∫ −x
 t dte0
 22
 π, (x∈R).
 I eliptički integrali čine jedan od važnih tipova integrala koji se, u opštem slučaju, ne mogu riješiti u konačnom obliku. Poznato je da se svaki eliptički integral može svesti, do na sabirak koji predstavlja elementarnu funkciju, na jedan od sljedeća tri integrala (koji se takoñe ne mogu riješiti u konačnom obliku):
 I. ∫ −− )1)(1( 222 zkz
 dz, (0 < k < 1) (eliptički integral prve vrste);
 ______________ *) Ovdje su (umjesto neodreñenih integrala) navedeni nesvojstveni integrali i njihova glavna vrijednost (V.P.) koje proučavamo u osmom poglavlju ove knjige. Funkcije li x, si x, ci x predstavljaju nove (neelementarne) transcendentne funkcije koje su predmet posebnog proučavanja u matematici. **) odnosno na vjerovatnosnu funkciju distribucije (standardizirane Gaussove / normalne/ slučajne veličine), koja
 je definirana formulom F(x) : = ∫∞−
 −x t
 dte 2
 2
 2
 1
 π , (x∈R).
 ***) pomoću pojma odreñenog integrala kojeg definiramo i proučavamo u sljedećem poglavlju.
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 II. ∫ −− )1)(1( 222
 2
 zkz
 dzz, (0 < k < 1) (eliptički integral druge vrste);
 III. ∫ −−+ )1)(1()1( 2222 zkzzh
 dz, (0 < k < 1, h∈Z) (eliptički integral treće vrste).
 Smjenom z = sin ϕ ( )2
 0 π<< ϕ , Legendre *) je eliptičke integrale prve, druge i treće
 vrste sveo na oblike
 I’. ∫ − ϕϕ
 22 sin1 k
 d,
 II’. ϕϕϕ
 ϕϕϕ
 ϕdk
 kk
 d
 kd
 k∫∫∫ −−
 −=
 −22
 222222
 2
 sin11
 sin1
 1
 sin1
 sin;
 III’. ∫ −+ ϕϕϕ
 222 sin1)sin1( kh
 d.
 Integrali I’, ϕϕ dk∫ − 22 sin1 i III’ se nazivaju Legendrovi integrali u trigonometrijskom
 obliku prve, druge i treće vrste, respektivno (normalni ili kanonski trigonometrijski oblik eliptičkih integrala). Odreñivanjem konstante u Legendrovim integralima prve i druge vrste (koji su i posebno izučeni) tako da vrijednost tih integrala za ϕ = 0 bude jednaka nuli, dobijemo funkcije F(ϕ, k) i E(ϕ, k) koje su definirane formulama
 F(ϕ, k) = ∫ − ϕϕ
 22 sin1 k
 d, F(0, k) = 0;
 E(ϕ, k) = ϕϕ dk∫ − 22 sin1 , E(0, k) = 0,
 (odnosno formulama
 F(ϕ, k) = ∫ −
 ϕ
 ϕϕ
 022 sin1 k
 d, E(ϕ, k) = ∫ −
 ϕ
 ϕϕ0
 22 sin1 dk ).
 Funkcije F(ϕ, k) i E(ϕ, k) su neelementarne funkcije, čija su svojstva uzučena i za koje su formirane i tablice njihovih (približnih) vrijednosti. One se koriste u mnogim teorijskim i praktičnim problemima.
 Važnu primjenu imaju i neelementarne funkcije ( )αΓ i ),( βαB koje su definirane formulama:
 ( ) );0(,d1
 0
 >=Γ −∞+
 −∫ αα α tte t )0,(,)1(),( 11
 0
 1 >−= −−∫ βαβα βα tdttB .
 ______________ *) A. M. Legendre (1752 – 1833) – francuski matematičar.
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 Funkciju Γ (x) nazvao je Legendre gama – funkcijom , a integral kojim je definirana Eulerovim integralom druge vrste (sl. 6.10.1).
 Gama funkcija je upravo važna radi svoje veze s faktorijelima, pa ju je Euler i uveo da proširi pojam faktorijela od prirodnih brojeva na sve realne pozitivne brojeve.Funkcija B( p, q) zove se prema Legendru Eulerov integral prve vrste ili beta – funkcija .
 Sl. 6.10.1: Gama funkcija . Sl.6.10.2: Apsolutna vrijednost funkcije Γ(z) u komleksnoj ravnini.
 Za 1a = vrijedi:
 0
 (1) d 1.xe x+∞
 −Γ = =∫
 Za 1a > parcijalnom integracijom dobijemo
 0
 0 0
 1 1 2( ) d ( 1) d|x x xx e x x e x e xα α αα α+ ∞ + ∞
 + ∞− − − − − −Γ = =− + −∫ ∫ ,
 iz čega slijedi ( ) ( 1) ( 1)α α αΓ = − Γ − .
 Stoga za ∈=nα N vrijedi ( ) ( 1)( 2) ... 3 2 (1) ( 1)!n n n nΓ = − − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅Γ = − .
 Beta funkcija je simetrična s obzirom na svoje parametre, odnosno vrijedi ( , ) ( , )B Ba b b a= .
 Bez dokaza navodimo dvije veze izmeñu gama funkcije i beta funkcije:
 ( ) ( )
 ( , ) ,( )
 Bα βα β
 α βΓ ⋅ Γ=
 Γ +
 ( ) (1 ) ( ,1 ) , 0 1.sin( )
 Bπα α α α ααπ
 Γ ⋅Γ − = − = < <
 Tako je, na primjer,
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 21 1 1
 , 12 2 2
 B π−Γ = =
 ,
 pa je
 π=
 Γ2
 1.
 Funkcija gáma je u matematici specijalna funkcija . Njen domen se proširuje i na kompleksne brojeve (sl. 6.10.2). Za svaki kompleksni broj z čiji je realni dio pozitivan G- funkcija definirana je sljedećim integralom:
 ( ) ttez zt d1
 0
 −∞+
 −∫=Γ .
 I za ovako proširenu Γ - funkciju lako se vidi da vrijedi jednakost )1()( +Γ=Γ zzz . Ova relacija
 napisana u obliku zzzz /)1()( +Γ=Γ daje produženje Γ - funkcije do poluravni Re( ) 1z > - , sa
 polom u 0z = , zatim do poluravni Re( ) 2z > - , sa još jednim polom u 1z = - , itd. Tako se Γ -
 funkcija produžuje do funkcije , definirane za sve kompleksne brojeve z osim polova u nepozitivnim cijelim brojevima 0, 1, 2,z = - - . Pod Γ - funkcijom podrazumijeva se po pravilu ovako definirano
 produženje.
 Gama funkcija i beta funkcija se javljaju u brojnim aplikacijama i po važnosti su odmah iza elementarnih funkcija.
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 G L A V A 7
 ODREðENI INTEGRAL
 § 7. 1. O problemu izračunavanja površine i razvoju integralnog računa
 Najstariji i najjednostavniji od problema koji su doveli do integralnog računa je kvadratura zadanog lika u ravni, tj. odreñivanje kvadrata jednake površine kao zadani lik. To je naziv koji se tumači istorijskim razlozima, jer je najstariji problem te vrste bio znamenita kvadratura kruga (konstrukcija stranice kvadrata koji ima jednaku površinu kao i zadani krug, i to pomoću šestara i linijara / ravnala)*). Budući da se izračunavanje odreñenog integrala pojavilo najprije u obliku kvadrature, tj. odreñivanja površine, često se još uvijek izračunavanje takvih integrala naziva i kvadraturom .
 Još u antičkom periodu bilo je poznato kako se izračunava površina pravougaonika i površina trougla, a površina pravilnih mnogouglova izračunavala se njihovim dijeljenjem na trouglove. Meñutim, već izračunavanje površine kruga zadaje teškoće konceptualne prirode. Tada je primijećeno da je odnos površine kruga i kvadrata njegovog poluprečnika konstantan. Ta konstanta je kasnije
 postala poznata kao broj π, a da bi se objasnilo zašto je to tako, u modernom pristupu polazi se od niza pravilnih mnogouglova sa sve većim brojem stranica koji su upisani u proizvoljno zadani krug (sl. 7.1.1). Neka je An pravilni mnogougao sa n stranica upisanih u zadani krug K. Tada je površina pn jednog od trouglova na koje je podijeljen mnogougao An (sl. 7.1.2)
 data sa pn = 2
 han ⋅, gdje je an dužina
 stranice mnogougla An a h odgovarajuća visina uočenog trougla. Kako je
 2sin
 2nn r
 a α⋅= ,
 2cos nrh
 α⋅= , gdje je αn centralni ugao nad stranicom an, to je
 n
 r
 nnrpn
 πππ 2sin
 2cossin
 22 =⋅= , odakle je površina Pn od An data sa
 n
 rnPn
 π2sin
 2
 2
 ⋅= . Površina P
 kruga K definira se kao granična vrijednost ∞→nlim Pn, pa je
 . 2
 2sin
 lim2
 sin2
 lim 222
 πππ
 ππ ⋅=⋅=== ∞→∞→ r
 n
 nrn
 rnPP nnn
 ___________________ *) Preciznije, problem kvadrature kruga se sastoji u tome da se odredi je li moguća opšta konstrukcija stranice (mjernog broja dužine) α kvadrata koji ima istu površinu kao i zadani krug poluprečnika a. Riječ "opšta" znači konstrukciju koja vrijedi za svaki pozitivan broj a i da je propis za njeno izvoñenje u suštini nezavisan od broja a. Nemogućnost kvadrature kruga je dokazana tek kada je Lindemann 1882. god. dokazao transcendentnost broja π. Napomenimo da je najprije Hermite dokazao svojstvo transcendentnosti za broj e (1873. god.). No, to ne znači da se ni za jedan realan broj a > 0 ne može konstruisati stranica α kvadrata čija je površina jednaka površini kruga poluprečnika a.
 K r αn
 αn r r r h
 an Sl. 7.1.1. Sl. 7.1.2.
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 No, površina figure se, u stvari, izračunava, odnosno mjeri, poreñenjem sa utvrñenim standardom (etalonom). Ako usvojimo definiciju po kojoj kvadrat dužine stranice od 1 mm ima površinu od jednog kvadratnog milimetra, onda površinu kruga možemo približno odrediti i tako da ga prekrijemo kvadratnom mrežom (sl. 7.1.3) i da prebrojimo koliko kvadratića je zahvaćeno unutar posmatranog kruga K. Ovom metodom dobijemo približnu vrijednost površine kruga sa nekom tačnošću, pa ako nam je potrebna veća tačnost, onda treba da koristimo finiju (sa manjim kvadratićima) mrežu. Ovaj postupak se može matematski formalizovati primjenom pojma granične vrijednosti i tako proširiti na izračunavanje površine figura u ravni proizvoljnog oblika. Meñutim, da je ovakav način izračunavanja površine usvojen u matematici i da
 se nije otkrio efikasniji način, moguće je da bi matematičke nauke i njihove primjene bile lišene integralnog računa. Ali je još veliki grčki matematičar Arhimed (278. – 212. pr.n.e., Sirakuza) otkrio da se površina lika u ravni ograničenog krivom zadanom sa y = f (x), pravama čije su jednačine x = a i x = b i osom Ox može izračunati dijeljenjem na pravougaonike. Kao Arhimed i B. Cavalieri (1598. – 1637.) u svom znamenitom djelu "Geometria indivisibilibus continuorum nova quadom ratione promota" (Geometrija unaprijeñena jednim novim načinom razlaganja pomoću nedjeljivih elemenata neprekidnosti tvorevina, Bononiae (Bologna), 1635.) shvata, u svrhe izračunavanja površina, zapremina i težišta, likove u ravni kao "skup" ili "zbir" paralelnih duži, a tijela kao skup ili zbir paralelnih likova ili zapremina tijela ograničenih istim dvjema paralelnim dužima ili likovima. Cavalierijevi rezultati imaju već smisao opšte i jedinstvene metode kojom je odredio veći
 broj površina i zapremina. P. de Fermat (1601. – 1665.) je izračunavao površine likova omeñenih opštim parabolama i hiperbolama i u tu svrhu je aproksimirao traženu površinu zbirom površina pravougaonika u današnjem smislu, dok je B. Pascal (1623., Ciermont – 1662, Paris) bio sasvim blizu današnjem shvatanju integrala (posebno je u njegovim rezultatima bio jasno izrečen smisao svake kvadrature, a u I. Newtona i G. W. Leibniza, osnivača diferencijalnog i integralnog računa, kvadratura ima ustaljeni geometrijski oblik koji ćemo u onom što slijedi precizno opisati u savremenoj formulaciji), tako da su se i Fermat i Pascal služili i nekim metodama računanja integralnog računa (parcijalna integracija). Arhimedova istraživanja imala su znatan uticaj i na Leibniza, pa sām priznaje veliki dug što ga ima prema njemu i njegovom shvatanju i tvrdi da se novi integralni račun razlikuje od prvobitne Arhimedove metode, kojom je on dolazio do otkrića, samo u tome što se u njemu uvode novi simboli i što se sistematski izrañuje nov način analitičkog računanja. Današnji znak integrala uveo je Leibniz, i to u početku ne kao znak integracije, nego kao uobičajenu svoju skraćenicu za riječ summa, tako da je u početku taj znak označavao u njegovim rukopisima i konačne zbirove. Prvi put je Leibniz upotrijebio taj simbol kao znak integracije u raspravi "Analysis tetragonistica ex centrobarycis" (Odreñivanje površina iz težišta, 1675), u kojoj je prvi put uveo i znak d za diferencijal kao i ime novoga računa: "calculus summatorius"(zbirni – integralni račun) i "calculus differentialis". Prije toga služio se Leibniz za integralni račun i nazivom "calculus tetragonisticus" (račun površina). Ime "integral" potječe od J. Bernoullia. Na kraju ovog kraćeg istorijskog osvrta o počecima integralnog računa, napomenimo još da je Leibnizova simbolika o kojoj će biti još govora, bitan doprinos izgradnji integralnog računa radi operativnih mogućnosti koje sadržava.
 Opštu definiciju odreñenog integrala dao je B. Riemann (1826. - 1866.) u svom radu "Ueber die Darstellbarkeit einer willkőrlichen Funktion durch eine trigonometrische Reihe" (O mogućnosti predstavljanja funkcije proizvoljnim trigonometrijskim redom, 1854). Riemannova definicija integrala obuhvata mnogo širu klasu funkcija od klase neprekidnih funkcija, a geometrijska interpretacija toga integrala (kojeg još zovemo i odreñeni integral u Riemannovom smislu ili Riemannov integral) posebno je slučaj općenitijega pojma sadržine skupa tačaka u ravni ili njegove mjere u Jordanovom smislu (1892) ili Jordan – Peanovu. No, napomenimo da je mnogo opštija mjera skupa, koju je uveo H. Lebesgue (1902.), a i u vezi je s integralom u Lebesgueovom smislu, koji sadrži kao poseban slučaj Riemannov integral i predstavlja jednu od najvažnijih tekovina novije teorije funkcija realne promjenljive. No, izučavanje Lebesgueovog integrala izlazi iz okvira programskih sadržaja ovog kursa.
 § 7. 2. Pojam odreñenog integrala
 U okviru ovog odjeljka razmotrit ćemo savremenu koncepciju odreñenog integrala u Riemannovom smislu i to prvo za ograničenu realnu funkciju definiranu na nekom segmentu sadržanom u skupu R realnih brojeva.
 7. 2. 1. Podjela segmenta
 Uočimo segment [a, b] ⊂ R. Konačan skup P : = x0, x1, ..., xn tačaka x0, x1, ..., xn ∈[a, b], takvih da je
 a = x0 < x1 < x2 < ⋅⋅⋅ < xn = b, (n∈N), nazivamo podjelom ili podjelom σ ili σ - podjelom segmenta [a, b].
 K Sl. 7.1.3.
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 Na ovaj način je segment [a,b] podijeljen na n – podsegmenata [xi, xi+1] za i = 0, 1, 2, ..., n – 1 koje nazivamo ćelije σ – podjele segmenta [a, b] i označavamo često sa σ i , tj.
 σ i : = [xi, xi+1] (∀ i∈0, 1, 2, ..., n – 1 ). Označimo razliku xi+1 – xi sa ∆ xi i napomenimo da se oznaka ∆ xi često zamjenjuje sa σ i, tj. sa istim simbolom kojim je označena ćelija σ i, a predstavlja rastojanje d (xi, xi+1) izmeñu tačaka xi i xi+1 . Rastojanje d (xi, xi+1) naziva se dijametar ćelije σ i. Skup P [a, b] svih podjela segmenta [a, b] uredićemo relacijom ⊆ koja je data sljedećom definicijom: Definicija 7.2.1 Za podjelu σ * segmenta [a, b] kažemo da je finija od podjele σ (ili da je profinjenje ili produženje podjele σ ), odnosno da je podjela σ grublja od podjele σ *, ako je σ ⊆ σ *.
 Iz definicije 7.2.1. slijedi da svaka tačka podjele σ predstavlja i tačku podjele σ *.
 Za podjelu σ segmenta [a, b] kažemo da je zajednička podjela σ 1 – podjele i σ 2 – podjele ako je σ = σ 1 ∪σ 2 .
 Definicija 7.2.2. Pod parametrom podjele σ segmenta [a, b] podrazumijevamo broj λ (σ ) (odnosno λ (P )) dat sa
 λ (σ ) : = max xi+1 – xi : i = 0, 1, 2, ..., n – 1. Za podjelu σ kažemo da je δ – podjela (δ > 0) ako je dijametar svake ćelije podjele σ segmenta [a, b] manji od δ, tj. ako je λ (σ ) < δ.
 7. 2. 2. Darbouxove sume Neka je
 f : [a, b] → K ([a, b]⊂R, K⊆R) (1)
 ograničena funkcija i neka je x0, x1, ..., xn σ – podjele segmenta [a, b]. Sa m, odnosno M, te, za svaki i∈0, 1, 2, ..., n – 1, sa mi, odnosno Mi, označimo brojeve definirane sljedećim jednakostima:
 m = inf f (x) | x ∈ [a, b], M = sup f (x) | x ∈ [a, b]; mi = inf f (x) | x ∈ [xi, xi+1] , Mi = sup f (x) | x ∈ [xi, xi+1].
 Definicija 7.2.3. Brojeve S σ ( f ) ( = s = s ( f, σ ) = s ( f, P ) = S* ( f,σ, a, b ) = S n (σ ) ) i
 S σ ( f ) ( = S = S ( f, σ ) = S ( f, P ) = S* ( f,σ, a, b ) = S n (σ ) ), definirane relacijama
 ∑−= ∆⋅= 1
 0 :) (
 n
 i ii xmfSσ , ∑−= ∆⋅= 1
 0 :) (
 n
 i ii xMfSσ ,
 nazivamo donjom i gornjom Darbouxovom (Darbuovom) sumom funkcije f : [a, b] → K ([a, b]⊂R, K⊆R) za izabranu podjelu σ segmenta [a, b], respektivno.
 Tvrdnja 7.2.1. Skup svih donjih (gornjih) Darbouxovih suma za datu /ograničenu/ funkciju f na segmentu [a, b] je ograničen.
 Dokaz : Za svaku ćeliju σ i proizvoljne podjele σ segmenta [a, b] važe sljedeće nejednakosti: m ≤ mi ≤ Mi ≤ M, (∀ i∈0, 1, 2, ..., n – 1 ). (*)
 Množenjem sa ∆ xi ( > 0) nejednakost (*) dobije se m ⋅ ∆ xi ≤ mi ⋅ ∆ xi ≤ Mi ⋅ ∆ xi ≤ M ⋅ ∆ xi , (∀ i∈0, 1, 2, ..., n – 1 ),
 odakle, sabiranjem, zaključujemo da je
 ∑∑∑∑ −=
 −=
 −=
 −= ∆⋅≤∆⋅≤∆⋅≤∆⋅ 1
 0
 1
 0
 1
 0
 1
 0
 n
 i i
 n
 i ii
 n
 i ii
 n
 i i xMxMxmxm ,
 tj.
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 m ( b – a ) ≤ S σ ( f ) ≤ S σ ( f ) ≤ M ( b – a ), (2)
 jer je abxxxxxxxxx nnn
 n
 i i −=−=−+⋅⋅⋅+−+−=∆ −−=∑ 011201
 1
 0)()()( .
 Ovim je tvrdnja i dokazana.
 Iz dokazane tvrdnje 7.2.1. slijedi da je za proizvoljnu podjelu σ donja Darbouxova suma manja ili jednaka od gornje Darbouxove sume ograničene funkcije f na segmentu [a, b], tj. važi nejednakost
 S σ ( f ) ≤ S σ ( f ). (3)
 Tvrdnja 7.2.1. ima sljedeću geometrijsku interpretaciju: Darbouxove sume S σ ( f ) i
 S σ ( f ) predstavljaju površine upisanog odnosno opisanog stepenastog poligona. Proizvodi m ( b – a ) i M ( b – a ) su površine pravougaonika sa osnovom dužine b – a i visinama čije su dužine m odnosno M. Nejednakost (2) označava da se donja i gornja Darbouxova suma nalaze izmeñu površine upisanog i površine opisanog pravougaonika za uočeni krivolinijski trapez (sl. 7.2.1).
 Dokazuje se da za Darbouxove sume ograničene funkcije f na segmentu [a, b] važe dvije sljedeće tvrdnje: Tvrdnja 7.2.2. Ako je podjela σ * segmenta [a, b] produženje podjele σ tog segmenta, onda važe nejednakosti :
 ) () ( * fSfS σσ ≤ , ) () (* fSfS σσ ≤ . (4)
 Tvrdnja 7.2.3. Proizvoljna gornja Darbouxova suma nije manja od proizvoljne donje Darbouxove sume.
 7. 2. 3. Integralne (Riemannove) sume. Definicije integrabilnosti i odreñenog integrala
 Neka je σ (odnosno P : = x0, x1, ..., xn) proizvoljna podjela segmenta [a, b] čije su ćelije σ i : = [xi, xi+1] za i = 0, 1, 2, ..., n – 1. Za ∀ i∈0, 1, 2, ..., n – 1, označimo sa ξ i proizvoljnou odabranu tačku u ćeliji σ i, tj. ξ i ∈σ i, ili što je isto: xi ≤ ξ i ≤ xi+1 ( xi diobene tačke segmenta [a, b] ). Skup svih tačaka ξ1, ξ2, ..., ξn označimo sa ξ. Na ovaj način dobije se tzv. podjela (σ, ξ ) (koju označavamo i sa (P, ξ )) sa istaknutim tačkama segmenta [a, b] (v. sl. 7.2.1).
 Definicija 7.2.4. Neka je data funkcija f : [a, b] → K ( [a, b]⊂R, K⊆R) i neka je (σ, ξ ) podjela sa istaknutim tačkama segmenta [a, b]. Suma
 ∑−
 =∆=
 1
 0
 )( :) (n
 iii xffS ξσ
 naziva se integralna suma (ili integralni zbir ili Riemannova suma) funkcije f za datu podjelu (σ, ξ ). Integralna suma Sσ ( f ) obilježava se i sa S ( σ ), Sn ( σ ) ili sa S (odnosno sa σ ( f, P¸ξ ) ako se, umjesto sa σ, podjela označi sa P ; a ponekad i sa S ( f, P, a, b) i sl. ). Napomena: Ako je funkcija f neprekidna funkcija na segmentu [a, b], onda (kao što je poznato) postoji bar jedan par tačaka ξ i, η i iz ćelije σ i (∀ i∈0, 1, 2, ..., n – 1 ) podjele σ takav da je M i = f (ξ i ) i mi = f (η i ) (gdje su M i i mi gornja i donja meña, respektivno, funkcije f na
 y y = f ( x ) mi Mi M m xi xi+1 a x1 x2 ξi xn – 1 b x
 Sl. 7.2.1.
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247 parcijalnom segmentu σ i ). Otuda slijedi da za neprekidnu funkciju f na segmentu [a, b] gornja i donja Darbouxova suma predstavljaju integralne sume.
 Primjer 7.2.1. Neka je sa y = f (x), a ≤ x ≤ b, definirana neprekidna i nenegativna funkcija (sl. 7.2.2.). Sa ABCD označimo geometrijsku figuru (krivolinijski trapez) koju ograničavaju kriva čija je jednačina y = f ( x ) i dijelovi ose Ox i pravih datih sa x = a i x = b. Uočimo jednu podjelu P : = x0, x1, ..., xn sa istaknutim tačkama ξ1, ξ2, ..., ξn . Nacrtajmo parvougaonike s osnovama [xi, xi+1] i visinama čije su dužine f (ξ i ), za i = 0, 1, 2, ..., n – 1. Zbir površina ovih pravougaonika dat je integralnom sumom i
 n
 ixf ∆∑
 −= ) (
 1
 0ξ ( = Sσ ( f ) ).
 Uočimo dijelove ravni koji sadrže tačke koje se nalaze u pravougaonicima, a ne nalaze se u krivolinijskom trapezu ABCD (na sl. 7.2.2.), kao i dijelove ravni koji sadrže tačke koje se nalaze u krivolinijskom trapezu ABCD, a ne nalaze se u pravougaonicima (sa sl. 7.2.2.). Ne ulazeći ovdje u definiciju površine krivolinijskog trapeza (koju smo, na odreñen način već dali u §7.1, a koju ćemo, formalnije, dati kasnije), a imajući u vidu intuitivan pojam površine, možemo zaključiti da ukupne površine pomenutih dijelova mogu biti proizvoljno male, a da je površina krivolinijskog trapeza približno jednaka integralnoj sumi Sσ ( f ). Tvrdnja 7.2.4. Za izabranu podjelu σ segmenta [a, b] i zadanu funkciju f oblika (1) donja
 Darbouxova suma S σ ( f ) i gornja Darbouxova suma S σ ( f ) predstavljaju donju i gornju granicu (ograničenje) skupa svih integralnih suma izabrane podjele.
 Dokaz: Za svaku ćeliju date podjele σ sa istaknutim tačkama ξ1, ξ2, ..., ξn – 1 važi: mi ≤ f (ξ i ) ≤ Mi, ( i = 0, 1, ..., n – 1 ) .
 Množenjem sa ∆ x i (ovih nejednakosti) i sabiranjem dobije se
 S σ ( f ) : = ∑∑∑−=
 −=
 −= ∆≤∆≤∆ 1
 0
 1
 0
 1
 0)(
 n
 i ii
 n
 i ii
 n
 i ii xMxfxm ξ : = S σ ( f ),
 odakle je
 S σ ( f ) ≤ S σ ( f ) ≤ S σ ( f ). Ovim je tvrdnja i dokazana.
 Napomenimo da se vrijednost f (ξ i ) (i∈0, 1, 2, ..., n – 1) može uzeti ili da bude jednaka ili tako da se po volji malo razlikuje od odgovarajućih vrijednosti mi i Mi (donje i gornje meñe) na ćeliji σ i ; što slijedi iz definicije brojeva mi i Mi . Kako je skup svih donjih (odnosno gornjih) Darbouxovih suma za datu (ograničenu) funkciju f i segment [a, b] ograničen, to na skupu σ (= σ : σ podjela segmenta [a, b] = P ) svih podjela
 segmenta [a, b] postoje (konačni) brojevi
 )( sup fSσσ
 i
 )( inf fSσσ
 (gdje su:
 =)( sup fSσσ
 P∈= σσ :)( sup fS ,
 )( inf fSσσ
 P∈= σσ :)( inf fS , tj. infimum i supremum se uzimaju po svim
 podjelama segmenta [a, b] ).
 Definicija 7.2.5. Brojeve
 )( sup :I fSσσ
 = i
 )( inf :I fSσσ
 = nazivamo donjim i gornjim
 Darbouxovim integralom (ili donjim i gornjim Riemannovim integralom) funkcije f na segmentu
 [a, b], respektivno, i obilježavamo sa: ∫−
 = xxf d)(I , ∫=_
 d)(I xxf .
 Jasno je da vrijedi sljedeći rezultat:
 y y = f ( x ) C D A B
 a ξ1 x1 xi ξi xi+1 xn–1 ξn–1 b x
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248 Tvrdnja 7.2.5. Za svaku podjelu σ segmenta [a, b] važi
 )(II)( fSfS σσ ≤≤≤ .
 Definicija 7.2.6. Za ograničenu funkciju f : [a, b] → K ( [a, b]⊂R, K⊆R ) kažemo da je integrabilna po Riemannu ili da je integrabilna u Riemannovom smislu na segmentu [a, b] ako
 je ∫∫−
 = xxfxxf d)(d)(_
 . Tada se broj ) I (d)( ) I ( d)( : I_
 ==== ∫∫−
 xxfxxf naziva (odreñeni) Riemannov
 integral funkcije f na segmentu [a, b] i piše se
 ∫=b
 a
 xxf d)(I .
 Pri tome se a i b nazivaju donjom i gornjom granicom integrala, respektivno; funkcija f naziva se podintegralnom funkcijom (integrandom), a izraz f (x)dx naziva se podintegralni izraz. Promjenljiva x se naziva integraciona promjenljiva ili varijabla integriranja .
 Primijetimo da iz definicije 7.2.6. slijedi da vrijednost odreñenog Riemannovog integrala zavisi
 samo od funkcije f i brojeva a, b, pa izrazi ∫b
 a
 xxf d)( i ∫b
 a
 uuf d)( znače jedno te isto, tj. imaju istu
 vrijednost. Dakle, integraciona promjenljiva x u odreñenom Riemannovom integralu se može
 zamijeniti bilo kojim drugim odgovarajućim simbolom (a pri tome vrijednost ∫b
 a
 xxf d)( ostaje
 nepromijenjena). Skup svih funkcija, integrabilnih u Riemannovom smislu na segmentu [a, b], označavamo sa R ([a, b]) ili, kraće, sa R [a, b] i ubuduće ćemo takve funkcije kratko nazivati integrabilnim funkcijama . Riemannov integral, pak, kratko ćemo nazivati integralom odnosno odreñenim integralom, za razliku od skupa svih primitivnih funkcija neke funkcije, kojeg smo nazivali neodreñenim integralom.
 Teorema 7.2.1. (Kriterij integrabilnosti funkcije ). Da bi ograničena funkcija f : [a, b] → K ( [a, b]⊂R, K⊆R ) bila integrabilna na segmentu [a, b] potrebno je i dovoljno da za svaki ε > 0 postoji takva podjela σ* segmenta [a, b] da je
 εωσσ ))(( )()( 01
 0
 1
 0** <∆=∆−=−≤ ∑ ∑−=
 −=
 n
 i
 n
 i iiiii xxmMfSfS , (*)
 (gdje je ω i oscilacija funkcije f na ćeliji σ i podjele σ* ).
 Pojmovi integrabilnosti i odreñenog integrala se često uvode i sljedećom definicijom, koristeći pojam granične vrijednosti integralne sume. Definicija 7.2.7. Neka je d (σ ) : = i
 nix∆
 −≤≤ 10max parametar podjele σ segmenta [a, b]. Za broj
 I (∈ R) kažemo da je granična vrijednost (limes) integralnih suma Sσ ( f ) funkcije f : [a, b] → K ( [a, b]⊂R, K⊆R ) kad d (σ ) → 0 i pišemo
 IfSn
 d=
 ∞→→
 ) (lim)(0)(
 σσ ,
 ako za svaki ε > 0 postoji broj δ : = δ (ε ) > 0 takav da za svaku σ - podjelu segmenta [a, b] (s istaknutim tačkama ξ 0 ∈ σ 0 , ξ1∈σ 1, ..., ξn – 1 ∈σ n – 1 ) za koju je d (σ ) < δ važi nejednakost
 | Sσ ( f ) – I | < ε, nezavisno od izbora tačaka ξ i ∈σ i ( ∀ i∈0, 1, 2, ..., n – 1). Ako ) (lim 0)( fSd σσ → postoji i
 konačan je, onda se kaže da je funkcija f integrabilna u Riemannovom smislu na segmentu [a, b], a broj ) (lim : 0)( fSI d σσ →= naziva se Riemannovim integralom funkcije f na segmentu
 [a, b] i piše se
 xxfIb
 a
 d )(∫= , odnosno ∑∫−=
 ∞→→
 ∆= 1
 0
 )(
 0)()(limd )(
 n
 i ii
 n
 d
 b
 a
 xfxxf ξσ
 . (**)
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249 Primjedba. Simbol lim u (**), odnosno u definiciji 7.2.7, uzima se u nešto drugačijem smislu nego dosad. Naime, ovdje se ne radi o teženju graničnoj vrijednosti kada se jedna promjenljiva mijenja, nego je to teženje vezano uz stezanje segmenta σ i ( ∀ i∈0, 1, 2, ..., n – 1) tako da mu mjerni broj dužine teži nuli. Odreñeni integral I je granična vrijednost sume koja se mijenja kada se podjela σ segmenta [a, b] na manje dijelove σ i mijenja. Pri tome je I čvrst broj takav da se apsolutna vrijednost razlike tog broja i integralne sume (koja se dobije pri bilo kojoj podjeli σ segmenta [a, b] ) može učiniti proizvoljno malom, ako su samo dužine svakog podsegmenta σ i dovoljno male, pri čemu je način podjele segmenta [a, b], kao i izbor tačaka ξ i ∈σ i sasvim proizvoljan.
 Tvrdnja 7.2.5. Potreban uslov da funkcija f bude integrabilna na segmentu [a, b] jeste da f bude ograničena na [a, b]. *)
 Sljedeće dvije teoreme pokazuju ekvivalentnost definicija 7.2.6. i 7.2.7. integrabilnosti i odreñenog integrala.
 Teorema 7.2.2. Ako postoji ) (lim 0)( fSd σσ → = I, onda je f ∈ R [a, b] i pri tome važi jednakost
 Ixxfb
 a
 =∫ d )( ,
 tj. ako je funkcija f integrabilna i broj I joj je odreñeni integral na [a, b] u smislu definicije 7.2.7, onda je ona integrabilna i broj I joj je odreñeni integral na [a, b] i u smislu definicije 7.2.6.
 Teorema 7.2.3. Ako je f ∈ R [a, b] i Ixxfb
 a
 =∫ d )( , onda postoji granična vrijednost
 ) (lim 0)( fSd σσ → , koja je jednaka broju I, tj. ako je funkcija f integrabilna i broj I joj je odreñeni
 integral na [a, b] u smislu definicije 7.2.6, onda je f integrabilna i broj I joj je odreñeni integral na [a, b] i u smislu definicije 7.2.7.
 Donji i gornji Darbouxov integral definirali smo kao supremum, odnosno infimum, donjih, odnosno gornjih, Darbouxovih suma. Meñutim, sljedeća (Darbouxova) teorema, koju takoñe navodimo bez dokaza, tvrdi da su ti integrali ujedno i limesi odgovarajućih suma. Teorema 7.2.4. Za svaku ograničenu funkciju f na segmentu [a, b] važi
 ) (lim I 0)( fSd σσ →= , ) (limI 0)( fSd σσ →= .
 Sada se teoreme 7.2.1 – 7.2.3. dobiju kao neposredne posljedice Darbouxove teoreme 7.2.4.
 § 7. 3. Integrabilnost nekih klasa funkcija
 Iz tvrdnje 7.2.5, slijedi da je ograničenost funkcije na segmentu integriranja potreban uslov za integrabilnost funkcije na tom segmentu. Meñutim, ograničenost nije i dovoljan uslov za integrabilnost (proizvoljne ograničene ) funkcije na segmentu (na kojem je ograničena), odnosno svaka ograničena funkcija na nekom segmentu [a, b] ne mora biti i integrabilna na tom segmentu. Primjer 7.3.1. Ispitajmo integrabilnost Dirichletove *) funkcije, tj. funkcije χ defnirane formulom:
 ∈∈
 =, \ ,0
 , ,1)(
 QR
 Q
 x
 xxχ
 __________________ *) Zbog ovog stava često se u literaturi (posebno starijoj) i pri definiranju integrabilnosti i Riemannovog integrala pomoću limesa integralnih suma pretpostavlja da je posmatrana funkcija ograničena na segmentu integracije.
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250 na proizvoljnom (konačnom) segmentu [a, b] (a < b). Neka je σ proizvoljna podjela segmenta [a, b]. Ako u svakoj ćeliji σ i = [xi, xi+1] ove podjele izaberemo proizvoljan racionalan broj ξ i ∈σ i, onda je odgovarajuća integralna suma data sa
 abxxxS i
 n
 ii
 n
 i
 n
 i ii −=∆=∆⋅=∆= ∑∑∑−
 =
 −
 =
 −
 =
 1
 0
 1
 0
 1
 01)()( ξχχσ .
 Ako, pak, u svakoj ćeliji σ i izaberemo proizvoljan iracionalan broj ξ i ∈σ i, onda je integralna suma data formulom
 00)() (1
 0
 1
 0=∆⋅=∆= ∑∑
 −
 =
 −
 = i
 n
 i
 n
 i ii xxfS ξχσ .
 Otuda slijedi da ) (lim 0)( fSd σσ → ne postoji (zavisi od izbora istaknutih tačaka), pa Dirichletova
 funkcija χ nije integrabilna na segmentu [a, b] (pa ne postoji ni integral ∫b
 adxx)(χ ).
 Meñutim, sljedeće dvije teoreme pokazuju da je svojstvo neprekidnosti i svojstvo monotonosti, respektivno, proizvoljne funkcije na nekom segmentu dovoljan uslov za integrabilnost te funkcije na tom segmentu.
 Teorema 7.3.1. Svaka neprekidna funkcija f : [a, b] → K ([a, b]⊂R, K⊆R) je integrabilna na segmentu [a, b], tj. C [a, b] ⊆ R [a, b], gdje je C [a, b] skup svih realnih funkcija koje su definirane i neprekidne na [a, b].
 Dokaz: Neka je dat ε > 0. Kako iz neprekidnosti funkcije f na segmentu [a, b] slijedi i njena uniformna (ravnomjerna) neprekidnost na tom segmentu, to za dati ε > 0 postoji broj δ : = δ (ε ) > 0 (koji zavisi samo od ε ) takav da je
 (∀x1, x2∈[a, b]) | x1 – x2 | < δ ⇒ | f (x1) – f (x2)| < ab −
 ε.
 Izaberimo sada proizvoljnu podjelu σ segmenta [a, b] koja je ujedno i δ - podjela, tj. za koju je d (σ ) < δ. Iz neprekidnosti funkcije f na ćeliji σ i = [xi, xi+1] (za i = 0, 1, ..., n – 1) slijedi da postoji bar jedan par tačaka ξ i, η i ∈ σ i takav da je
 f (ξ i) = Mi, f (η i) = mi,
 pri čemu Mi i mi imaju uobičajeno značenje i vrijedi Mi – mi < ab −
 ε (∀i ∈0, 1, ..., n – 1). No,
 to znači da je 0 ≤ εεωσσ <−⋅−
 <∆−=∆=− ∑∑−
 =
 −
 =)()()(
 1
 0
 1
 0ab
 abxmMxSfS
 n
 i iii
 n
 i ii , što znači da je funkcija
 f integrabilna na segmentu [a, b].
 Primjer 7.3.2. 1° Neka je realna funkcija f definirana formulom f (x) = x2, x∈[0, 1]. Ova funkcija f je neprekidna, pa je, prema teoremi 7.3.1, ona i integrabilna (na segmentu [0, 1]), pa prilikom računanja možemo uzeti proizvoljne podjele P, takve da λ (P) → 0, kao i proizvoljne skupove ξ istaknutih tačaka ξ0, ξ1, ..., ξn-1. definišimo podjelu P segmenta
 [0, 1] na dijelove jednakih dužina n
 1 pomoću tačaka x0 = 0, x1 =
 n
 1, x2 =
 n
 2, ..., xn – 1 =
 n
 n 1−, xn = 1.
 Podjela ovakvog tipa naziva se ekvidistantna podjela. Za istaknute tačke ξ i uzmimo desne krajeve ćelije σ i =
 = [xi, xi+1], tj. ξ i = xi+1 = n
 i 1+ ( i = 0, 1, ..., n – 1 ). Tada je
 σ ( f, P, ξ ) = ( )23
 222
 3
 1
 0
 2
 3
 1
 0
 21
 0 6
 )12)(1(
 6
 )12)(1( 1...21
 1)1(
 111)(
 n
 nnnnn
 nn
 ni
 nnn
 ixf
 n
 i
 n
 i
 n
 i ii
 ++=++=+++=+=⋅
 +=∆ ∑∑∑−
 =
 −
 =
 −
 =ξ .
 Prelaskom na limes kad λ (P) → 0, tj. kad n → ∞, imamo
 3
 1
 6
 )1
 2)(1
 1(lim
 6
 )12)(1(lim
 1
 0 22 =
 ++=++= ∞→∞→∫ nn
 n
 nndxx nn
 __________ *) Peter Gustav Lejeune Dirichlet [Dirihle] (1805., Düren – 1859., Cöttingen) – njemački matematičar.
 .
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 2° Izračunajmo ∫b
 a x
 dx2
 , 0 < a < b.
 Neka je sada P proizvoljna podjela segmenta [a, b] tačkama x0, x1, ..., xn i neka je ξ i = 1+ii xx ( i = 0, 1, ..., n – 1 ).
 Tada je
 σ ( f, P, ξ ) =baxxxx
 x n
 iii
 n
 iii
 i 11111
 01
 1
 01
 −=
 −=
 ∆∑∑
 −
 =+
 −
 =+
 , ba
 Pfx
 dxn
 b
 a
 11),,(lim
 2−== ∞→∫ ξσ .
 Važi sljedeća teorema:
 Teorema 7.3.2. Svaka monotona funkcija na segmentu je i integrabilna na tom segmentu.
 Dokaz: Pretpostavimo, odreñenosti radi, da je f neopadajuća funkcija na segmentu [a, b] i da je f ≠ const. Za dati
 ε > 0 izaberimo podjelu σ segmenta [a, b] tako da za parametar λ (σ ) podjele σ vrijedi λ (σ ) < )()( afbf −
 ε.
 Tada je
 [ ] εεεσσ =−⋅
 −=−⋅
 −<∆−=− ∑∑
 −
 =
 −
 =)()(
 )()()(
 )()()()()(
 1
 0
 1
 0afbf
 afbfmM
 afbfxmMfSfS
 n
 i ii
 n
 i iii ,
 (jer je mi = f ( xi ), Mi = f (xi+1) za ∀i∈0, 1, ..., n -1, budući da je f definirana i neopadajuća na segmentu [a, b]), odakle, na osnovu teoreme 4.2.1, slijedi da je funkcija f integrabilna. Time je završen dokaz teoreme 7.3.2. U cilju proširenja klase integrabilnih funkcija, navedimo neke definicije i tvrdnje u okviru sljedećeg podnaslova.
 Pojam mjere nula po Jordanu i Lebesgueu Definicija 7.3.1. Mjerom µ ( J ) segmenta J : = [a, b] (⊂R) (odnosno mjerom µ ( J ) intervala (a, b)) naziva se njegova dužina, tj. broj b – a (koji ujedno predstavlja i mjeru razmaka < a, b > ).
 Definicija 7.3.2. Za skup X (⊂R) kažemo da je skup mjere nula po Jordanu *), ako za svaki
 ε > 0 postoji konačan pokrivač n
 jjJ 1= (odnosno, n
 jjJ1=) skupa X, pri čemu su jJ segmenti
 (odnosno, jJ intervali) takvi da je X ⊆Un
 j
 jJ1=
 i εµ <∑ =
 n
 jjJ
 1)( (odnosno, X ⊆U
 n
 jjJ
 1=
 i εµ <∑ =
 n
 j jJ1
 )( ).
 Napomenimo da za segmente jJ (odnosno za intervale jJ ) (kod konačnog pokrivača skupa)
 možemo pretpostaviti da nemaju zajedničkih tačaka, jer ako bi neki od tih segmenata (intervali) imali zajedničkih tačaka, onda te segmente (intervale) možemo zamijeniti jednim segmentom (intervalom).
 Tvrdnja 7.3.1. Svaki konačan skup X (⊂R) tačaka je skup mjere nula po Jordanu.
 Lako se dokaže i da je svaki konvergentan niz (xn) (xn ∈R, ∀n∈N ) skup mjere nula po Jordanu.
 Definicija 7.3.3. Za skup X (⊂R) kažemo da je mjere nula po Lebesgueu ako za svaki ε > 0
 postoji konačan pokrivač ∞
 =1jjJ (odnosno, ∞=1jjJ ) skupa X, pri čemu su jJ segmenti (odnosno,
 jJ intervali) takvi da je X ⊆U∞
 =1j
 jJ i εµ <∑∞
 =1)(
 jjJ (odnosno, X ⊆U
 ∞
 =1jjJ i 1)(
 1<∑
 ∞
 =j jJµ ). (Ovdje je
 ∑∑ =∞→∞
 == n
 j jnj j II11
 )(lim)( µµ , gdje su I j segemnti jJ , odnosno intervali jJ , za svaki j∈N ).
 Iz definicije 7.3.3. slijedi da ako skup X (⊂R) ima mjeru nula po Lebesgueu, onda je podskup E od X skup mjere nula po Lebesgueu. Takoñer slijedi da je svaki skup mjere nula po Jordanu ujedno i skup mjere nula po Lebesgueu.
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 Važe sljedeće dvije tvrdnje koje navodimo bez dokaza:
 Tvrdnja 7.3.2. Svaki prebrojiv skup X (⊂R) je skup mjere nula po Lebesgueu.
 Tvrdnja 7.3.3. Ako je X = U∞
 =1jjX (⊂R) i ako je svaki skup Xj skup mjere nula po Lebesgueu,
 tada je i skup X skup mjere nula po Lebesgueu.
 Koristeći pojam skupa mjere nula (po Lebesgueu), kriterijum **) za integrabilnost (u Riemannovom smislu) funkcija može se formulirati u sljećem obliku:
 Teorema 7.3.3. (Lebesgueova teorema). Ograničena funkcija na nekom segmentu integrabilna je (u Riemannovom smislu) ako i samo ako je skup svih njenih tačaka prekida (na tom segmentu) mjere nula po Lebesgueu. Primijetimo da se teoreme 7.3.1. i 7.3.2. mogu dobiti primjenom teoreme 7.3.3, jer skupovi tačaka prekida funkcija opisanih u tim teoremama imaju mjeru nula po Lebesgueu. Takoñe iz Lebesgueove teoreme slijedi da klasi integrabilnih funkcija pripadaju i sve funkcije koje su ograničene i neprekidne na segmentu [a, b], sem u prebrojivo (i, specijalno, konačno) mnogo tačaka tog segmenta, kao i sve funkcije koje su definirane i ograničene na segmentu [a, b] tako da za proizvoljan ε > 0 postoji konačan broj segmenata, ukupne dužine manje od ε, koji pokrivaju skup svih tačaka prekida funkcije f (tj. sve funkcije koje su ograničene na nekom segmentu i čiji je skup svih tačaka prekida na tom segmentu mjere nula po Jordanu).
 Takoñe primijetimo da Dirichletova funkcija χ, za koju smo u primjeru 7.3.1. vidjeli da nije integrabilna u Rimannovom smislu*) na proizvoljnom segmentu [a, b], (a < b), ima prekid u svakoj tački tog segmenta. Dakle, skup svih tačaka prekida Dirchletove funkcije na segmentu [a, b] (a < b) nema mjeru nula po Lebesgueu.
 §7.4. Odreñeni integral na skupu Uvoñenje pojma karakteristične funkcije skupa daje mogućnost da se poopšti data definicija pojma Riemannovog integrala i na ograničene funkcije posmatrane na proizvoljnom ograničenom podskupu (ne samo na segmentu) skupa R realnih brojeva.
 Neka je E ⊆ X (⊆ R). Tada se funkcija χE : X→ Y (Y ⊆ R) definirana sa
 ∈∈
 =E\ ,0
 , ,1 :)(
 Xx
 ExxEχ
 naziva karakteristi čna funkcija skupa E.
 Definicija 7.4.1. Neka je E⊆[a, b] (⊂R) i f : [a, b] → K (K⊆R) ograničena funkcija. Ako je f ⋅χE ∈ R [a, b], onda uzimamo po definiciji da je
 ∫∫ =b
 aE
 Edxxxfdxxf )()()( χ .
 Definicija 7.4.2. Neka je E⊆[a, b] (⊂R) i neka je i f : E → K (K⊆R) ograničena funkcija. Definirajmo funkciju F na segmentu [a, b] formulom
 [ ]
 ∈∈
 =.\, ,0
 , ),()(
 Ebax
 ExxfxF
 Ako je F integrabilna na segmentu [a, b], onda je po definiciji ∫∫ =b
 aE
 dxxFdxxf )()( .
 _____________________ *) C. Jordan (1838 – 1922). **) Ovaj kriterijum pripada Lebegueu i navodimo ga bez dokaza ***) Postojanje ovakvih primjera funkcija motivisalo je definiranje integrala koji su opštiji od Riemannovog.
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253 Posmatrajmo sada restrikciju funkcije f : [a, b] → K , (K⊆R) na skup E = a, pri čemu j f (a) ≠ 0. Definirajmo funkciju F formulom
 ≤<=
 =.0 ,0
 , ),()(
 bx
 axxfxF
 Ovako definirana funkcija F je integrabilna na segmentu [a, b], jer ona ima prekid samo u tački
 a. Sada, za proizvoljnu podjelu σ segmenta [a, b], je očigledno 0)( =FSσ , pa je i =∫−
 dxxF )(
 0)( == ∫b
 adxxF . Označimo sada integral na skupu E (=a) sa ∫
 a
 adxxf )( . Tada je, prema definiciji
 7.4.2,
 0)()()( === ∫∫∫b
 aE
 a
 adxxFdxxfdxxf
 Iz naprijed kazanog, dakle, slijedi da je 0)( =∫a
 adxxf . (No, i ranije smo vidjeli da se ∫
 a
 adxxf )( uzima i
 po definiciji jednakim nuli.) Važi sljedeća teorema koju navodimo bez dokaza.
 Teorema 7.4.1. Funkcija χE : [a, b] → K , (K⊆R), za E ⊆ [a, b], integrabilna je onda i samo onda kada granica skupa E predstavlja skup mjere nula po Lebesgueu.
 Definicija 7.4.3. Ograničen skup E (⊂R) čija granica predstavlja skup mjere nula po Lebesgueu naziva se izmjerivim (mjerljivim) po Jordanu, a integral ∫Edx naziva se Jordanovom mjerom
 skupa E ili njegovom dužinom, pri čemu je ∫∫ =b
 a
 EE
 dxxdx )(χ i [a, b] je proizvoljan segment koji
 sadrži skup E. Definicija 7.4.4. Ako je neko svojstvo zadovoljeno u proizvoljnoj tački skupa X osim, možda, na skupu E ⊆ X mjere nula po Lebesgueu, onda se kaže da je to svojstvo zadovoljeno gotovo svuda na skupu X ili gotovo u svim tačkama skupa X.
 Važi sljedeća teorema koju navodimo bez dokaza. Teorema 7.4.5. Ako su ograničene funkcije f i ϕ meñusobno jednake gotovo svuda na segmentu [a, b], onda:
 (i) ili su obje te funkcije integrabilne na segmentu [a, b] i pri tome važi jednakost
 ∫∫ =b
 a
 b
 a
 dxxdxxf )()( ϕ ;
 (ii) ili obje te funkcije nisu integrabilne.
 §7.5. Osobine integrabilnih funkcija i odreñenih integrala
 I. Ako je f ∈R [a, b], A ≤ f (x) ≤ B, ψ ∈ C [a, b] i g : = ψ f : [a, b] → K (K⊆R), onda je i
 g∈ R [a, b]. Dokaz: Kako je po pretpostavci f integrabilna na segmentu [a, b], to ona zadovoljava uslove Lebesgueove teoreme. Funkcija g = ψ f je neprekidna u svakoj tački segmenta [a, b] u kojoj je neprekidna funkcija f (jer je neprekidna funkcija neprekidne funkcije / u nekoj tački / neprekidna funkcija / u toj tački/), pa i funkcija g zadovoljava uslove Lebesgueove teoreme, tj. g∈R [a, b].
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 II . Ako je f ∈R [a, b] i α proizvoljan realan broj, onda je i α f ∈R [a, b] i pri tome važi
 jednakost ∫∫ =b
 a
 b
 a
 dxxfdxxf )()( αα .
 III . Ako je f1, f2 ∈R [a, b], onda je ( f1 ± f2) ∈R [a, b] i pri tome važi jednakost
 [ ] ∫∫∫ ±=±b
 a
 b
 a
 b
 a
 dxxfdxxfdxxfxf )()()()( 2121 .
 IV . Ako je f ∈R [a, b], tada je i | f |∈R [a, b], f
 1 ∈R [a, b], (uz uslov | f | ≥ α > 0 za
 svaki x ∈[a, b]) i f 2 ∈R [a, b].
 V. Ako je f ∈R [a, b], onda njena restrikcija na proizvoljni segment [α, β ] ( ⊆ [a, b]) je takoñe
 integrabilna funkcija na segmentu [α, β ]. (Tačnost ove osobine slijedi iz Lebesgueovog teorema.) VI . Ako je f, g ∈R [a, b], onda je f ⋅ g∈R [a, b].
 (Tačnost ovog svojstva slijedi iz identiteta ( f ⋅ g ) ( x ) ≡ 4
 1 [( f + g)2 ( x ) – ( f – g)2 ( x )] na
 segmentu [a, b] i osobina II, III i IV.)
 Iz navedenih osobina slijedi da skup R [a, b] funkcija predstavlja vektorski prostor nad poljem
 (R, +, ⋅ ) realnih brojeva, a odreñeni integral linearno preslikavanje (tzv. linearni operator).
 VII. Neka su a, b, c proizvoljni realni brojevi koji predstavljaju krajeve triju segmenata. Ako je funkcija f integrabilna na najvećem od tih segmenata, tada je
 ∫∫∫ +=b
 c
 c
 a
 b
 adxxfdxxfdxxf )()()( .
 Ovo svojstvo se naziva svojstvom aditivnosti odreñenog integrala. Napomenimo da se svojstvo aditivnosti odreñenog integrala lako proširuje i na slučaj kada se segment [a, b] predstavi u obliku unije od konačno mnogo segmenata koji nemaju zajedničkih unutrašnjih tačaka.
 §7.6. Osnovne osobine integrabilnih funkcija koje su date nejednakostima
 (Monotonost i procjena odreñenog integrala)
 (i) Ako su f, g ∈R [a, b] i f (x) ≤ g (x) za svaki x∈[a, b], onda je
 ∫∫ ≤b
 a
 b
 a
 dxxgdxxf )()( . (*)
 Iz ove tvrdnje slijedi njena neposredna posljedica: Ako je f∈R [a, b] i f (x) ≥ 0 za svaki x∈[a, b], onda je
 0)( ≥∫b
 a
 dxxf . (**)
 (ii) Ako je f∈R [a, b], f (x) ≥ 0 za svaki x∈[a, b], funkcija f nije identički jednaka nuli na segmentu [a, b] i bar u jednoj tački x0∈[a, b] u kojoj je neprekidna je f (x0) ≠ 0, onda je
 0)( >∫b
 a
 dxxf .
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 Posljedica od (ii). Ako neprekidna funkcija f na segmentu [a, b] nije negativna ili nije pozitivna,
 onda iz 0)( =∫b
 adxxf slijedi da je f (x) = 0 za svaki x∈[a, b]. Specijalno, za neprekidnu funkciju f
 na segmentu [a, b] iz jednakosti 0)( =∫b
 adxxf slijedi da je f (x) = 0 za svaki x∈[a, b], a takoñe i
 iz jednakosti [ ] 0)( 2 =∫b
 adxxf slijedi da je f (x) = 0 na segmentu [a, b].
 (iii) Ako je f∈R [a, b] i m ≤ f (x) ≤ M za svaki x∈[a, b], onda je
 m (b - a) ≤ ∫b
 adxxf )( ≤ >M (b - a). (***)
 (iv) Ako je f∈R [a, b], ( a < b), onda važe nejednakosti
 [ ]
 )(sup)()()(,
 xfabdxxfdxxfbax
 b
 a
 b
 a ∈−≤≤ ∫∫ . (****)
 (v) (Nejednakost Bunjakovskog). Ako je f, g ∈R [a, b], onda važi
 ∫ ∫∫ ⋅≤b
 a
 b
 a
 b
 adxxgdxxfdxxgxf 22 ))(())(()()( . (B)
 Dokaz: Za proizvoljno λ∈R je [ f – λg ]2∈R [a, b], pa iz [ f – λg ]2(x) ≥ 0 (za svaki x∈[a, b]) slijedi da je
 [ ] 0)(2 ≥−∫b
 adxxgf λ , tj. 0))(()()(2))(( 222 ≥+− ∫∫∫
 b
 a
 b
 a
 b
 adxxfdxxgxfdxxg λλ .
 Izraz sa lijeve strane posljednje nejednakosti predstavlja kvadratni trinom po λ koji je nenegativan za proizvoljno λ∈R, pa njegova diskriminanta nije pozitivna, tj. vrijedi nejednakost
 ( ) ( ) ,0)()(4)()(4 222
 ≤⋅−
 ∫∫∫
 b
 a
 b
 a
 b
 adxxgdxxfdxxgxf
 koja je ekvivalentna sa nejednakosti (B ).
 §7.7. Neke važnije teoreme i formule za odreñeni integral (o srednjoj vrijednosti, integralu sa promjenljivom granicom, o vezi izmeñu odreñenog
 integrala i izvoda i Newton – Leibnizova formula)
 Teorema 7.7.1. (Prva teorema o srednjoj vrijednosti odreñenog integrala). Neka su f, g ∈ ∈R [a, b] i g(x) ≥ 0 (ili g (x) ≤ 0 za svaki x∈[a, b] , te neka je m : =
 [ ]bax ,inf∈
 f (x), M : = [ ]bax ,
 sup∈
 f (x).
 Tada postoji broj µ, ( m ≤ µ ≤ M), takav da je .)()()( ∫∫ =b
 a
 b
 adxxgdxxgxf µ (1)
 Dokaz: Bez umanjenja opštosti možemo pretpostaviti da je funkcija g nenegativna (na [a, b]). Tada iz m ≤ f (x) ≤ M za ∀ x∈[a, b] slijedi mg(x) ≤ f (x) g(x) ≤ M g(x) za svaki x∈[a, b]. Kako je f ⋅ g ∈R [a, b], to se integrisanjem dobije
 .)()()()( ∫∫∫ ≤≤b
 a
 b
 a
 b
 adxxgMdxxgxfdxxfm (1')
 Iz pretpostavke da je g(x) ≥ 0 na [a, b] imamo da je J : = ∫b
 adxxg )( ≥ 0. Posmatrajmo slučajeve:
 1) Ako je J > 0, onda iz nejednakosti (1') slijedi da je 0)()( =∫b
 adxxgxf , pa realcija (1) vrijedi
 za svaki broj µ iz segmenta [a, b]. 2) Ako je J >0, onda iz nejednakosti (1') slijedi
 m ≤ ∫b
 adxxgxf
 J)()(
 1 ≤ M,
 pa se za broj µ u relaciji (1) može uzeti µ : = ∫b
 adxxgxf
 J)()(
 1 , što je i trebalo dokazati.
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 Iz teoreme 7.7.1. slijede posljedice: Posljedica 7.7.1. Ako je, osim uslova 7.7.1, još i f ∈ C[a, b] (tj. f neprekidna na segmentu [a, b]), onda postoji broj c∈[a, b] takav da je
 ∫∫ ⋅=b
 a
 b
 adxxgcfdxxgxf )()()()( . (2)
 Dokaz: Zaista, prema teoremi o meñuvrijednosti neprekidne funkcije na segmentu postoji bar jedna tačka c∈[a, b] takav da je f (c) = µ, pa iz (1) slijedi (2). Posljedica 7.7.2. (i) Neka je f∈R [a, b], m : =
 [ ]bax ,inf∈
 f (x), M : = [ ]bax ,
 sup∈
 f (x). Tada postoji
 µ ∈ [m, M], tako da je
 )()( abdxxfb
 a−⋅=∫ µ . (3)
 ( ii ) Ako je f ∈ C[a, b], onda postoji c∈[a, b], tako da važi
 )()()( abcfdxxfb
 a−⋅=∫ . (4)
 Iz (4) se dobije
 ∫−=
 b
 adxxf
 abcf )(
 1)( ; (5)
 broj f (c) zove se srednja vrijednost funkcije f na segmentu [a, b] i često označava sa M [ f ] ili sa f . Ponekad se posljedica 7.7.2. naziva prva teorema o srednjoj vrijednosti (odreñenog) integrala (first Mean – Value Theorem for Riemann integrals). Jednakost (4) ima jednostavnu geometrijsku interpretaciju. Na sl. 7.7.1. prikazan je grafik funkcije date sa y = f (x) i prava data y = f (c), c∈[a, b]. Jednakost (4) dokazuje da su površine krivolinijskog trapeza ABCD i pravougaonika ABEF meñusobno jednake.
 Veza imeñu odreñenog integrala i izvoda
 Definišimo sada funkciju φ iz R u R formulom
 φ ( x ) = ∫x
 adttf )( , (6)
 čije je definiciono područje skup x ∈ R, kako većih od a tako i manjih od a, za koje je funkcija f integrabilna na segmentu [a, x] ili na segmentu [x, a]. Prema tome funkcija φ predstavlja funkciju gornje granice odreñenog integrala. Ova funkcija često se naziva integralom sa promjenljivom gornjom granicom. Teorema 7.7.2. Ako je f∈R [a, b], onda je φ ∈ C[a, b].
 Dokaz: Kako je f∈R [a, b], to postoji broj M > 0 takav da je | f (x)| ≤ M za svaki x∈[a, b].
 Neka je x0 proizvoljna fiksirana tačka domena funkcije φ, a u x proizvoljna tačka iz neke okoline tačke x0 koja takoñe predstavlja argument funkcije φ. Sada iz jednakosti označene sa (6) imamo
 φ ( x ) – φ (x0 ) = ∫∫∫∫ ∫ =+=−x
 x
 x
 a
 a
 x
 x
 a
 x
 adttfdttfdttfdttfdttf
 00
 0)()()()()( ,
 odakle je
 |φ ( x ) – φ (x0 )| = | ∫x
 xdttf
 0
 )( | ≤ sgn ( x – x0 ) ∫x
 xdttf
 0
 )( ≤ M ⋅ ( x – x0 ) ⋅ sgn ( x – x0 ) = M ⋅ | x – x0 | < ε
 y y = f (x) C F E D A B
 0 a c b x Sl. 7.7.1.
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 za svaki x iz domena funkcije φ za koji je | x – x0 | <M
 ε . Otuda slijedi da za proizvoljan ε > 0
 postoji broj δ : = δ (ε) > 0 (δ ≤ M
 ε ) takav da je |φ ( x ) – φ (x0 )| < ε za svaki x iz domena
 funkcije φ za koji je | x – x0 | < δ, što po definiciji znači da je funkcija φ neprekidna u tački x0. Kako je x0 proizvoljna tačka segmenta [a, b], to je φ neprekidna na [a, b].
 Teorema 7.7.3. (Osnovna teorema integralnog računa). Ako je f∈R [a, b], onda je funkcija
 φ ( x ) : = ∫x
 adttf )( za a ≤ x ≤ b, diferencijalna funkcija u svakoj tački x∈[a, b] u kojoj je funkcija f
 neprekidna i pri tom važi φ '(x) = f (x) (u toj tački).
 Napomenimo da se ova teorema često zove i prva fundamentalna teorema integralnog računa / The first fundamental theorem of integral calculus/.
 Iz prethodne dvije teoreme slijedi: Posljedica 7.7.3. (i) Ako je f : [a, b] → K ([a, b]⊂R, K⊆R) neprekidna funkcija, onda ona ima
 na segmentu [a, b] tačnu primitivnu funkciju φ, pri čemu je φ ( x ) = ∫x
 adttf )( za svaki x∈[a, b] i
 familiju svih tačnih primitivnih funkcija funkcije f predstavlja skup φ + C : C proizvoljna realna konstanta. (ii) Ako je f∈R [a, b] i skup tačaka prekida funkcije f je najviše prebrojiv, onda funkcija φ,
 definirana sa φ ( x ) = ∫x
 adttf )( za svaki x∈[a, b], predstavlja primitivnu funkciju funkcije f na
 segmentu [a, b], a familiju svih primitivnih funkcija funkcije f na [a, b] predstavlja skup φ + C : C∈R konstanta.
 Newton – Leibnizova formula Teorema 7.7.4. (Osnovna formula integralnog računa) Ako je f∈R [a, b] i skup tačaka prekida funkcije f je najviše prebrojiv skup, a funkcija F proizvoljna primitivna funkcija funkcije f na segmentu [a, b], onda važi formula
 )()()( aFbFdxxfb
 a−=∫ . (7)
 Ova nejednakost naziva se Newton*) – Leibnizova formula. Ona se često piše i u obliku =∫b
 adxxf )(
 [ ]baxF )(= ili b
 a
 b
 axFdxxf )()( =∫ . Ta formula važi i u slučaju a < b, kao i u slučaju b < a. Naime,
 promjenom mjesta a i b mijenja se istovremeno znak obje strane jednakosti (7).
 Dokaz : (teoreme 7.7.4.) Neka je F proizvoljna primitivna funkcija funkcije f na segmentu
 [a, b]. Tada, prema posljedici 7.7.3. (ii), imamo F (x) = ∫x
 adttf )( + C, pri čemu je C proizvoljna
 realna konstanta. Kako je F (a) = C, to za svaki x∈[a, b] važi jednakost F (x) = ∫x
 adttf )( + F (a).
 Odavde, za x = b, dobijemo da je )()()( aFbFdxxfb
 a−=∫ , čime je dokaz teoreme 7.7.4. završen.
 Napomenimo da je ova teorema poznata i pod nazivom "Druga fundamentalna teorema integralnog računa" (Second fundamental theorem of integral calculus), te da se često formuliše uz pretpostavku 1) da je
 f∈C[a, b], ili, opštije, uz pretpostavku 1') da je f∈R [a, b] i da f ima tačnu primitivnu funkciju F na [a, b], ili, još
 opštije, uz pretpostavku 1'') da je f∈R [a, b] i F funkcija definirana na [a, b] tako da izvod F ' postoji u (a, b) i ima _________________ *) Sir Isaac Newton (1642 – 1727) – engleski matematičar, fizičar, astronom i filozof.
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258 vrijednost F ' (x) = f (x) za svaki x∈(a, b), te F(a+) i F(b–) postoje i zadovoljavaju jednakost F(a) – F(a+) = F(b) – F(b–). No, u slučajevima 1') i 1'') dokaz Newton – Leibnizove formule može se izvesti na ovaj način: Za svaku podjelu (partition) segmenta [a, b] imamo
 F(b) – F(a) = [ ] ∑∑∑ === − ∆=∆=−n
 k kk
 n
 k kk
 n
 k kk xtfxtFxFxF111 1 )()(' )()( ,
 gdje je tk tačka iz (a point in) (xk–1 , xk) odreñena teoremom o srednjoj vrijednosti diferencijalnog računa (determined by the Mean – Value Theorem of differential calculus). Ali, za dati ε > 0, postoji podjela (segmenta [a, b]) tako (fina) da je
 |F(b) – F(a) – ∫b
 adxxf )( | = ∑ ∫=
 −∆n
 k
 b
 akk dxxfxtf
 1)()( < ε ,
 a ovo dokazuje Newton – Lebnizovu formulu. Primijetimo da Newton – Leibnizova formula predstavlja vezu izmeñu odreñenog i neodreñenog integrala i ona je od velikog značaja, jer izračunavanje odreñenog integrala svodi se na izračunavanje neodreñenog integrala (što je mnogo praktičnije nego po definiciji pomoću limesa integralne sume, odnosno pomoću donjeg i gornjeg integrala). No, postoje funkcije koje su na nekom segmentu integrabilne (u Riemannovom smislu), ali na tom segmentu (ni na njegovoj unutrašnjosti) nemaju tačnu primitivnu funkciju, niti, pak, primitivnu funkciju. Napomenimo još i to da postoje funkcije koje na nekom segmentu imaju primitivnu funkciju, a da na tom segmentu nisu integrabilne, ali konstrukcija primjera takvih funkcija izlazi iz okvira programskih sadržaja ovog kursa.
 Važi i sljedeća teorema koju navodimo bez dokaza.
 Teorema 7.7.5. (Druga teorema o srednjoj vrijednosti integrala). (i) Ako funkcija f : [a, b] → →K ([a, b]⊂R, K⊆R) ne raste na segmentu [a, b], f (x) ≥ 0 za svaki x∈[a, b] i g∈R [a, b], onda postoji ξ∈[a, b] tako da je
 ∫ ∫=b
 a adxxgafdxxgxf
 ξ)()()()( . (8)
 (ii ) Ako funkcija funkcija f : [a, b] → K ([a, b]⊂R, K⊆R) ne opada na segmentu [a, b], f (x) ≥ 0 na [a, b] i g∈R [a, b], onda postoji η∈[a, b] tako da je
 ∫ ∫=b
 a
 bdxxgbfdxxgxf
 η)()()()( . (9)
 Posljedica 7.7.4. Ako je funkcija f (strogo) monotona na segmentu [a, b] i g∈R [a, b], onda postoji ξ∈[a, b] tako da je
 ∫∫ ∫ +=bb
 a adxxgbfdxxgafdxxgxf
 ξ
 ξ)()()()()()( . (10)
 Formule (8), (9) i (10) nazivaju se često Boneovim*) formulama, a posljedica 7.7.4. se obično naziva druga teorema o srednjoj vrijednosti integrala.
 §7.8. Integral kao složena funkcija gornje granice Neka je f ∈C[a, b], ϕ ∈C[α, β], ϕ ( [α, β] ) ⊆ [a, b] i funkcija ϕ diferencijabilna na prebrojivom skupu tačaka.
 Definišimo funkciju φ formulom φ (x) = ∫)(
 )( 0
 )(x
 xdttf
 ϕ
 ϕ za sve x0, x∈[α, β ], ϕ (x0) = t0 ∈ [a, b].
 Funkciju φ posmatrajmo kao kompoziciju: φ = F ϕ , pri čemu je F (t) = ∫t
 tdyyf
 0
 )( . Funkcija F je
 diferencijabilna na segmentu [a, b], jer je po pretpostavci na tom segmentu funkcija f neprekidna i pri tome važi da je F ' (t) = f (t).
 Prema teoremu o izvodu složene funkcije, izvod φ ' postoji na segmentu [α, β ] i to u svakoj tački tog segmenta osim, možda, najviše na prebrojivom skupu tačaka (ovo slijedi iz pretpostavke za funkciju ϕ ). U svim tačkama u kojima taj izvod postoji važe jednakost :
 φ ' (x) = F '(ϕ (x)) ⋅ ϕ '(x). Kako je F '(ϕ (x)) = f (ϕ (x)), to je φ ' (x) = f (ϕ (x)) ⋅ ϕ '(x). _______ *) P. O. Bonnet (1819 – 1892), francuski matematičar.
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259 Ako je ψ ∈C[α, β ], ψ ( [α, β ] ) ⊆ [a, b] i funkcija ψ je diferencijabilna na segmentu [α, β ] osim, možda, najviše na prebrojivom skupu tačaka, onda možemo definirati funkciju Ψ sa:
 Ψ (x) = ∫−)(
 )( 0
 )(x
 xdttf
 ψ
 ψ, (x0, x∈[α, β], ψ (x0) = t1 ∈ [a, b] ),
 pri čemu izvod Ψ ' (x) postoji u svakoj tački segmenta [α, β ] osim, možda, najviše na prebrojivom skupu tačaka.
 U tačkama u kojima postoji izvod, prema naprijed zaključenom, važi jednakost: Ψ '(x) = – f (ψ (x)) ⋅ ψ ' (x).
 Iz svega naprijed kazanog slijedi da ako funkcije f, ϕ , ψ zadovoljavaju sve gore navedene uslove, onda važi formula
 )('))(()('))(()()(
 )(
 xxfxxfdttfdx
 dx
 x
 ψψϕϕϕ
 ψ
 ⋅−⋅=
 ∫
 za sve one tačke segmenta [α, β ] u kojima postoje izvodi ϕ ' i ψ '. (Prema svojstvu aditivnosti u odnosu na oblast integracije, koristi se jednakost
 ∫∫∫∫ ++=)(
 )(
 )(
 )(
 )(
 )(
 )(
 )( 0
 0
 0
 0
 )()()()(x
 x
 x
 x
 x
 x
 x
 x
 dttfdttfdttfdttfϕ
 ϕ
 ϕ
 ψ
 ψ
 ψ
 ϕ
 ψ
 . )
 §7.9. Zamjena promjenljive u odreñeneom integralu.
 Parcijalna integracija Navešćemo sada formulu koja služi za smjenu promjenljive kod odreñenog (Riemannovog) integrala. Teorema 7.9.1. (Zamjena promjenljive u odreñenom integralu). Neka je f ∈ C([a, b]), ϕ ∈C([α, β ]), ϕ ( [α, β ] ) ⊆ [a, b] , ϕ (α) = a, ϕ ( β ) = b i neka izvod ϕ '(x) postoji na segmentu [α, β ] osim, možda, najviše na prebrojivom skupu tačaka toga segmenta i ϕ '∈R ( [α, β ] ). Tada važi formula zamjene promjenljive:
 ∫∫ =β
 α
 ϕϕ dtttfdxxfb
 a
 )('))(()( , (*)
 pri čemu je sa ϕ ' označen izvod funkcije ϕ u onim tačkama segmenta [α, β ] u kojima on postoji.
 Dokaz : Neka je funkcija F tačna primitivna funkcija funkcije f na segmentu [a, b]. Tada je funkcija φ koja je na segmentu [α, β ] definirana sa φ : = F ϕ primitivna funkcija funkcije f (ϕ (t)) ⋅ ϕ '(t) na segmentu [α, β ] (jer je φ '(t) =[F(ϕ (t))] ' = f (ϕ (t)) ⋅ ϕ '(t) na posmatranom segmentu [α, β ], osim najviše na prebrojivom skupu tačaka toga segmenta), pa je
 ∫∫ =−=−=−=b
 adxxfaFbFFFdtttf )()()())(())(()()()('))(( αϕβϕαφβφϕϕ
 β
 α,
 što je ie trebalo dokazati.
 Posljedica 7.9.1. Neka je funkcija f sa [a, b] u R neprekidna, a funkcija ϕ : [α, β ] → [a, b] ima prekidan izvod i pri tome je a = ϕ (α), b = ϕ ( β ). Tada važi jednakost (*).
 Teorema 7.9.2. (Formula za parcijalnu integraciju odreñenog integrala). Neka su funkcije f, g∈C([α, β ]), pri čemu su funkcije f i g diferencijabilne u svakoj tački segmenta [a, b] osim, možda, najviše na prebrojivom skupu tačaka (toga segmenta), te neka f ' i g' predstavljaju funkcije koje pripadaju klasi R [a, b], pri čemu simboli f '(x) i g'(x) označavaju izvode funkcija f i g, respektivno, u onim tačkama x u kojima oni postoje. Tada važi formula za parcijalnu integraciju :
 [ ] ∫∫ −=b
 a
 ba
 b
 a
 dxxfxgxgxfdxxgxf )(' )()()()(')( . (**)
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260 Dokaz : Iz pretpostavke teoreme slijedi da je funkcija f ⋅ g diferencijabilna u svim tačkama segmenta [a, b] osim, možda, najviše na prebrojivom skupu tačaka (toga segmenta). U tačkama u kojima je ona diferencijabilna važi jednakost:
 ( f ⋅ g )' = f (x) g'(x) + g (x) f '(x), pri čemu je funkcija ( f ⋅ g )' integrabilna (prema uslovima teoreme), pa je
 b
 a
 b
 axgxfdxxgxf )()())'()(( =∫ ,
 jer je neprekidna funkcija f ⋅ g po definiciji primitivna funkcija funkcije ( f ⋅ g )'. Sada je b
 a
 b
 axgxfdxxfxgxgxf )()())(' )()(')(( =+∫ ,
 odakle i slijedi tačnost jednakosti (**). Posljedica 7.9.2. Neka funkcije u(x) i v(x) imaju neprekidne izvode u'(x) i v'(x) za svaki x∈[a, b]. Tada važi jednakost:
 ∫∫ −=b
 a
 b
 a
 b
 axduxvxvxuxdvxu )()()()()()( .
 Primjer 7.9.1. Izračunajte ∫ −a
 dxxa0
 22 , (a > 0).
 Rješenje: Funkcija f definirana sa f (x) = 22 xa − ima prirodni domen D ( f ) = x∈R: a2 – x2 ≥ ≥ 0 = [– a, a ], pa je njena restrikcija na segment [0, a] očito neprekidna funkcija. Osim toga,
 funkcija ϕ : [0, 2
 π ] → [0, a], data sa ϕ ( t ) = a sin t, ima neprekidan izvod ϕ '( t ) = a cos t i pri
 tome je 0 = ϕ (0), a = ϕ (2
 π ). Zato važi formula (*) za smjenu promjenljive u odreñenom integralu,
 te imamo
 42
 2cos1cos
 22
 0
 22
 0
 22
 0
 22 πππa
 dtt
 atdtadxxaa
 =+==− ∫∫∫ .
 Primjer 7.9.2. Pokažite da važe izjave:
 (i) Ako je f∈R ([– a , a]) parna funkcija, onda je ∫∫ =−
 aa
 adxxfdxxf
 0)(2)( .
 (ii) Ako je f∈ R ([– a , a]) neparna funkcija, onda je 0)( =∫−a
 adxxf .
 (iii) Ako je f : R → Y (Y ⊆ R) neprekidna i periodična funkcija sa osnovnim periodom T. Tada je
 ∫∫ =+ TTa
 dxxfdxxf00
 )()( .
 Dokaz : (i) Iz jednakosti ∫∫∫ +=−−
 a
 a
 a
 adxxfdxxfdxxf
 0
 0)()()( i smjenim x = – t u integralu ∫−
 0)(
 adxxf
 dobijemo ∫∫∫∫∫∫ =+=+−−=−
 aaaa
 a
 a
 adxxfdxxfdttfdxxfdttfdxxf
 0000
 0)(2)()()()()( .
 Analogno se mogu dokazati i izjave (ii) i (iii).
 Primjer 7.9.3. Izračunajte ∫= 2
 0sin :
 π
 xdxI nn , (n∈N∪0).
 Rješenje: Stavljajući u = sinn-1x, dv = sinx dx, (n ≥ 2), dobijemo du = (n – 1) sinn-2 x cos x dx, v = – cos x, pa formula (**) parcijalne integracije (jer su očito zadovoljeni uslovi teoreme 7.9.2, čak i posljedice 7.9.2) daje
 nnnnn
 n InIndxxxnxdxxnxxI )1()1()sin1(sin)1(cossin)1(cossin 2
 2
 0
 222
 0
 222
 0
 1 −−−=−−=−−−= −−−− ∫∫
 πππ
 .
 Odavde je 2
 1−
 −= nn In
 nI , (n = 2, 3, ...), pa uzimajući u obzir da je
 22
 00
 ππ
 == ∫ dxI , 1sin2
 01 == ∫
 π
 xdxI ,
 dobijemo
 2!)!2(
 !)!12(
 22
 1...
 22
 32
 2
 122
 ππ ⋅−=⋅⋅⋅−−⋅−=
 m
 m
 m
 m
 m
 mI m ,
 !)!12(
 !)!2(
 3
 2...
 12
 22
 12
 212 +
 =⋅⋅−−⋅
 +=+ m
 m
 m
 m
 m
 mI m .
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 G L A V A 8
 NESVOJSTVENI (NEPRAVI) INTEGRALI
 Definicija odreñenog (Riemannovog) integrala pomoću granične vrijednosti integralnih suma ne može se neposredno primijeniti na funkciju koja nije ograničena na segmentu integracije, kao ni na funkciju koja se posmatra na beskonačnom (u R neograničenom) razmaku.
 Naime, neka je f definirana i npr. neograničena odozgo na segmentu [a, b]. Tada za proizvoljnu podjelu P : = x0, x1, ..., xn | a = x0 < x1 < ⋅⋅⋅ < xi < xi+1 < ⋅⋅⋅ < xn = b postoji ćelija σ i : = [xi, xi+1] (i∈0, 1, ..., n – 1), tako da je f neograničena odozgo na njoj.
 Neka je M proizvoljno veliki broj. Zbog neograničenosti (odozgo) funkcije f na σ i postoji
 ξ i ∈σ i tako da je f (ξ i) ∆ xi > M, pa i integralna suma ∑−
 =∆
 1
 0)(
 n
 i ii xf ξ za ovu podjelu može imati
 proizvoljno veliku vrijednost. To znači da ne može postojati konačna granična vrijednost
 ∑−
 =→∆
 1
 00)()(lim
 n
 i iiP
 xf ξλ
 ,
 pa f nije integrabilna na [a, b], odnosno nije definiran odreñeni (Riemannov) integral ∫b
 a
 dxxf )( .
 Takoñe, odreñeni (Riemannov) integral funkcije, posmatrane na razmaku (– ∞, a >, < a, + ∞), (– ∞, + ∞), nije definiran, jer se beskonačni (neograničeni) razmak ne može podijeliti na konačan broj ćelija konačne dužine.
 Iz svega naprijed kazanog slijedi da bismo obuhvatili i slučajeve kada je interval integracije beskonačan (u R neograničen) i / ili podintegralna funkcija neograničena na intervalu integracije, treba posebnim dogovorom tek utvrditi u kojim slučajevima ima smisla govoriti o integralima te vrste i kakvo im značenje dati, tj. potrebno je proširiti pojam odreñenog integrala, odnosno treba izvršiti poopštenje definicije odreñenog (Riemannovog) integrala. Takvi se integrali zovu nesvojstveni (ili nepravi ili uopšteni) Riemannovi integrali, za razliku od odreñenog (Riemannovog) integrala po konačnom (u R ograničenom) intervalu (od ograničene funkcije) kog nazivamo svojstvenim ili običnim.
 §8.1. Definicije i primjeri nesvojstvenih integrala Definicija 8.1.1. Neka je funkcija f definirana na polusegmentu J : = [a, + ∞) i neka je integrabilna (u Riemannovom smislu) na nekom segmentu [a, b] ⊂ J. Ako postoji granična vrijednost
 ∫+∞→
 b
 ab
 dxxf )(lim , (1)
 onda tu graničnu vrijednost nazivamo nesvojstveni (ili nepravi ili uopšteni) integral prve vrste (prvog reda) funkcije f na polusegmentu J i označavamo sa
 ∫+∞
 a
 dxxf )( . (2)
 Često se simbol ∫+∞
 a
 dxxf )( naziva nesvojstvenim integralom sa singularitetom (singularnom tačkom)
 + ∞. Ako ∫+∞→
 b
 ab
 dxxf )(lim postoji i konačan je, kaže se da je funkcija f integrabilna u nesvojstvenom
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262 smislu na skupu J i da nesvojstveni integral (2) konvergira*), a u suprotnom slučaju kaže se da nesvojstveni integral (2) divergira (u užem smislu ako je limes (1) beskonačan / –∞ ili + ∞/, odnosno da divergira u širem smislu ili da oscilira ako limes (1) ne postoji).
 Slično se definira i nesvojstveni integral (prve vrste) ∫∞−
 b
 dxxf )( ,
 tj. ako je funkcija f : (–∞, b] → K (K ⊆ R) integrabilna na svakom segmentu [a, b]⊂ (–∞, b], onda je po definiciji
 ∫∫ −∞→∞−
 =b
 aa
 b
 dxxfdxxf )(lim :)( . (4)
 Definicija nesvojstvenog integrala u granicama od –∞ do +∞ uključuje dva parametra. Naime,
 ako funckija (dvije promjenljive) (a, b) a ∫b
 a
 dxxf )( ima konačnu graničnu vrijednost kad a → – ∞ i
 b → + ∞, onda definiramo
 ∫∫+∞→−∞→
 +∞
 ∞−
 =b
 ab
 adxxfdxxf )(lim :)( (5)
 i kažemo da je nesvojstveni integral ∫+∞
 ∞−
 dxxf )( konvergentan; u suprotnom slučaju kažemo da on
 divergira .
 Primjer 8.1.1. 1° Izračunajmo nesvojstveni integral ∫+∞
 −+0
 12 )1( dxx .
 Prema definiciji je
 2) arctg(lim
 1lim
 1 02
 02
 π==+
 =+ +∞→+∞→
 +∞
 ∫∫ bx
 dx
 x
 dxb
 b
 b.
 2° Ispitajmo konvergenciju integrala ∫+∞
 −
 a
 dxx α , (a > 0, α∈R).
 ≤∞+
 >−=
 ≠−−
 =−==
 −
 −−+∞→+∞→
 ∞+
 ∫∫,1 ,
 ,1 ,1
 1 ),(1
 11 ,lnln
 limlim
 1
 11
 αα
 ααα
 α α
 αααα
 a
 ab
 ab
 x
 dx
 x
 dxb
 b
 ab
 a
 tj. nesvojstveni integral ∫+∞
 a x
 dxα , (a > 0), konvergira za svaki α > 1, a divergira (ka +∞) za svaki
 α ≤ 1.
 Geometrijski, ovi rezultati u primjeru 8.1.1. 2° mogu se interpretirati na sljedeći način.
 Na sl. 8.1.1. je prikazana kriva data sa y = αx
 1
 (x ≥ a > 0, α > 0). Površina Pb krivolinijskog trapeza
 ABCD je data integralom ∫b
 a x
 dxα . Ako je α > 1, onda
 Pb ne može biti veće od 1
 1
 −
 −
 α
 αa , bez obzira koliko bilo
 b ( > a). Meñutim, ako je α ≤ 1, onda za proizvoljno veliki broj M postoji b ( > a), tako da je Pb ≥ M. Specijalno je
 +∞== ∫∫∞∞
 112
 ,1x
 dx
 x
 dx ,
 _________________ *) U slučaju konačnog limesa, još se kaže da integral postoji ili da ima smisla.
 y
 D ∫b
 ax
 dxα (a > 0, α > 0 )
 Pb C
 A B
 0 a b x Sl. 8.1.1.
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263 mada se to ne može naslutiti sa geometrijskog prikaza (koji su specijalni slučajevi sl. 8.1.1.)
 Drugi slučaj nesvojstvenog integrala je kada podintegralna funkcija nije ograničena u nekoj okolini tačke c koja pripada segmentu integracije. Za takvu tačku kažemo da je singularna tačka (ili singularitet) funkcije. Tu razlikujemo slučajeve kada se tačka c poklapa sa jednom od krajnjih tačaka segmenta [a, b] i kada je c u unutrašnjosti toga segmenta.
 Definicija 8.1.2. Neka je J : = [a, b) (⊂ R), pri čemu je b singularna tačka i neka je funkcija
 f : J → K (K⊆R) integrabilna na proizvoljnom segmentu [a, β ] ⊂ J. Ako postoji limes ∫−→
 β
 βa
 bdxxf )(lim
 0,
 on se naziva nesvojstvenim integralom druge vrste (drugog reda) funkcije f na polusegmentu J i
 označava sa ∫−0
 )(b
 a
 dxxf ili ∫b
 a
 dxxf )( .
 No, analogno kao i u slučaju nesvojstvenih integrala prve vrste, često se simbol
 ∫b
 a
 dxxf )( (6)
 naziva nesvojstvenim integralom sa singularitetom u tački b i ukoliko
 ∫−→
 β
 βa
 bdxxf )(lim
 0 (7)
 postoji i konačan je, kaže se da nesvojstveni integral (6) konvergira (da je konvergentan ili da postoji); u suprotnom slučaju se kaže da integral (6) divergira (ili da je divergentan; divergira u užem smislu ( ka –∞ ili +∞) ako je limes (7) beskonačan (–∞ ili +∞), a divergira u širem smilu (oscilira) ako limes (7) ne postoji. Inače, nije teško pokazati da u slučaju da je funkcija f definirana na segmentu [a, b] i da je
 integrabilna (u Riemannovom smislu) na njemu, važi ∫∫ =−→
 b
 aab
 dxxfdxxf )()(lim0
 β
 β, te zato nema mogućnosti
 zabune zbog ovog " dvostrukog " korištenja simbola ∫b
 a
 dxxf )( .
 Slično se definira nesvojstveni integral (druge vrste) ∫b
 a
 dxxf )( sa singularitetom u tački a.
 Primjer 8.1.2. 1° Ispitajmo konvergenciju nesvojstvenog integrala ∫a
 x
 dx
 0α , (a > 0, α > 0).
 Rješenje: Podintegralna funkcija je neprekidna na poluintervalu (0, a] i dati integral ima singularitet u tački 0. Iz neprekidnosti slijedi da je podintegralna funkcija integrabilna na proizvoljnom segmentu [ε, a] ⊂ (0, a], pa je
 ( )
 =−=
 ≠−−
 =⋅−=
 −−−∫
 .1 ,lnlnln
 ,1 ,1
 11
 1
 1 111
 0 αε
 αεαα
 ε
 αα
 εα
 α
 ax
 ax
 x
 dx
 a
 a
 a
 Prelaskom na graničnu vrijednost kad ε → 0+ dobijemo
 ≥∞+
 <<−=
 −
 → ∫+ .1 ,
 ,10 , 1lim
 1
 0 αα
 α
 α
 εαε
 a
 x
 dxa
 Dakle, nesvojstveni integral
 ∫a
 x
 dx
 0α , (a > 0, α > 0)
 konvergira za svaki α∈(0, 1), a divergira (ka +∞) za svaki α∈[1, +∞).
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264 2° Slično kao i u 1° dobijemo da nesvojstveni integral
 ∫ −
 b
 a xb
 dxα)(
 , (a < b, α > 0)
 konvergira za svaki α∈(0, 1), a divergira (stvarno, ka ∞) za svaki α ≥ 1.
 U daljnjem izlaganju ćemo za oba nesvojstvena integrala (prve i druge vrste), iz definicije 8.1.1. i
 definicije 8.1.2, koristiti simbol ∫b
 a
 dxxf )( i govoriti da taj integral ima singularitet u tački b ako je
 funkcija f neograničena na sementu [b– η, b], (0 < η < b – a ), (tj. f (x) se uveća beskonačno kad x → b – 0) ili, pak, b predstavlja simbol +∞. Drugim riječima, ako je funkcija f definirana na konačnom (ograničenom) ili beskonačnom (neograničenom) polusegmentu [a, b) i integrabilna na
 svakom segmentu [a, β ] ⊂ [a, b), onda kažemo da nesvojstveni integral ∫b
 a
 dxxf )( konvergira ako
 postoji konačan, odreñen ∫→
 β
 βa
 bdxxf )(lim ; u suprotnom slučaju kažemo da nesvojstveni integral ∫
 b
 a
 dxxf )(
 divergira. Umjesto ∫−→
 β
 βa
 bdxxf )(lim
 0 (ako je b konačan broj), odnosno ∫∞→
 β
 βa
 dxxf )(lim (ako je b = ∞),
 pisat ćemo kratko ∫→
 β
 βa
 bdxxf )(lim .
 Sve ove napomene važe i za integrale čiji je singularitet donja granica, tj. imamo sljedeću definiciju.
 Definicija 8.1.3. Ako je J : = (a, b], f : J → K (K⊆R), f ∈R ([a', b]) za svaki a' > a, gdje je a singularna tačka koja može biti i simbol – ∞, i ako pri tome postoji konačna granična vrijednost
 ∫+→
 b
 aaa dxxf )(lim 0' , (7)
 onda tu graničnu vrijednost obilježavamo simbolom ∫+
 b
 a
 dxxf0
 )( ako je a realan broj, a simbolom
 ∫∞−
 b
 dxxf )( ako je a = – ∞, ili, u oba slučaja, simbolom ∫b
 a
 dxxf )( . U tom slučaju kažemo da je funkcija
 f integrabilna u nesvojstvenom smislu na skupu J, a granična vrijednost (7) naziva se nesvojstvenim ili uopštenim ili nepravim Riemannovim integralom funkcije f na poluintervalu J i to prve vrste ako je a = – ∞ i druge vrste ako je b∈R.
 Ako definirana granična vrijednost (7) postoji i konačna je, odreñen broj, tada kažemo da
 nesvojstveni integral ∫b
 a
 dxxf )( konvergira, a ako ne postoji ili je beskonačna (– ∞ ili + ∞), onda
 kažemo da nesvojstveni integral ∫b
 a
 dxxf )( divergira (oscilira) ili divergira (stvarno) ka – ∞, odnosno
 ka +∞. Definirajmo sada i nesvojstveni integral za slučaj kada je singularna tačka c unutrašnja tačka segmenta [a, b] integracije. Definicija 8.1.4. Neka je funkcija f : [a, b]\ c → K, (K⊆R), gdje je c∈(a, b), (tačka u čijoj je okolini funkcija f neograničena), integrabilna u Riemannovom smislu na svakom segmentu oblika
 [a, α] ⊂ [a, c] i na svakom segmentu oblika [β, b] ⊂ (c, b]. Tada se definira integral ∫b
 a
 dxxf )( sa
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 ))()(( )()( :)(0
 0
 ∫∫∫∫∫ +=+=+
 − b
 c
 c
 a
 b
 c
 c
 a
 b
 a
 dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf , (8)
 ili, što je ekvivalentno, sa
 )()(lim :)(
 0
 0
 += ∫∫∫
 +
 −
 +→+→
 b
 c
 c
 a
 b
 a
 dxxfdxxfdxxfη
 ε
 ηε
 (8')
 (tj. tačka c se obilazi tako što se iz intervala ukloni interval ( c – ε , ε + η ), pa se onda pusti da ε i η nezavisno teže nuli).
 Ako oba integrala sa desne strane jednakosti (8) konvergiraju, onda za nesvojstveni integral ∫b
 a
 dxxf )(
 kažemo da je konvergentan, a ako bar jedan od pomenutih integrala divergira, tada kažemo da
 nesvojstveni integral ∫b
 a
 dxxf )( divergira.
 Jasno je da integrali sa desne strane jednakosti (8) ne zavise od načina kojim α → c – 0 i β → c + 0, što slijedi iz date definicije. Dva nezavisna parametra ε i η uvode se u jednakosti (8') da bi se očuvala osobina aditivnosti integrala. Naime, iz definicione jednakosti imamo da je
 ∫∫∫∫∫∫∫ +=+=
 +=
 ++→
 −
 +→+
 −
 +→+→
 b
 c
 c
 a
 b
 c
 c
 a
 b
 c
 c
 a
 b
 a
 dxxfdxxfdxxfdxxfdxxfdxxfdxxf )()()(lim)(lim)()(lim)(00
 0
 0η
 η
 ε
 εη
 ε
 ηε
 .
 Primjer 8.1.3. Izračunajmo nesvojstveni integral ∫−
 1
 13 x
 dx .
 Rješenje: Podintegralna funkcija ima primitivnu funkciju F(x) : = cx +3
 2
 2
 3 , (c∈R), pa je (prema
 definiciji 8.1.4)
 0112
 3limlim 3
 2
 3
 2
 0
 0
 13
 1
 1
 3
 1
 0
 0
 1
 13
 =
 −+−=
 +=
 +
 +
 +
 +→→
 −−
 −
 −
 →→
 −∫∫∫ ηε
 ηε
 η
 ε
 ηε
 dxxdxxx
 dx ,
 tj. dati nesvojstveni integral (s unutrašnjim singularitetom u tački 0) konvergira (ka broju 0).
 §8.2. Glavna vrijednost nesvojstvenih integrala
 Primijetimo da je podintegralna funkcija u prethodnom primjeru 8.1.3. neparna, a njen nesvojstveni integral na [–1, 1]\0 jednak nuli, kao što je slučaj za svojstvene (odreñene) Riemannove integrale. Meñutim, to ne znači da je nesvojstveni integral svake neparne funkcije na simetričnom razmaku
 konvergentan. Tako, npr., za funkciju f (x) : = x
 1 je
 ηεη
 ε
 lnln)()(1
 1
 −=+ ∫∫−
 −
 dxxfdxxf ,
 pa ne postoji granična vrijednost
 + ∫∫
 +
 −
 −→→
 +
 +
 1
 0
 0
 10
 0)()(lim
 η
 ε
 ηε
 dxxfdxxf , odakle slijedi da nesvojstveni integral ∫−
 1
 1 x
 dx
 nije konvergentan.
 U nekim slučajevima kad integrali ∫−0
 )(c
 a
 dxxf i ∫+
 b
 c
 dxxf0
 )( u jednakosti (8) ne konvergiraju ili bar
 jedan od njih ne konvergira, pokazuje se korisnim posmatrati granične vrijednosti kad ε → 0+ integrala
 ∫−εc
 a
 dxxf )( , ∫+
 b
 c
 dxxfε
 )( , (9)
 pri čemu je ε > 0 dovoljno mali broj, odnosno poopštava se pojam nesvojstvenog integala (druge vrste) sa singularitetom u nekoj tački unutar razmaka integracije.
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 Definicija 8.2.1. Neka je f : [a, b] \ c → K, ( K ⊆ R, c∈(a, b)) funkcija koja je neograničena u (nekoj) okolini tačke c. Ako za proizvoljno dovoljno mali broj ε > 0 postoje integrali dati u (9) i ako postoji granična vrijednost
 + ∫∫
 +
 −
 → +
 b
 c
 c
 a
 dxxfdxxfε
 ε
 ε)()(lim
 0, (10)
 tada se granična vrijednost (10) naziva glavna vrijednost*) (u Cauchyjevom smislu) ili Cauchyjeva
 glavna vrijednost nesvojstvenog integrala ∫b
 a
 dxxf )( i pišemo
 V.P.
 += ∫∫∫
 +
 −
 → +
 b
 c
 c
 a
 b
 a
 dxxfdxxfdxxfε
 ε
 ε)()(lim)(
 0. (10')
 Primijetimo da se glavna vrijednost nesvojstvenog integrala dobije ako se u jednakosti (8') kojom se definira nesvojstveni integral stavi da je η : = ε, tj. suština glavne vrijednosti nesvojstvenog integrala je u tome što ne dozvoljavamo da tačke α → c – 0 i β → c + 0 (u definiciji 8.1.4.) teže nezavisno jedna od druge.
 Za glavnu vrijednost nesvojstvenog integrala ne važi osobina aditivnosti integrala, odnosno integrali od a do c i od c do b ne moraju postojati kao nesvojstveni.
 Ako je f neparna funkcija i integrabilna na svakom segmentu koji ne sadrži nulu, onda je glavna
 vrijednost njenog nesvojstvenog integrala ∫−
 a
 a
 dxxf )( jednaka nuli. Ovo je neposredna posljedica
 definicije glavne vrijednosti nesvojstvenog integrala. Tako imamo da je specijalno
 V.P. 01
 1
 =∫− x
 dx ,
 mada nesvojstveni integral 01
 1
 =∫− x
 dx ne konvergira.
 Slično definiciji 8.2.1. daje se i definicija glavne vrijednosti nesvojstvenog integrala u granicama od –∞ do +∞.
 Definicija 8.2.2. Neka je funkcija f : R → K (K ⊆ R) integrabilna u Riemannovom smilu na
 proizvoljnom simetričnom segmentu iz skupa R i neka postoji granična vrijednost ∫−
 +∞→
 a
 aa dxxf )(lim
 (a > 0). Tada se ova granična vrijednost naziva glavna vrijednost (u Cauchyjevom smislu)
 nesvojstvenog integrala ∫+∞
 ∞−
 dxxf )( i pišemo
 V.P. ∫+∞
 ∞−
 dxxf )( : = ∫−
 +∞→
 a
 aa dxxf )(lim . (11)
 Napomena. Ako je funkcija f parna, onda je ∫∫ =−
 aa
 a
 dxxfdxxf0
 )(2)( , pa granična vrijednost (11)
 postoji ako i samo ako postoji granična vrijednost ∫+∞→
 a
 a dxxf0
 )(lim . Drugim riječima, za parnu funkciju
 glavna vrijednost nesvojstvenog integrala postoji istovremeno sa nesvojstvenim integralom ∫+∞
 ∞−
 dxxf )( i
 meñusobno su jednake. _____________________ *) V.P. = valeur principal (fr.) – glavna vrijednost
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I N Ž E N J E R S K A M A T E M A T I K A 1
 … Affirmanti incumbit probatio. (Ko nešto tvrdi, mora i dokazati.)
 (Latinska izreka.)
 P r e d a v a n j a z a p e t n a e s t u s e d m i c u n a s t a v e
 (u akademskoj 2010/2011. godini)
 §8.3. Osnovna svojstva nesvojstvenih integrala Formalno, sa konvergentnim nesvojtvenim integralima radimo isto kao i sa običnim (svojstvenim), s tim što vodimo računa o tome da je interval integracije beskonačan ili da je podintegralna funkcija neograničena u okolini neke tačke koja pripada razmaku integracije. Naime, svojstva nesvojstvenih integrala proizilaze iz njihove definicije i poznatih svojstava odreñenog (svojstvenog) integrala. U tom smislu navodimo neka važnija svojstva nesvojstvenih integrala. *)
 Tvrdnja 8.3.1. Neka su ∫b
 a
 dxxf )( i ∫b
 a
 dxxg )( nesvojstveni integrali sa singularitetom u tački b.
 Tada : (i) Ako ti integrali konvergiraju, onda za sve λ, µ ∈R važi jednakost
 ( )( ) ( ) ( ) ( )b b b
 a a a
 f x g x dx f x dx g x dxλ µ λ µ+ = +∫ ∫ ∫ .
 (ii) Ako je a < c < b, onda ∫b
 a
 dxxf )( konvergira akko konvergira ∫b
 c
 dxxf )( i važi jednakost
 ∫∫∫ +=b
 c
 c
 a
 b
 a
 dxxfdxxfdxxf )()()( .
 (iii) Ako su f i g glatke**) funkcije i postoji konačan ))((lim xgfbx ⋅→ , onda integral ∫ ⋅b
 a
 dxxgf ))('(
 konvergira akko konvergira integral ∫ ⋅b
 a
 dxxgf ))( ' ( . U tom slučaju važi jednakost
 ( ) ∫∫ ⋅−⋅=⋅b
 a
 b
 a
 b
 a
 dxxgfxgfdxxgf ))( ' ()())('( ,
 gdje ( ) b
 axgf )(⋅ znači )()()()(lim agafxgxfbx −⋅→ (metod parcijalne integracije).
 Dokaz: 1°°°° Tvrdnja (i) se dobija iz jednakosti
 ( ) ∫∫∫ +=+βββ
 µλµλaaa
 dxxgdxxfdxxgxf )()()()( ,
 prelaskom na graničnu vrijednost kad β → b.
 2°°°° Kako je ∫∫∫ +=ββ
 c
 c
 aa
 dxxfdxxfdxxf )()()( , to tvrdnja (ii) slijedi prelaskom na limes kad β → b.
 ______________ *) Mnoge osobine običnih odreñenih integrala mogu se pod izvjesnim uslovima proširiti i na nesvojstvene integrale, kao što je smjena promjenljivih, Newton – Leibnizova formula itd. Pojedine osobine mogu se korisno primijeniti za izračunavanje ovih integrala. **) Za funkciju f : [a, b] → K (K ⊆ R), se kaže da je glatka na [a, b], ( a < b), ako ima neprekidan izvod na [a, b]; podrazumijeva se da se u tački a govori o desnom, a u tački b o lijevom izvodu. 267
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 3°°°° Iz jednakosti ( ) ∫∫ ⋅−⋅=⋅β
 ββ
 aa
 a
 dxxgfxgfdxxgf ))( ' ()( ))('( slijedi
 ∫∫ ⋅−⋅−⋅=⋅ →→→
 β
 ββ
 β
 β αβa
 bba
 b dxxgfgfgfdxxgf ))( ' (lim) )(() )((lim))('(lim .
 Kako ) )((lim ββ gfb ⋅→ postoji, to ∫ ⋅→
 β
 βa
 b dxxgf ))(' (lim postoji akko postoji ∫ ⋅→
 β
 βa
 b dxxgf ))( ' (lim , pa je
 dokaz tvrdnje završen.
 Ako se u simbolu ∫b
 a
 dxxf )( singulariteti nalaze i u a i u b, onda se stavlja po definiciji
 ∫∫∫ +=b
 c
 c
 a
 b
 a
 dxxfdxxfdxxf )()()( .
 Ako se u simbolu ∫b
 a
 dxxf )( singulariteti nalaze i u a i u b, onda se stavlja po definiciji
 ∫∫∫ +=b
 c
 c
 a
 b
 a
 dxxfdxxfdxxf )()()( . (12)
 Pri tome pretpostavljamo da je funkcija f integrabilna na svakom segmentu [α, β ] ⊂ (a, b) i da je a < c < b. Prema prethodnoj tvrdnji 8.1.1. (ii), izbor broja c ne utiče na konvergenciju.
 Po definiciji, ∫b
 a
 dxxf )( konvergira ako svaki od integrala ∫c
 a
 dxxf )( i ∫b
 c
 dxxf )( konvergira. Analogno se
 postupa i ako se u simbolu ∫b
 a
 dxxf )( (složenom, kombinovanom nes. int.) singulariteti nalaze i u
 konačno mnogo tačaka, recimo u a0, a1, ..., ak, gdje je a ≤ a0 < a1 < ⋅⋅⋅ < ak ≤ b. Naime, tada se stavlja po definiciji
 ∫∫∫∫∫ ++⋅⋅⋅++=−
 b
 a
 a
 a
 a
 a
 a
 a
 b
 a k
 k
 k
 dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf )()()()()(1
 1
 0
 0
 , (13)
 a dalje se na svaki od integrala ∫i
 i
 b
 a
 dxxf )( ( i = 0, 1, ..., k ) može primijeniti svojstvo (12); pri čemu se
 u (13) izostavlja ∫0
 )(a
 a
 dxxf ako je a0 = a i izostavlja ∫b
 bk
 dxxf )( ako je bk = b.
 Primjer 8.3.1. a) Integral ∫∞
 ∞−
 − dxe x konvergira, jer važi
 ∫∫∫+∞
 −
 ∞−
 ∞
 ∞−
 − +=0
 0
 dxedxedxe xxx , (14)
 a oba nesvojstvena integrala s desne strane jednakosti (14) konvergiraju.
 b) Integral ∫+∞
 0αx
 dx , (α∈R), divergira, jer je
 ∫∫∫+∞+∞
 +=1
 1
 00ααα x
 dx
 x
 dx
 x
 dx ,
 a za α ≥ 1 divergira integral ∫1
 0αx
 dx , a za α ≤ 1 divergira integral ∫+∞
 1αx
 dx .
 c) Dokazati konvergenciju integrala I : = ∫2
 0
 sinln
 π
 xdx i izračunati ga.
 Rješenje: Parcijalnom integracijom, tj. primjenom svojstva datog teorema tvrdnjom 8.1.1. (iii), dobijemo
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 ∫∫∫ −=⋅−=2
 0
 2
 0
 2/
 0
 2
 0 sincos
 sinlnsinln
 ππ
 π
 π
 dxtgx
 xdx
 x
 xxxxxdx .
 Kako je 1lim 0 =+→ tgx
 xx , 0lim
 2
 =−
 → tgx
 xx
 π , posljednji integral je svojstveni (pravi) Riemannov integral.
 Zato zadani integral konvergira.
 Sada izvršimo zamjenu varijable u integralu I stavljajući x = 2t. Tada je dx = 2dt ; x = 0 za
 t1 = 0 ; x = 2
 π za t2 = 4
 π . Ovom zamjenom dobijemo:
 ∫∫∫∫∫ ++=++==4
 0
 4
 0
 40
 4
 0
 4
 0
 2
 0
 cosln2sinln22ln2)coslnsinln2(ln22sinln2sinln
 πππ
 πππ
 tdttdttdttttdtxdx .
 U posljednjem integralu izvršimo smjenu t = 2
 π – z. Tada je dt = – dz ; t = 0 za z1 = 2
 π ; t = 4
 π
 za z2 = 4
 π , pa imamo da je ∫∫∫ =
 −−=4
 2
 4
 2
 4
 0
 sinln22
 cosln2cosln2
 π
 π
 π
 π
 π
 πdzzdzztdt .
 Prema tome, vrijedi da je
 I = Itdtzdztdtxdx 22ln2
 sinln22ln2
 sinln2sinln22ln2
 sinln2
 0
 2
 4
 4
 0
 2
 0
 +=+=++= ∫∫∫∫πππ
 ππ
 π
 ππ
 .
 Otuda je*) I = ∫2
 0
 sinln
 π
 xdx = – 2ln2
 π .
 § 8.4. Neki kriterijumi za konvergenciju nesvojstvenih integrala. Apsolutna konvergencija
 Posmatrajmo funkciju
 F (x) : = ∫x
 a
 dttf )( , (x∈ J : = [a, b) ). (*)
 Tada se, pod učinjenom pretpostavkom kao u odgovarajućoj definiciji nesvojstvenog integrala za funkciju f, očigledno pitanje konvergencije nesvojstvenog integrala svodi na pitanje postojanja konačne granične vrijednosti funkcije F u tački b. Kako važi jednakost
 | F(x1) – F(x2)| = ∫2
 1
 )(x
 x
 dxxf , (*')
 to važi sljedeća teorema koja predstavlja posljedicu opšteg Cauchyjevog kriterijuma za postojanje konačne granične vrijednosti. Teorema 8.4.1. (Cauchyjev opšti kriterijum konvergencije integrala). Da bi nesvojstveni
 integral ∫b
 a
 dxxf )( koji ima singularitet u tački b ( b∈R ili b = +∞ ) konvergirao, potrebno je i
 dovoljno da za svaki ε > 0 postoji β0 = β0 (ε ), a < β0 <b, tako da za svaki par x1, x2, β0 < x1 < x2 < b , važi _____________________
 *) Funkcija f data sa f (x) : = ln sin x je neprekidna na svakom segmentu [ε,2
 π] ⊂ (0,
 2
 π], pa je na tom segmentu i
 integrabilna i ima primitivnu funkciju. No, njena primitivna funkcija nije elementarna, ali smo i bez nje izračunali zadani integral.
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 ∫2
 1
 )(x
 x
 dxxf < ε .
 Ako pretpostavimo da je funkcija f neprekidna gotovo svuda na polusegmentu [a, b), onda važi nejednakost
 ∫2
 1
 )(x
 x
 dxxf ≤ ∫2
 1
 )(x
 x
 dxxf , (**)
 za sve x1, x2∈[a, b), x1 < x2 , pa važi sljedeća tvrdnja.
 Tvrdnja 8.4.1. Ako integral ∫b
 a
 dxxf )( , koji ima singularitet u tački b (b∈R ili b = +∞),
 konvergira, onda i ∫b
 a
 dxxf )( konvergira.
 Dokaz*) : Tačnost ove tvrdnje slijedi iz prethodne nejednakosti (**).
 Definicija 8.4.2. Ako konvergira integral ∫b
 a
 dxxf )( , onda kažemo da nesvojstveni integral
 ∫b
 a
 dxxf )( apsolutno konvergira. Svaki konvergentan nesvojstveni integral koji nije i apsolutno
 konvergentan naziva se uslovno konvergentan ili semikonvergentan.
 Napomena. Postoji razlika izmeñu (svojstvenog) Riemannovog integrala i nepravog (nesvojstvenog) Riemannovog
 integrala, jer ako je f ∈R ([a, b]), onda je i | f |∈R ([a, b]), dok iz postojanja nesvojstvenog integrala ∫b
 a
 dxxf )( ne
 mora da slijedi i postojanje nesvojstvenog integrala ∫b
 a
 dxxf )( , što pokazuje sljedeći primjer.
 Primjer 8.4.1. Pokazati da integral konvergira ∫∞
 2
 sin
 πdx
 x
 x uslovno.
 Dokaz : 1°°°° Pokažimo da dati integral konvergira. Kako je
 ∫∫∫∞∞∞∞
 −=−
 −=
 2
 2
 2
 2
 22
 coscoscossin
 ππππdx
 x
 xdx
 x
 x
 x
 xdx
 x
 x
 i kako integral ∫∞
 2
 2
 cos
 πdx
 x
 x konvergira, jer je 22
 1cos
 xx
 x ≤ i ∫∞
 2
 2π x
 dx konvergira, to dati integral konvergira.
 2°°°° Pokažimo da dati integral ne konvergira apsolutno. Zaista, važi
 ∫∫∫∫ −=≥β
 π
 β
 π
 β
 π
 β
 π222
 2
 2
 2cos
 2
 1
 2
 1sinsindx
 x
 x
 x
 dxdx
 x
 xdx
 x
 x .
 Integral ∫β
 π2
 2x
 dx nije ograničen, dok je integral ∫β
 π2
 2cosdx
 x
 x ograničen, jer se analogno kao i u slučaju
 integrala ∫∞
 2
 sin
 πdx
 x
 x pokazuje da integral ∫∞
 2
 2cos
 πdx
 x
 x konvergira. Zato integral ∫∞
 2
 sin
 πdx
 x
 x divergira, pa
 dati integral konvergira uslovno. Q.E.D. _________________ *) Tvrdnja 8.1.2. je neposredna posljedica jednog dovoljnog uslova za konvergenciju koji glasi: Neka je | f (x)| ≤ g (x),
 (∀x∈[a, b)). Ako ∫b
 a
 dxxg )( konvergira, onda i integral ∫b
 a
 dxxf )( konvergira.
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271 Primijetimo da se pitanje apsolutne konvergencije nesvojstvenih integrala svodi na pitanje konvergencije nesvojstvenih integrala nenegativnih funkcija. Zato ćemo navesti neke jednostavne kriterijume (koji se lako i dokazuju) za konvergenciju nesvojstvenih integrala takvih funkcija.
 Tvrdnja 8.4.2. Da bi nesvojstveni integral ∫b
 a
 dxxf )( , f (x) ≥ 0 za svaki x ∈[a, b), konvergirao potrebno je i
 dovoljno da postoji broj K (> 0) takav da je ∫β
 a
 dxxf )( ≤ K, (a ≤ β < b).
 Dokaz: Iz f (x) ≥ 0 za svaki x ∈[a, b) slijedi da je funkcija φ( β ) : = ∫β
 a
 dxxf )( neopadajuća pa konačna granična
 vrijednost )(lim βφβ −→b postoji akko je funkcija φ ograničena.
 Tvrdnja 8.4.3. Neka je 0 ≤ f (x) ≤ c g(x) za svaki x ∈[a, b), gdje je c proizvoljna konstanta, i neka su
 ∫b
 a
 dxxf )( (1) , ∫b
 a
 dxxg )( (2) nesvojstveni inetgrali sa singularitetom b. Tada iz konvergencije integrala (2) slijedi
 konvergencija integrala (1) i vrijedi nejednakost ∫b
 a
 dxxf )( ≤ c ∫b
 a
 dxxg )( , a iz divergencije integrala (1) slijedi
 divergencija integrala (2).
 Osim ovih kriterija za ispitivanje konvergencije nesvojstvenih integrala vrijede i drugi analogoni odgovarajućih kriterija usporedbe i asimptotske usporedbe za ispitivanje konvergencije (beskonačnih) pozitivnih redova i redova sa članovima proizvoljnog znaka.
 Tako imamo i ove kriterije: Tvrdnja 8.4.4. Neka se izraz f (x), za dovoljno veliku vrijednost x, može napisati u obliku
 px
 xgxf
 )()( = , ( p > 0).
 Tada:
 (i) Za p > 1 i g(x) ≤ c < + ∞ integral ∫+∞
 a
 dxxf )( ( a > 0) je konvergentan;
 (ii) Za p ≤ 1 i g(x) ≥ c > 0 integral ∫+∞
 a
 dxxf )( ( a > 0) je divergentan.
 Tvrdnja 8.4.5. (Dirichletov kriterijum za ispitivanje neapsolutne konvergencije). Neka su f, g realne funkcije
 definirane na [a, b) ⊂ R i neka su ispunjeni ovi uslovi: 1) f na [a, b) ima ograničenu primitivnu funkciju xa tdtfx
 a∫ )( ;
 2) g monotono teži nuli kad x → b– . Tada nesvojstveni integral ∫b
 a
 dxxgxf )()( konvergira.
 Tvrdnja 8.4.6. (Abelov kriterijum za konvergenciju nesvojstvenog integrala). Neka su f, g realne funkcije
 definirane na [a, b)⊂R i neka konvergira integral ∫b
 a
 dxxf )( , a funkcija g monotona i ograničena. Tada integral
 ∫b
 a
 dxxgxf )()( konvergira.
 § 8.5. Rješenja nekih složenijih zadataka o nesvojstvenim integralima
 Zadatak 8.5.1. Procijeniti vrijednost integrala I :
 I : = ∫∞
 +024
 cosdx
 x
 xλ , (λ∈R),
 uz potpuno teoretsko obrazloženje.
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272 Rješenje:
 1°°°° Tvrdnja 1 . Ako oba prosta integrala ∫∞
 01 )( dxxf i ∫
 ∞
 02 )( dxxf konvergiraju i ako je f2(x)
 konstantnog znaka na (0, ∞), tada postoji broj µ koji je izmeñu donje i gornje meñe funkcije f1(x): m ≤ µ ≤ M, takav da je
 ∫∫∞∞
 =0
 20
 21 )()()( dxxfdxxfxf µ ,
 (tj. m ∫∞
 02 )( dxxf ≤ ∫
 ∞
 021 )()( dxxfxf ≤ M ∫
 ∞
 02 )( dxxf ako je f2(x) ≥ 0 na (0, ∞); ovo je teorema o
 srednjoj vrijednosti nesvojstvenog integarala prve vrste).
 Dokaz tvrdnje 1. Pretpostavimo da je f2(x) ≥ 0. Kako je m ≤ f1(x) ≤ M, to je m f2(x) ≤ f1(x) f2(x) ≤ M f2(x) i
 m ∫b
 dxxf0
 2 )( ≤ ∫b
 dxxfxf0
 21 )()( ≤ M ∫b
 dxxf0
 2 )( , (∀ b > 0). (*)
 Ako je ∫∞
 02 )( dxxf = 0, tada je i ∫
 ∞
 021 )()( dxxfxf = 0, pa µ može biti proizvoljan broj iz [m, M]. Ako je
 ∫∞
 02 )( dxxf > 0, tada uzimimo da je
 ∫
 ∫∞
 ∞
 =
 02
 021
 )(
 )()(
 dxxf
 dxxfxf
 µ ,
 pa iz (*), uzimajući graničnu vrijednost za b → +∞, dobijemo m ≤ µ ≤ M. Q.E.D.
 Tvrdnja 2 . Ako je f (x) ≤ F (x) na [0, ∞), tada je
 ∫∞
 0
 )( dxxf ≤ ∫∞
 0
 )( dxxF ,
 ako oba integrala konvergiraju. Dokaz tvrdnje 2: Imamo: f (x) ≥ F (x) ⇒ F (x) – f (x) ≥ 0 ⇒
 [ ] ∫∫∫∫∫ ≥⇒−=−≤bbbbb
 dxxfdxxFdxxfdxxFdxxfxF00000
 )()( )()()()(0 ∫∫ +∞→+∞→ ≥⇒bb
 dxxfdxxF0
 b0
 b )(lim )(lim ,
 tj. ∫∞
 0
 )( dxxF ≥ ∫∞
 0
 )( dxxf . Q.E.D.
 2°°°° Zadatak 8.5.1. možemo riješiti primjenom tvrdnje 1 (npr. uzimajući f1(x) = cosλx; m = –1, M =
 1, f1(x) = 04
 12
 >+ x
 , ∀x∈(0, ∞)) ili primjenom tvrdnje 2:
 Kako je 222 4
 1
 4
 cos
 4
 1
 xx
 x
 x +≤
 +≤
 +− λ , (∀x∈[0, ∞)), to primjenom tvrdnje 2 (uzimajući f (x) =
 24
 1
 x+− , F
 (x) = 24
 cos
 x
 x
 +λ u jednom slučaju, i u drugom slučaju da je f (x) =
 24
 cos
 x
 x
 +λ , F (x) =
 24
 1
 x+), dobijemo
 ∫∫∫∞∞∞
 +≤
 +≤
 +−
 02
 02
 02 44
 cos
 4 x
 dx
 x
 x
 x
 dx λ ,
 tj. ∞∞∞
 ≤+
 ≤− ∫00
 20
 arctg2
 1
 4
 cos arctg
 2
 1t
 x
 xt
 λ odnosno 44
 cos
 4 02
 πλπ ≤+
 ≤− ∫∞
 x
 x ,
 pri čemu važi stroga nejednakost, jer ∃ c∈(0, ∞) tako da vrijedi 222 4
 1
 4
 cos
 4
 1
 cc
 c
 c +<
 +<
 +− λ , a funkcije
 f i F su neprekidne.
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273 Zadatak 8.5.2. Ispitati postojanje, a zatim izračunati integral:
 I : = ∫−
 +
 2
 2
 )1(
 π
 π tgxe
 xdxx
 .
 Rješenje: Ako je f : X → Y (X, Y ⊆R) integrabilna funkcija na segmentu [–a, a], (a > 0), i ako je f (– x) = f (x) za svaki x∈[–a, a], onda se lako vidi da vrijedi (korisno) svojstvo
 ∫∫ =+−
 aa
 ax
 dxxfe
 dxxf
 0
 )(1
 )( .
 U našem slučaju je funkcija f definirana i neprekidna na skupu (– 2
 π , 0) ∪ (0, 2
 π ) i može se
 produžiti po principu neprekidnosti i u tački x = 0 do funkcije f~ koja je neprekidna na svakom
 segmentu [b, c] ⊂ (– 2
 π , 2
 π ), pa otuda i integrabilna na tom segmentu. Takoñe je
 I : = ∫∫−
 →→=
 +
 t
 tt
 c
 bb
 dxxfdxxf )(~
 lim)(~
 lim22
 ππ ,
 jer je podintegralna funkcija pozitivna na svakom segmentu [b, c] ⊂ (– 2
 π , 2
 π ). Otuda je
 I = 43421
 1
 2
 0
 2
 0
 2/
 0
 02
 sinlnsinlnsinln sinln sin
 )'(sin
 tg
 ,
 tglim
 I
 a
 axdxxdxxxxvdx
 x
 x
 x
 dxdv
 dxduxudx
 x
 x
 =→
 → ∫∫∫ −=−==⇒==
 ===
 +−
 ππ
 π
 εε
 π ,
 jer je 0sin
 1cos
 lim1sinln
 lim
 2
 00 =−
 =++ →→
 tt
 t
 t
 ttt .
 Kako je 2I1 = ∫∫∫∫∫∫ +−=−==+2
 0
 2
 0
 2
 0
 2
 0
 2
 0
 2
 0
 2sinln2ln2
 2ln2sinln)cosln(sincoslnsinln
 ππππππ
 πxdxdxxdxdxxxxdxxdx =
 = ∫∫ +−=−==−
 2
 0
 2
 2
 cosln2ln2
 2ln2
 cosln2
 12
 ππ
 π
 ππxdxxdxtx , tj. I1 = 2ln
 2
 π− .
 Dakle, I = 2ln2
 π .
 Zadatak 8.5.3. Neka je n∈N. Izračunati nesvojstveni integral ∫∞
 a
 n dxxy )()( , gdje je y(n)(x)
 n – ti izvod funkcije y (x) : = ( ) 2/132 −+xx i (a, + ∞) proizvoljni podinterval njenog prirodnog domena. Zadatak 8.5.4. Izračunati integral
 I : = 1 3
 21
 1ln d
 1 1
 x xx
 x x−
 + ⋅ − − ∫ .
 Rješenje: Singularne tačke date podintegralne funkcije su – 1 i 1, pa je dati integral nesvojstveni integral druge vrste.
 Stavljajući u = x
 x
 −+
 1
 1ln , dv = dx
 x
 x
 1 2
 3
 −, imat ćemo du = 21
 2
 x
 dx
 −, v = – 2
 2
 13
 2x
 x −⋅+ , pa
 formula parcijalne integracije daje
 I = ∫∫−
 +=−
 ++
 −⋅+⋅
 −+−
 −−
 1
 02
 21
 12
 21
 1
 22
 1
 2
 3
 4
 1
 2
 3
 21
 3
 2
 1
 1ln dx
 x
 xdx
 x
 xx
 x
 x
 x ,
 jer je 013
 2
 1
 1lnlim1
 3
 2
 1
 1lnlim 2
 2
 12
 2
 1 =
 −⋅+⋅
 −+−
 −⋅+⋅
 −+
 +− −→→ xx
 x
 xx
 x
 x
 xxx .
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 Kako je 4
 5
 2
 2sin
 2
 1
 2
 2cos12)sin2(
 cos
 sin
 1
 2 2
 0
 2
 0
 2/
 0
 2
 0
 21
 02
 2 ππππ
 π
 π
 =
 −+=−+=+==
 ==
 −
 +∫∫∫
 ttdt
 ttdtt
 tdtdx
 txdx
 x
 x ,
 to je
 I = 3
 5
 4
 5
 3
 4 ππ =⋅ .
 Zadatak 8.5.5. Ispitajte konvergenciju nesvojstvenog integrala
 0
 sind
 1 n
 xx
 x
 α∞∫
 +, (α∈R, n∈N).
 Uputa i rezultat: Zadani nesvojstveni integral konvergira prema Dirichletovom kriterijumu za ispitivanje (neapsolutne) konvergencije, jer funkcija f, definirana sa ( ) sin , ( \ 0 ),Rf x xα α= ∈ na
 [ )0,∞ ima ograničenu primitivnu funkciju xa0
 ( )x
 f t dt∫ , a funkcija g , definirana formulom
 ( )1
 ,1 n
 g xx
 =+
 (n∈N), monotono teži nuli kad x → + ∞ .
 Zadatak 8.5.6.* Ispitajte konvergenciju nesvojstvenih integrala
 I : = 2
 3
 0dxx e x
 + ∞ −∫ ,
 2
 0
 2 1 dnn xx e xI
 + ∞+ −
 ∫= , J : = 3 2
 0
 d
 6 11 6
 x x
 x x x
 + ∞∫
 + + +,
 a zatim izračunajte njihove vrijednosti.
 Rezultat: Zadani integrali konvergiraju i njihove vrijednosti su : 1I = 1
 2 ,
 1
 2!nI n= za
 0,1,2,...n = , (v. Zad. 14.13. u knjizi [ Dragičević, V. - Fatkić, H., Odreñeni i višestruki integrali,
 Svjetlost, Sarajevo, 1979. (ili 1987., II izd.)]; J = 2
 ( 2 2 1 3 )π
 − − .
 G L A V A 9 NEKE PRIMJENE INTEGRALNOG RA ČUNA
 Odreñeni integral ima veoma mnogo primjena u nizu naučnih oblasti : fizici, hemiji, biologiji, kao i u tehničkim i društvenim naukama. Posebno, odreñeni integral se koristi u matematičkim disciplinama. Ovdje ćemo razmatrati neke od tih primjena u geometriji.
 § 9.1. Površine ravnih likova (Kvadratura lika u Dekartovim i polarnim koordinatama)
 Neka je D dio ravni ograničen zatvorenom prostom krivom L (tačnu definiciju tog pojma ćemo dati nešto kasnije). Definirat ćemo površinu ravne geometrijske figure D, sl. 9.1.1.
 Prvo definirajmo upisani mnogougao u figuru D kao mnogougao čije sve tačke se nalaze u D. Mnogougao koji sadrži sve tačke figure D naziva se opisani mnogougao oko figure D.
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 Označimo sa Wi : i∈I skup površina upisanih, a sa We : e∈J skup površina opisanih mnogouglova figure D. Očito je da je skup Wi : i∈I ograničen odozgo, a skup We : e∈J ograničen odozdo, pa postoje konačni sup Wi : i∈I = P i inf We : e∈J = P . Lako se
 pokazuje da je P ≤ P . Definicija 9.1.1. Kažemo da je figura D izmjeriva (mjerljiva, kvadrabilna) ako je P = P . Pri
 tom zajedničku vrijednost P i P nazivamo površinom figure D i označavamo sa P (D). Stav 9.1.1. Ravna figura D je izmjeriva ako i samo ako za svaki ε > 0 postoje opisan i upisan mnogougao figure D, tako da je razlika We – Wi njihovih površina manja od ε.
 Dokaz: Neka figura D ima površinu P. Kako je P = P = P, to za ε > 0 postoji upisan
 mnogougao čija površina Wi zadovoljava uslov P – Wi < 2
 ε i postoji opisan mnogougao čija
 površina We zadovoljava uslov We – P < 2
 ε . Odavde je We – Wi = We – P + P – Wi < ε. Ako je
 uslov stava ispunjen, onda za ε > 0 postoje upisan i opisan mnogougao figure D čije površine Wi i We zadovoljavaju uslov We – Wi < ε. Kako je P ≥ Wi i P ≤ We, to je i P – P < ε. Broj
 ε je proizvoljan, pa je P = P i dokaz stava je završen.
 Posmatrajmo krivu zadanu jednačinom y = f (x), x∈[a, b], gdje je f neprekidna nenegativna funkcija, sl. 9.1.2. Figura ABCD u ravni Oxy, ograničena dijelovima x – ose, pravih x = a i x = b i datom krivom je krivolinijski trapez. Nañimo površinu tog trapeza.
 Neka je T = x0, x1, ..., xn podjela segmenta [a, b], a = x0 , b = xn . Ako označimo mi : =
 [ ])( inf
 ,1
 xfii xxx −∈
 , Mi : = [ ]
 )( sup,1
 xfii xxx −∈
 ,
 onda će donja Darbouxova suma s ( f, T ) biti jednaka zbiru površina upisanih, a gornja Darbouxova suma S ( f , T ) zbiru površina opisanih pravougaonika prikazanih na sl. 9.1.2. Kako je f neprekidna funkcija, za proizvoljan ε > 0 postoji podjela T tako da je S( f , T ) – s( f , T ) < ε, pa je krivolinijski trapez izmjeriva figura, a površina P mu je jednaka
 P = ∫b
 a
 dxxf )( . (9.1.1)
 Neka je f (x), x∈[a, b], neprekidna funkcija i f (x) ≤ 0. Da bismo našli površinu krivolinijskog trapeza ABCD, sl. 9.1.3., uočimo funkciju g(x) = – f (x) i nacrtajmo krivu y = g(x), x∈[a, b]. Površina PABCD jednaka je površini PABC'D' krivolinijskog trapeza ABC'D'. Prema tome je
 PABCD =
 =−= ∫∫∫
 b
 a
 b
 a
 b
 a
 dxxfdxxfdxxg )( )()( .
 Y L y = f (x) D C D
 A B
 0 a x1 x2 ... xi-1 xi .... b x Sl. 9.1.1. Sl. 9.1.2.
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 B y r 2a A β 0 x
 α ζ1 ζi-1 ζi
 Sl. 9.1.5. Sl. 9.1.6.
 Primjer 9.1.1. Cikloida je data (parametarski) jednačinama x = r ( t – sin t ), y = r ( 1 – cos t ), t∈R.
 Nañimo površinu P izmeñu x – ose i jednog svoda cikloide ( za 0 ≤ t ≤ 2π ), sl. 9.1.4.
 Prema jednakosti (9.1.1.), površina P je data sa
 P = ∫∫ =ππ rr
 ydxydx0
 2
 0
 2 ,
 zbog simetričnosti površi čiju površinu tražimo, gdje je y = f (x) jednačina cikloide. Stavimo ovdje x = r ( t – sin t ), dx = r ( 1 – cos t ) dt, y = r ( 1 – cos t ), 0 ≤ t ≤ π. Tada je
 P = 2
 0
 22 3)cos1(2 rdttr ππ
 =−∫ .
 Neka je data kriva r = r (ϕ ), α ≤ ϕ ≤ β, u polarnom koordinatnom sistemu, gdje je r (ϕ ) neprekidna funkcija. Geometrijsku figuru OAB ograničenu dijelovima polupravih ϕ = α i ϕ = β i krivom r = r (ϕ ) nazivamo krivolinijskim trouglom, sl. 9.1.5. Polazeći od definicije odreñenog integrala pokazuje se da površina P tog trougla iznosi
 P = 21( )d
 2r
 β
 αϕ ϕ∫ .
 Primjer 9.1.2. Nañimo površinu kardioide r = a (1 + cos ϕ ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π, a > 0, sl. 9.1.6. Kako je kardioida simetrična figura, to je
 P = 2
 0
 22 23
 )cos1( ada πϕϕπ
 =⋅⋅⋅=+∫ .
 Zadatak 9. 1.1.* U tačkama presjeka prave ( ℓ ) i parabole ( p ) zadanih jednačinama y = 0 i
 y y = g(x) C' y D' A B
 a b x D y = f (x) C' 0 x Sl. 9.1.3. Sl. 9.1.4.
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277 y = x2 – 4, respektivno, povučene su normale na parabolu ( p ). Izračunajte površinu P lika u ravni omeñenog parabolom ( p ) i dobivenim normalama.
 Rezultat: P ∈ 35 35,
 8 3.
 § 9.2. Kriva linija. Dužina luka (Rektifikacija kr ivih)
 Neka je I = [α, β ] i neka je ϕ : I → R i ψ : I → R dvije neprekidne funkcije. Preslikavanje Γ : I → R2, zadano sa
 t a (ϕ ( t ), ψ ( t )), α ≤ t ≤ β, naziva se putanjom. Tačke A (ϕ (α ), ψ (α )) i B (ϕ ( β ), ψ ( β )) nazivaju se početnom, odnosno krajnjom tačkom putanje, respektivno. Ako se početna i krajnja tačka poklapaju, putanja je zatvorena. Putanju Γ nazivamo prostom ako je Γ : I → R2 injektivna funkcija. Kada je Γ zatvorena, a restrikcija Γ | [α, β ) injektivna, onda je Γ zatvorena prosta putanja.
 Slika (zatvorene) proste putanje zove se (zatvorena) prosta kriva Za prostu krivu, definiranu prostom putanjom Γ : I → R2, Γ ( t ) = (ϕ ( t ), ψ ( t )), α ≤ t ≤ β, kaže se da je parametrizirana parametrom t. Pri tom obično kažemo da je kriva data jednačinama x = ϕ ( t ), y = ψ ( t ) , α ≤ t ≤ β. Primijetimo da različite putanje mogu definirati jednu te istu krivu.
 Neka je x = ϕ ( t ), y = ψ ( t ) , α ≤ t ≤ β, (9.2.1)
 kriva linija u ravni Oxy, sl. 9.2.1. Uzmimo jednu podjelu P = t0, t1, ..., tn segmenta [α, β ]. Tačke (ϕ ( ti ), ψ ( ti )) označimo sa Mi, i = 0, 1, ..., n. Spojimo tačke Mi–1 i Mi dužima za i = 1, 2, ..., n. Sa s(P) označimo sumu
 s(P): = ∑=
 −
 n
 iii MM
 11 .
 Definicija 9.2.1. Ako je suma s(P) ograničena za sve podjele P, onda se kaže da se kriva (9.2.1) može rektificirati*). Supremum skupa s (P) | P ∈P [α, β ] naziva se u tom slučaju dužinom date krive. Posmatrajmo dvije podjele P i P ' segmenta [α, β ]. Ako je P ⊆ P ', onda za sume s(P) i s(P '), koji odgovaraju podjelama P i P ', važi odnos s(P) ≤ s(P '). Naime, pretpostavimo da je P = t0, t1, ..., tn i P ' = P ∪ t ', tk–1 < t ' < tk. Kako je s(P) = ∑
 ≠−− +
 kikkii MMMM 11 , s(P ') = ∑
 ≠−− ++
 kikkii MMMMMM ''11 , gdje su (ϕ ( t '), ψ ( t '))
 koordinate tačke M ', vidi se da je |Mk – 1 Mk| ≤ |Mk – 1 M '| + |M ' Mk|. Ako su podjele P ⊆ P ' proizvoljne, nejednakost s(P) ≤ s(P ') se dobije induktivno.
 Teorema 9.2.1. Neka su ϕ ( t ) i ψ ( t ), α ≤ t ≤ β, neprekidne funkcije koje imaju i neprekidne izvode.**) Tada se kriva L, odreñena jednačinama x = ϕ ( t ), y = ψ ( t ), α ≤ t ≤ β,
 y Mi Mn Mi– 1 M2 M1 M0 x Sl. 9.2.1.
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278 može rektificirati. Pri tom njena dužina s iznosi
 s = ∫ +β
 α
 ψϕ dttt )(' )(' 22 . (9.2.2)
 Dokaz: Pokažimo prvo da se L može rektificirati. Neka je P = t0, t1, ..., tn podjela segmenta [α, β ]. Označimo sa Mi tačke sa koordinatama ϕ ( ti ), ψ ( ti ), i = 0, 1, ..., n. Za sumu s (P) dužina | Mi – 1 Mi | dobije se izraz
 s(P) = [ ] [ ]∑∑ = −−= − −+−= n
 i iiii
 n
 i ii ttttMM1
 21
 211 1 )()( )()( ψψϕϕ .
 Stavljajući xi = ϕ ( ti ), yi = ψ ( ti ), ∆ xi = xi – xi – 1 , ∆ yi = yi – yi – 1, ∆ ti = ti – ti – 1 , prema Lagrangeovoj teoremi o srednjoj vrijednosti, imamo jednakosti
 ∆ xi = ϕ ( ti ) – ϕ (ti – 1) = ϕ '(ξ i) ∆ ti, ∆ yi = ψ ( ti ) – ψ ( ti – 1 ) = ψ '(η i ) ∆ ti, gdje je ti – 1 < ξ i < ti, ti – 1 < η i < ti, i = 1, 2, ..., n. Na osnovu toga se dobije
 s (P) = i
 n
 i ii t∆⋅+∑ =1
 22 )(' )(' ηψξϕ .
 Funkcije ϕ ' i ψ ' su neprekidne na segmentu [α, β ], pa su ograničene, tj. postoji konstanta K, tako da je |ϕ '( t )| ≤ K, |ψ '( t )| ≤ K, i∈ [α, β ]. Zato važi nejednakost
 0 < s (P) ≤ KtKKn
 i i )(21
 22 αβ −=∆⋅+∑ = .
 Dakle, skup s (P) | P ∈P [α, β ] je ograničen, tj. kriva L se može rektificirati. Nañimo dužinu s krive L. Neka je ε ( > 0) proizvoljan pozitivan realan broj. Posmatrajmo integralnu sumu
 σ (ϕ, ψ, P, ξ ) : = i
 n
 i ii t∆⋅+∑ =1
 22 )(' )(' ξψξϕ
 integrala (9.2.2) za podjelu P i izbor istaknutih tačaka ξ = ξ1, ξ2, ..., ξn. Kako je podintegralna funkcija tog integrala neprekidna, to postoji
 ( ) JdtttPP
 =+= ∫→
 β
 αλ
 ψϕξψϕσ )(' )(' ,,, lim 22
 0)(.
 Odavde slijedi da postoji δ 1 > 0, tako da
 P ∈P, λ (P) < δ 1 ⇒ |σ (ϕ, ψ, P, ξ ) – J | < 4
 ε . (9.2.3)
 Procijenimo sada izraz | s (P) – σ (ϕ, ψ, P, ξ ) |. U tom cilju sa Ki i ki označimo Ki : = [ ] )(' sup
 1t
 ii- ,ttt ψ∈ , ki : = [ ] )(' inf1
 tii- ,ttt ψ∈ . Tada važi
 ii
 iiii
 ii
 iiii kK −≤+++
 −≤+−+
 )(')(')(')('
 )(')(' )(')(')(')('
 2222
 22
 2222
 ξψξϕηψξϕ
 ξψηψξψξϕηψξϕ
 Na osnovu te procjene je
 ).,'(),'()()(')(')(')('
 )(')(')(')('),,,()(
 11
 2222
 1
 2222
 PsPStkKt
 tPPs
 n
 iiiii
 n
 iiiii
 n
 iiiiii
 ψψξψξϕηψξϕ
 ξψξϕηψξϕξψϕσ
 −=∆−≤∆+−+≤
 ≤∆
 +−+=−
 ∑∑
 ∑
 ==
 =
 Kako je funkcija ψ ' neprekidna, to postoji δ 2 > 0, tako da
 P ∈P, λ (P) < δ 2 ⇒4
 ),'(),'(εψψ <− PsPS . (9.2.4)
 _____________________ *) Rectificare (lat.) – ispraviti. **) Za ovakvu krivu se kaže da je glatka. Za krivu datu sa x = x ( t ), y = y ( t ), (α ≤ t ≤ β ), kaže se da je parcijalno (djelimi čno) glatka ako se segment [α, β ] može predstaviti kao unija konačnog broja segmenata na kojima je ova kriva glatka.
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 .
 Označimo minδ 1, δ 2 : = δ . Na osnovu (9.2.3.) i (9.2.4.) slijedi
 P ∈P, λ (P) < δ ⇒ |s(P) – J | < 2
 ε . (9.2.5)
 Dokažimo da od svih izlomljenih linija koje zadovoljavaju (9.2.5.), postoje one čija se dužina ne
 razlikuje od dužine krive L za više od 2
 ε.
 Zaista, kako je s = supP s(P), to postoji podjela P ', tako da za dužinu s(P ' ) izlomljene linije koja joj odgovara važi
 |s (P ' ) – s | < 2
 ε . (9.2.6)
 Podjeli P ' dodajmo nove tačke, tako da se dobije podjela P, λ (P) < δ . Kako se dodavanjem novih tačaka dužina izlomljene linije može samo povećati, to važi nejednakost 0 < s (P ' ) ≤ s(P) ≤ s. Na osnovu ove nejednakosti i (9.2.6.) je
 |s (P ) – s | < 2
 ε . (9.2.7)
 Iz (9.2.5.) i (9.2.7.) imamo |s – J | ≤ |s – s (P)| + |s (P) – J | < ε. Kako je ε proizvoljno, to je s = J, pa je dokaz teoreme završen. Primjeri 9.2.1. 1°°°° Astroida je kriva data sa x = a cos3t, y = a sin3t, 0 ≤ t ≤ 2π. Ona je simetrična u odnosu na koordinatne ose, sl. 9.2.2. S obzirom da je x' = –3a cos2t sint , y' = 3a sin2t cost, dužina s astroide je
 s = 2 2
 2 2 2
 0 0
 34 9 sin cos d 4 sin 2 d 6
 2
 aa t t t t t a
 π π
 = ⋅ ⋅ =∫ ∫ .
 2°°°° Neka je f : [a, b] → R glatka funkcija. Nañimo dužinu krive y = f (x). Stavimo x = t, y = f (t), a ≤ t ≤ b. Tada je
 s = 21 ' ( ) d
 b
 a
 f x x+∫ .
 Napomenimo da za funkciju f : [a, b] → K ([a, b]⊂ R, K⊆R, a < b) kažemo da je glatka na [a, b] ako ima neprekidan izvod na [a, b]. Familiju svih glatkih funkcija na [a, b] označimo sa C1[a, b]. 3°°°° Neka je kriva data jednačinom r = r (ϕ), α ≤ ϕ ≤ β, u polarnim koordinatama, gdje je funkcija r (ϕ) glatka. Nañimo dužinu te krive. Predstavimo krivu u parametarskom obliku
 x = r (ϕ ) cosϕ, y = r (ϕ ) sinϕ, α ≤ ϕ ≤ β. U tom slučaju formula za dužinu krive postaje
 s = ( ) ( )2 2'( )cos ( )sin '( )sin ( )cos dr r r r
 β
 α
 ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− + +∫ , ili s = 2 2' dr rβ
 αϕ ϕ+∫ .
 y y C D
 A B x a xi b x xi – 1
 Sl. 9.2.2. Sl. 9.3.1.
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 § 9.3. Izračunavanje zapremine obrtnih tijela (Kubatura obrtni h tijela)
 Neka je f : [a, b] → R neprekidna i pozitivna funkcija. Ako se krivolinijski trapez, čije stranice su segmenti [a, b], dijelovi pravih x = a i x = b i kriva y = f (x), a ≤ x ≤ b, obrće oko x – ose, dobija se obrtno tijelo, sl. 9.3.1. Površ koja ograničava ovo tijelo sastoji se od dvije ″baze″ (krugovi poluprečnika f (a) i f (b)) i ″omotača″. Definirajmo zapreminu obrtnog tijela. Neka je P = x0, x1, ..., xn proizvoljna podjela segmenta [a, b] i mi = [ ] )(inf ,1
 xfii xxx −∈ , Mi = [ ] )(sup ,1
 xfii xxx −∈ . U ravni Oxy uočimo pravougaonike sa
 osnovom [xi –1, xi ] i visinama mi, odnosno Mi, i = 1, 2, ..., n. Obrtanjem tih pravougaonika
 dobijaju se valjci. Unija valjaka čiji su poluprečnici osnova mi ima zapreminu v (P) = ∑=
 ∆n
 iii xm
 1
 2 π ,
 ∆ xi = xi – xi – 1, a unija valjaka čiji su poluprečnici osnova Mi ima zapreminu V (P) =
 2
 1
 i i
 n
 i
 M xπ=
 ∆∑ . Zapremine v (P), odnosno V (P), predstavljaju donju, odnosno gornju, Darbouxovu
 sumu funkcije π f 2(x), a ≤ x ≤ b. Definirajmo zapreminu V datog obrtnog tijela kao (zajednički) limes ovih Darbouxovih suma kad parametar podjele teži nuli:
 V : = 2
 ( ) 0 ( ) 0lim ( ) lim ( ) ( )
 b
 P Pa
 v P V P f x dxλ λ
 π→ →
 = = ∫ .
 Primjer 9.3.1. Odredimo zapreminu elipsoida 12
 2
 2
 2
 2
 2
 ≤++b
 z
 b
 y
 a
 x .
 Ovaj elipsoid se dobije obrtanjem elipse 12
 2
 2
 2
 =+b
 y
 a
 x oko x – ose. Drugačije, elipsoid možemo
 dobiti obrtanjem krive 2
 2
 1a
 xby −= , – a ≤ x ≤ a, oko x – ose. Zapremina V elipsoida zadana je
 formulom V = 2
 2 22
 41
 3
 a
 a
 xb dx ab
 aπ π
 −
 − =
 ∫ .
 Ako se kriva zadana jednačinama x = ϕ (t ), y = ψ (t ) , α ≤ t ≤ β, obrće oko x – ose, onda se zapremina V obrtnog tijela dobije po formuli
 V = ∫β
 α
 ϕψπ dttt )(' )(2 .
 Ovo jednostavno slijedi iz teoreme o smjeni promjenljive kod odreñenog integrala.
 § 9. 4. Izračunavanje površine obrtnih površi (Komplanacija obrtnih površi)
 Definirajmo površinu ″omotača″ obrtnog tijela koje se dobije obrtanjem krivolinijskog trapeza ABCD na sl. 9.3.1. oko x – ose, s tim što ćemo pretpostaviti da je funkcija f glatka na segmentu [a, b].
 Uočimo ponovo podjelu P : = x0, x1, ..., xn segmenta [a, b]. Spojimo tačke (xi –1, f (xi –1)) i (xi, f (xi)) dužima, za svako i = 1, 2, ..., n. Neka se krivolinijski trapez obrće zajedno sa izlomljenom linijom koja spaja tačke (a, f (a)) i (b, f (b)). Obrtanjem trapeza sa tjemenima u tačkama (xi –1, 0), (xi , 0), (xi, f (xi)) i (xi –1, f (xi –1)), dobija se zarubljena kupa, čiji poluprečnici osnova su f (xi –1) i f (xi). Zbir S (P) površina omotača svih ovako dobijenih kupa će biti
 S (P) = [ ]∑=
 − ∆+∆+n
 iiiii xfxxfxf
 1
 221 ))(()()(π ,
 gdje je ∆ xi = xi – xi –1, ∆ f ( xi )= f ( xi ) – f (xi –1).
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281 Definirajmo površinu S omotača obrtnog tijela kao
 S = ( ) 0lim ( )P
 S Pλ →
 . (9.4.1)
 Pokazuje se da limes u (9.4.1.) postoji i vrijedi da je S = 22 ( ) 1 ' ( ) b
 a
 f x f x dxπ +∫ .
 Ako je kriva koja rotira data parametarski u obliku x = ϕ (t ), y = ψ (t ) , α ≤ t ≤ β, obrazac za
 površinu S glasi S = 2 22 ( ) ' ( ) ' ( ) t t t dtβ
 απ ψ ϕ ψ+∫ .
 Primjer 9.4.1. Nañimo površinu Sx (odnosno površinu Sy ) omotača tijela koje se dobije obrtanjem jednog svoda cikloide x = r (t – sin t ), y = r (1 – cos t ), 0 ≤ t ≤ 2π, oko ose Ox (odnosno oko ose Oy). Kako je cikloida simetrična u odnosu na pravu x = r π, to je
 Sx = 2 2 2 2 3 2
 0 0
 644 (1 cos ) (1 cos ) sin 16 sin
 2 3
 tr t t t dt r dt r
 π ππ π π− − + = = ⋅⋅⋅ =∫ ∫ .
 Napomene: 1°°°° Ako je kriva zadana (parametarski) jednačinama
 x = x (t ), y = y (t ), (t1 ≤ t ≤ t2 ) (funkcije x (t ), y (t ), •x i
 •y integrabilne),
 onda se lako vidi da je površina sektora OAB (sl. 9.1.5) zadana formulom
 P = 2 2 2
 1 1 1
 1( ) ( )d ( ) ( )d ( )d
 2
 t t t
 t t t
 y t x t t x t y t t x y y x t• • • •
 − = = −∫ ∫ ∫ .
 2°°°° Neka je kriva zadana u polarnim koordinatama jednačinom ϕ = ϕ ( ρ ), ρ1 ≤ ρ ≤ ρ2, gdje je ρ poteg a ϕ polarni ugao, ϕ '( ρ ) integrabilna funkcija na segmentu [ρ1, ρ2], onda iz x = ρ cos ϕ = = ρ cos ϕ ( ρ ) i y = ρ sin ϕ ( ρ ) slijedi da je dužina luka te krive zadana formulom
 s = [ ]22 2 22 2
 1 1
 ( ) ( ) d 1 '( ) d x yρ ρ
 ρ ρρ ρ ρ ρ ϕ ρ ρ
 • •+ = +∫ ∫ .
 3°°°° Neka luk AB krive y = f (x) (za a ≤ x ≤ b ), pri čemu postoji integrabilan izvod f ' (x) u [a, b], rotira oko prave l date jednačinom Ax + By + C = 0. Ako proizvoljna normala date površi siječe dati luk u najviše jednoj tački (sl. 9.4.1), onda se dobije da je površina dobivene (ograničene) obrtne površi zadana formulom
 Pl = 22 ( , )d 2 ( , ) 1 ( '( )) d b b
 a a
 r f l s r f l f x xπ π= +∫ ∫ ,
 gdje je r ( f, l ) rastojanje proizvoljne tačke M(x, f (x)) zadane krive od zadane prave l, tj.
 r ( f, l ) = 22 BA
 CByAx
 +
 ++.
 y y M B B y = f (x) A y = f (x)
 a 0 b dx x α A 0 a x x+dx b x l l Sl. 9.4.1. Sl. 9.4.2.
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282 Umjesto upotrebe ove formule može se izvršiti i odgovarajuća transformacija koordinatnog sistema (translacija i rotacija), tako da se prava l poklopi sa nekom od koordinatnih osa, pa primijeniti neku od prethodno navedenih formula.
 4°°°° Ako je lik S ograničen krivom zadanom jednačinom y = f (x), pravom l : Ax + By + C = 0 i normalama povučenim kroz tačke A (a, f (a)) i B (b, f (b)) na pravu l, onda (uz uslove za f kao i u 3°) se dobije da je zapremina obrtnog tijela, koje nastaje obrtanjem lika S oko prave l, (tako da svaka normala date pravesiječeluk AB u najviše dvije tačke), zadana formulama:
 V = 2 d( , )
 cos
 b
 a
 xr f lπ
 α∫ za 2
 πα ≠ , V = 2( , )db
 a
 r f l yπ ∫ za 2
 πα = , gdje je r ( f, l ) kao i u 3° (v.sl. 9.4.2).
 Zadatak 9.4.1. Izračunati površinu obrtne površi koja nastaje obrtanjem parabole zadane jednačinom
 xy 22 = oko prave čija je jednačina xy 2= . (Uputa : Primijeniti formulu iz prethodne napomene 3° ili
 izvršiti rotaciju koordinatnih osa. Rezultat : ( )
 ++
 −21ln
 3
 827
 54
 π).
 1 Škola života ne poznaje praznike.
 (Vudstok)
 G L A V A 10
 REDOVI FUNKCIJA
 § 10.1. Funkcionalni nizovi
 Definicija 10.1.1. Za niz ( fn ) realnih funkcija definiranih na (istom) skupu D (Œ R) kažemo da konvergira u tački 0x ∈ D ako konvergira niz ( fn( 0x )) u R, tj. ako postoji konačna granična
 vrijednost 0lim ( )nn
 f x→∞
 . Za niz (fn) kažemo da konvergira na M (Œ D) ka graničnoj funkciji F ako je
 F(x) = lim ( )nn
 f x→∞
 za svaki x œ M.
 Iz prethodne definicije slijedi da za svaki ε > 0 i x ∈ M postoji prirodan broj N = N (ε, x) takav da je ε<− )()( xFxfn za svaki n >N.
 Ako ne postoji granična vrijednost lim ( )nn
 f x→∞
 u R za niz ( fn) kažemo da divergira u tački x
 i da divergira na skupu M ako divergira u svakoj tački skupa M. Definicija 10.1.2. Ako za svaki ε > 0 postoji prirodni broj N = N(ε) takav da je
 ε<− )()( xfxfn za svaki n > N i svaki x ∈ M (Œ R), onda kažemo da niz ( fn) uniformno
 (ravnomjerno) konvergira na skupu M ka funkciji F i pišemo )(xf
 nn∞→
 →→ F(x) (x∈M) ili fn(x) →
 → F(x) za (x∈M).
 Primjer 10.1.1. Neka je ( fn ) niz funkcija definiranih izrazom fn (x) = sinx
 n, (n∈ N, x∈ R).
 Tada za svaki fiksirani x∈ R imamo da je sin
 lim ( ) lim 0.nn n
 xf x
 n→∞ →∞= =
 Prema tome, niz ( fn) konvergira na R ka funkciji f za koju je f (x)=0 za svaki x∈ R. Kako je sin 1
 ( ) ( ) ,n
 xf x f x
 n n− = ≤
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 zaključujemo da je ( ) ( )nf x f x ε− < za svaki 1
 nε
 > , bez obzira na x. Dakle, za svaki ε > 0
 postoji prirodni broj N (npr. 11N
 ε = +
 ) koji zavisi samo od ε (a ne i od tačaka x ∈ R) takav da je
 ( ) ( )nf x f x ε− < za svaki n > N i za svaki x ∈ R, pa je posmatrani niz ( fn) uniformno
 konvergentan na R.
 Uniformnu konvergenciju zadanog niza (fn) funkcija jednostavnije je ispitati primjenom sljedeće teoreme: Teorema 10.1.1. Funkcionalni niz ( fn) uniformno konvergira ka funkciji f na skupu M
 (i) akko je lim sup ( ) ( ) 0,nn x M
 f x f x→∞ ∈
 − =
 (ii) akko postoji nula-niz (cn) realnih brojeva koji ne zavise od x œ M takav da je ( ) ( )n nf x f x c− ≤ za svaki x œ M i za skoro svaki n œ N.
 Navodimo sada Cauchyjev kriterij uniformne konvergencije funkcion alnih nizova, koji je samo odgovarajuća modifikacija standardnog Cauchyjevog kriterija konvergencije nizova:
 Teorema 10.1.2. Da bi niz ( fn ) realnih funkcija definiranih na D (Œ R) ravnomjerno konvergirao ka graničnoj funkciji na skupu M (Œ D) potrebno je i dovoljno da za svaki ε > 0 postoji prirodni broj N = N(ε) takav da je ε<− )()( xfxf mn za svaki m, n > N i za svaki
 x ∈ M. Dokazuje se da vrijede i dvije sljedeće važne teoreme o svojstvima funkcionalnih nizova (prva o zamjeni mjesta limesa i integrala,a druga o zamjeni mjesta limesa i derivacije):
 Teorema 10.1.3. Granična funkcija F ravnomjerno konvergentnog niza ( fn ) integrabilnih funkcija na [a, b] (Õ R) je integrabilna funkcija na segmentu [a, b] i važi jednakost :
 lim ( ) ( ) ( lim ( ))b b b
 n nn n
 a a a
 f x dx F x dx f x dx→∞ →+∞
 = =∫ ∫ ∫ .
 Teorema 10.1.4. Ako niz ( fn ) diferencijabilnih funkcija na razmaku < a, b > (Œ R) konvergira na tom razmaku ka graničnoj funkciji F i ako niz derivacija ( fn' ) ravnomjerno konvergira na < a, b > ka graničnoj funkciji Φ, onda je funkcija F diferencijabilna na < a, b >
 i važi jednakost Φ( )
 ( ) (dF x
 x xdx
 = ∈< a, b >), tj. važi jednakost lim ( ) lim ( ) (n nn n
 d df x f x x
 dx dx→∞ →∞ = ∈
 ∈ < a, b >).
 § 10.2. Funkcionalni redovi
 10.2.1. Uvodni pojmovi o funkcionalnim redovima Neka je dat niz realnih funkcija jedne realne promjenljive
 a1(x), a2(x), … , an(x), … (10.2.1) koje su definirane na skupu Mx Œ R. Izraz*)
 a1(x)+ a2(x)+ … + an(x)+ … (= 1
 ( )ii
 a x∞
 =∑ ) (10.2.2)
 naziva se beskonačni funkcionalni red čiji su članovi realne funkcije jedne realne promjenljive ili samo funkcionalni red podrazumijevajući koje su funkcije članovi tog reda. _______________ * ) Preciznije, funkcionalni red je ureñen par ((an), ( fn )) niza (an) funkcija i niza ( fn ) funkcija za koje je
 fn(x)=1
 ( )n
 ii
 a x=∑ za svaki n œ N i x ∈ Mx.
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284 Funkcije a1(x), a2(x), … su članovi reda (10.2.2), gdje se an(x) naziva n-ti član (odnosno opšti član ako je specifirana zavisnost an(x) od n) funkcionalnog reda. Izrazi:
 1 1( ) ( )f x a x= , 2 1 2( ) ( ) ( )f x a x a x= + , … , 1( ) ( ) .... ( ), ....n mf x a x a x= + + (10.2.3)
 nazivaju se parcijalne sume reda (10.2.2).
 Za svaki fiksni 0x ∈ Mx funkcionalni red (10.2.2) postaje numerički red ∑∞
 =10)(
 ii xa koji može biti
 konvergentan ili divergentan. Kažemo da red funkcija ( )na x∑ konvergira prema funkciji f u tački
 0x M∈ ako red realnih brojeva 0( )na x∑ konvergira prema broju f ( 0 )x . Ako funkcionalni red
 (10.2.2) konvergira prema funkciji f u svakoj tački skupa M (M Œ Mx), onda kažemo da taj red konvergira po tačkama ili obično prema funkciji f na skupu M. Granična funkcija f niza ( fn ) parcijalnih suma (10.2.3), tj. funkcija f za koju je
 f (x) = lim fn(x) (x∈ M), (10.2.4) posmatrana na skupu M na kome konvergira red (10.2.2), zove se suma funkcionalnog reda (10.2.2)
 i pišemo f (x) = 1
 ( )ii
 a x∞
 =∑ .
 Drugim riječima, red funkcija ( )na x∑ konvergira (obično) prema funkciji f u tački x0 (na
 skupu M ) ako niz parcijalnih suma 1
 n
 n kk
 f a=
 =∑ konvergira (obično) prema funkciji f u tački x0 (na
 skupu M ). Za funkcionalni red (10.2.2) kažemo da apsolutno konvergira u tački x∈ Mx ako konvergira
 red čiji su članovi apsolutne vrijednosti članova reda (10.2.2), tj. ako konvergira red 1
 ( )ii
 a x∞
 =∑ .
 Funkcija Rn za koju je
 Rn(x) = f(x) - fn(x) = 1
 ( ),ii n
 a x∞
 = +∑ (10.2.5)
 definirana na skupu M na kome red (10.2.3) konvergira, je n-ti ostatak reda (10.2.2). Nije teško zaključiti da za svaki x∈ M važi lim ( ) 0n
 nR x
 →∞= , tj. da za svaki ε > 0 i x∈ M , postoji prirodni
 broj N = N (ε, x) takav da je ( )nR x ε< za svaki n > N. Ako je na skupu M funkcija f
 jednaka sumi reda (10.2.2), tj. ako je f(x) = 1
 ( )ii
 a x∞
 =∑ (x∈ M) , onda kažemo da se funkcija f
 razlaže u red po funkcijama an(x) (n ∈ N).
 Zadatak 10.1.1.* Nañite skup svih realnih brojeva x za koje konvergira red 2 1
 1
 ( 1) 1
 1
 n n
 n
 x
 n x
 +∞
 =
 − − +
 ∑ .
 Rezultat. [0, + ∞∞∞∞ ) .
 10.2.2. Uniformna konvergencija funkcionalnog reda. Cauchyjev i Weierstrassov kriterij uniformne konvergencije
 Od posebnog je interesa uniformna konvergencija redova funkcija. Za funkcionalni red (10.2.2) kažemo da uniformno (ravnomjerno) konvergira* ) na skupu M ka graničnoj funkciji f ako niz njegovih parcijalnih suma ( fn ) ravnomjerno konvergira na skupu M _____________ * ) Pojam uniformne konvergencije redova uveli su istovremeno 1848. L Seidel i G. Stokes, ali i prije njih ovim pojmom se služio C. Weierstrass.
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285 ka funkciji f , tj. ako f (n) →
 → f (x) (za svaki x∈ M). Iz prethodne definicije slijedi da red (10.2.2) ravnomjerno konvergira na skupu M ka graničnoj funkciji f ako za svaki ε > 0 postoji prirodni broj N = N(ε) takav da je ( ) ( ) ( ) 0n nf x f x R x ε− = − <
 za svaki n >N i x∈ M. Slijedi da red (10.2.2) ravnomjerno konvergira na M ka graničnoj funkciji f ako niz njegovih ostataka ravnomjerno konvergira ka 0 na skupu M. Primjer 10.2.1. Uniformna konvergencija reda funkcija povlači običnu konvergenciju, dok obrnuto ne vrijedi. Npr. , geometrijski red nx∑ ne konvergira uniformno na intervalu (-1, 1) iako
 konvergira ka graničnoj funkciji f za koju je 1
 ( )1
 f xx
 =−
 na tom intervalu (to je stepeni red,
 radijusa konvergacije R = 1). Naime, vrijedi 1
 10
 1 11,
 1 1 2 1
 nn
 kn
 k
 xx
 x x x
 +
 +=
 − = ≥ ≥− − ⋅ −∑ ako je x
 dovoljno blizu tački 1. Teorema 10.2.1. (Cauchyjev kriterij uniformne konvergencije reda). Da bi red (10.2.2) bio uniformno konvergentan na skupu M potrebno je i dovoljno da za svaki ε > 0 postoji prirodni broj N = N(ε) takav da je 1 2( ) ( ) ... ( )n n n ma x a x a x ε+ + ++ + + < za sve n >N i m >N (n,m ∈ N) i za svaki
 x∈ M. Dokaz: Tačnost teoreme slijedi iz definicije pojma uniformne konvergencije funkcionalnog reda i teoreme koja je potreban i dovoljan uslov za uniformnu konvergenciju funkcionalnog niza.
 Definicija 10.2.2. Za red (10.2.2) kažemo da je majoriran na skupu M (Œ R) ako postoji
 konvergentan pozitivni red 1
 ii
 c∞
 =∑ takav da je za svaki x∈ M zadovoljen niz nejednakosti
 1 1( )a x c≤ , 2 2( )a x c≤ , … , ( )n na x c≤ , … .
 Nije teško zaključiti da: Svaki majoriran funkcionalni red na M je apsolutno konvergentan na tom skupu.
 Teorema 10.2.2. ( Weierstrassov kriterij uniformne konvergencije reda). Funkcionalni red koji je majoriran na skupu M uniformno konvergira na tom skupu. Dokaz: Kako je po pretpostavci pozitivni red
 1i
 i
 c∞
 =∑ konvergentan, to prema opštem kriteriju za konvergaciju
 numeričkih redova imamo da za svaki ε > 0 postoji prirodni broj N = N(ε) takav da je 1 2 ...n n n mc c c ε+ + ++ + + < za
 svaki n >N, odakle slijedi da je 1 2 1 2( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ... ( )n n n m n n n ma x a x a x a x a x a x+ + + + + ++ + + ≤ + + + ≤
 1 2 1 2... ...n n n m n n n mc c c c c c ε+ + + + + +≤ + + + = + + + < za svaki n >N, m∈ N, x∈ M. Otuda, prema teoremi koja je
 potreban i dovoljan uslov za uniformnu konvergenciju funkcionalnih redova, imamo da red (10.2.2) uniformno konvergira na M. Ovim je teorema dokazana.
 Primjer 10.2.2. Red ∑ + pnx2
 1 je uniformno konvergentan na R za svaki p > 1, jer je
 pp nnx
 112
 ≤+
 , a red ∑ pn
 1 je konvergentan za svaki p > 1.
 Uslov Weierstrassovog kriterija je samo dovoljan, a ne i potreban uslov za uniformnu konvergenciju funkcionalnih redova. U slučajevima kada uslov Weierstrassovog kriterija nije ispunjen ili ga je teško provjeriti, primjenjuju se drugi testovi uniformne konvergencije (kao što su Dirichletov i
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286 Abelov test, koji se dobiju iz odgovarajućih kriterija za konvergenciju redova realnih brojeva, s tim što se ispred riječi ″konvergira″ i ″ograničen″ dodajer iejč uniformno).
 10.2.3. Funkcionalna svojstva sume reda funkcija Funkcionalna svojstva redova funkcija data su sljedećim teoremama, pri čemu pojam uniformne konvergencije ima važnu ulogu. Ta svojstva se dobiju jednostavnom preformulacijom odgovarajućih rezultata za nizove funkcija. Teorema 10.2.3. Ako je na skupu M funkcionalni red (10.2.2) čiji su članovi neprekidne funkcije ravnomjerno konvergentan, onda je njegova suma neprekidna funkcija na skupu M. Neka su članovi reda (10.2.2) neprekidne funkcije u 0x ∈ M, tj.
 00lim ( ) ( )i i
 x xa x a x
 →= ( i =1,2, …).
 Ako je u tački 0x suma reda (10.2.2), tj. funkcija f neprekidna, onda iz jednakosti 1
 ( ) ( )ii
 a x f x∞
 =
 =∑
 na skupu M imamo da je
 0 0 00 0
 1 1 1
 lim ( ) lim ( ) ( ) ( ) lim ( )i i ix x x x x x
 i i i
 a x f x f x a x a x∞ ∞ ∞
 → → →= = == = = =∑ ∑ ∑ ,
 odakle slijedi da je
 0 01 1
 lim ( ) lim ( )i ix x x x
 i i
 a x a x∞ ∞
 → →= ==∑ ∑ . (10.2.6)
 Jednakost (10.2.6) je formula prelaska na graničnu vrijednost član po član. Važi sljedeća teorema koja je posljedica prethodne teoreme:
 Teorema 10.2.4. Ako su članovi funkcionalnog reda (10.2.2) neprekidne funkcije na skupu M na kome red (10.2.2) ravnomjerno konvergira, onda se u svakoj tački 0x ∈ M može primijeniti formula
 (10.2.6) ( jer je tada i suma reda (10.2.2) neprekidna funkcija na M Teorema 10.2.5. Ako je 0x tačka gomilanja skupa M (koja mu može, a ne mora pripadati) na
 kome red (10.2.2) ravnomjerno konvergira i ako svaki član reda (10.2.2) ima konačnu graničnu vrijednost u 0x , tj. ako je
 0
 lim ( )i ix x
 a x c→
 = ( i =1, 2, …), onda važi formula (10.2.6).
 O diferencijabilnost sume funkcionalnog reda, odnosno o diferenciranju član po član vrijedi sljedeća teorema:
 Teorema 10.2.6. Ako funkcionalni red (10.2.2) čiji su članovi diferencijabilne funkcije na razmaku < a, b > konvergira na < a, b > i ako je f suma tog reda na tom razmaku, a red
 obrazovan od izvoda članova reda (10.2.2), tj. red '
 1
 ( )ii
 a x∞
 =∑ ravnomjerno konvergira na < a, b >,
 onda je funkcija f diferencijabilna na < a, b > i važi jednakost
 1 1
 ( )( )( ) i
 ii i
 da xdf x da x
 dx dx dx
 ∞ ∞
 = =
 = = ∑ ∑ ,
 tj. red (10.2.2) se može diferencirati član po član na < a, b >. Dokaz: Dovoljno je formirati niz (fn) parcijalnih suma reda (10.2.2) i na njega primijeniti teoremu koja je specijalan slučaj teoreme o prelasku na graničnu vrijednost pod znakom izvoda. Naime, kako su zadovoljeni svi uslovi pomenute
 teoreme, to iz jednakosti ( )lim ( ) lim ( )n nn n
 d df x f x
 dx dx=
 na < a, b >, slijedi
 1 1
 lim ( ) lim ( )n n
 i in n
 i i
 d da x a x
 dx dx→∞ →∞= =
 =∑ ∑ na < a, b >, tj. 1 1
 ( ) ( )( )i
 ii i
 da x d df xa x
 dx dx dx
 ∞∞
 = == =
 ∑ ∑ ,
 čime je teorema dokazana. O integrabilnosi sume funkcionalnog reda, odnosno o integraciji član po član važi ova teorema:
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287 Teorema 10.2.7. Ako funkcionalni red (10.2.2), čiji su članovi integrabilne funkcije na [ ],a b
 ravnomjerno konvergira na [ ],a b i ako je f suma toga reda na [ ],a b , onda je funkcija f
 integrabilna na [ ],a b i važi: 1 1
 ( ) ( ) ( )b b b
 i ii ia a a
 f x dx a x dx a x dx∞ ∞
 = =
 = =∑ ∑∫ ∫ ∫ ,
 tj. red (10.2.2) može se integrirati član po član na [ ],a b .
 Posljedica ove teoreme glasi: Ako su na [ ],a b članovi ravnomjerno konvergentnog reda
 neprekidne funkcije, onda možemo red integrirati član po član (jer je neprekidna funkcija na segmentu integrabilna na tom segmentu).
 § 10.3. Stepeni (potencijalni) redovi
 Posebno mjesto meñu funkcionalnim redovima zauzimaju stepeni redovi.
 Stepeni red je red oblika 0 0 1 0 00
 ( ) ( ) ... ( ) ... ,n nn n
 n
 a x x a a x x a x x∞
 =
 − = + − + + − +∑ gdje su
 0 0, , , ... , , ...i nx a a a realne konstante. Brojevi 0 0, , , ... , , ...i nx a a a zovu se koeficijenti stepenog reda.
 Ako uvedemo smjenu 0x x ξ− = , onda imamo stepeni red po ,ξ tj. red 0
 nn
 n
 a ξ∞
 =∑ . Odavde slijedi
 da je dovoljno posmatrati stepeni red oblika
 0
 .nn
 n
 a x∞
 =∑ (10.3.1)
 Za red (10.3.1) moguć je jedan od tri slučaja: (i) Red konvergira za svaki x∈ R. (ii) Postoje vrijednosti za x∈ R za koje red konvergira, i postoje vrijednosti za x∈ R za koje
 red divergira. (iii) Red konvergira samo za x = 0.
 Važi teorema: Teorema 10.3.1. (Abelov stav) Ako stepeni red (10.3.1) konvergira za 0x x= , onda on
 apsolutno konvergira za svaki x∈ R za koji važi 0x x< , a ako stepeni red (10.3.1) divergira za
 0x x= , onda on divergira za svaki x∈ R za koji važi 0x x> .
 Dokaz: Za x = 0 red (10.3.1) je očito konvergentan. Pa pretpostavimo da za 0 0x ≠ red (10.3.1) konvergira, tj.
 da konvergira numerički red 0
 0
 nn
 n
 a x∞
 =∑ . Prema potrebnom uslovu za konvergaciju numeričkog reda imamo da je
 00
 lim 0,nn
 n n
 a x∞
 ==∑ tj. niz ( )0
 nna x je nula-niz, pa slijedi da je taj niz i ograničen. Tada postoji broj M > 0 takav da je
 0n
 na x M< za n = 0,1,2,3,… . Za svaki x∈ R važi 0
 0 0
 n n
 n nn n
 x xa x a x M
 x x= ⋅ < ⋅ za n = 0,1,2,3,… .
 Neka je sada x∈ R takav da zadovoljava uslov 0x x< . Tada su članovi reda (10.3.1) po apsolutnoj vrijednosti
 manji od odgovarajućih članova konvergentnog geometrijskog reda 0 0
 n
 n
 xM
 x
 ∞
 =∑ . Odakle slijedi prema poredbenom kriteriju
 da red (10.3.1) u tački x apsolutno konvergira. Ovim je prvi dio teoreme dokazan.
 Pretpostavimo da red (10.3.1) konvergira u 0x x= . Ako bi red (10.3.1) bio konvergentan za neko x∈ R za koje je
 0x x> , onda bi on na osnovu prvog dijela ove teoreme bio konvergentan i u x0, što je suprotno pretpostavci, pa je i
 drugi dio teoreme dokazan. Posljedica Abelovog stava je sljedeća teorema:
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288 Teorema 10.3.2. Za svaki stepeni red (10.3.1) koji konvergira bar za jedno 0 0x ≠ postoji
 interval (-R, R) Œ R takav da stepeni red apsolutno konvergira u svakoj tački intervala, a divergira za svaku spoljašnju tačku tog intervala.
 Definicija 10.3.1. Interval (-R, R) zove se interval konvergencije, a R > 0 je njegov poluprečnik konvergencije.*)
 Napomenimo da ako red (10.3.1) konvergira samo za x = 0, onda je R = 0, ako konvergira apsolutno na ( ),−∞ +∞ , onda je R = +∞ . Na krajevima intervala konvergencije, tj. u tačkama R±
 stepeni red (10.3.1) može biti konvergentan apsolutno ili uslovno ili je divergentan, što treba za svaki konkretni stepeni red dodatno ispitati.
 Interval konvergencije u većini slučajeva možemo odrediti pomoću poznatih kriterija za apsolutnu konvergaciju stepenih redova.
 Neka npr. postoji granična vrijednost lim nnn
 a l= . Tada je lim nnn
 na x l x
 →∞= ⋅ odakle slijedi da red
 (10.3.1) prema Cauchyjevom korjenom kriteriju konvergencije apsolutno konvergira za 1l x⋅ < , tj.
 red (10.3.1) apsolutno konvergira za svaki x∈ R za koji je 1
 xl
 < , a to znači da je 1R
 l= . Isto tako
 ako postoji 1lim n
 nn
 al
 a+
 →∞= , onda primjenom D’Alembertovog kriterija dobijemo
 1
 1lim n
 nn
 aR
 l a +
 = = .
 Važi teorema:
 Teorema 10.3.3. (Cauchy-Hadamardov stav) Poluprečnik konvergentnog reda (10.3.1) dat
 jeformulom 1
 limsupnn
 n
 Ra
 →∞
 = .
 Kako limes superior niza u R uvijek postoji u R , Cauchy – Hadamardov stav predstavlja najopštiji stav o odreñivanju poluprečnika konvergencije stepenog reda u R, koji se može uvijek primijeniti.
 Teorema 10.3.4. Stepeni red (10.3.1) ravnomjerno konvergira na [ ],a b koji je sadržan u njegovom
 intervalu konvergencije (-R, R). Dokaz: Neka je 0R ≠ i [ ], (-R, R)a b ⊂ proizvoljan segment. Postoji pozitivan broj r takav da je
 R r a b r R− < − < < < < , pri čemu kako znamo red 0
 nn
 n
 a r∞
 =∑ konvergira. Sada za svaki x [ ],a b∈ važi nejednakost
 x r< , pa je zadovoljena nejednakost n nn na x a r≤ za n = 0,1,2,… . Sada prema Weierstrassovom kriteriju red
 (10.3.1) ravnomjerno konvergira na [ ],a b .
 Teorema 10.3.5. Suma stepenog reda (10.3.1) je neprekidna funkcija na njegovom intervalu konvergencije.
 Teorema 10.3.6. (Abelova teorema) Stepeni red (10.3.1) ravnomjerno konvergira na segmentu
 [ ],Rξ (ili [ ], Rξ − ), gdje je ( ),R Rξ ∈ − proizvoljan, akko konvergira apsolutno ili uslovno na
 kraju intervala konvergencije x = R ( ili x = - R). Teorema 10.3.7. Suma reda (10.3.1) na intervalu ( ),R R− je diferencijabilna funkcija i red se
 može diferencirati član po član. ___________ *) Poluprečnik konvergencije R stepenog reda ∑ n
 nxa u R definira se i formulom R : = R∈x
 sup|x| :∑ nnxa konvergira u
 R.
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289 Posljedica 10.3.1. Suma f (x) reda (10.3.1) na ( ),R R− ima izvod proizvoljnog reda k.
 Izvod f (k)(x) jednak je sumi reda koja se dobije kada se red (10.3.1) k puta diferencira član po član. Teorema 10.3.8. Stepeni red (10.3.1) može se na svakom segmentu [ ],a b koji je sadržan u
 njegovom intervalu konvergencije ( ), , ( 0)R R R− ≠ , integrirati član po član i poluprečnik
 konvergencije dobijenog reda je R.
 Zadatak 10. 3.1.* Zadana je funkcija f formulom 5 2 1
 1
 ( ) 1 )(n
 xf x nx n −∞
 == +∑ . Ispitajte
 integrabilnost zadane funkcije f , a zatim izračunajte integral 0
 ( ) .x
 f t dt∫
 Rezultat. 5 24
 1 2
 1(1 )ln
 nn x
 n
 ∞
 =+∑ (v. Zad. 6. (sa ispita od 3. IX 1989.), str. 253 (uputa na str. 267),
 u knjizi [Fatkić, H. - Dragičević, V. , Diferencijalni račun funkcija dviju i više promjenljivih, Univerzitetska knjiga, IP Svjetlost - Zavod za udžbenike i nastavna sredstva, Sarajevo, 2006.] (Poglavlje: Dodatak II. ISPITNI ZADACI IZ MATEMATIKE I / IM1) .
 § 10. 4. Taylorov red
 Definicija 10.4.1. Taylorov red realne funkcije f u tački x0 njenog domena D (Œ R) u kojoj ona ima konačan izvod proizvoljnog reda je stepeni red:
 00 0 0 0
 ( )( ) '( )( ) ... ( ) ...
 !
 nf xf x f x x x x x
 n+ − + + − + . (10.4.1)
 Red (10.4.1.) zove se Maclaurinov red ako je x0 = 0.
 Iz navedene definicije slijedi da je niz parcijalnih suma Taylorovog reda niz (Tn) Taylorovih polinoma funkcije f u tački x0. Suma T(x) ovog reda ako postoji može biti jednaka ili različita od f (x), pa kažemo da se funkciji f(x) u tački x0 u kojoj ona ima konačan izvod proizvoljnog reda može pridružiti Taylorov
 red i pišemo n
 n
 n
 xxn
 xfxf )(
 !
 )()( 0
 0
 0)(
 −∼∑∞
 =.
 Važi teorema: Teorema 10.4.1. Taylorov red u tački x0 realne funkcije f konvergira na razmaku < a, b > (Œ R) ka funkciji f akko niz ostataka Taylorove formule konvergira ka 0 na tom razmaku. Dokaz: Tačnost teoreme slijedi iz Taylorove formule ( ) ( ) ( )n nf x T x R x= + koja važi za svaki n ∈N. Iz ove
 jednakosti za n → ∞ imamo da je lim ( ) ( )nn
 T x f x→∞
 = akko lim ( ) 0nn
 R x→∞
 = . Time je teorema dokazana.
 Važe sljedeće osobine stepenih redova:
 Neka su dati stepeni redovi 0
 nn
 n
 a x∞
 =∑ i
 0
 nn
 n
 b x∞
 =∑ koji imaju zajednički interval konvergencije
 ( ),R R− 0R ≠ , a sume su im ( )f x i ( )xϕ . Suma, razlika i proizvod datih redova su opet stepeni
 redovi koji apsolutno konvergiraju na ( ),R R− i važe jednakosti:
 ( )0
 ( ) ( )nn n
 n
 a b x f x xϕ∞
 =± = ±∑ ; ( ) ( )0 1 1 0
 0
 ... ( )nn n n
 n
 a b a b a b x f x xϕ∞
 −=
 + + + = ⋅∑ ;
 tj. redove možemo sabirati, oduzimati i množiti kao i polinome, ali samo na zajedničkom intervalu konvergencije. Posmatrajmo red
 20 1 0 2 0 0( ) ( ) ... ( ) ...n
 na a x x a x x a x x+ − + − + + − + (10.4.2)

Page 273
						

290 čija je suma funkcija f na [ ]0 0, , ( 0)x R x R R− + ≠ .
 Teorema 10.4.2. Stepeni red (10.4.2) je Taylorov red u tački 0x svoje sume f.
 Dokaz: U tački [ ]0 0,x x R x R∈ − + možemo izračunati izvode funkcije f(x) koja je suma reda (10.4.1): 2
 0 1 0 2 0 0( ) ( ) ( ) ... ( ) ...kkf x a a x x a x x a x x= + − + − + + − + ,
 11 2 0 0' ( ) 2 ( ) ... ( ) ...k
 kf x a a x x ka x x −= + − + + − + ,
 22 0'' ( ) 2 ( 1) ( ) ...k
 kf x a k k a x x −= + − − + ,
 …………..
 ( )1 0( ) ! ( 1) ( 1) ... 2 ( ) ...k
 k kf x k a k k k a x x+= + + − + + − + .
 Otuda slijedi
 ( )0 0 0 1 0( ) , '( ) , ..., ) ! , ... ,(k
 kf x a f x a f x k a= = = tj. ( )
 0( )
 !
 k
 kaf x
 k= za k = 0,1,2,…
 Time je teorema dokazana.
 Izvedimo odmah jednu posljedicu: Ako je f (x) = a0 + a1 (x – x0) + ⋅⋅⋅ + an (x –x0) + ⋅⋅⋅ = 0 (na R),
 onda su svi koeficijenti jednaki nuli, tj. 0!
 )( 0)(
 ==n
 xfa
 n
 n povlači an = 0 za svaki n ∈N0.
 Posljedica 10.4.1. Ako se u okolini tačke 0x funkcija f (x) može razviti u stepeni red oblika
 (10.4.1), onda je taj razvoj jedinstven. Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. neka je
 f (x) = ∑∞
 =−
 00)(
 n
 nn xxa , f (x) = ∑
 ∞
 =−
 00)(
 n
 nn xxb .
 Oduzimanjem tih redova dobije se stepeni red 0 = ∑∞
 =−−
 00))((
 n
 nnn xxba ,
 te prema gornjem mora biti an = bn za svaki n ∈N0. Dakle, prikaz funkcije f (x) u obliku stepenog reda je jednoznačan (ako postoji).
 Primjer 10.4.1. Posmatrajmo izraz za zbir geometrijskog reda, dakle neka je
 f (x) : = ⋅⋅⋅++⋅⋅⋅++=−
 nxxx
 11
 1 , |x| < 1.
 Funkcija f (x) prikazana je stepenim redom i taj prikaz je valjan za svaki x iz intervala konvergencije.
 No, primijetimo da funkciju f (x) : =x−1
 1 možemo definirati za sve vrijednosti x∈R osim za x = 1,
 ali polazni stepeni red ne predstavlja funkciju f na tako proširenom području definicije.
 Dokazuje se da vrijedi: Teorema 10.4.3. Dovoljan uslov da funkciju f možemo prikazati njenim Taylorovim redom u okolini tačke x0 je da postoje realni brojevi R > 0 i M > 0 takvi da vrijedi : (i) Funkcija f ima sve derivacije f (n)(x) u intervalu (x0 – R, x0 + R). (ii ) Za svaki n ∈N je | f (n)(x)| < M , x0 – R < x < x0 + R . Primjer 10.4.2. Iz odgovarajuće Maclaurinove formule dobiju se sljedeći Maclaurinovi razvoji
 a) ∑∞
 ==
 0 !n
 nx
 n
 xe (x∈R); b) ∑
 ∞
 =
 −−
 −−=
 1
 121
 )!12()1(sin
 n
 nn
 n
 xx , ∑
 ∞
 =−=
 0
 2
 )!2()1(cos
 n
 nn
 n
 xx (x∈R); c) ∑
 ∞
 =
 −−=+1
 1)1()1ln(n
 nn
 n
 xx
 (x∈(–1, 1]); d) 0
 (1 ) n
 n
 x xn
 α α∞
 =
 + =
 ∑ (α∈R\N) (x∈(–1, 1)) (binomni razvoj); (u tački x = –1 razvoj
 važi za α > 0, dok u tački x = 1 važi za α > –1).

Page 274
						

291 Zadatak 10. 4.1.* Razlaganjem podintegralne funkcije u stepeni red po x izračunati integral
 1
 0
 ln (1 ): d ,
 xI x
 x
 −= ∫
 znajući da je 2
 21
 1
 6n n
 π∞
 ==∑ .
 ……………………………………………………………………………….....................................
 I. 2
 6I
 π= − . II. 2
 6I
 π= . III. I = − ∞ . IV. I = + ∞ .
 §10. 5. Kompleksni stepeni redovi
 Neka svojstva stepenih redova su prirodna i jasna tek u kompleksnom domenu. Ovdje navodimo samo osnovne pojmove o tome i ukazujemo na mogućnost definiranja elementarnih funkcija pomoću redova. Kompleksni stepeni red je svaki red
 0
 nn
 n
 a z≥∑ (ili, opštije, 0
 0
 ( )nn
 n
 a z z≥
 −∑ ), pri čemu je z∈C i
 an∈C za svaki n ∈N0. Za kompleksne stepene redove važi sve iz §10.3. o stepenim redovima realnih funkcija realne promjenljive (osim teoreme o integraciji član po član), s tim što se | | interpretira kao modul.
 Kompleksni stepeni red 0
 nn
 n
 a z≥∑ je apsolutno konvergentan u disku z∈C : | z | < R, gdje je
 poluprečnik R odreñen primjenom Cauchy – Hadamardovog stava. Napomenimo da naziv ″poluprečnik″ i potiče iz kompleksnog domena. Ovaj red konvergira uniformno u svakom disku z∈C : | z | ≤ r za svaki r < R. Na kružnici | z | = R, kompleksni stepeni red može da bude konvergentan (uslovno ili apsolutno) ili divergentan. U §2.10. (o redovima s kompleksnim članovima)
 smo uveli i pojam Laurentovog reda 0( )nn
 n
 a z z+ ∞
 = − ∞−∑ (an, z, z0 ∈C ).
 Pomoću kompleksnih stepenih redova mogu se definirati elementarne funkcije.
 Naime, komplesni red 0 !
 n
 n
 z
 n≥∑ konvergira za svaki z∈C, jer je njegov poluprečnik konvergencije
 jednak R = ( 1)!
 lim!n
 n
 n→ ∞
 +lim ( 1)n
 n→ ∞
 = + = + ∞ . Suma ovog reda je funkcija koja se označava sa ez, tj.
 ez : = 0 !
 n
 n
 z
 n
 ∞
 =∑ , (z∈C). (*)
 Iz relacije (*) mogu se izvesti razna svojstva eksponencijalnih funkcija.
 Sinusna, kosinusna i logaritamska funkcija su definirane redom formulama:
 sin z : = 2 1
 1
 1
 ( 1)(2 1)!
 nn
 n
 z
 n
 −∞−
 =−
 −∑ , cos z : = 2
 0
 ( 1)(2 )!
 nn
 n
 z
 n
 ∞
 =−∑ , (z∈C),
 ln (1 + z) = 1
 1
 ( 1)n
 n
 n
 z
 n
 ∞−
 =−∑ , (| z | £ 1, z ≠ – 1).
 Iz definicije funkcija ez, sin z i cos z dobije se Eulerova formula eiz = cos z + i sin z (z∈C).
 Opisani postupak može se koristiti i kao mogućnost efektivnog izračunavanja vrijednosti navedenih funkcija.
 * * * * * * * * * *
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Elektrotehnički fakultet Univerziteta u Sarajevu INŽENJERSKA MATEMATIKA 1
 Svo djelovanje prirode samo je matematička posljedica malog
 broja ustaljenih zakona.
 ( P. S. LAPLAS )
 Tutorijal 1 (za prvu sedmicu u akademskoj 2010/2011. godini)
 G L A V A 1
 UVOD: PRIPREMNI MATERIJAL - Račun iskaza, skupovi i relacije -
 Predviđeno je da se kroz tutorijal iz Inženjerske matematike 1 (IM1), pod vođenjem i
 pratnjom tutora, rješavaju i drugi zadaci u odnosu na one čija je izrada data kroz predavanja predmetnog nastavnika (s ciljem da studenti ovladaju pojmovima, instrumentima i metodama uvedenim tokom predavanja), uključujući i određene zadatke s prethodnih ispitnih rokova. Ove aktivnosti organizuju se tako da se već tokom izvođenja programskih sadržaja, kroz domaće zadaće i parcijalne ispite, kontinuirano provjerava stepen pripremljenosti svakog od studenata koji slušaju kurs IM1 da ovlada znanjima i vještinama koje treba postići u okviru ovog kursa. U smislu realizacije cilja i zadataka Tutorijala 1 (u prvoj sedmici) izvođenja kursa IM1, određeni su zadaci (koji se preporučuju za preradu prije i/ili u vrijeme časova tog tutorijala) čiji su redni brojevi u naznačenim referencama kako slijedi: [1] Huse Fatkić, Predavanja iz IM1 u akademskoj 2010/2011. godini (http://c2.etf.unsa.ba/) (u narednim tutorijalima iz IM1: [Predavanja iz IM1] ). Predavanja 1, Zad. br. 1.2.1, 1.2.2.* i 1.2.4. [2] Pavle M. Miličić, Momčilo P. Ušćumlić, Zbirka zadataka iz više matematike I, Građevinska knjiga, Beograd, 1973; Nauka, X izd., Beograd, 1984. (XV izd. ili bilo koje novije izd.) (u narednim tutorijalima iz IM1: [Miličić – Ušćumlić, I.]). 1. Račun iskaza: Zad. br. 132, 149, 164*, 167; 2. Skupovi: Zad. br. 169, 174, 178*; 3. Relacije: Zad. br. 187*, 189. [3] Radomir Živković, Huse Fatkić, Zoran Stupar, Zbirka zadataka iz matematike sa rješenjima, uputama i rezultatima , Svjetlost - OOUR Zavod za udžbenike i nastavna sredstva, Sarajevo, 1987. (u narednim tutorijalima iz IM1: [ŽFS]). Zad. br. 1.2, 1.4*; 2.6, 2.8; 4.3, 4.12. i 4.16*.
 Napomene: 1. Predviđeno je da tutor podsjeti studente na definicije ili objašnjenje pojmova: (logički) iskaz/sud,
 (logički) predikat, skup, (binarna) relacija, relacija ekvivalencije i relacija poretka. 2. Predviđeno je da tutor izradi pred studentima (na tabli) gore navedene zadatke koji su označeni zvjezdicom (*) a koje studenti nisu mogli samostalno riješiti (koristeći upute i rezultate u naznačenoj referenci i uz pomoć ostale preporučene literature i materijala za predavanja iz IM1 u akademskoj 2009/2010. godini). Ostali ovdje citirani zadaci su za samostalno vježbanje.
 3. Za rješenja zadataka ili neke dodatne informacije studenti i tutori za predmet IM1 mogu kontaktirati
 Predmetnog nastavnika.
 …………………………………………………..@..........................................................................
 http://c2.etf.unsa.ba/
 http://library.foi.hr/m3/jdetaljia.asp?sqlx=156&ser=&sqlid=405&U=517
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 Audaces fortuna iuvat. [Sreća pomaže one koji su hrabri.]
 ( Latinska izreka )
 Tutorijal 2 (za drugu sedmicu u akademskoj 2010/2011. godini)
 G L A V A 1
 UVOD: PRIPREMNI MATERIJAL
 - Preslikavanja (funkcije). Realni brojevi - Predviđeno je da se kroz tutorijal iz Inženjerske matematike 1 (IM1), pod vođenjem i
 pratnjom tutora, rješavaju i drugi zadaci u odnosu na one čija je izrada data kroz predavanja predmetnog nastavnika (s ciljem da studenti ovladaju pojmovima, instrumentima i metodama uvedenim tokom predavanja), uključujući i određene zadatke s prethodnih ispitnih rokova. Ove aktivnosti organizuju se tako da se već tokom izvođenja programskih sadržaja, kroz domaće zadaće i parcijalne ispite, kontinuirano provjerava stepen pripremljenosti svakog od studenata koji slušaju kurs IM1 da ovlada znanjima i vještinama koje treba postići u okviru ovog kursa. U smislu realizacije cilja i zadataka Tutorijala 2 (u drugoj sedmici) izvođenja kursa IM1, određeni su zadaci čiji su redni brojevi u naznačenim knjigama dati kako slijedi: [1] [Predavanja iz IM1] ). Predavanja 2, Zad. br. 1.3.9. – 1.3.11. i 1.3.12.*. [2] Huse Fatkić, Behdžet Mesihović, Zbirka riješenih zadataka iz matematike I, ETF, Sarajevo, 1973. (Tehnički odsjek Instituta za istoriju, Sarajevo); Corons, Sarajevo, 2002. (u narednim tutorijalima iz IM1: [Fatkić – Mesihović]). Zad. br. 1, 17, 19, 21, 22, 25*, 41, 42.5º, 47.4˚*, 48. i 49. [3] [Miličić – Ušćumlić, I.]. Zad. br. 198, 205, 206*; 296, 330, 339, 340*, 344, 357 ; 433, 448; 460, 477, 552, 568. i 622*. [4] [ŽFS]. Zad. br. 5.19*, 5.24, 5.27, 5.30.* i 5.43.
 Napomene: 1. Predviđeno je da tutor podsjeti studente na definicije ili objašnjenje pojmova: preslikavanje (funkcija),
 kompozicija preslikavanja (složena funkcija), inverzna funkcija, faktorijelne funkcije i apsolutna vrijednost realnog broja, kao i na formulacije principa matematičke indukcije i Newtonove binomne formule.
 2. Predviđeno je da tutor izradi pred studentima (na tabli) gore navedene zadatke koji su označeni zvjezdicom (*) a koje studenti nisu mogli samostalno riješiti (koristeći upute i rezultate u naznačenoj referenci i uz pomoć ostale preporučene literature i materijala za predavanja iz IM1 u akademskoj 2010/2011. godini). Ostali ovdje citirani zadaci su za samostalno vježbanje.
 3. Za rješenja zadataka ili neke dodatne informacije studenti i tutori za predmet IM1 mogu kontaktirati
 Predmetnog nastavnika.
 …………………………………………………..@..........................................................................
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 Sapienti sat. [Pametnome dosta]
 (Pametnome ne treba mnogo riječi.) ( Latinska izreka )
 Tutorijal 3 (za treću sedmicu nastave u akademskoj 2010/2011. godini)
 G L A V A 1
 UVOD: PRIPREMNI MATERIJAL - Kompleksni brojevi -
 Predviđeno je da se kroz tutorijal iz Inženjerske matematike 1 (IM1), pod vođenjem i
 pratnjom tutora, rješavaju i drugi zadaci u odnosu na one čija je izrada data kroz predavanja predmetnog nastavnika (s ciljem da studenti ovladaju pojmovima, instrumentima i metodama uvedenim tokom predavanja), uključujući i određene zadatke s prethodnih ispitnih rokova. Ove aktivnosti organizuju se tako da se već tokom izvođenja programskih sadržaja, kroz domaće zadaće i parcijalne ispite, kontinuirano provjerava stepen pripremljenosti svakog od studenata koji slušaju kurs IM1 da ovlada znanjima i vještinama koje treba postići u okviru ovog kursa. U smislu realizacije cilja i zadataka Tutorijala 3 (u trećoj sedmici) izvođenja kursa IM1, određeni su zadaci (koji se preporučuju za preradu prije i/ili u vrijeme časova tog tutorijala) čiji su redni brojevi u naznačenim referencama kako slijedi: [1] [Predavanja iz IM1]. Predavanja 3, Zad. br. 1.4.1*, 1.4.10. i 1.4.12. [2] [Miličić – Ušćumlić, I.]. Zad. br. 716, 717. (80*) ; 720. (10 i 50*), 760.30, 788.30, 798 ;
 814. (30* ), 831. i 845. [3] [ŽFS]. Zad. br. 11.1, 11.3, 11.9, 11.12. /c)*/, 11.14*; 11.20, 11.23, 11.24*, 11.25, 11.27. /b)*/, 11.29. i 11.32 /a) i c)/.
 Napomene: 1. Predviđeno je da tutor napiše na tabli (pred studentima) sva četiri opšta oblika kompleksnog broja, tj.
 definicioni oblik (kao uređen par realnih brojeva), algebarski oblik, trigonometrijski i eksponencijalni prikaz kompleksnog broja, te Moivreove formule, odnosno formule za tzv. «brzo- brzo» stepenovanje, množenje i dijeljenje u skupu kompleksnih brojeva C.
 2. Predviđeno je da tutor izradi pred studentima (na tabli) gore navedene zadatke koji su označeni zvjezdicom (*) a koje studenti nisu mogli samostalno riješiti (koristeći upute i rezultate u naznačenoj referenci i uz pomoć ostale preporučene literature i materijala za predavanja iz IM1 u akademskoj 2010/2011. godini). Ostali ovdje citirani zadaci su za samostalno vježbanje.
 3. Za rješenja zadataka ili neke dodatne informacije studenti i tutori za predmet IM1 mogu kontaktirati
 Predmetnog nastavnika.
 …………………………………………………..@..........................................................................
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 Moderna matematika sve više račun
 zamjenjuje idejama, ali postoje izvjesne grane matematike gdje račun zadržava
 svoja svojstva. ( DIRICHLET )
 Tutorijal 4 (za četvrtu sedmicu nastave u akademskoj 2010/2011. godini)
 G L A V A 2
 NIZOVI I REDOVI Nizovi realnih brojeva. Numerički (realni) redovi – pozitivni redovi
 Predviđeno je da se kroz tutorijal iz Inženjerske matematike 1 (IM1), pod vođenjem i pratnjom
 tutora, rješavaju i drugi zadaci u odnosu na one čija je izrada data kroz predavanja predmetnog nastavnika (s ciljem da studenti ovladaju pojmovima, instrumentima i metodama uvedenim tokom predavanja), uključujući i određene zadatke s prethodnih ispitnih rokova. Ove aktivnosti organizuju se tako da se već tokom izvođenja programskih sadržaja, kroz domaće zadaće i parcijalne ispite, kontinuirano provjerava stepen pripremljenosti svakog od studenata koji slušaju kurs IM1 da ovlada znanjima i vještinama koje treba postići u okviru ovog kursa. U smislu realizacije cilja i zadataka Tutorijala 4 (u četvrtoj sedmici) izvođenja kursa IM1, određeni su zadaci (koji se preporučuju za preradu prije i/ili u vrijeme časova tog tutorijala) čiji su redni brojevi u naznačenim referencama kako slijedi: [1] [Predavanja iz IM1]. Predavanja 4, Zad. br. 2.1.1*, 2.3.3, 2.4.5. i 2.6.2. [2] [Fatkić – Mesihović]. Nizovi (sljedovi) brojeva. Zad. br. 168, 173, 176, 179, 183*, 184, 185, 187, 192, 196*. i 197. [3] [Miličić – Ušćumlić, I.]. Brojni nizovi. Zad. br. 1564, 1574, 1578, 1583*, 1584, 1592*, 1595*. i 1597. [4] Pavle M. Miličić, Momčilo P. Ušćumlić: Zbirka zadataka iz više matematike II, Građevinska knjiga, Beograd, 1971. /ili bilo koje novije izdanje/ (u narednom tutorijalu iz IM1: [Miličić – Ušćumlić, II]). Glava I. Redovi – brojni redovi sa pozitivnim članovima. Zad. br. 1, 5, 8*
 , 9, 10, 40, 77, 90, 92*. i 101.
 Napomene: 1. Predviđeno je da tutor podsjeti studente na definicije osnovnih pojmova o nizovima i (beskonačnim) redovima (specijalno o pozitivnim redovima) realnih brojeva, kao i na pregled osnovnih limesa u teoriji nizova i formulacije kriterija usporedbe i asimptotske usporedbe, kriterija količnika i asimptotskog količnika, kriterija korijena i asimptotskog korijena za pozitivne redove (redove s nenegativnimčlanovima).
 2. Predviđeno je da tutor izradi pred studentima (na tabli) gore navedene zadatke koji su označeni zvjezdicom (*) a koje studenti nisu mogli samostalno riješiti (koristeći upute i rezultate u naznačenoj referenci i uz pomoć ostale preporučene literature i materijala za predavanja iz IM1 u akademskoj 2010/2011. godini). Ostali ovdje citirani zadaci su za samostalno vježbanje.
 3. Za rješenja zadataka ili neke dodatne informacije studenti i tutori za predmet IM1 mogu kontaktirati
 Predmetnog nastavnika.
 …………………………………………………..@..........................................................................
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 Jedan od najvažnijih koraka koje je čovjek ikad učinio bilo je saznanje da za
 matematičke tvrdnje traži dokaz . (E. T. BEL)
 Tutorijal 5
 (za petu sedmicu nastave u akademskoj 2010/2011. godini) Redovi realnih brojeva s članovima proizvoljnog znaka
 i redovi kompleksnih brojeva
 Predviđeno je da se kroz tutorijal iz Inženjerske matematike 1 (IM1), pod vođenjem i pratnjom tutora, rješavaju i drugi zadaci u odnosu na one čija je izrada data kroz predavanja predmetnog nastavnika (s ciljem da studenti ovladaju pojmovima, instrumentima i metodama uvedenim tokom predavanja), uključujući i određene zadatke s prethodnih ispitnih rokova. Ove aktivnosti organizuju se tako da se već tokom izvođenja programskih sadržaja, kroz domaće zadaće i parcijalne ispite, kontinuirano provjerava stepen pripremljenosti svakog od studenata koji slušaju kurs IM1 da ovlada znanjima i vještinama koje treba postići u okviru ovog kursa. U smislu realizacije cilja i zadataka Tutorijala 5 (u petoj sedmici) izvođenja kursa IM1, određeni su zadaci čiji su redni brojevi u naznačenim referencama navedeni kako slijedi: [1] [Predavanja iz IM1]. Predavanja 5. §2.9. Riješeni zadaci o nizovima i beskonačnim redovima. Zad. br. 2.9.2, 2.9.3. b)*, c)* i d)*, 2.9.4. i 2.9.5.* §2.10. Redovi kompleksnih brojeva. Zad. 2.10.1, 2.10.3. i 2.10.5.* [2] [Miličić – Ušćumlić, II]). Glava I. REDOVI. Redovi sa promjenljivim predznacima članova i operacije sa konvergentnim redovima . Zad. br. 103, 110, 111, 118, 130. i 131*. Beskonačni proizvodi. Zad. br. 362, 375, 380, 387*. i 391. Glava IX. KOMPLEKSNE FUNKCIJE. § 1. Uvodni zadaci , §2. Kompleksna funkcija ( Dio o nizovima kompleksnih brojeva) i §7. Beskonačni redovi (kompleksnih brojeva). Zad. br. 2983, 2998; 3045, 3066, 3069; 3088*, 3092, 3095; 3321*, 3324, 3335*. i 3337.
 Napomene: 1. Predviđeno je da tutor podsjeti studente na definicije pojmova (beskonačnog) reda realnih brojeva s članovima proizvoljnog znaka, beskonačnog proizvoda realnih brojeva, (obične) konvergencije i apsolutne konvergencije beskonačnog proizvoda, te pojma reda kompleksnih brojeva i njegove konvergencije, kao i da formuliše Dirichletov, Abelov i Leibnizov kriterij za konvergenciju redova sa promjenljivim predznacima članova.
 2. Predviđeno je da tutor izradi pred studentima (na tabli) gore navedene zadatke koji su označeni zvjezdicom (*) a koje studenti nisu mogli samostalno riješiti (koristeći upute i rezultate u naznačenoj referenci i uz pomoć ostale preporučene literature i materijala za predavanja iz IM1 u akademskoj 2010/2011. godini). Ostali ovdje citirani zadaci su za samostalno vježbanje.
 3. Za rješenja zadataka ili neke dodatne informacije studenti i tutori za predmet IM1 mogu kontaktirati
 Predmetnog nastavnika.
 …………………………………………………..@..........................................................................
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Elektrotehnički fakultet Univerziteta u Sarajevu INŽENJERSKA MATEMATIKA 1
 Oni koji žele nešto da nauče nikada nisu besposleni.
 (MONTESKJE)
 Tutorijal 6 (za šestu sedmicu u akademskoj 2010/ 2011. godini)
 G L A V A 3 REALNE FUNKCIJE REALNE PROMJENLJIVE
 (Opšta svojstva, osnovne elementarne funkcije i limesi)
 Predviđeno je da se kroz tutorijal iz Inženjerske matematike 1 (IM1), pod vođenjem i pratnjom tutora, rješavaju i drugi zadaci u odnosu na one čija je izrada data kroz predavanja predmetnog nastavnika (s ciljem da studenti ovladaju pojmovima, instrumentima i metodama uvedenim tokom predavanja), uključujući i određene zadatke s prethodnih ispitnih rokova. Ove aktivnosti organizuju se tako da se već tokom izvođenja programskih sadržaja, kroz domaće zadaće i parcijalne ispite, kontinuirano provjerava stepen pripremljenosti svakog od studenata koji slušaju kurs IM1 da ovlada znanjima i vještinama koje treba postići u okviru ovog kursa. U smislu realizacije cilja i zadataka Tutorijala 6 (u šestoj sedmici) izvođenja kursa IM1, određeni su zadaci (koji se preporučuju za preradu prije i/ili u vrijeme časova tog tutorijala) čiji su redni brojevi u naznačenim referencama kako slijedi: [1] [Predavanja iz IM1]. Predavanja 6. Zad. br. 3.1.1.* i 3.4.1.* [2] [Fatkić – Mesihović]. Realne funkcije jedne realne promjenljive (Opšta svojstva, osnovne elementarne funkcije i limesi). Zad. br. 85, 94. i 103. a) (samo pročitati formulacije i rješenja ovih zadataka); 106. g)*, 107. b), 114. j)*, 115. i)* i 138, 166*; 210, 226. i 227. [3] [Miličić – Ušćumlić, I]. Pojam funkcije realne promjenljive; Grafici elementarnih funkcija; Limesi. Zad. br. 1709, 1717.* i 1723; 1744*, 1757. i 1787.; 2022.* i 2025.
 Napomene: 1. Predviđeno je da tutor podsjeti studente na definicije pojmova monotonih, parnih (neparnih), ograničenih (neograničenih) i periodičnih funkcija i limesa (konačnog i beskonačnog) realne funkcije jedne realne promjenljive, kao i da formuliše osnovna svojstva konačnih i beskonačnih graničnih vrijednosti (limesa) funkcije i navede relacije za značajne granične vrijednosti funkcija.
 2. Predviđeno je da tutor izradi pred studentima (na tabli) gore navedene zadatke koji su označeni zvjezdicom (*) a koje studenti nisu mogli samostalno riješiti (koristeći upute i rezultate u naznačenoj referenci i uz pomoć ostale preporučene literature i materijala za predavanja iz IM1 u akademskoj 2010/2011. godini). Ostali ovdje citirani zadaci su za samostalno vježbanje.
 3. Za rješenja zadataka ili neke dodatne informacije studenti i tutori za predmet IM1 mogu kontaktirati
 Predmetnog nastavnika.
 …………………………………………………..@..........................................................................
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Elektrotehnički fakultet Univerziteta u Sarajevu INŽENJERSKA MATEMATIKA 1
 Život je vesela igra onima koji misle.
 (TENISON)
 Tutorijal 7 (za sedmu sedmicu nastave u akademskoj 2010/2011. godini)
 Zadaci za ponavljane i utvrđivanje gradiva o limesima funkcija
 Predviđeno je da se kroz tutorijal iz Inženjerske matematike 1 (IM1), pod vođenjem i
 pratnjom tutora, rješavaju i drugi zadaci u odnosu na one čija je izrada data kroz predavanja predmetnog nastavnika (s ciljem da studenti ovladaju pojmovima, instrumentima i metodama uvedenim tokom predavanja), uključujući i određene zadatke s prethodnih ispitnih rokova. Ove aktivnosti organizuju se tako da se već tokom izvođenja programskih sadržaja, kroz domaće zadaće i parcijalne ispite, kontinuirano provjerava stepen pripremljenosti svakog od studenata koji slušaju kurs IM1 da ovlada znanjima i vještinama koje treba postići u okviru ovog kursa. U smislu realizacije cilja i zadataka Tutorijala 7 (u sedmoj sedmici) izvođenja kursa IM1, određeni su zadaci čiji su redni brojevi u naznačenim referencama navedeni kako slijedi: [1] [Predavanja iz IM1]. Predavanja 7, Zad. br. 3.9.2, 3.9.4*, 3.9.5. g)* i 3.9.7*. [2] [Fatkić – Mesihović]. §1.4. Granične vrijednosti funkcija. Elementarne i inženjerske funkcije. Zad. br. 2001, 214. j)* i 216. 2)*. [3] [Miličić – Ušćumlić, I]. §4. Granične vrijednosti funkcija. Zad. br. 1934, 1953, 1977, 1978.* i 2003.
 Napomene: 1. Predviđeno je da tutor podsjeti studente na definicije pojma limesa/granične vrijednosti (konačne i
 beskonačne) realne funkcije jedne realne promjenljive i pojmove beskonačno male i beskonačno velike veličine, kao i na formulacije osnovnih svojstava konačnih i beskonačnih graničnih vrijednosti funkcija, te da navede relacije za značajne granične vrijednosti funkcija.
 2. Predviđeno je da tutor izradi pred studentima (na tabli) gore navedene zadatke koji su označeni zvjezdicom (*) a koje studenti nisu mogli samostalno riješiti (koristeći upute i rezultate u naznačenoj referenci i uz pomoć ostale preporučene literature i materijala za predavanja iz IM1 u akademskoj 2010/2011. godini). Ostali ovdje citirani zadaci su za samostalno vježbanje.
 3. Za rješenja zadataka ili neke dodatne informacije studenti i tutori za predmet IM1 mogu kontaktirati
 Predmetnog nastavnika.
 …………………………………………………..@..........................................................................
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Elektrotehnički fakultet Univerziteta u Sarajevu INŽENJERSKA MATEMATIKA 1
 Repetitio est mater studiorum.
 (Ponavljanje je majka znanja.) (Latinska poslovica)
 Tutorijal 8 (za devetu sedmicu nastave u akademskoj 2010/2011. godini)
 G L A V A 4.
 NEPREKIDNOST FUNKCIJA. ELEMENTARNE I INŽENJERSKE FUNKCIJE
 Neprekidnost i tačke prekida i singulariteta funkcija. Lokalna i globalna svojstva neprekidnih funkcija
 Predviđeno je da se kroz tutorijal iz Inženjerske matematike 1 (IM1), pod vođenjem i
 pratnjom tutora, rješavaju i drugi zadaci u odnosu na one čija je izrada data kroz predavanja predmetnog nastavnika (s ciljem da studenti ovladaju pojmovima, instrumentima i metodama uvedenim tokom predavanja), uključujući i određene zadatke s prethodnih ispitnih rokova. Ove aktivnosti organizuju se tako da se već tokom izvođenja programskih sadržaja, kroz domaće zadaće i parcijalne ispite, kontinuirano provjerava stepen pripremljenosti svakog od studenata koji slušaju kurs IM1 da ovlada znanjima i vještinama koje treba postići u okviru ovog kursa. U smislu realizacije cilja i zadataka Tutorijala 8 (u devetoj sedmici) izvođenja kursa IM1, određeni su zadaci čiji su redni brojevi u naznačenim referencama navedeni kako slijedi: [1] [Predavanja iz IM1]. Predavanja 8 (u 9. sedmici). Zad. br. 4.1.1, 4.3.1.*, 4.3.2. i 4.6.1.* [2] [Fatkić – Mesihović]. §1.5. Neprekidnost funkcija. Elementarne i inženjerske funkcije. Zad. br. 234*, 235, 243, 246, 250*. i 251. [3] [Miličić – Ušćumlić, I]. §6. Neprekidnost funkcija. 2037.5°, 2044*, 2054, 2060*, 2061. i 2063.
 Napomene: 1. Predviđeno je da tutor podsjeti studente na definicije pojmova: neprekidnost funkcije u tački, na skupu i, specijalno, na segmentu; prekid funkcije, tačke prekida i singulariteta funkcije i uniformna neprekidnost, kao i da formuliše osnovna (lokalna i globalna) svojstva neprekidnih funkcija.
 2. Predviđeno je da tutor izradi pred studentima (na tabli) gore navedene zadatke koji su označeni zvjezdicom (*) a koje studenti nisu mogli samostalno riješiti (koristeći upute i rezultate u naznačenoj referenci i uz pomoć ostale preporučene literature i materijala za predavanja iz IM1 u akademskoj 2010/2011. godini). Ostali ovdje citirani zadaci su za samostalno vježbanje.
 3. Za rješenja zadataka ili neke dodatne informacije studenti i tutori za predmet IM1 mogu kontaktirati
 Predmetnog nastavnika.
 …………………………………………………..@..........................................................................
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INŽENJERSKA MATEMATIKA 1
 NOTA BENE Dobro zapamti. Imaj na umu. Ne zaboravi.
 (Latinska izreka.)
 P r e d a v a n j a z a d e s e t u s e d m i c u n a s t a v e (u akademskoj 2010/2011. godini)
 G L A V A 5
 DIFERENCIJALNI RAČUN REALNIH FUNKCIJA
 JEDNE REALNE PROMJENLJIVE
 §5.1. Izvod realne funkcije jedne realne promjenljive
 5.1.1. Pojam izvoda (derivacije) funkcije
 Neka je na otvorenom intervalu J (= (a, b)⊆R) definirana realna funkcija jedne realne promjenljve. Neka je x0 proizvoljna fiksirana tačka iz J. Označimo sa Δx ≠ 0 takav realan broj da x0 + Δx ∈ J. Broj Δy : = f (x0 + Δx) – f (x0) nazivamo priraštaj funkcije f u tački x0, odnosno priraštaj funkcije f u tački x0 koji odgovara priraštaju argumenta Δx. Tada možemo formirati količnik
 xxfxxf
 Δ−Δ+ )()( 00 . (5.1.1)
 Pustimo sada da Δx teži ka nuli. Ako se pri tome desi da količnik (5.1.1) teži ka konačnom broju, onda taj broj nazivamo izvodom ili derivacijom funkcije f (x) u tački x0 (po argumentu x). U ovom slučaju za funkciju f se kaže da ima (konačan) prvi izvod ili samo izvod u tački x0. Izvod funkcije f (x) u tački x0 (ako postoji) označavamo sa f '(x0). Prema tome, po definiciji je
 f '(x0) = x
 xfxxfx Δ
 −Δ+→Δ
 )()(lim 00
 0, (5.1.2)
 pod pretpostavkom da limes na desnoj strani u (5.1.2) postoji i da je konačan. Primijetimo da se izvod funkcije f u tački x0 može pisati i u obliku
 f '(x0) = 0
 0 )()(lim0 xx
 xfxfxx −
 −→
 . (5.1.3)
 Ako funkcija f (x) ima u tački x0 izvod f '(x0), onda se kaže da je ona u toj tački derivabilna ili da je u toj tački diferencijabilna. Otkuda ovaj drugi termin objasnit ćemo u narednom odjeljku. Operacija kojom se polazeći od funkcije f (x) dolazi do njenog izvoda (u tački x0) naziva se deriviranje ili diferenciranje (u tački x0). Ako funkcija f (x) ima izvod u svakoj tački x∈J, onda kažemo da je ona derivabilna ili diferencijabilna na J. Izračunavanje i ispitivanje izvoda, te njihovo korištenje u matematici i drugim naukama naziva se diferencijalni račun. 150
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 Pored oznake f '(x0) (za izvod funkcije f (x) u tački x0), koja potiče od Lagrangea upotrebljavaju se i oznake:
 dxxdf )( 0 i D f (x0).
 Posljednja oznaka potiče od Cauchyja, a pretposljednja od Leibniza. Umjesto ovih oznaka koriste se i kraće ali nepreciznije oznake: f ',
 dxdf , D f.
 Kod ovih oznaka ne vidi se u kojoj tački je izvod računat. Ako umjesto f (x) pišemo y ( y = f (x)), onda za izvod koristimo i oznake: y ',
 dxdy , D y. Ako, pak,
 hoćemo da je izvod računat u odnosu na argument x, onda pišemo: f '(x0), Dx f (x0). Često se priraštaj Δx argumenta x označava sa h, pa se piše
 f '(x) = h
 xfhxfh
 )()(lim0
 −+→
 . (5.1.2 ')
 Skup svih tačaka x∈D( f ) u kojima funkcija f ima izvod (konačan) čini domen funkcije x f '(x). Funkciju f ' također nazivamo izvodom (ili derivacijom) funkcije f, ili izvodnom funkcijom. a
 Primjeri 5.1.1. a) Neka je f (x) : = c = const. Tada za svaki x∈R imamo da je
 f '(x) : = 0lim)()(lim00
 =−
 =−+
 →→ hcc
 hxfhxf
 hh, tj. (c)' = 0.
 b) Neka je f (x) : = x n, n∈N. Za svaki n∈(N\1) imamo:
 (x + h) n – x n = x n + n x n – 1 h + x n – 2 h 2 + ⋅⋅⋅ + h n – x n, ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛2n
 odakle je
 f '(x) = 1121
 00 2)1(lim)(lim −−−−
 →→=⎟
 ⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +⋅⋅⋅+
 −+=
 −+ nnnn
 h
 nn
 hxnhhxnnxn
 hxhx , tj. (x n)' = n x n – 1 .
 Za n = 1 vrijedi f '(x) = 11lim)(lim
 00==
 −+→→ hh h
 xhx , tj. (x)' = 1.
 Ako je α∈R proizvoljan (fiksiran), dokazuje se da važi ista formula (kao i kad je prirodan): (x α )' = α x α – 1 (za svaki x∈R za koji obje strane ove jednakosti imaju smisla u R).
 Primjeri 5.1.2. a) (a x)' = aah
 aah
 aa xh
 h
 xxhx
 hln1limlim
 00=
 −=
 −→
 +
 →, (x∈R, a > 0), tj. (a x)' = a x ln a (x∈R, a
 > 0); specijalno je (e x)' = e x (x∈R).
 b) (sin x)' = xh
 hxh
 hxhx
 hhcos2
 cos2
 sin2limsin)sin(lim
 00=
 ⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +
 =−+
 →→, (x∈R).
 c) (cos x)' = xh
 hxh
 hxhx
 hhsin2
 sin2
 sin2limcos)cos(lim
 00−=
 ⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +−
 =−+
 →→, (x∈R).
 Primijetimo da se postupkom diferenciranja funkciji pridružuje njena izvodna funkcija, pa je na taj način definiran jedan operator D (diferencijalni operator): D f = f '. Zadatak 5.1.1. Izračunajte prvi izvod zadanih funkcija u tački x = 1:
 a) f (x) = – x 2 + 2 x + 9; b) f(x) = x e x ; c) f (x) = (15 x 8 – 1)3 ; d) f (x) = ln x –
 21 x ; e) f (x) = arc tg
 x1 .
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 Rješenje:
 1 1
 1
 0
 0
 1 1 1
 2 2 2
 .1 1 1 1
 2 2 2 2
 ln ln(1 )( ) (1)d) (1) lim lim 1 lim1 1
 lim ln(1 ) ln 1
 x x
 t
 t
 t
 x x tf x ff xx x
 t e
 → → →
 →
 − + + −−′ = = = − = =− −
 = + − = − = − =
 tt
 t
 . 5.1.2. Geometrijsko značenje izvoda
 Neka je ( p) neka prava u xy – ravni. Ako ova prava nije okomita na x – osu, onda kažemo da je to kosa prava. Ako na pravoj ( p) od dva moguća smjera odaberemo jedan kao pozitivan, onda kažemo da je ( p) orijentisana prava. Na slikama ćemo orijentaciju prave označavati strelicom. Dogovorimo se sljedeće. Ako drugačije ne bude izričito kazano, mi svaku kosu pravu smatramo orijentisanom s lijeva udesno, tj. u skladu sa rastom argumenta x. Pravu koja je okomita na y – osu orijentisat ćemo od slučaja do slučaja odozdo prema gore ili odozgo prema dole. Uvedimo sad pojam ugla između orijentisanih pravih. Neka su date dvije prave ( p1) i ( p2) koje se sijeku u tački M. Onda pod uglom između ovih orijentisanih pravih podrazumijevamo ugao za koji treba rotirati pravu ( p1) oko tačke M da se po pravcu i smjeru poklopi sa pravom ( p2).
 Napomenimo da ugao između dvije orijentisane prave nije jednoznačno određen. Naime, ako je α ugao između ( p1) i ( p2), onda je očito i α + 2kπ (k = 0, ± 1, ± 2, ... ) ugao između ( p1) i ( p2). Ako su prave ( p1) i ( p2) paralelne, onda smatramo da je ugao između njih 0 + 2kπ (k = 0, ± 1, ± 2, ...) odnosno π + 2kπ (k = 0, ± 1, ± 2, ... ) već prema tome da li im se smjerovi poklapaju ili su suprotni. Da bi izbjegli ovu neodređenost ugla između orijentisanih pravih, mi ćemo od sada pod uglom između pravih ( p1) i ( p2) podrazumijevati onaj ugao između koji ima najmanju apsolutnu vrijednost. Ako se ovako dogovorimo, onda ugao između ( p1) i ( p2) uvijek
 pripada intervalu ⎥⎦⎤
 ⎢⎣⎡−
 2,
 2ππ . Pri tome naravno smatramo da
 su prave ( p1) i ( p2) orijentisane slijeva udesno.
 ( p) y ( p) γ α δ β x
 Sl. 5.1.1.
 20
 πα <<
 2
 πδ −=
 2
 πγ =
 02
 <<− βπ Neka je ( p) orijentisana prava. Nama će biti važan ugao
 koji x – osa čini sa ovom pravom. Po našem dogovoru taj
 ugao uvijek pripada segmentu ⎥⎦⎤
 ⎢⎣⎡−
 2,
 2ππ (sl. 5.5.1).
 Neka je u xy – ravani zadana kriva (K) i neka je M0 tačka na toj krivoj. Uzmimo sada bilo koju drugu tačku M koja pripada toj krivoj (K). Kroz tačku M povucimo sekantu MM 0 . Pretpostavimo da je kriva (K) neprekidna u tački M0. Pustimo sada da M → M0 ostajući na krivoj (K). Tada će sekanta MM 0 mijenjati svoj položaj u ravni i stalno prolaziti kroz tačku M0.
 y p0 f (x0 + Δx) M y = f (x)
 f (x0) M0 α(x0, Δx) α(x0)
 x0 x0 + Δx x
 Sl. 5.1.2
 Ako se pri tome desi da sekanta MM 0 teži ka nekoj potpuno određenoj pravoj (koja prolazi kroz M0) onda se ta prava naziva tangentom krive (K) u tački M0 i kaže se da kriva (K) u tački M0 ima tangentu.
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153 Ako pak pri ovome (M → M0) sekanta MM 0 ne teži nikakvoj određenoj pravoj onda se kaže da kriva nema tangente u tački M0. Pretpostavimo sada da nam je kriva (K) zadata jednačinom y = f (x), gdje je f (x) neka funkcija na intervalu J. Neka je M0 = (x0, f (x0)) tačka sa naše krive. I neka je M bilo koja druga tačka na toj krivoj. Njenu apscisu označimo sa x0 +Δx, tada je ordinata jednaka f (x0+Δx), tj. M = (x0 + Δx, f (x0
 + Δx)). Pretpostavimo još da je funkcija f (x) neprekidna u tački x0. Povucimo sekantu MM 0 (sl. 5.1.2). Ugao koji sekanta MM 0 čini sa x – osom označimo sa α (x0, Δx). Pretpostavimo sada da naša kriva u tački M0 ima kosu tangentu. Neka je ( p0) ta tangenta. Ugao koji ona čini sa x – osom označimo sa α (x0).
 Napomenimo sada da M → M0 akko Δx → 0. Pustimo sada da Δx → 0, tj. da M → M0 . Tada će sekanta MM 0 težiti ka tangenti ( p0). Zbog toga će α (x0, Δx) → α (x0) kad Δx → 0. Odavde slijedi da
 tg α (x0, Δx) → tg α (x0) kad Δx → 0. (5.1.4) Ovdje smo iskoristili činjenicu da je tg neprekidna funkcija. S druge strane, sa slike 5.1.1. vidimo da je
 tg α (x0, Δx) = xy
 ΔΔ , tj. tg α (x0, Δx) =
 xxfxxf
 Δ−Δ+ )()( 00 .
 Sada (5.1.4) možemo pisati u obliku
 xxfxxf
 Δ−Δ+ )()( 00 → tg α (x0) kad Δx → 0. (5.1.5)
 Pošto je tangenta ( p0) kosa tangenta, to je α (x0) ≠ ± 2π . To znači da je tg α (x0) konačan
 broj. Sada iz (5.1.5) zaključujemo da funkcija f (x) u tački x0 ima izvod f '(x0) i da je f '(x0) = tg α (x0). (5.1.6)
 Dakle, ako kriva y = f (x) ima kosu tangentu u tački M0 = (x0, f (x0)), onda funkcija f (x) ima u tački x0 izvod f '(x0) i vrijedi (5.1.6), gdje je α (x0) ugao koji ta tangenta čini sa x – osom. Pretpostavimo sad obrnuto, da funkcija f (x) ima u tački x0 izvod f '(x0). To znači da
 xxfxxf
 Δ−Δ+ )()( 00 → f '(x0) kad Δx → 0. (5.1.7)
 Kako je x
 xfxxfΔ
 −Δ+ )()( 00 = tg α (x0, Δx), to (5.1.7) možemo pisati u obliku
 tg α (x0, Δx) → f '(x0) kad Δx → 0. No, budući da je funkcija arctg x neprekidna funkcija, to odavde dobijemo da
 α (x0, Δx) → arctg f '(x0) kad Δx → 0. Znači, ugao α (x0, Δx) koji sekanta MM 0 čini sa x – osom kad Δx → 0, tj. kad M → M0 , teži ka broju arctg f '(x0). Ovo pak znači da se sekanta MM 0 približava pravoj koja prolazi kroz tačku M0 i sa x – osom gradi ugao arctg f '(x0). Sve ovo znači da kriva (K) ima u tački M0 kosu tangentu i da ta tangeta sa x – osom čini ugao arctg f '(x0). Ako taj ugao označimo sa α (x0) onda imamo da je
 α (x0) = arctg f '(x0). Ovo je pak isto kao i 0) = tg α (x0).
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 Dakle, ako funkcija f (x) ima u tački x0 izvod f '(x0) , onda kriva (K) ima u tački M0 = (x0, f (x0)) kosu tangentu i za ugao koji ta tangenta čini sa x – osom ponovo vrijedi jednakost (5.1.6). Iz svega ovog zaključujemo sljedeće: Kriva y = f (x) ima u tački M0 = (x0, f (x0)) kosu tangentu akko funkcija f (x) ima u tački x0 izvod f '(x0) i u slučaju da taj izvod postoji, onda slijedi:
 f '(x0) = tg α (x0), gdje je α (x0) ugao koji tangenta čini sa x – osom. Drugim riječima, f '(x0) u tački x0 je koeficijent smjera tangente krive y = f (x) povučene u tački M0. Na osnovu ovoga mi možemo lako napisati jednačinu tangete koja je povučena u tački M0 = (x0, f (x0)) krive y = f (x) pod pretpostavkom da ta tangenta postoji, tj. pod pretpostavkom da postoji izvod f '(x0). Iz analitičke geometrije mi znamo da jednačina krive koja prolazi kroz tačku M0 = (x0, f (x0)) ima oblik y – f (x0) = k (x – x0), gdje je k koeficijent smjera te prave. Pošto je koeficijent tangente f '(x0), to odavde imamo da jednačina pomenute tangete ima sljedeći oblik:
 y – f (x0) = f '(x0)⋅(x – x0). Prava koja je povučena kroz tačku M0 = (x0, f (x0)) i koja je okomita na tangentu u toj tački naziva se normala te krive u tački M0. Ako je f '(x0) ≠ 0, onda je (kao što znamo iz analitičke geometrije) koeficijent smjera normale jednak
 )('1
 0xf− . Dakle, jednačina normale naše krive u tačaki M0 ima
 oblik: y M0 0 x0 x
 Sl. 5.1.3.
 y – f (x0) = )('1
 0xf− ⋅(x – x0). (5.1.8)
 Ako je f '(x0) = 0, tj. ako je tangeta paralelna sa x – osom i dakle, normala okomita na x – osu, onda je očigledno da jednačina normale glasi x = x0 (sl. 5.1.3). Napomenimo da jednačinu normale, tj. jednačinu (5.1.8) možemo napisati u obliku
 f '(x0) ( y – f (x0)) = – (x – x0). (5.1.9) Važno je napomenuti da ovaj oblik jednačine normale obuhvata i slučaj f '(x0) = 0. Na kraju, spomenimo još da je problem tangete bio jedan od problema koji su doveli do izgradnje diferencijalnog računa.
 5.1.3. Mehaničko značenje izvoda
 Drugi problem koji je doveo do diferencijalnog računa jeste problem definicije brzine materijalne tačke. Ako se materijalna tačka kreće po pravcu jednoliko, tj. ako u jednakim vremenima prelazi jednake puteve, onda se pojam brzine definira jednostavno. Brzinom se tada naziva broj
 ts , gdje je t
 vrijeme kretanja, a s pređeni put. To znači da je ustvari brzina jednolikog kretanja put pređen u jedinici vremena. No, kako treba definirati brzinu u slučaju da kretanje nije jednoliko? Postupa se ovako: Neka je s = s(t) put koji je materijalna tačka prešla za vrijeme t. Uzmimo sad fiksirano t0 i prirast vremena Δt ≠ 0. Put koji je materijalna tačka prešla do momenta t0 jednak je s(t0), a put koji
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155 je materijalna tačka prešla do trenutka t0 + Δt jednak je s(t0 + Δt). No, tada je s(t0 + Δt) – s(t0) put koji je materijalna tačka prešla u intervalu od t0 do t0 + Δt.
 Broj t
 tsttsΔ
 −Δ+ )()( 00 naziva se prosječnom brzinom materijalne tačke u vremenskom intervalu
 od t0 do t0 + Δt. Prosječna brzina o kretanju naše materijalne tačke daje sljedeću informaciju. Ona pokazuje kojom brzinom treba jednoliko da se kreće materijalna tačka da bi od momenta t0 do momenta t0 + Δt prešla put Δs = s(t0 + Δt) – s(t0). No, ta brzina ne daje informaciju o tome kakvo je bilo stanje kretanja u pojedinim momentima t0 i t0 + Δt. Zbog toga je prirodno pustiti da Δt → 0 i tražiti limes
 0lim→Δt t
 tsttsΔ
 −Δ+ )()( 00 .
 Ovaj limes naziva se trenutnom brzinom naše materijalne tačke u momentu t0. S druge strane, mi znamo da je ovaj limes jednak s'(t0), tj. on je jednak izvodu funkcije s(t) u tački t0. Dakle, mi trenutnu brzinu materijalne tačke definiramo kao izvod puta po vremenu. U ovome se sastoji mehaničko značenje izvoda. Može se ovo razmatranje i poopštiti. Neka je p(h) bilo koja veličina koja zavisi od nezavisno promjenljive h. Tada izvod p'(h) označava brzinu kojom se mijenja veličina p(h) u odnosu na promjenu veličine h.
 5.1.4. Jednostrani izvodi i beskonačan izvod Definicija 5.1.1. Granične vrijednosti
 ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛−−
 =−+
 =
 ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛−−
 =−−
 =−+
 =
 +→+→+
 →+→→
 0
 000
 00'
 0
 0
 _
 00
 0
 00
 _00'_
 )()(lim)()(lim)(
 ,)()(lim)()(lim)()(lim)(
 0
 0
 xxxfxf
 hxfhxfxf
 xxxfxf
 hhxfxf
 hxfhxfxf
 xxh
 xxhh
 ako postoje, nazivamo, redom, lijevim i desnim izvodom funkcije f u tački x0. Lijevi i desni izvod nazivamo jednostranim izvodima. Iz svojstva limesa funkcije slijedi da ako je (x0) = '
 _f '+f (x0), onda funkcija f u tački x0 ima
 izvod f '(x0) i pri tom je f '(x0) = (x0) = '_f '
 +f (x0). Geometrijsko značenje pojmova lijevog i desnog izvoda je lako uočljivo (v., npr., str. 122 u kjnizi: ADNAĐEVIĆ, D., KADELBURG, Z., Matematička analiza I, Nauka, Beograd, 1995). Ako funkcija f, posmatrana na segmentu [a, b], (a < b), ima izvod u intervalu (a, b), zatim lijevi izvod u tački b i desni izvod u tački a, onda se često kaže da f ima izvod na segmentu [a, b]. Uzimajući u obzir geometrijsku interpretaciju izvoda kao koeficijenta pravca tangente i očitu činjenicu da tangenta krive može biti vertikalna, definicija pojma izvoda se proširuje i na takve slučajeve, tako da imamo sljedeću definiciju. Definicija 5.1.2. Za funkciju f : D → K (D, K ⊆ R) kažemo da u tački x0∈D (x0 tačka gomilanja skupa D) ima beskonačan izvod koji je jednak +∞ (ili –∞ ) ako je
 0
 0 )()(lim0 xx
 xfxfxx −
 −→
 = +∞ (ili 0
 0 )()(lim0 xx
 xfxfxx −
 −→
 = –∞ ).
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156 Analogno se definira i pojam jednostranog beskonačnog izvoda. Ako funkcija ima beskonačan izvod u nekoj tački svog domena, onda ona u toj tački može (ali ne mora) da bude neprekidna (v. sljedeće primjere).
 Primjer 5.1.3. a) Funkcija f (x) : = 3 x je očito definirana i neprekidna u svakoj tački x∈R. U tački 0 je
 +∞===−−
 →→→ 3 20
 3
 00
 1limlim0
 )0()(limxx
 xx
 fxfxxx
 ,
 tj. zadana funkcija f u nuli ima beskonačan izvod.
 b) Funkcija g zadana formulom g(x) = sgn x ima u nuli beskonačan izvod, jer je +∞===
 −−
 →→→ xxx
 xgxg
 xxx
 1limsgnlim0
 )0()(lim000
 .
 c) Funkcija f (x) = 3 2x je definirana i neprekidna za svaki x∈R. U tački 0 je
 30 0
 ( ) (0) 1lim lim0x x
 f x fx x→ ± → ±
 −= = ±∞
 −,
 pa funkcija f (x) u nuli nema izvoda (ni konačnog ni beskonačnog), ali su joj lijevi i desni izvod beskonačni:
 '_f (0) = – ∞, '
 +f (0) = + ∞.
 § 5.2. Diferencijabilnost i diferencijal funkcije Pojam izvoda funkcije f u tački x0 proširujemo i na slučaj kada je funkcija f definirana na proizvoljnom skupu D (⊆ R) kome je x0 tačka gomilanja koja mu pripada. U tom smislu, ako drugačije ne naznačimo, podrazumijevat ćemo da je zadana funkcija f oblika
 f : E → R, (E ⊆ R). (5.2.1) Kao neposredna posljedica definicije izvoda dobije se jedna korisna formula. Teorema 5.2.1. (Teorema o konačnom priraštaju funkcije). Ako funkcija f oblika (5.2.1) ima izvod u tački gomilanja x0, onda njen priraštaj možemo predstaviti u obliku
 f (x) – f (x0) = f '(x0) ⋅ (x – x0) + ω (x) ⋅ (x – x0), (5.2.2) pri čemu je ω (x) (= ω (x ; Δx)) neprekidna funkcija u tački x0 i jednaka nuli u toj tački, tj.
 0
 limxx→ω (x) = ω (x0) = 0.
 Dokaz: Definirajmo funkciju ω na skupu E formulom:
 ω (x) = ⎪⎩
 ⎪⎨⎧
 =
 ≠−−−
 . za ,0
 , za ),(')()(
 0
 000
 0
 xx
 xxxfxx
 xfxf
 Tada je ω x) = f '(x0) – f '(x0) = 0. Kako postoji granična vrijednost 0
 limxx→
 0
 limxx→ω (x) = 0,
 to možemo izvršiti, kako je to već urađeno, produženje funkcije ω (x) po neprekidnosti u tački x0. Ovim je teorema 5.2.1. dokazana. Formula (5.2.2) ili, što je isto, formula
 f (x0 + Δx) – f (x0) = Δx f '(x0) + Δx ω (x), odnosno formula
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 f (x0 + Δx) = f (x0) + Δx f '(x0) + Δx ω (x), naziva se formula o razlaganju. Priraštaj zadan formulom (5.2.2) može se napisati i u obliku:
 f '(x0) ⋅ (x – x0) + o(x – x0), (x → x0), tj. vrijedi
 f (x) – f (x0) = f '(x0) ⋅ (x – x0) + o(x – x0), (x → x0), što predstavlja asimptotsku jednakost. Tvrdnja 5.2.1. Funkcija f koja ima izvod u tački x0 neprekidna je u toj tački.
 Dokaz: Zaista, iz dokazane jednakosti (5.2.2) slijedi da je [ ] [ ] 0)()()()('lim)()(lim 0000
 00
 =−⋅+−⋅=−→→
 xxxxxxfxfxfxxxx
 ω ,
 odnosno f (x) = f (x0), čime je tvrdnja 5.2.1. dokazana. 0
 Napomenimo da obrnuta tvrdnja od 5.2.1. ne važi, tj. da neprekidna funkcija u tački ne mora imati izvod u toj tački, tj. neprekidnost u tački je potreban ali ne i dovoljan uslov za postojanje (konačnog) izvoda u toj tački. To se vidi iz sljedećeg primjera. *)
 limxx→
 Primjer 5.2.1. Posmatrajmo funkciju f (x) : = | x |, x∈R. Ova funkcija je neprekidna za svaki x∈R, pa je neprekidna i za x = 0. Pogledajmo da li ova funkcija ima izvod u tački x0 = 0. Neka je Δx ≠ 0 i formirajmo količnik
 xfxf
 Δ−Δ+ )0()0( . Imamo:
 xfxf
 Δ−Δ+ )0()0( =
 xx
 xx
 ΔΔ
 =Δ
 −Δ+ 00 .
 Znači vrijedi
 xfxf
 Δ−Δ+ )0()0( =
 xx
 Δ
 Δ , (Δx ≠ 0). (5.2.3)
 Neka je Δx > 0. Tada je |Δx| = Δx, pa za (5.2.3) dobijemo:
 xfxf
 Δ−Δ+ )0()0( =
 xx
 ΔΔ = 1.
 Ako pretpostavimo da 0xΔ , imamo
 xfxf
 Δ−Δ+ )0()0( → 1, kad 0xΔ ,
 tj.
 0
 (0 ) (0)lim 1x
 f x fxΔ
 + Δ −=
 Δ. (5.2.4)
 Za Δx < 0 je |Δx| = – Δx, pa iz (5.2.3) dobijemo
 xfxf
 Δ−Δ+ )0()0( =
 xx
 ΔΔ− = – 1.
 Ako pretpoistavimo da 0xΔ , onda odmah dobijemo da vrijedi: _____________ *) Postoje primjeri funkcija koje su neprekidne u svakoj tački x∈R ali nemaju izvod ni u jednoj tački. Takvi primjeri su analitički komplikovani, a zasnovani su na ideji da se posmatra granični slučaj niza neprekidnih funkcija od kojih svaka sljedeća ima sve više "špiceva" u kojima nema (jedinstvenu) tangentu. Jedna takva (Weierstrassova) funkcija f je zadana
 izrazom f (x) = . (Vidjeti zadatak 1418 za jedan takav primjer u knjizi: MERKLE, M.,
 Matematička analiza – pregled teorije i zadaci, Beograd 1994.) 0(cos(3 )) / 2n
 nx∞
 =∑ n
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 xfxf
 Δ−Δ+ )0()0( → –1, kad 0xΔ ,
 tj.
 0
 (0 ) (0)lim 1x
 f x fxΔ
 + Δ −= −
 Δ.
 Odavde i iz (5.2.4) vidimo da je
 0
 (0 ) (0)limx
 f x fxΔ
 + Δ −Δ
 ≠ 0
 (0 ) (0)limx
 f x fxΔ
 + Δ −Δ
 .
 No, ovo pokazuje da ne postoji limes 0
 (0 ) (0)limx
 f x fxΔ →
 + Δ −Δ
 .
 To pak znači da naša funkcija nema uzvod u tački x0 = 0 (iako je ona u toj tački neprekidna). Prema tome, možemo kazati da pojam izvoda ima lokalni karakter.
 Definicija 5.2.1. Za funkciju f zadanu sa (5.2.1) kažemo da je diferencijabilna u tački x0∈E ako je x0 tačka gomilanja skupa E i ako se njen priraštaj u tački x0 može napisati u obliku
 f (x) – f (x0) = L(x – x0) + ω(x) ⋅ (x – x0), (5.2.5) pri čemu je L realan broj (L∈R), a ω(x) neprekidna funkcija u tački x0 i jednaka 0 u toj tački, tj.
 0lim
 x x→ω (x) = ω (x0) = 0.
 Iz navedene definicije 5.2.1. slijedi da ako je funkcija f diferencijabilna u tački x0, tada je ona i neprekidna u toj tački, tj. neprekidnost u tački je potreban uslov za diferencijabilnost funkcije u toj tački. Definicija 5.2.2. Ako je funkcija f oblika (5.2.1) diferencijabilna u svakoj tački x∈E, tada kažemo da je ona difeerncijabilna na skupu E i kratko se kaže (odnosno pišemo) f∈D (E). Važi sljedeća teorema o potrebnom i dovoljnom uslovu diferencijabilnosti realne funkcije jedne realne promjenljive: Teorema 5.2.2. Da bi funkcija f bila diferencijabilna u tački x0 potrebno je i dovoljno da postoji f '(x0)∈R (tj. da funkcija f ima konačan izvod f '(x0)).
 Dokaz: 1° Dokažimo da je uslov potreban. Iz pretpostavke da je funkcija f diferencijabilna u tački x0, prema (5.2.5) imamo:
 0
 0 )()(xx
 xfxf−− = L + ω (x),
 za svaki x∈E, x ≠ x0 . Iz ove jednakosti, prelaskom na graničnu vrijednost za x → x0, dobijemo 0
 00
 ( ) ( )limx x
 f x f xx x→
 −−
 = L = f '(x0) ∈R.
 Ovim je potreban uslov i dokazan.
 2° Dovoljan uslov slijedi iz prethodno dokazane teoreme 5.4.1. Iz teoreme 5.2.2. slijedi da pojmovi funkcija f diferencijabilna u tački x0 i funkcija f ima (konačan) izvod u tački x0 znače jedno te isto za realnu funkciju jedne realne promjenljive. Iz teoreme 5.2.2. takođe slijedi da se priraštaj diferencijabilne funckije f u tački x0 prikazuje na jedinstven način u obliku (5.2.5). Stvarno, neka je
 f (x) – f (x0) = L(x – x0) + ω (x) ⋅ (x – x0), f (x) – f (x0) = L*(x – x0) + ω*(x) ⋅ (x – x0), pri čemu je L ≠ L*, ω (x) ≠ ω*(x).
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 Prema teoremi 5.2.2. slijedi da je L = L* = f '(x0). Sada je [ω (x) – ω*(x)]⋅(x – x0) = 0. Iz ove jednakosti za x ≠ x0 iz definicije pojma diferencijabilnosti slijedi da je ω (x0) = ω*(x0) = 0. Ovim je tvrđenje i dokazano. Definicija 5.2.3. Ako je funkcija f oblika (5.2.1) diferencijabilan u tački x0, onda se izraz f '(x0) Δx, preciznije, funkcija Δx f '(x0) Δx, odnosno linearna funkcija po x : f '(x0)(x – x0), naziva diferencijalom funkcije f u tački x0 i označava se sa: df (x0)(Δx) ili df (x0; Δx) ili df (x0, Δx) i sl., tj. df (x0)(Δx) = f '(x0) Δx, df (x, x0) = f '(x0)(x – x0) ili kraće df (x0) = f '(x0) Δx.
 a
 Ako funkcija y = f (x) oblika (5.2.1) ima izvod (tj. diferencijalna je) na nekom skupu E* ⊆ E, tada uvedenu oznaku za diferencijal zamjenjujemo sa
 dy = df (x) = f '(x0) Δx, pri čemu je x proizvoljna tačka iz E* (x∈ E* ), a Δx ima odgovarajuću vrijednost.
 §5.3. Pravila (formalizam) diferenciranja
 5.3.1. Osnovna pravila diferenciranja
 Napomenimo prvo, da skup diferencijalnih funkcija oblika (5.2.1) u tački x0∈E predstavlja vektorski prostor nad poljem (R) realnih brojeva, a preslikavanje koje elementima ovog skupa pridružuje vrijednost ovog izvoda je linearno preslikavanje tog prostora u skup realnih brojeva. Iz teoreme 5.2.2, definicie pojma izvoda pomoću granične vrijednosti i svojstava graničnih vrijednosti slijedi neposredno sljedeća teorema kojom su data osnovna pravila diferenciranja: Teorema 5.3.1. Ako su funkcije f i g oblika (5.2.1) diferencijabilne u tački x∈E, onda su i funkcije f + g, f ⋅ g,
 gf (g (x) ≠ 0) diferencijabilne u tački x i pri tome važe jednakosti:
 a) ( f ± g )'(x) = f '(x) ± g '(x); b) , gdje je c proizvoljna realna konstanta; ( )' ( ) '( )c f x c f x=
 b) ( f ⋅ g )' (x) = f '(x) g(x) + f (x) g '(x); d) [ ] 2
 '
 )()(')()()(')(
 xgxgxfxgxfx
 gf −
 =⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ , (g (x) ≠ 0).
 Važe sljedeće posljedice navedene teoreme: (i) Izvod od linearne kombinacije diferencijabilnih funkcija oblika (5.2.1) u tački x∈E jednak je linearnoj kobinaciji izvoda tih funkcija u toj tački, tj.
 )(')(1
 '
 1
 xfcxfcn
 iii
 n
 iii ∑∑
 ==
 =⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ ,
 gdje su c1, c2, ..., cn∈R proizvoljne realne konstante. (ii) Ako su funkcije f1, f2, ..., fn oblika (5.2.1) diferencijabilne u tački x∈E, onda je i njihov proizvod diferencijabilna funkcija i pri tome važi jednakost
 ( f1⋅ f2⋅ ... ⋅ fn )'(x) = f1'(x)⋅ f2(x) ⋅ ... ⋅ fn(x) + f1(x)⋅ f2'(x) ⋅ ... ⋅ fn(x) + f1(x)⋅ f2(x) ⋅ ... ⋅ fn'(x). Specijalno je
 ( f ⋅ f ⋅ ... ⋅ f )'(x) = ( f n(x))' = n ⋅ f n – 1(x) ⋅ f '(x), za ∀n∈N.
 (iii) Množeći navedene jednakosti pod a), b), c) i d) u teoremi 5.3.1. sa priraštajem argumenta u tački x dobijemo sljedeća osnovna svojstva diferencijala: d ( f g)(x) = df (x) dg(x); ± ± ( ) ( ) ( )d c f x c d f x= ;
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 d ( f ⋅ g)(x) = df (x) ⋅ g(x) + f (x) ⋅ dg(x); d [ ] 2)()()()()()(
 xgxdgxfxgxdfx
 gf ⋅−⋅
 =⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ , (g (x) ≠ 0).
 5.3.2. Izvod inverzne i složene funkcije Teorema 5.3.2. (Stav o izvodu inverzne funkcije). Neka je funkcija f neprekidna, strogo monotona na intervalu (a, b) koja ima izvod različit od nule u tački x0∈(a, b). Tada inverzna funkcija f – 1 ( = g ) ima izvod u tački y0 = f (x0) ∈ (a1, b1) = f ((a, b)) koji je jednak
 )('1
 0xf, tj.
 ( f – 1(x0))' = )('
 1
 0xf.
 Dokaz: Neka su ispunjeni uslovi teoreme. Tada, kako znamo, postoji inverzna funkcija f – 1 = g, koja je neprekidna i strogo monotona na intervalu (a1, b1), pa je g( y) ≠ g( y0) za y ≠ y0. Kako je po pretpostavci funkcija f diferencijabilna u tački x0, to je
 f (x) – f (x0) = (x – x0) [ f '(x0) + ω (x)], pri čemu je
 0limx x→
 ω (x) = ω (x0) = 0. Iz posljednje jednakosti slijedi da je
 y – y0 =[g( y) – g( y0)] [ f '(x0) + ω (g( y))], jer za f (x) = y je x = g( y), a za f (x0) = y0 je x0 = g( y0), pri čemu je ω (g( y)) = ω (g( y0)) =
 = ω (x0) = 0. Iz posljednje jednakosti imamo da je 0
 limy y→
 ))(()('1)()(
 00
 0
 ygxfyyygyg
 ω+=
 −− za y = y0.
 Prelaskom na graničnu vrijednost za y → y0 dobijemo da je g '( y0) = )('
 1
 0xf, što je i trebalo
 dokazati. Teorema 5.3.3. (Stav o izvodu složene funkcije). Neka je funkcija f definirana na intervalu (a, b) ⊆ R, a funkcija g definirana na intervalu (a1, b1) ⊆ R koji je sadržan u f ((a, b)). Ako je funkcija f diferencijabilna u tački x0 iz intervala (a, b), a funkcija g diferencijabilna u tački f (x0)∈(a1, b1) , onda je i složena funkcija F = g f diferencijabilna u tački x0 i njen izvod je jednak g'( f (x0))⋅ f '(x0).
 o
 Dokaz: Kako je po pretpostavci funkcija g(u) za u = f (x) diferencijabilna funkcija u tački f (x0) = b to je
 g(u) – g(b) = (u – b)[g '(b) + ω1 (u)], gdje je
 limu b→
 ω1 (u) = ω1 (b) = 0.
 Iz pretpostavke da je i funkcija f diferencijabilna u tački x0 imamo da je u – b = f (x) – f (x0) = (x – x0) [ f '(x0) + ω2 (x)],
 pri čemu je 0
 limx x→
 ω2 (x) = ω2 (x0) = 0.
 Formirajmo sada priraštaj funkcije F u tački x0 F(x) – F(x0) = g[ f (x)] – g[ f (x0)] = g(u) – g(b) = (u – b) [g '(b) + ω1 (u)] = (x – x0) [ f '(x0) + ω2 (x)] [g '(b) + ω1 (u)].
 Iz ove jednakosti slijedi
 F '(x0) = 0
 limx x→ 0
 0 )()(xx
 xFxF−− = g'(b) ⋅ f '(x0) = g'( f (x0)) ⋅ f '(x0),
 jer je 0
 limx x→
 ω2 (x) = 0 i 0
 limx x→
 ω1 (u) =0
 limx x→
 ω 1( f (x)) = ω1 ( f (x0)) = ω1 (b) = 0.
 Ovim je teorema i dokazana.
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 161 Napomenimo da radi kratkoće pisanja često izostavljamo pisanje argumenta navedenih funkcija, ali ih navodimo kao indekse tih funkcija. Tako se i izvod složene funkcije kraće piše u obliku
 F 'x = g 'u u'x = g 'u f 'x. Napomenimo takođe da dokazana teorema važi i za slučaj proizvoljnog konačnog broja međuargumenata.
 5.3.4. Tablica izvoda i tehnika diferenciranja Navodimo sada tablicu izvoda (derivacija) osnovnih funkcija (osnovnih elementarnih funkcija, hiperboličkih i inverznih hiperboličkih funkcija). Budući da se elementarne funkcije dobijaju iz osnovnih elementarnih funkcija konačnom primjenom aritmetičkih operacija i operacije kompozicije funkcija, to se pomoću ove tablice i teorema o osnovnim pravilima diferenciranja (deriviranja) i o izvodu složene funkcije može dobiti konačan izvod proizvoljne elementarne funkcije (u svakoj tački u kojoj on postoji), što je često mnogo jednostavnije nego izračunavati izvod direktno po definiciji. Jasno, u slučajevima funkcija koje nisu elementarne ova tehnika tabličnog deriviranja nije uvijek moguća, pa se tada izračunavanje izvoda vrši i direktno po definiciji (npr. u tačkama u kojima se sa jednog prelazi na drugi analitički izraz kada je funkcija zadana pomoću dva ili više analitičkih izraza). I. ; ( ) ' 0 ( const) ( )C C x= = ∈ R II. ( ) ( za svaki x∈ za koji izrazi na desnoj i lijevoj strani ove jednakosti
 imaju smisla u R ); specijalno je:
 1' (x xα αα α−= ⋅ ∈ R R
 a) (x)´ = 1; b) (x2)´ = 2x; c) ' 11
 2x x
 ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ = −⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠; d) ( )' 1
 2x
 x= ;
 III. ; specijalno je (ex)' = ex; '( ) ln , ( 0) ( )x xa a a a x= > R∈
 IV. ' 1ln
 (log ) , (0 1) ( )a x ax a= < ≠ ∈ Rx ; specijalno je 1(ln )
 xx = ;
 V. a) , b) , '(sin ) cos ( )x x x= ∈ R '(cos ) sin ( )x x x=− ∈ R
 c) 12 2cos
 (tg ) ' , ( , )x
 x x k kπ π+= ≠ Z∈ , d) 12sin
 (ctg ) ' , ( , )x
 x x kπ=− ≠ ∈ Zk ;
 VI. a) , ( 1)21
 1(arcsin ) ' xx
 x <−
 = ; b) , ( 1)21
 1(arccos ) ' xx
 x <−
 =− ;
 c) 21
 1(arc tg ) ' , ( )
 xx x
 += ∈ R ; d)
 2
 1
 1(arcctg ) ' , ( )
 xx x
 +=− ∈ R ;
 VII. a) , b) , (sh ) ' ch ( )x x x= ∈ R (ch ) ' sh ( )x x x= ∈ R
 c) 21
 ch(th ) ' ( )
 xx x= ∈ R , d) 2
 1
 sh(cth ) ' ( 0)
 xx x=− ≠ ;
 VIII. a) '2121
 1(ar sh ) ' (ln ( )) ( )xx
 x x x++
 = + = ∈ R ,
 b) '2 12 1
 1(ar ch ) ' (ln ( )) ( 1)xx
 x x x−−
 = ± =± > ,
 c) '
 211 1ln
 2 1 1(ar th ) ' ( 1)x x
 x xx ⎛ ⎞+ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠− −
 = = < , d) '
 2
 11 1ln2 1 1
 (ar cth ) ' ( 1)x xx x
 x ⎛ ⎞+ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠− −= = > .
 Tablični izvodi u I. – VIII. mogu se izračunati direktno po definiciji; nekoliko ovih izvoda je dobijeno u navedenim primjerima o izvodima, a neki se mogu dobiti i primjenom pravila
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162 diferenciranja. Tako, npr., primjenom teoreme o izvodu inverzne funkcije dobijemo da iz ' 1
 'x xyy = i
 slijedi da je ar cthy = x
 2 2 21 1 1 1
 , ( 1)(cth ) ' 1/ sh 1 cth 1
 (ar cth ) ' xy y y x
 x = =− − −
 = = > .
 Kako su izvodi osnovnih elementarnih funkcija takođe elementarne funkcije, to se, primjenom osnovnih pravila diferenciranja (tj. pravila izračunavanja izvoda zbira, proizvoda i količnika) i pravila diferenciranja kompozicije funkcija, može vidjeti da su ivodi svih elementarnih funkcija, ponovo elementarne funkcije. Otuda slijedi da je operacija diferenciranja zatvorena u skupu elementarnih funkcija.
 §5.4. Geometrijsko značenje (geometrijska interpretacija) diferencijala i diferencijal složene funkcije
 Izvod diferencijalne funkcije oblika (5.2.1) u tački x0∈D, kao što znamo, geometrijski predstavlja koeficijent smjera tangente u tački (x0, f (x0)), pa jednačina tangente u toj tački glasi
 l(x) = f '(x0) (x – x0) + f (x0), pri čemu je l(x0) = f (x0), iz čega slijedi da je
 df (x, x0) = f '(x0) (x – x0) = l(x) – l(x0). Prema tome, diferencijal funkcije f u tački x0 geometrijski predstavlja prirast funkcije l u tački x0, tj. prirast ordinate tangente u tački x0 na grafik funkcije f (x). Teorema 5.4.1. (Diferencijal složene funkcije). Diferencijal složene funkcije jednak je proizvodu izvoda te funkcije po međuargumentu i diferencijala međuargumenta. Dokaz: Neka je funkcija y = f (x) definirana na intervalu (a, b) ⊆ R i diferencijabilna u tački x∈(a, b). Neka je funkcija x = ϕ (t) definirana na intervalu (α, β ) ⊆ R i diferencijabilna u tački t∈(α, β ), pri čemu je ϕ ((α, β )) ⊆ (a, b). Iz navedenog i prema prethodnoj teoremi slijedi da je kompozicija F = f o ϕ diferencijabilna u tački t i da je njen izvod u toj tački dat sa:
 F '(t) = f '(x) ⋅ϕ '(t) = f '(ϕ (t)) ⋅ ϕ '(t). Sada je diferencijal funkcije y = f (x) za x = ϕ (t) po definiciji:
 dy = df (x) = [ f (ϕ (t))]' ⋅ Δt = f '(ϕ (t)) ⋅ ϕ '(t) ⋅ Δt = f '(x) ⋅ dx, gdje je dx = ϕ '(t) ⋅ Δt , što je i trebalo dokazati. Prema tome ako je argument x funkcije f (x) direktna nezavisno promjenljiva, a ne međuargument, onda se uzima po dogovoru da je diferencijal argumenta x jednak njegovom priraštaju, tj. dx = Δx. Usvajajući ovaj dogovor jednakost dy = df (x) = f '(x) dx važi uvijek bez obzira da li je x direktno nezavisno promjenljiva ili međuargument. Naprijed kazano predstavlja invarijantnost forme diferencijala (prvog reda). Teorema 5.4.2. (Stav o približnom određivanju vrijednosti funkcije). Ako je f '(x) ≠ 0, onda
 je 0
 lim 1x
 ydyΔ →
 Δ= , pri čemu je y = f (x) funkcija oblika (5.2.1).
 Dokaz: Iz pretpostavke teoreme slijedi da se priraštaj funkcije Δy = Δ f (x) u tački x može napisati sa:
 Δy = Δ f (x) = f (x + Δx) – f (x) = f '(x) Δx + ω (x + Δx) Δx,
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 pri čemu je ω (x + Δx) = ω (x) = 0. Iz jednakosti 0
 limxΔ →
 [ ])('
 )(1)('
 )()(')()(
 xfxx
 xxfxxxxf
 xdfxf Δ+
 +=Δ⋅
 Δ⋅Δ++=
 Δ ωω
 slijedi da je 0
 ( )lim 1( )x
 f xd f xΔ →
 Δ= , tj.
 Δ f (x) ∼ df (x) za Δx → 0 ili
 f (x + Δx) ∼ f (x) + f '(x) Δx za Δx → 0. Posljednja relacija predstavlja približnu vrijednost funkcije f u tački x + Δx ako je poznata njena vrijednost u tački x, jasno, uz učinjene pretpostavke u teoremi. Teorema 5.4.3. (Stav o najboljoj lokalnoj aproksimaciji funkcije). Neka je funkcija f oblika (5.2.1) diferencijabilna u tački x0∈E. Ako je l(x) = f (x0) + (x – x0) ⋅ f '(x0) i L(x) = f (x0) + k (x – x0), pri čemu je k ≠ f '(x0), onda u dovoljno maloj okolini U(x0) tačke x0 važi nejednakost :
 | f (x) – l(x)| < | f (x) – L(x)| za svaki x∈U (x0) i x ≠ x0. E
 §5.5. Upotreba Leibnizove oznake izvoda
 Iz jednakosti dy = df (x) = f '(x) dx za funkciju y = f (x) koja ima izvod u tački x slijedi da možemo pisati
 ')(')( yxfdx
 xdfdxdy
 === ,
 pa se dxdy ili
 dxxdf )( uzima i kao oznaka za izvod funkcije y = f (x) u tački x. Ova oznaka za izvod,
 koju je uveo Leibniz, ima svoje prednosti, a naročito u slučajevima kada je funkcija f zadana formulom koja pored nezavisno promjenljive x sadrži i druga slova, pa u ovim slučajevima pisanje izvoda u obliku
 dxxdf )( naglašava x kao nezavisno promjenljivu.
 Napomenimo da izvod funkcije f date sa (5.2.1) u tački x0∈E označavamo često i sa simbolima:
 )( 0xfdxd i
 0
 ( )x x
 d f xdx =
 ,
 pri čemu se dxd naziva često i operator izvoda.
 Napomenimo da kada se radi o složenoj funkciji y = f (u), u = ϕ (x), tada je zgodnije pisati njen izvod u Leibnizovoj oznaci u obliku:
 dxdy =
 dudy⋅
 dxdu
 umjesto y 'x = y 'u ⋅ u 'x.
 Isto tako i izvod inverzne funkcije zgodnije je pisati u obliku:
 dxdydy
 dx 1=
 umjesto u obliku g '(y) =
 )('1
 xf za f '(x) ≠ 0,
 gdje je g inverzna funkcija funkcije f.
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164 Iz naprijed kazanog slijedi da se diferencijali mogu posmatrati kao razlomci. Ovim smo objasnili prethodno uvedenu Leibnizovu oznaku
 dxxdf )( za izvod funkcije.
 §5.6. Izvodi i diferencijali višeg reda Neka je funkcija f oblika (5.2.1) diferencijabilna u tački x0∈E i u nekoj okolini U(x0) = K(x0, δ) = (x0 – δ, x0 +δ), (δ > 0), tačke x0, tj. u okolini U(x0) definirana je funkcija f '. Ako je funckija f ' diferencijabilna u tački x0, onda njen izvod u toj tački nazivamo drugim izvodom funkcije f u
 tački x0 i označavamo ga sa f ''(x0) ili )( 02
 2
 xdx
 fd ili )( 02
 2
 xfdxd ili
 2
 2
 0
 ( )x x
 d f xdx =
 .
 Ako drugi izvod funkcije f postoji u svakoj tački skupa E, onda funkciju f ''(x) označavamo i sa
 f '' ili sa 2
 2
 dxfd .
 Analogno po indukciji definira se izvod n – tog reda ili n – ti izvod funkcije f kojeg označavamo
 sa f (n) ili sa n
 n
 dxfd . Njegova vrijednost u tački x0 ∈ E je vrijednost izvoda (prvog izvoda) funkcije
 f (n – 1) u tački x0. Data definicija pretpostavlja egzistenciju svih izvoda f ( j), j = 1, 2, ..., (n – 1) u nekoj okolini tačke x0 kao i diferencijabilnost funkcije f (n – 1) u tački x0. Tako je
 f (n)(x) = ( f (n – 1)(x))' ili ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛=
 −
 −
 1
 1 )()(n
 n
 n
 n
 dxxfd
 dxd
 dxxfd .
 Definicija 5.6.1. Kažemo da je funkcija f diferencijabilna n puta u tački x0∈E ako ona ima (konačan) n – ti izvod u toj tački. Ako funkcija f oblika (5.2.1) ima izvod n – tog reda na skupu E, onda kažemo da je ona diferencijabilna n puta na skupu E. Ako f (n)∈C(E) ( C(E) je skup svih neprekidnih ograničenih funkcija definiranih na E), onda pišemo f ∈C n i kažemo funkcija f pripada klasi C n (ili da je klase C n) na skupu E. Definicija 5.6.2. Za funkciju f oblika (5.2.1) kažemo da je beskonačno (puta) diferencijabilna na skupu E ako za ∀n∈N ona ima izvod n – tog reda na skupu E. U ovom slučaju pišemo f ∈C ∞ i kažemo da funkcija f pripada klasi C ∞ na skupu E. Navedimo svojstva funkcija oblika (5.2.1) koje su diferencijabilne dovoljan broj puta na skupu E. Indukcijom po m (za (i)) i po n (za (ii)) zaključuje se da važe jednakosti:
 (i) nm
 nm
 n
 n
 m
 m
 dxfd
 dxfd
 dxd
 +
 +
 =⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛ ,
 (ii) ( )n
 n
 n
 n
 n
 n
 dxgd
 dxfdgf
 dxd
 +=+ i ( ) n
 n
 n
 n
 dxfdf
 dxd λλ = , gdje je λ realna konstanta, tj. λ = const ∈ R.
 Lako se vidi da skup svih realnih funkcija oblika (5.2.1) koje imaju izvod n – tog reda na skupu E
 obrazuju vektorski prostor nad poljem R i da je preslikavanje f → n
 n
 dxfd linearno preslikavanje.
 Sljedećom teoremom daje se pravilo, poznato kao Leibnizova formula, koje daje mogućnost izračunavanja izvoda n – tog reda od proizvoda dvije n puta diferencijabilne funkcije.
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165 Teorema 5.6.1. Neka funkcije f i g oblika (5.2.1) imaju izvode n – tog reda na skupu E. Tada za ∀x∈E postoji ( f ⋅ g)(n)(x) i pri tome važi jednakost
 ( f ⋅ g)(n)(x) = , ( ) ( )
 0( ) ( )
 nj n j j
 nj
 c f x g x−
 =⋅∑
 gdje je jn
 nc
 j⎛ ⎞
 = ⎜ ⎟⎝ ⎠
 kombinacija od n elemenata j – tog reda, pri čemu je f (0) = f i g (0) = g.
 Teorema 5.6.1. dokazuje se metodom matematičke indukcije. Definirajmo sada pojam diferencijala višeg reda.
 Neka je funkcija f oblika (5.2.1) n puta (n ≥ 2) diferencijabilna u tački x0∈E. Tada u nekoj okolini U(x0) tačke x0 postoje i neprekidni su svi izvodi funkcije f zaključno sa (n – 1) – im redom. Kako je izvod f ' definiran u svakoj tački x∈U(x0)∩E, to je u toj okolini definirana i funkcija f '(x) Δx, za dozvoljene vrijednosti Δx. Po pretpostavci ova funkcija je diferencijabilna u tački x0, pa u toj tački ona ima izvod f ''(x0) Δx, jer je Δx konstanta koja ne zavisi od x. Definicija 5.6.3. Drugim diferencijalom ili diferencijalom drugog reda funkcije f oblika (5.2.1) u tački x0 koji odgovara vrijednosti Δx naziva se diferencijal funkcije f '(x) Δx u toj tački i označava se sa d 2f (x0) (Δx). Iz date definicije slijedi da je
 d 2f (x0) (Δx) = d ( f '(x) Δx)⎟0x x= = d ( f '(x))⎟
 0x x= ⋅ Δx = f ''(x) ⋅ 2
 xΔ . Definicija 5.6.4. Diferencijalom n – tog reda ili n – tim diferencijalom funkcije f u tački x0
 koji odgovara vrijednosti Δx definira se po indukciji kao diferencijal funkcije f (n – 1)(x0) ⋅ 1n
 x−
 Δ u posmatranoj tački x0 i označava se sa d nf (x0) (Δx).
 Slijedi da je d nf (x0) (Δx) = f (n)(x0) n
 xΔ za Δx∈R. Napomenimo da se diferencijal višeg reda funkcije f u tački x0 obično piše u obliku
 d jf (x0) = f ( j)(x0) dx j ( j = 1, 2, ..., n). Iz posljednje jednakosti imamo da je
 n
 n
 dxxfd )( 0 = f (n)(x0),
 odakle i slijedi prethodno uvedena oznaka za n - ti izvod funkcije f u tački x0 , koju je uveo Leibniz. Napomenimo da svojstvo invarijantnosti forme diferencijala višeg reda u opštem slučaju nije očuvano. Npr., neka je y = f (x), x∈(a, b) i x = ϕ (t) za t∈(α, β ), pri čemu je ϕ ((α, β )) ⊆ (a, b). Neka je funkcija ϕ (t) dva puta diferencijabilna na inetrvalu (α, β ), a funkcija f (x) dva puta diferencijabilna na intervalu (a, b). Prvi diferencijal za funkciju y = f (ϕ (t)) je kao što znamo zadan formulom dy = f '(x) dx, pri čemu je dx = ϕ '(t) dt, koji nije konstanta, nego je funkcija od t u posmatranoj tački. Sada za drugi diferencijal prema navedenoj definiciji imamo:
 d 2y = d ( f '(x) dx) = d ( f '(x)) dx + f '(x) d(dx) = f ''(x) dx 2 + f '(x) d 2x. Na osnovu svojstva izvoda višeg reda i definicije pojma diferencijala višeg reda imamo sljedeća osnovna svojstva diferencijala višeg reda: 1° d m(d nf ) = d m + n f ; 2° d n( f + g) = d n f + d ng ; 3° d n(λ f ) = λ d n f, λ∈R, pri čemu se pretpostavlja da su funkcije f i g potreban broj puta diferencijabilne funkcije (u tački ili na skupu u R).
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166 Zadatak 5.6.1.*) Primjenom logaritamskog izvoda izračunajte izvod ( )f x′ (Find ( )f x′ by logarithmic differentiation) ako je:
 a) 3
 4( 1 3 )
 1( ) ;
 x
 xf x
 −
 += b)
 3
 2 2
 1 2
 ( 2 3 )( ) ;
 x x
 x xf x
 e − −
 + −= c) 2 1( ) xf x x +
 = ; d) ( ) (ln ) (za 0).xf x x x= >
 [ Rezultat. a)3
 4( 1 3 )
 1 1 1 12 , ( 1);3 1 1 3x
 xx
 x x−
 ⎛ ⎞+⋅ + ≠ −⎜ ⎟⎜ ⎟+ −⎝ ⎠
 b) 2
 11 4 ( 1)( ) 3 , ( ) ;21 2 2 3
 xf x xx x x
 ⎡ ⎤+⎢ ⎥− − − ≠⎢ ⎥− + −⎣ ⎦
 c) 2 1( ) 2 ln , ( 0)xf x x xx+⎛ ⎞+⎜ ⎟
 ⎝ ⎠> ; d) 1( ) ln ln , ( 1)
 lnf x x x
 x⎛ ⎞
 + >⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 .
 Treba još izračunati (ili ustanoviti da ne postoji) izvod ( )f x′ za svaku od zadanih funkcija f u svim tačkama x njenog prirodnog domena za koje ne vrijedi gore navedeni izraz za njen izvod ( )f x′ . ] Zadatak 5.6.2.*) Realna funkcija fα jedne realne promjenljive zadana je formulom
 2( ) : sg n ( ) ln ( ), ( ) .Zxf x x x xα α α−= ⋅ + ∈ a) Odredite prirodni domen Dom ( fα ) .
 b) Izračunajte izvode prvog i drugog reda zadane funkcije fα i njene recipročne funkcije 1fα
 u svakoj od tačaka njihovih domena (u kojima postoje kao konačni ili beskonačni). c) Odredite prirodne domene i ispitajte neprekidnost i diferencijabilnost funkcija
 '1f− i ''
 1f− (izvoda prvog i drugog reda zadane funkcije 1f− ). d) 0dredite jednačine tangente i normale u proizvoljnoj tački u kojoj postoje kao i
 eventualne prelomne i povratne tačke grafika recipročne funkcije 1
 1f
 .
 Zadatak 5.6.3.*) Zadana je realna funkcija f jedne realne promjenjljive:
 f (x) :3 43 1arc sin
 xxe
 +
 −= . a) Naći prirodni domen D( f ) zadane funkcije f. b) Izračunati izvod trećeg reda zadane funkcije f. c) Sa i bez primjene teoreme o izvodu inverzne funkcije, naći izvod (prvog reda) i ispitati
 diferencijabilnost inverzne funkcije 1f − zadane funkcije f.
 Zadatak 5.6.4.*) a) Dužina s telegrafskog voda je 2223
 1: 2 ,f
 bbs⎛ ⎞⎜ +⎜⎝ ⎠
 = ⎟⎟
 gdje je 2 b rastojanje između
 oslonaca voda, a f najveći ugib. Za koliko se povećava ugib f, kada se dužina voda usljed zagrijavanja poveća
 za d s (gdje je d s diferencijal funkcije s) ? [Rezultat. 3 dd
 8b
 ff
 s= .]
 b) Količina elektriciteta, koja protiče kroz provodnik, počinjući od momenta t = 0 zadana je formulom
 (kulona). Izračunajte jačinu I struje na kraju k - te sekunde ako je k zbir svih cifara vašeg jedinstvenog matičnog broja (JMB).
 Q28 5Q t t= − + 1
 Zadatak 5.6.5.*) Izračunati lijevi izvod )2(−′f i desni izvod )2(+′f funkcije f zadane formulom
 ln 2( ) lim 2
 ( ) , ( )n
 n nf x
 x xn→∞
 −+
 = > . [Rezultat. )2(−′f = 0, 1
 2(2)f+′ = .]
 __________________ *) Zadatak sa ispita i/ili DZ iz Mat. I / IM1.
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Elektrotehnički fakultet Univerziteta u Sarajevu INŽENJERSKA MATEMATIKA 1
 Budite zahvalni na savjetima,
 a ne na pohvalama. (LA FONTEN)
 Tutorijal 10 (za jedanaestu sedmicu u akademskoj 2010/2011. godini)
 G L A V A 5
 DIFERENCIJALNI RAČUN REALNIH FUNKCIJA JEDNE REALNE PROMJENLJIVE
 Izvodi i diferencijali drugog ili višeg reda . Osnovne teoreme diferencijalnog računa. L'Hospitalovo pravilo. Taylorov polinom i Taylorova formula
 Predviđeno je da se kroz tutorijal iz Inženjerske matematike 1 (IM1), pod vođenjem i pratnjom tutora,
 rješavaju i drugi zadaci u odnosu na one čija je izrada data kroz predavanja predmetnog nastavnika (s ciljem da studenti ovladaju pojmovima, instrumentima i metodama uvedenim tokom predavanja), uključujući i određene zadatke s prethodnih ispitnih rokova. Ove aktivnosti organizuju se tako da se već tokom izvođenja programskih sadržaja, kroz domaće zadaće i parcijalne ispite, kontinuirano provjerava stepen pripremljenosti svakog od studenata koji slušaju kurs IM1 da ovlada znanjima i vještinama koje treba postići u okviru ovog kursa. U smislu realizacije cilja i zadataka Tutorijala 10 (u jedanaestoj sedmici) izvođenja kursa IM1, određeni su zadaci čiji su redni brojevi u naznačenim referencama kako slijedi: [1] [Predavanja iz IM1]. Predavanja 10. Zad. br. 5.8.4, 5.8.5. i 5.8.6.* [2] [Fatkić – Mesihović]. § 2.5. Izvodi višeg reda. § 2.6. Izvodi prvog i višeg reda parametarski zadane funkcije. § 2.9. Diferencijali višeg reda. § 2.10. Izvod matrice i determinante. Zad. br. 278.2.c), 279. c)*, 288*, 301, 308.* i 310. § 3.1. Rolleova teorema. § 3.2. Lagrangeova formula i Cauchyjeva teorema. § 3.3. Određivanje neodređenih oblika ili izraza (Pravilo L'Hospitalovo). Zad. br. 312, 318, 319*, 323. i 330*. § 4.1.Taylorova formula. §4.2.Primjena Taylorove formule. Zad.br. 419, 423. i 429.b)*. [3] [Miličić–Ušćumlić, I]. § 3.Viši izvodi i diferencijali. § 4. Primjena izvoda u fizici. § 5. Teoreme o argumentu funkcije. § 6. L’Hospitalovo pravilo. § 10. Taylorova formula. Zad. br. 2390, 2411*, 2430, 2441, 2486, 2684. i 2695.
 Napomene: 1. Predviđeno je da tutor podsjeti studente na definicije sljedećih pojmova: izvod drugog reda, izvodi višeg
 (n – tog) reda, diferencijal drugog reda i diferencijali višeg (n – tog) reda realne funkcije jedne realne promjenljive, da objasni određivanje izvoda prvog i višeg reda funkcija zadanih parametarski, u polarnim koordinatama ili implicitno , te primjenu Leibnizove formule za izračunavanje izvoda višeg reda, kao i da formuliše, odnosno da objasni osnovne teoreme diferencijalnog računa, L'Hospitalovo pravilo, Taylorovu formulu i MacLaurinovu formulu.
 2. Predviđeno je da tutor izradi pred studentima (na tabli) gore navedene zadatke koji su označeni zvjezdicom (*) a koje studenti nisu mogli samostalno riješiti (koristeći upute i rezultate u naznačenoj referenci i uz pomoć ostale preporučene literature i materijala za predavanja iz IM1 u akademskoj 2010/2011. godini). Ostali ovdje citirani zadaci su za samostalno vježbanje.
 3. Za rješenja zadataka ili neke dodatne informacije studenti i tutori za predmet IM1 mogu kontaktirati
 Predmetnog nastavnika.
 …………………………………………………..@..........................................................................
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Elektrotehnički fakultet Univerziteta u Sarajevu INŽENJERSKA MATEMATIKA 1
 Bolje je zaslužiti počast, a ne dobiti
 je, nego je dobiti, a ne zaslužiti je. (TVEN)
 Tutorijal 11 (za dvanaestu sedmicu u akademskoj 2010/2011. godini)
 - Primjene diferencijalnog računa na ispitivanje funkcija
 - G L A V A 6 NEODREĐENI INTEGRAL
 Pojmovi primitivne funkcije i neodređenog integrala. Osnovna svojstva neodređenog integrala. Neposredno integriranje. Metoda
 zamjene promjenljive. Parcijalna integracija
 Predviđeno je da se kroz tutorijal iz Inženjerske matematike 1 (IM1), pod vođenjem i pratnjom tutora, rješavaju i drugi zadaci u odnosu na one čija je izrada data kroz predavanja predmetnog nastavnika (s ciljem da studenti ovladaju pojmovima, instrumentima i metodama uvedenim tokom predavanja), uključujući i određene zadatke s prethodnih ispitnih rokova. Ove aktivnosti organizuju se tako da se već tokom izvođenja programskih sadržaja, kroz domaće zadaće i parcijalne ispite, kontinuirano provjerava stepen pripremljenosti svakog od studenata koji slušaju kurs IM1 da ovlada znanjima i vještinama koje treba postići u okviru ovog kursa. U smislu realizacije cilja i zadataka Tutorijala 11 (u dvanaestoj sedmici) izvođenja kursa IM1, određeni su zadaci čiji su redni brojevi u naznačenim referencama kako slijedi: [1] [Predavanja iz IM1]. (http://c2.etf.unsa.ba/) Predavanja 11 (za dvanaestu sedmicu). Primjeri 5.9.3, 5.9.5, 5.9.7. b)* i 5.9.8. Zad. br. 6.5.4*. [2] [Fatkić – Mesihović]. Zad. br. 350, 361*, 379. i 394, 397; 432, 433*, 434.1. i 438*. [3] [Miličić – Ušćumlić, I]. Zad. br. 2498, 2648*, 2674, 2831, 2837*; 3137, 3224*. i 3320.
 Napomene: 1. Predviđeno je da tutor podsjeti studente na definicije sljedećih pojmova: dužina tangente,
 suptangenta, dužina normale i subnormala; lokalni ekstremi, stacionarna tačka, konveksnost, konkavnost i prevojne tačke; primitivna funkcija i neodređeni integral realne funkcije jedne realne promjenljive, kao i da formuliše i objasni posljedice osnovnih teorema diferencijalnog računa koje se odnose na primjene toga računa na ispitivanje toka i konstrukciju (crtanje) grafika funkcija; osnovna svojstva neodređenog integrala i osnovne metode integracije.
 2. Predviđeno je da tutor izradi pred studentima (na tabli) gore navedene zadatke koji su označeni zvjezdicom (*) a koje studenti nisu mogli samostalno riješiti (koristeći upute i rezultate u naznačenoj referenci i uz pomoć ostale preporučene literature i materijala za predavanja iz IM1 u akademskoj 2010/2011. godini). Ostali ovdje citirani zadaci su za samostalno vježbanje.
 3. Za rješenja zadataka ili neke dodatne informacije studenti i tutori za predmet IM1 mogu kontaktirati
 Predmetnog nastavnika.
 …………………………………………………..@..........................................................................
 http://c2.etf.unsa.ba/
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Elektrotehnički fakultet Univerziteta u Sarajevu INŽENJERSKA MATEMATIKA 1
 Lapsus calami. [Omaška u pisanju.]
 (Latinska izreka)
 Tutorijal 12 (za trinaestu sedmicu u akademskoj 2010/2011. godini)
 G L A V A 6
 NEODREðENI INTEGRAL Integriranje metodom rekurzivnih formula. Integri ranje racionalnih funkcija.
 Integriranje nekih iracionalnih algebarskih funkci ja, trigonometrijskih i hiperbolnih funkcija. Neki integrali koji se ne izražavaju pomoću elementarnih funkcija
 Predviñeno je da se kroz tutorijal iz Inženjerske matematike 1 (IM1), pod voñenjem i
 pratnjom tutora, rješavaju i drugi zadaci u odnosu na one čija je izrada data kroz predavanja predmetnog nastavnika (s ciljem da studenti ovladaju pojmovima, instrumentima i metodama uvedenim tokom predavanja), uključujući i odreñene zadatke s prethodnih ispitnih rokova. Ove aktivnosti organizuju se tako da se već tokom izvoñenja programskih sadržaja, kroz domaće zadaće i parcijalne ispite, kontinuirano provjerava stepen pripremljenosti svakog od studenata koji slušaju kurs IM1 da ovlada znanjima i vještinama koje treba postići u okviru ovog kursa. U smislu realizacije cilja i zadataka Tutorijala 12 (u trinaestoj sedmici) izvoñenja kursa IM1, odreñeni su zadaci čiji su redni brojevi u naznačenim referencama dati kako slijedi: [1] [Fatkić, P IM1] (http://c2.etf.unsa.ba/)). Predavanja za trinaestu sedmicu. Primjeri 6.7.3, 6.8.4, 6.9.4, 6.9.5. i 6.9.6; Zadaci 6.6.1.a), 6.7.1*. i 6.9.1. [2] [Fatkić – Mesihović]. Zad. br. 433, 441.1, 448*; 450. c), 452. / a)*/, 453. / c)*/, 456. c), 461*, 466. i 471. / e)*/. [3] [Mili čić – Ušćumlić, I]. Zad. br. 3380; 3465; 3539; 3601*, 3607, 3633. i 3662.
 Napomene:
 1. Predviñeno je da tutor podsjeti studente na definicije sljedećih pojmova: racionalna funkcija, prava nesvodljiva racionalna funkcija, iracionalna algebarska funkcija, trigonometrijske funkcije, hiperboli čke funkcije, transcendentne funkcije i binomni diferencijal, kao i na tehnike izračunavanja neodreñenih integrala za klase racionalnih, nekih iracionalnih algebarskih, trigonometrijskih i hiperbolnih fun kcija.
 2. Predviñeno je da tutor izradi pred studentima (na tabli) gore navedene zadatke koji su označeni zvjezdicom (*) a koje studenti nisu mogli samostalno riješiti (koristeći upute i rezultate u naznačenoj referenci i uz pomoć ostale preporučene literature i materijala za predavanja iz IM1 u akademskoj 2010/2011. godini). Ostali ovdje citirani zadaci su za samostalno vježbanje.
 3. Za rješenja zadataka ili neke dodatne informacije studenti i tutori za predmet IM1 mogu kontaktirati
 Predmetnog nastavnika.
 …………………………………………………..@..........................................................................
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Elektrotehnički fakultet Univerziteta u Sarajevu INŽENJERSKA MATEMATIKA 1
 Lapsus linguae. [Omaška u govoru.]
 (Latinska izreka)
 Tutorijal 13
 (za četrnaestu sedmicu nastave u akademskoj 2010/2011. godini)
 G L A V A 7 ODREðENI INTEGRAL
 G L A V A 8 NESVOJSTVENI INTEGRALI
 Predviñeno je da se kroz tutorijal iz Inženjerske matematike 1 (IM1), pod voñenjem i pratnjom
 tutora, rješavaju i drugi zadaci u odnosu na one čija je izrada data kroz predavanja predmetnog nastavnika (s ciljem da studenti ovladaju pojmovima, instrumentima i metodama uvedenim tokom predavanja), uključujući i odreñene zadatke s prethodnih ispitnih rokova. Ove aktivnosti organizuju se tako da se već tokom izvoñenja programskih sadržaja, kroz domaće zadaće i parcijalne ispite, kontinuirano provjerava stepen pripremljenosti svakog od studenata koji slušaju kurs IM1 da ovlada znanjima i vještinama koje treba postići u okviru ovog kursa. U smislu realizacije cilja i zadataka Tutorijala 13 (u četrnaestoj sedmici) izvoñenja kursa IM1, odreñeni su zadaci čiji su redni brojevi u naznačenim referencama dati kako slijedi: [1] [ Dragičević, V. - Fatkić, H., Odreñeni i višestruki integrali, Svjetlost, Sarajevo, 1979. (ili 1987., II izd.)]. I glava. ODREðENI INTEGRAL : Zad. br. 1.1, 1.2, 2.1, 3.1, 3.2.b), 4.1, 5.3.30 , 5.6, 6.3*, 8.6. (10 , 40b)*), 9.1, 10.5, 11.2. (10 , 40 ), 12.9*, 13.11.4 0*, 14.1. i 14.19*. [2] [Mili čić – Ušćumlić, I] . Zad. br. 3679, 3727, 3736; 3769, 3775*; 3792. i 3796*.
 Napomene:
 1. Predviñeno je da tutor podsjeti studente na definicije sljedećih pojmova: odreñeni (Riemannov) integral, integrabilna (u Riemannovom smislu) funkcija, nesvojstveni (nepravi, uopšteni) /Riemannovi/ integrali prve i druge vrste, glavna (Cauchyjeva) vrijednost nesvojstvenih integrala, apsolutna konvergencija nesvojstvenih integrala, kao i na formulacije osnovnih svojstava odreñenih (svojstvenih i nesvojstvenih) integrala, teorema o srednjoj vrijednosti integrala i dviju fundamentalnih teorema integralnog računa.
 2. Predviñeno je da tutor izradi pred studentima (na tabli) gore navedene zadatke koji su označeni zvjezdicom (*) a koje studenti nisu mogli samostalno riješiti (koristeći upute i rezultate u naznačenoj referenci i uz pomoć ostale preporučene literature i materijala za predavanja iz IM1 u akademskoj 2010/2011. godini). Ostali ovdje citirani zadaci su za samostalno vježbanje.
 3. Za rješenja zadataka ili neke dodatne informacije studenti i tutori za predmet IM1 mogu kontaktirati
 Predmetnog nastavnika.
 …………………………………………………..@..........................................................................
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Elektrotehnički fakultet Univerziteta u Sarajevu INŽENJERSKA MATEMATIKA 1
 Labor omnia facit. [Rad čini sve.]
 (Latinska izreka)
 Tutorijal 14
 (za petnaestu sedmicu nastave u akademskoj 2010/2011. godini)
 G L A V A 9 NEKE PRIMJENE INTEGRALNOG RA ČUNA
 G L A V A 10 REDOVI FUNKCIJA
 Predviñeno je da se kroz tutorijal iz Inženjerske matematike 1 (IM1 ), pod voñenjem i pratnjom tutora,
 rješavaju i drugi zadaci u odnosu na one čija je izrada data kroz predavanja predmetnog nastavnika (s ciljem da studenti ovladaju pojmovima, instrumentima i metodama uvedenim tokom predavanja), uključujući i odreñene zadatke s prethodnih ispitnih rokova. Ove aktivnosti organizuju se tako da se već tokom izvoñenja programskih sadržaja, kroz domaće zadaće i parcijalne ispite, kontinuirano provjerava stepen pripremljenosti svakog od studenata koji slušaju kurs IM1 da ovlada znanjima i vještinama koje treba postići u okviru ovog kursa. U smislu realizacije cilja i zadataka Tutorijala za petnaestu sedmicu izvoñenja kursa IM1, odreñeni su zadaci čiji su redni brojevi u naznačenim referencama dati kako slijedi: [1] [V INKO DRAGIČEVIĆ i HUSE FATKI Ć: Odreñeni i višestruki integrali, Svjetlost, Sarajevo, 1979. (ili 1987., II izd.)]. II glava. NEKE PRIMJENE ODREðENOG INTEGRALA U GEOMETRIJI: Zad. br. 1.16, 1.19*, 1.25.g), 1.29.a), 2.14. /c)*/, 3.7, 3.9.a)*, 4.1. b), h) i 4.2. [2] [M ILI ČIĆ – UŠĆUMLI Ć, II ]. Glava I. REDOVI: § 4. Funkcionalni redovi. § 5. Stepeni redovi. Zad. br. 178, 179, 186, 239*, 246, 301. i 309*.
 [3] [HUSE FATKI Ć i VINKO DRAGIČEVIĆ: Diferencijalni račun funkcija dviju i više promjenljivih, Univerzitetska knjiga, IP Svjetlost - Zavod za udžbenike i nastavna sredstva, Sarajevo, 2006.] (Poglavlje: Dodatak II. ISPITNI ZADACI IZ MATEMATIKE I / IM1: Zad. br. 2. (str. 251. i 252.; Rez. na str. 265), 3*. (str. 252, sa ispita od 2. IX 1989. i dr.; Uputa na str. 266); 6. (str. 246; Rješenje na str. 260), 6.(str. 248; Rješenje na str. 262), 5. (str. 252; Uputa na str. 265) i 6.* (str. 253, sa ispita od 3. IX 1989. i dr.; Uputa na str. 267).
 Napomene:
 1. Predviñeno je da tutor podsjeti studente na definicije sljedećih pojmova: površina figure (lika) u ravni, dužina luka krive, zapremina obrtnog tijela, površina obrtne površi; funkcionalni niz, funkcionalni red, uniformna konvergencija funkcionalnog niza i reda, stepeni red, poluprečnik i interval konvergencije stepenog reda i Taylorov red, kao i na formulacije formula za izračunavanje površine lika, dužine luka, zapremine obrtnog tijela i površine obrtne površi, te da provjeri da li su studenti ovladali osnovnim tehnikama iz oblasti: Primjene odreñenih integrala u geometriji i Redovi funkcija.
 2. Predviñeno je da tutor izradi pred studentima (na tabli) gore navedene zadatke koji su označeni zvjezdicom (*) a koje studenti nisu mogli samostalno riješiti (koristeći upute i rezultate u naznačenoj referenci i uz pomoć ostale preporučene literature i materijala za predavanja iz IM1 u akademskoj 2010/2011. godini). Ostali ovdje citirani zadaci su za samostalno vježbanje.
 3. Za rješenja zadataka ili neke dodatne informacije studenti i tutori za predmet IM1 mogu kontaktirati
 Predmetnog nastavnika.
 …………………………………………………..@..........................................................................
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UNIVERZITET U SARAJEVU
 ELEKTROTEHNIČKI FAKULTET SARAJEVO
 -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------
 D O M A Ć A Z A D A Ć A 1
 - INŽENJERSKA MATEMATIKA 1-
 Ak. 2010/2011. godina
 /Formulacije i rješenja zadataka/
 Galijašević Sanel
 Sarajevo, 14. 10. 2010.
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Zad. 1. a) Nacrtati kolo struje (sa samo dva prekidača) koje odgovara implikaciji p q⇐ (odnosno jednačini p q⇐ Y= ).
 b) Potrebno je da se osvjetljenje nekog stepeništa reguliše pomoću dva prekidača, jednog dole i jednog gore. Okrećući bilo koji prekidač zahtijevamo da se može upaliti ili ugasiti osvjetljenje. Formirati tablicu koja daje rješenje postavljenog problema, a zatim napisati odgovarajuću Booleovu jednačinu za taj problem i nacrtati električni krug (kolo struje) koji odgovara toj jednačini.
 [Uputa. Ako istinitom iskazu (logičkom sudu) pridružimo prekidač u horizontalnom položaju, a neistinitom iskazu pridružimo prekidač u vertikalnom položaju, možemo svaki iskaz predočiti električnim krugom (strujnim kolom) kojim struja teče ako i samo ako je pripadni iskaz istinit.]
 Rješenje: U relejno-prekidačkoj interpretaciji iskazna slova p, q, r, ... interpretiramo kao relejne prekidače, a simbole T (odnosno 1), ⊥ (odnosno 0) interpretiramo redom kao uključen, isključen. Negacije iskaznih slova, tj. formule p', q', ... interpretiramo također kao relejne prekidače.
 a) U rješenju ovog zadatka, a u skladu s uputom navedenom uz njegovu formulaciju po pitanju interpretacije iskaznih slova pridruženim relejnim prekidačima u horizontalnom i vertikalnom položaju, pri grafičkom predstavljanju korišteni su tzv. obrtni prekidači (pri tome, horizontalni položaj prekidača označava 1 ili tačno, a vertikalni 0 ili netačno). U tom smislu, zadanu implikaciju p q⇐ možemo predstaviti električnim krugom (kolom struje) prikazanim na slici 1.1.
 (Tehnički, moguće je bilo koristiti i „obične“ tzv. COM prekidače sa dvostrukom mogućnošću spajanja. Također, primijetimo da se formula p q⇐ može napisati i u ekvivalentnom obliku ¬ .) q p∨
 p
 Yq
 Slika 1.1. Električni krug koji odgovara Booleovoj jednačini p q Y⇐ =
 2
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b) Dogovorno uzmimo da ćemo sa "1" ("istina") označiti "uključen" prekidač, a sa "0" ("laž") "isključen" prekidač. Istim znakovima ćemo u tablici označiti upaljeno i ugašeno svjetlo, respektivno. Također, bez umanjenja općenitosti pretpostavimo da je svjetlo upaljeno kad su oba prekidača u istom stanju vodljivosti. Pod takvim uvjetima dobijemo slijedeću tablicu istinitosti:
 p q Y 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1
 Navedena tablica predstavlja sva moguća stanja prekidača i osvjetljenja, te samim tim predstavlja i rješenje postavljenog problema. Očito ovoj tablici odgovara (Booleova) jednačina ili, što je ekvivalentno, jednačina . p q Y⇔ = ( ) ( )p q q p Y⇒ ∧ ⇒ = Električni krug koji odgovara ovoj jednačini/jednačinama dobije se analogno kao i u dijelu ovog zadatka pod a) (budući da je ekvivalencija dvostruka implikacija), a isti je prikazan na slici 1.2.
 Y p q
 Slika 1.2. Električni krug koji odgovara Booleovoj jednačini za razmatrani problem
 ( Primijetimo da se tražena Booleova jednačina može napisati i u ekvivalentnom obliku
 ( ) ( )p q q p Y¬ ¬∨ ∧ ∨ = (ili ( ) ( )p q p q Y¬ ¬∧ ∨ ∧ = ).
 Također napomenimo da smo mogli na početku postupka izrade rješenja dijela b) ovog prvog zadatka pretpostaviti da kada se oba prekidača nalaze u istom stanju vodljivosti, svjetlo nalazi u stanju "0". Tada tablica stanja predstavlja tablicu ekskluzivne (isključne) disjunkcije ili negaciju ekvivalencije (što se, naravno, može napisati i pomoću konjunkcije, disjunkcije i negacije) čime se dobija drugo rješenje, po formi analogno prvome.) Zad. 2. a) Izraziti logičke simbole , , , ,↑ ↓⇒ ⇔ ∨ pomoću (logičkih) simbola , , ∨ . ¬ ∧
 b) Izraziti pomoću Shefferove operacije/funkcije x y↑ svaku od sljedećih logičkih
 operacija /(Booleovih funkcija): , , , , , ,x x y x y x y x y x y x y¬ ↓∧ ∨ ⇒ ⇔ ∨ .
 3
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Rješenje: a) Logički simbol koji povezuje dva iskaza (logička suda) ⇒ x i y ( tj. x y⇒ )
 ekvivalentan je sa x y¬ ∨ (što je navedeno i u izradi Zad. 1, a neposredno se vidi iz tablice vrijednosti istinitosti).
 Nadalje, x y⇔ ekvivalentno je sa ( ) ( )x y y x⇒ ∧ ⇒ , odnosno (primjenom prikaza
 simbola pomoću simbola ) sa ⇒ ¬, ∨ ( ) ( )x y y¬ ¬∨ ∧ ∨ x (ili sa ( ) ( )x y x y¬ ¬∧ ∨ ∧ ).
 Također su dobro poznate veze: ( )x y x¬ y↑ = ∧ i ( )x y x¬↓ = ∨ y .
 Kako je x ∨ y = ( )x y¬ ⇔ , to, primjenom ustanovljenog prikaza simbola pomoću
 simbola , dobijemo
 ⇔
 , ¬, ∧ ∨ x ∨ =y ( ) ( )( )x y y x¬
 ¬ ¬∨ ∧ ∨ .
 b) S ciljem izražavanja logičke operacije/Booleove funkcije x¬ pomoću Shefferove
 operacije/ funkcije x x↑ (uvažavajući da je ( )x y x¬ y↑ = ∧ ), posmatrajmo slijedeću tablicu vrijednosti istinitosti:
 x ¬x 1 0 0 0 1 1
 Otuda je očito x x x¬ = ↑ , što se moglo zaključiti i bez posmatranja tablice istinitosti jer vrijedi: ( )x x x x x¬¬ = ∧ = ↑ . (2.1) Za logičku operaciju/Booleovu funkciju x y∧ (prema rješenju ovog zadatka pod a) i (2.1)) vrijedi: ( ) ( ) ( )x y x y x y x y¬∧ = ↑ = ↑ ↑ ↑ . (2.2) Budući da za logičku operaciju/Booleovu funkciju x y∨ vrijedi:
 ( )x y x¬ ¬ ¬∨ = ∧ y , (2.3)
 to se primjenom (2.1) i (2.2) nad (2.3) dobije:
 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ).
 x y x y x y x x y y x x y y
 x x y y x x y y x x y y x x y y
 ¬¬¬ ¬ ¬ ¬∨ = ↑ ↑ ↑ = ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ =
 = ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑
 (2.4)
 Za logičku operaciju/Booleovu funkciju x y⇒ (prema rješenju ovog zadatka pod a)) vrijedi: x y x¬⇒ = ∨ y , (2.5) to se primjenom (2.1) i (2.4) nad (2.5) dobije logička operacija x y⇒ izražena (isključivo) pomoću Shefferove operacije/funkcije. Kako za logičke operacije/Booleove funkcije x y⇔ , x y↓ i x ∨ (na osnovu rješenja ovog zadatka pod a)) vrijede slijedeće jednakosti:
 y
 ( ) ( ) ( ) ( )x y x y y x x y x y¬ ¬⇔ = ⇒ ∧ ⇒ = ∧ ∨ ∧ , (2.6)
 4
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( )x y x y¬↓ = ∨ , (2.7)
 x ∨ y ( ) ( ) ( )x y x y x y¬ ¬= ⇔ = ∧ ∨ ∧¬ , (2.8) to se primjenom (2.1), (2.2) i (2.4) nad (2.6) i (2.8), te primjenom (2.1) i (2.4) nad (2.7) dobiju logičke operacije/Booleove funkcije x y⇔ , x ∨ i y x y↓ izražene (isključivo) pomoću Shefferove operacije/funkcije. Zad. 3. a) Na jednom fakultetu studenti pohađaju sekcije za dodatnu nastavu iz matematike, fizike i informatike. Sekciju za matematiku pohađa 40% studenata, a sekciju za informatiku 50%. Četvrtina studenata pohađa sekcije za informatiku i fiziku, a 5% studenata se zanima za sve tri sekcije. Fizika ne zanima polovinu studenata. 35% studenata radi fiziku ali ne i matematiku, dok 35% studenata radi informatiku ali ne i matematiku. 1) Koliko studenata pohađa tačno dvije sekcije? 2) Koliko studenata ne pohađa ni jednu od tih sekcija?
 b) Zadan je neki neprazan skup S i u njegovom partitivnom skupu P(S) relacija ρ definirana formulom ( , ( )) .A B P S A B A Bρ∀ ∈ ⇔ =I ∅ Ispitati da li ova relacija ima svojstva: refleksivnosti, antirefleksivnosti, simetričnosti, antisimetričnosti, tranzitivnosti, pa na osnovu toga zaključiti da li je zadana relacija ρ relacija ekvivalencije ili relacija poretka.
 Rješenje: a) Označimo sa M skup svih studenata posmatranog fakulteta koji pohađaju sekciju za dodatnu nastavu matematike, sa skup svih studenata tog fakulteta koji pohađaju sekciju za dodatnu nastavu iz fizike, a sa
 FI skup svih studenata tog fakulteta koji pohađaju
 sekciju za dodatnu nastavu iz informatike. Zbog dimenzija problema, zadatak je pogodno riješiti pomoću Vennovih dijagrama (ili Euler-Vennovi dijagrami), kako je to prikazano na slici 3.1.
 I
 D3 D4
 D5 D6
 D7
 M F D2
 D1
 Slika 3.1. Euler-Vennovi dijagrami za razmatrani problem
 Svaki od skupova M , i F I je izdijeljen na četiri disjunktna (razdvojena) skupa (skupovi su disjunktni). Prema slici 3.1. vrijede sljedeće jednakosti: 1 2 3, , , ..., D D D D7
 71 2 3 4 5 6M F I D D D D D D D∪ ∪ = ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ , M 1 2 3 5D D D D= ∪ ∪ ∪ 1 3 4 7, I D D D D∪ ∪ ∪ =
 1 4I F D D∩ = ∪ , 1M F I D∩ ∩ = ,
 ( ) 3 5\ 7M I F D D D∪ = ∪ ∪ ,
 4 6\F M D D= ∪ , 4 7\I M D D= ∪ .
 5
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Neka je x ukupan broj studenata posmatranog fakulteta od kojih svaki pohađa bar jednu od navedenih sekcija. Označimo sa brojeve elemenata skupova
 , respektivno. Sada, na osnovu pripadnih jednačina i uslova zadatka, imamo slijedeći sistem jednačina:
 1 2 3 4 5 6, , , , , a a a a a a i a7
 71 2 3 4 5, , , , ,D D D D D 6 i D D
 (3.1)
 1 2 3 5
 1 3 4 7
 1 4
 1
 3 5 7
 4 6
 4 7
 0, 4 ,0,5 ,
 0, 25 ,0,05 ,
 0,5 ,0,35 ,0,35 .
 a a a a xa a a a xa a xa xa a a xa a xa a x
 + + + =⎧⎪ + + + =⎪⎪ + =⎪
 =⎨⎪ + + =⎪⎪ + =⎪ + =⎩
 Rješenje ovog sistema jednačina, svedeno na procentualni udio u odnosu na ukupan broj studenata x , je . (5%,0%,10%, 20%, 25%,15%,15%)
 1) Broj studenata (u procentima) koji pohađa tačno dvije sekcije (prema slici 3.1) je: 2 3 4(%) (%) (%) 30%a a a+ + = .
 2) Broj studenata (u procentima) koji ne pohađa ni jednu od navedenih sekcija se dobije kada se od ukupnog broja studenata (100%) oduzme broj studenata koji pohađa bar jednu od navedenih sekcija (izražen u procentima u odnosu na ukupan broj studenata x ), tj.
 [ ]1 2 3 4 5 6 7100% (%) (%) (%) (%) (%) (%) (%) 10%a a a a a a a− + + + + + + = .
 b) Relacija ρ nije refleksivna. Naime, skup je neprazan skup, pa skup sadrži bar jedan neprazan skup
 S ( )P SA (koji može biti jednak i skupu ) kao svoj element, i za njega vrijedi: S
 A A A∩ = ≠∅ , pa ( , )A A ρ∉ . Osim toga, relacija ρ nije ni antirefleksivna jer, ako se posmatra ( )P S∅∈ , onda vrijedi:
 ∅∩∅ =∅ , pa je ( , ) ρ∅ ∅ ∈ .
 Relacija ρ je simetrična, jer za ( ), ( )A B P S∀ ∈ vrijedi A B B A∩ = ∩ (što je posljedica definicije presjeka skupova A i B /komutativnost konjunkcije/). Relacija ρ nije tranzitivna, jer postoje skupovi , , ( )A B C P S∈ takvi da iz ,
 ne slijedi , kako je to prikazano Vennovim dijagramima na slici 3.2. A B∩ =∅
 B C∩ =∅ A C∩ =∅ Na osnovu navedenog možemo zaključiti da relacija ρ nije relacija ekvivalencije (jer nije ni refleksivna ni tranzitivna, iako je simetrična) niti relacija poretka (jer nije ni antisimetrična ni tranzitivna).
 6
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A
 B
 C
 Slika 3.2. Ilustrativni primjer za određivanje tranzitivnosti zadane (binarne) relacije
 Zad. 4. Metodom matematičke indukcije dokazati da je
 1
 ( 1)sin cos2 2cos( )
 sin2
 n
 k
 n x n x
 k x x=
 +⋅
 =∑
 za svaki i za svaki n∈N ( 2 |x k kπ∈ ∈R \ Z ) .
 Dokaz: Označimo sa zadanu tvrdnju. Primjenom metode matematičke indukcije (potpune indukcije ili savršene indukcije ili zaključivanja od n na
 ( )T n1n+ ) dokažimo istinitost
 tvrdnje T n : ( ) 1° Baza indukcije: Dokažimo da tvrdnja T n važi za n( ) 1= . Kako je
 1
 1
 sin cos2cos( ) cos , cossin
 2k
 x xk x x xx=
 ⋅= =∑ , za ( )( 2 | )x k kπ∀ ∈ , (4.1) ∈R \ Z
 to, očito, vrijedi tvrdnja T n za . ( ) 1n = 2° Induktivna pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdnja T n vrijedi za prirodan broj n, n = , tj. pretpostavimo da je ( ) 1m ≥
 1
 ( 1)sin cos2 2cos( )
 sin2
 m
 k
 mx m x
 k x x=
 +⋅
 =∑ , ( )( 2 | )x k kπ∀ ∈ . (4.2) ∈R \ Z
 7
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3° Korak indukcije: Koristeći induktivnu pretpostavku pokažimo da tvrdnja vrijedi i za n = , tj. dokažimo da je
 ( )T n 1m+
 1
 1
 ( 1) ( 2)sin cos2 2cos( )
 sin2
 m
 k
 m x m x
 k x x
 +
 =
 + +⋅
 =∑ , ( )( 2 | )x k kπ∀ ∈ ∈R \ Z .
 Zaista, imamo da je
 1
 1 1
 ( 1)sin cos ( 1)2 2cos( ) cos( ) cos( 1) cos22sin
 2
 m m
 k k
 mx m xm xk x k x m x x
 +
 = =
 +⋅ +
 = + + = +∑ ∑ =
 2
 2
 ( 1) ( 1) ( 1)sin cos sin cos 2cos sin sin( 1)2 2 2 2 2 22cos 12sin sin
 2 2
 mx m x mx m x m x x xm x
 x x
 + + +⋅ ⋅ ++
 = + − = 2⋅ −
 =
 2cos sin sin sin2 2
 ( 1)2cos sin sin sin( 1) ( 1)cos sin 2cos sin sin 2 22 2 2 2 2 ( 1) ( 2)
 sin 2 2 22
 2 2 2
 m x xm x mx m x x x
 m x m xx
 x m
 α β α β
 x
 α β
 α β
 α β α
 α β β
 + −⋅ = −
 +⋅ = −+ +⎛ ⎞+ ⋅ −⎜ ⎟
 ⎝ ⎠= = + + +⎫= =⎪⎪⇒⎬− ⎪= =⎪⎭
 =
 ( 1) ( 2) ( 1) ( 2)cos sin sin sin sin cos sin sin2 2 2 2 2 2 2sin sin
 2 2
 m x mx m x mx x m x m x x
 x x
 + +⎛ ⎞ + ++ − − ⋅ −⎜ ⎟⎝ ⎠= = 2 =
 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)cos sin sin sin cos cos cos sin sin2 2 2 2 2 2 2 2 2sin sin
 2 2
 m x m x x x m x m x x m x x x
 x x
 + +⎛ ⎞ + + +⋅ + − ⋅ ⋅ + ⋅ −⎜ ⎟⎝ ⎠= = 2 =
 2( 1) ( 1) ( 1)sin cos cos sin sin sin sin
 2 2 2 2 2 2sin
 2
 m x m x x x m x x x
 x
 + + +⋅ ⋅ + − ⋅ −
 = =2
 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 2)sin cos cos sin sin sin cos2 2 2 2 2 2 2sin sin
 2 2
 m x m x x m x x m x m x
 x x
 + + +⎛ ⎞ + +⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠= = ,
 (n = , 1m ≥ ( 2 |x k kπ∀ ∈ ∈R \ Z ) .
 8
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4° Zaključak: Budući da tvrdnja vrijedi i za prirodan broj n = ( )T n 1m+ , to ona vrijedi i za bilo koji prirodan broj , čime je dokaz završen. n
 Zad. 5. Riješiti nejednačinu 4 1xax b x+
 >+
 , gdje su a∈ 0, 1, 2, 3, b∈ 0, 1, ... , 9, takvi da
 ab označava redni broj dana u mjesecu vašeg datuma rođenja.
 Rješenje: 1° Data nejednačina/nejednadžba je, uvažavajući prirodu parametara i (
 a bab označava odgovarajući redni broj dana u mjesecu rođenja, pa isključujemo mogućnost da
 oba parametra a i b simultano /istovremeno/ imaju vrijednost nula), definirana na skupu
 1 : 0 \ 0,b bD x x x
 a a⎧ ⎫ ⎧ ⎫
 ⎨ ⎬⎩ ⎭
 = ∈ ≠ ∧ ≠ − = −⎨ ⎬⎩ ⎭
 R R za 1, 2, 3a∈ , b∈ 0, 1, ... , 9, (5.1)
 odnosno na skupu 2 : 0 \ 0D x x= ∈ ≠ =R R za 0,a = b∈ 1, ... , 9. (5.2) 2° Za data nejednačina je (uz uvažavanje prirode parametara i b ) očito zadovoljena.
 ( ,0x∀ ∈ −∞ ) a
 3° Za , prema (5.1) i (5.2), ima smisla razmatrati slijedeća dva slučaja (svaki student ponaosob rješava samo jedan od tih slučajeva u ovisnosti o konkretnim vrijednostima parametara a i b ):
 0x >
 3.1° 1, 2, 3a∈ , ( ): 0x > Kako je 4 0x + > ( ), te zbog prirode parametara a i b vrijedi , to zadana nejednačina u razmatranom slučaju postaje:
 0x > 0ax b+ >
 2
 21 2
 4 1 (4 )0 0( )
 (4 ) 0 ( )( ) 0 ( 1, 2, 3 , x>0),
 x x a x bax b x ax b x
 x a x b x x x x a
 + + − −− > ⇔ > ⇔
 + +
 ⇔ + − − > ⇔ − − > ∈
 gdje su rješenja 1x i 2x kvadratne jednačine 2 (4 ) 0x a x b+ − − = realna i međusobno različita (jer je, zbog prirode parametara i b diskriminanta pozitivna) i određena su sljedećim relacijama:
 a 2(4 ) 4D a= − + b
 2
 1(4 ) (4 ) 4
 ( 0)2
 a a bx
 − − − − += < ,
 2
 2(4 ) (4 ) 4
 ( 0)2
 a a bx
 − − + − += ≥ .
 Otuda slijedi (slika 5.1.) da je
 24 1 ( 0, 1, 2, 3 , 0, 1, ... , 9 ) ( , )x x a b x x
 ax b x+
 > > ∈ ∈ ⇔ ∈ ++
 ∞ .
 3.2° , 1, ... , 9 ( ): 0a = b∈ 0x > Kako je ( ), to zadana nejednačina u razmatranom slučaju postaje: 4 0x + > 0x >
 22
 1 24 1 40 0 4 0 ( )( ) 0x x x b x x b x x x x
 b x bx+ + − ′ ′− > ⇔ > ⇔ + − > ⇔ − − > (x>0),
 gdje su rješenja 1x′ i 2x′ kvadratne jednačine 2 4x x b 0+ − = realna i međusobno različita (jer je, zbog prirode parametra b (>0) diskriminanta 16 4D b= + pozitivna) i određena su formulama
 9
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14 16 4 ( 0)
 2bx − − +′ = < , , = < 2
 4 16 4 ( 0)2
 bx − + +′ = > .
 Otuda slijedi (slika 5.1.) da je
 24 1 ( 0, 0, 1, ... , 9 ) ( , )x x a b x x
 ax b x+ ′> > = ∈ ⇔ ∈ ++
 ∞ .
 4° Na osnovu 1° - 3° odredimo rješenje polazne nejednačine u ovisnosti o vrijednosti parametra : a
 4.1° Za 1, 2, 3a∈ i 0, 1, ... , 9 iz 1°, 2° i 3.1° slijedi da je rješenje zadane nejednačine svaki za koji je
 b∈x∈R
 ( )2, ,0b bx xa a
 ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∈ −∞ − ∪ − ∪ +∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 , ,
 gdje je: 2
 2(4 ) (4 ) 4
 2a a
 x− − + − +
 =b
 .
 4.2° Za i b 1, ... , 9 iz 1°, 2° i 3.2° slijedi da je rješenje zadane nejednačine svaki za koji je
 0a = ∈x∈R
 ( ) ( )2,0 ,x x′∈ −∞ ∪ +∞ ,
 gdje je: 24 16 4
 2bx − + +′ = .
 0
 y
 x
 x1 x2
 Slika 5.1. Pomoćni graf(ik) za određivanje znaka kvadratne funkcije ------------------------------------------------------- @ -------------------------------------------------------
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UNIVERZITET U SARAJEVU
 ELEKTROTEHNIČKI FAKULTET SARAJEVO
 -------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- Sarajevo, 20. 10. 2010.
 Domaća zadaća 2 iz INŽENJERSKE MATEMATIKE 1
 (DZ 2 iz IM1 u akademskoj 2010/2011. godini)
 Zad. 1. a) Predstavite u trigonometrijskom obliku kompleksni broj z: 1 3
 1 2
 i b i
 i iz −= −
 − +
 +, gdje je i
 imaginarna jedinica, a b ukupan broj bodova koji ste ostvarili na prijemnom ispitu za prijem na studij na Elektrotehničkom fakultetu Univerziteta u Sarajevu.
 b) Izračunajte realni i imaginarni dio kompleksnog broja z zadanog u obliku z = ln[tg (2π
 i)],
 gdje je i imaginarna jedinica, a zatim taj broj predstavite u eksponencijalnom obliku. Zad. 2. a) Ispitajte konvergenciju reda
 1 nn a≥∑ ( ) upoređujući ga sa hiperharmonijskim i
 harmonijskim redom. (Rezultat. Zadani red konvergira ako postoji realni broj
 0na >
 , 1,α α > takav da je
 1ln
 ln
 ann
 α≥ , za svaki n , a divergira ako je 0
 n≥
 1ln
 1ln
 na
 n≤ za svaki , gdje je fiksni prirodni broj.
 0n n≥
 0n
 Napomena. Ovaj rezultat se može i direktno koristiti za ispitivanje konvergencije pozitivnih redova, i kao takav često se naziva logaritamskim kriterijumom konvergencije.) b) Primjenom dobijenog rezultata pod a), ispitajte konvergenciju reda čiji je opšti član a zadan
 formulom
 n
 ( )ln1 , ( )
 (ln(ln( )))n n kan k +=+
 N ,n∀ ∈ gje je k broj Vašeg indeksa (za studij na
 Elektrotehničkom fakultetu Univerziteta u Sarajevu). Zad. 3. Odredite (prirodni) domen, ispitajte ograničenost, parnost/neparnost, periodičnost i (u slučaju periodične funkcije) odredite osnovni period (ukoliko postoji) svake od realnih funkcija f, , h jedne realne promjenljive zadanih formulama
 g
 ,10 7
 ( ) 6 tg 7 tg ( ) arc cos (sin ),x xf x g x mx 8 5
 4
 1 1( ) m
 x= − =
 xh x x x +
 = − − + ,
 gdje je m ukupan broj bodova koji ste ostvarili na prijemnom ispitu za prijem na studij na Elektrotehničkom fakultetu Univerziteta u Sarajevu. Zatim skicirajte grafike zadanih funkcija f, g . Zad. 4. Izračunajte sljedeće limese:
 a) ( )2lim 4x
 x x p x→− ∞
 + + + ; b) 1 1
 limn
 n
 k
 pk n
 n p→∞ = +
 ⎛ ⎞⎛ ⎞ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠∑ ,
 gdje je p prirodni broj. -------------------------------
 1
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Napomene: 1. Izrada Domaće zadaće 2 (DZ 2), zajedno sa Testom 2 uz tu zadaću,donosi maksimalno 2 boda. 2. Izradu (samostalnu) DZ 2 potrebno je predati (urađenu na uvezanim listovima formata A4, uloženih u odgovarajuću plastičnu fasciklu) svom tutoru iz IM1 u 7. sedmici tekućeg semestra ove akademske godine (najdalje do 05. 11. 2010.). Naknadno dostavljene izrade DZ1 neće biti prihvaćene! 3. Na naslovnoj stranici izrade zadataka potrebno je navesti slijedeće podatke:naziv Fakulteta, broj zadaće, mjesto i datum, ime i prezime studenta čija je zadaća, broj grupe za tutorijal i vježbe, broj indeksa, naziv odsjeka, uz svojeručni potpis. 4. Test 2 održat će se na časovima tutorijala iz IM1 (u prvih 15 minuta prvog časa) u 7. sedmici tekućeg semestra ove akademske godine, odnosno od 01. 11. do 05. 11. 2010.
 ---------------------------------------------- @ -----------------------------------------------
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UNIVERZITET U SARAJEVU
 ELEKTROTEHNIČKI FAKULTET SARAJEVO
 -------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- Sarajevo, 23. 11. 2010.
 Domaća zadaća 3 iz INŽENJERSKE MATEMATIKE 1
 (DZ 3 iz IM1 u akademskoj 2010/2011. godini)
 Zad. 1. Zadana je familija realnih funkcija jedne realne varijable, gdje je ( : 2af a > )
 2( )
 sin ( ) sin (2 )a
 x axe ef x
 a x x
 − −=
 +.
 Nađite prirodni domen i ispitajte ponašanje na rubu od svake od funkcija iz zadane familije , a zatim klasificirajte eventualne tačke prekida i singulariteta funkcije
 ( )aD f ( )aD f( : 2af a > ) kf iz
 zadane familije ako je k zbir svih cifara vašeg jedinstvenog matičnog broja (JMBG). Zad. 2. Primjenom logaritamskog izvoda izračunajte izvod ( )f x′ (Find ( )f x′ by logarithmic differentiation) ako je:
 a) 2 2( ) ( 1) ( 2) ;f x x x x= + + + b) 3
 4( 1 3 )
 1( ) ;
 x
 xf x
 −
 += c) ( ) (ln )xf x x= .
 Zad. 3. Skicirajte grafik i za sve nađite (ili ustanovite da ne postoji) n – ti izvod ,n x∈ ≥N 1
 ( ) ( )nf x funkcije f zadane formulom
 2
 2
 tg4( ) lim
 tg 14
 k
 kk
 x xf x
 x
 π
 π→∞
 ⎛ ⎞ +⎜ ⎟⎝ ⎠=⎛ ⎞ +⎜ ⎟⎝ ⎠
 .
 Zad. 4. Primjenom diferencijalnog računa riješite sljedeći zadatak: „Kroz otpornik otpora R = 2 Ω treba uspostaviti stalnu struju čija je jačina tačno I = 2,1 A. Raspolaže se samo većim brojem identičnih akumulatora elektromotornih sila = 2,1 V i unutrašnjih otpornosti = 1,5 Ω. Odrediti najmanji broj (N) akumulatora koje treba vezati za krajeve otpornika zadanog otpora R da bi bili zadovoljeni uslovi postavljenog zadatka. Na koji način je potrebno vezati te akumulatore i koji je fizikalni smisao tako nađenog rješenja?” (Rezultat i uputa: N = 12. Vidjeti zad. 2950. u [Zbirka zadataka iz više matematike I / Pavle Miličić, Momčilo Ušćumlić. - 15. izd. - Beograd : Nauka, [1991] (Bor : Bakar). - 685 str. ...] i/ili zad. 888. u [B. P. Demidovič i dr.,
 0E 0r
 Zadaci i riješeni primjeri iz više matematike s primjenom na tehničke nauke (prijevod), Tehnička knjiga, Zagreb, 1971; Danjar, Zagreb, 1995.]). Zad. 5. Po nepokretnoj pravoj Ox kotrlja se bez klizanja kružnica poluprečnika a. Kriva koju opisuje određena (fiksirana) tačka te kružnice zove se (obična) cikloida. Dokažite da se ona može parametarski opisati jednačinama x = a (t – sin t), y = a (1 – cos t), (t∈R), a zatim nacrtajte tu
 krivu i za a nađite dužine njenih dodirnih elemenata u tački 2=4 3 , 33π⎛ ⎞
 ⎜ ⎟ . −⎝ ⎠
 -------------------------------
 1
 http://library.foi.hr/m3/jrez.asp?nema=I&B=0&N=50&V=&J=&K=U&O=&S=&Upit=517&ScrollAction=Stranica+12
 http://library.foi.hr/m3/jrez.asp?nema=I&B=0&N=50&V=&J=&K=U&O=&S=&Upit=517&ScrollAction=Stranica+12
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Napomene: 1. Izrada Domaće zadaće 3 (DZ 3), zajedno sa Testom 3 uz tu zadaću,donosi maksimalno 3 boda. 2. Izradu (samostalnu) DZ 3 potrebno je predati (urađenu na uvezanim listovima formata A4, uloženih u odgovarajuću plastičnu fasciklu) svom tutoru iz IM1 u 12. sedmici tekućeg semestra ove akademske godine (najdalje do 11. 12. 2010.). Naknadno dostavljene izrade DZ3 neće biti prihvaćene! 3. Na naslovnoj stranici izrade zadataka potrebno je navesti slijedeće podatke:naziv Fakulteta, broj zadaće, mjesto i datum, ime i prezime studenta čija je zadaća, broj grupe za tutorijal i vježbe, broj indeksa, naziv odsjeka, uz svojeručni potpis. 4. Test 3 održat će se na časovima tutorijala iz IM1 (u prvih 15 minuta prvog časa) u 13. sedmici tekućeg semestra ove akademske godine, odnosno od 13. 12. do 18. 12. 2010.
 ---------------------------------------------- @ -----------------------------------------------
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1
 UNIVERZITET U SARAJEVU
 ELEKTROTEHNIČKI FAKULTET SARAJEVO
 -------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- Sarajevo, 17. 12. 2010.
 Domaća zadaća 4 iz INŽENJERSKE MATEMATIKE 1 (DZ 4 iz IM1 u akademskoj 2010/2011. godini)
 Zad. 1. Za realnu funkciju f jedne realne promjenljive zadanu formulom:
 a) ;)1(
 1)(
 23 −=
 xxf b) )0(,
 )1(
 1)(
 23
 7
 ≥−+= a
 x
 xaxf ; c)
 2
 1( ) :
 3 5 8 4f x
 x x x=
 + + −
 ispitajte postojanje neodreñenog integrala/(primitivne funkcije), a zatim izračunajte neodreñeni
 integral ( ) : ( )I x f x dx= ∫ .
 Zad. 2. Ispitajte precizno tok i nacrtajte grafik funkcije )(tI zadane formulama
 21
 21
 0
 d:)( tetxextI tt
 x
 −+= ∫ , 0)0();0( =≠ It ,
 a zatim ispitajte njenu integrabilnost (postojanje odreñenog integrala). Zad. 3. Izračunajte površine obrtnih površi koje nastaju obrtanjem:
 a) kružnice zadane jednačinom 1)2
 1()10( 22 =+++ yx oko ose xO ;
 b) parabole xy 22 = oko prave xy 2= . Zad. 4. Realna funkcija f jedne realne promjenljive zadana je formulom
 =
 ≠
 ++=,0,0
 ,0,1
 sin4
 2:)(
 2
 x
 xx
 nx
 xf
 gdje je n ukupan broj bodova koji ste ostvarili na 1. parcijalnom ispitu iz IM1 održanom 7. 11. 2010. a) Odredite prirodni domen Dom ( f ), a zatim ispitajte ponašanje zadane funkcije f na rubovima područja Dom ( f ) i odredite njene eventualne asimptote. b) Odredite eventualne presjeke grafika G( f ) sa koordinatnim osama i ispitajte znak zadane funkcije f. c) Odredite eventualne tačke prekida i klasificirajte ih za zadanu funkciju f . d) Odredite intervale monotonosti i eventualne tačke lokalnog i apsolutnog ekstrema zadane funkcije f , kao i eventualne prelomne i povratne tačke njenog grafika . e) Odredite uglove pod kojim grafik zadane funkcije "ulazi" i "izlazi" iz eventualnih tačaka njenog domena u kojima ne postoji njen izvod . f) Koristeći dobijene rezultate u a) - e) i ostala važna svojstva zadane funkcije f nacrtajte grafik (mogući dio) G(f ) i odredite sliku Im (f ). g) Ispitajte da li se zadana funkcija f može prikazati njenim Taylorovim redom u okolini tačke [ ]1,10 −∈x .
 Zad. 5. Ispitajte postojanje V. p. xx
 x∫∞+
 +02
 d1
 tg , gdje V. p. označava glavnu vrijednost integrala.
 -------------------------------
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2
 Napomene: 1. Izrada Domaće zadaće 4 (DZ 4) donosi maksimalno 2 boda. 2. Na naslovnoj stranici izrade zadataka potrebno je navesti slijedeće podatke:naziv Fakulteta, broj zadaće, mjesto i datum, ime i prezime studenta čija je zadaća, broj grupe za tutorijal i vježbe, broj indeksa, naziv odsjeka, uz svojeručni potpis. 3. Izradu (samostalnu) DZ 4 potrebno je predati (urañenu na uvezanim listovima formata A4, uloženih u odgovarajuću plastičnu fasciklu) predstavniku svoje grupe neposredno poslije redovnog 2. parc. ispita iz IM1 (2010 - 2011), s tim da predstavnik svake grupe skupi sve njemu predate zadaće u jednu fasciklu i preda ih predmetnom nastavniku istoga dana u vremenu od 12:10 do 13:15, u kabinetu I - 28. Naknadno dostavljene izrade DZ 4 neće biti prihvaćene!
 ---------------------------------------------- @ -----------------------------------------------
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