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11/24/24
 EstatEstatíísticastica e e ProbabilidadeProbabilidade
 Aula Aula 0707: : AnAnááliselise de de VariânciaVariância (ANOVA)(ANOVA)
 ITA ITA -- LaboratLaboratóóriorio de Guerra de Guerra EletrônicaEletrônica
 EENEM 2008EENEM 2008
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22/24/24
 DefiniDefiniççãoão
 •• A A ananááliselise de de variânciavariância (ANOVA)(ANOVA) éé um um mméétodotodo parapara testartestar a a igualdadeigualdade de de maismais de de duasduas mméédiasdias populacionaispopulacionais, , baseadobaseado nana ananááliselise de de variânciasvariânciasamostraisamostrais..
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33/24/24
 Por que não usar testePor que não usar teste--tt??•• Por que não fazer mPor que não fazer múúltiplas ltiplas
 comparacomparaçções usando o testeões usando o teste--tt??–– Chance de incorretamente identificar Chance de incorretamente identificar
 a diferena diferençça das ma das méédias (erro tipo I) dias (erro tipo I) ééaumentada para 1aumentada para 1--(1(1--αα))nn
 –– Por exemplo: para 4 sistemas (n=6 Por exemplo: para 4 sistemas (n=6 [12,13,14,23,24,34], [12,13,14,23,24,34], αα=0.05), a =0.05), a probabilidade de falsa rejeiprobabilidade de falsa rejeiçção ão éé de de 26%26%
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44/24/24
 ANOVAANOVA•• As hipAs hipóóteses da ANOVA são as seguintes:teses da ANOVA são as seguintes:
 0 1 2
 1
 : ...: , para pelo menos um par ( , )
 a
 i j
 HH i j
 μ μ μμ μ
 = = =≠
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55/24/24
 NotaNotaççõesões
 Tratamento (nível) Observações Total Média
 1 11y 12y ... 1ny 1y i 1y i
 2 21y 22y ... 2ny 2y i 2y i
 ...
 ...
 ...
 ...
 ...
 ... ...
 a 1ay 2ay ... any ay i ay i
 Total 1yi 2yi nyi yii yii
 1
 1 1
 , 1, 2, ... ,
 , ,
 ni
 i ij ij
 a n
 iji j
 yy y y i an
 yy y y N anN
 =
 = =
 = = =
 = = =
 ∑
 ∑∑
 ii i
 iiii ii
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66/24/24
 ANOVAANOVA•• O nome AnO nome Anáálise de Variância lise de Variância éé devido ao devido ao
 fato de que nfato de que nóós decompomos a variância s decompomos a variância total (SStotal (SSTT) em 2 partes.) em 2 partes.
 •• Pode ser mostrado que:Pode ser mostrado que:
 2
 1 1( )
 a n
 T iji j
 SS y y= =
 = −∑∑ ii
 2 2 2
 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )
 a n a a n
 T ij i ij ii j i i j
 SS y y n y y y y= = = = =
 = − = − + −∑∑ ∑ ∑∑ii i ii i
 SSTratamentos
 ≠ entre média dos tratamentos e média geral
 SSErro≠ entre obs dentro dos tratamentos e a média
 tratamentos
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77/24/24
 ANOVAANOVA•• SSSSErroErro
 –– Variância devido ao acaso ou fatores Variância devido ao acaso ou fatores desconhecidosdesconhecidos
 •• SSSSTratamentosTratamentos
 –– Variância devido Variância devido àà fonte explicada ou fonte explicada ou fatores conhecidosfatores conhecidos
 2 2 2
 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )
 a n a a n
 T ij i ij ii j i i j
 SS y y n y y y y= = = = =
 = − = − + −∑∑ ∑ ∑∑ii i ii i
 SSTratamentos
 ≠ entre média dos tratamentos e média geral
 SSErro≠ entre obs dentro dos tratamentos e a média
 tratamentos

Page 8
						

88/24/24
 MMéédia Quadrada dos Errosdia Quadrada dos Erros
 •• Substituindo o modelo na Substituindo o modelo na equaequaçção acima temos:ão acima temos:
 •• Que apQue apóós desenvolvimentos nos mostra s desenvolvimentos nos mostra que:que:
 2 2 2
 1 1 1 1 1
 1( )ij i
 a n a n a
 ij ii j i j iErros
 Erros
 y y y ynSSMS
 N a N a N a= = = = =
 − −= = =
 − − −
 ∑∑ ∑∑ ∑ ii
 ij i ijy t eμ= + +
 2
 2
 1 1 1 1
 1 1( ) ( )a n a n
 Erros i ij i iji j i j
 E MS E t e t eN a n
 μ μ= = = =
 ⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥= + + − + +⎜ ⎟− ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦∑∑ ∑ ∑
 2( )ErrosE MS σ=
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99/24/24
 MMéédia Quadrdia Quadráática dos Tratamentostica dos Tratamentos
 •• AtravAtravéés de uma abordagem similar s de uma abordagem similar ààanterior, podemos mostrar que:anterior, podemos mostrar que:
 2
 1
 2 1
 ( )
 1
 ( )1
 a
 ii
 Tratamentos
 a
 ii
 Tratamentos
 n y yMS
 a
 n tE MS
 aσ
 =
 =
 −=
 −
 = +−
 ∑
 ∑
 i ii
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1010/24/24
 •• Logo, se a hipLogo, se a hipóótese nula for verdadeira, tese nula for verdadeira, tanto a Mtanto a Méédia Quadrdia Quadráática dos Erros tica dos Erros quanto a Mquanto a Méédia Quadrdia Quadráática dos tica dos Tratamentos irão ser estimadores não Tratamentos irão ser estimadores não tendenciosos da variância.tendenciosos da variância.
 MMéédia Quadrdia Quadráática dos Tratamentostica dos Tratamentos
 2 2 21 0( )1 1
 a
 ii
 Tratamentos
 n tE MS
 a aσ σ σ== + = + =
 − −
 ∑
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1111/24/24
 EstatEstatíística Fstica F
 •• Caso a hipCaso a hipóótese nula seja verdadeira, tese nula seja verdadeira, a razão:a razão:
 terteráá uma distribuiuma distribuiçção F. ão F.
 Se:Se:
 Deveremos rejeitar HDeveremos rejeitar H00
 0Tratamentos
 Erros
 MSF MS=
 0 , 1,a N aF Fα − −>
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1212/24/24
 DistribuiDistribuiççãoão FF
 •• UmaUma distribuidistribuiççãoão F surge F surge emem conexãoconexãocom com umauma razãorazão emem queque existeexiste um um nnúúmeromero de de grausgraus de de liberdadeliberdadeassociadoassociado aoao numeradornumerador ((νν11) e ) e outrooutronnúúmeromero de de grausgraus de de liberdadeliberdade com o com o denominadordenominador ((νν22). ).
 •• Ambos Ambos νν11 e e νν22 sãosão inteirosinteiros..•• A A TabelaTabela A.9 A.9 traztraz osos valoresvalores crcrííticosticos αα
 = 0,10; 0,05; 0,01 e 0,001.= 0,10; 0,05; 0,01 e 0,001.
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1313/24/24
 Efeitos da VariabilidadeEfeitos da Variabilidade

Page 14
						

1414/24/24
 Efeitos da VariabilidadeEfeitos da Variabilidade
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1515/24/24
 SuposiSuposiççõesões•• Valem as seguintes suposiValem as seguintes suposiçções quando ões quando
 testamos a hiptestamos a hipóótese de que três ou mais tese de que três ou mais amostras provêm de populaamostras provêm de populaçções com a ões com a mesma mmesma méédia:dia:
 1) as popula1) as populaçções têm distribuiões têm distribuiçções normaisões normais2) as popula2) as populaçções têm o mesmo desvioões têm o mesmo desvio--padrãopadrão3) as amostras são aleat3) as amostras são aleatóórias e mutuamente rias e mutuamente
 independentesindependentes4) as diferentes amostras provêm de 4) as diferentes amostras provêm de
 populapopulaçções classificadas em apenas uma ões classificadas em apenas uma caractercaracteríísticastica
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1616/24/24
 ExemploExemplo•• Os resultados a seguir são de um experimento Os resultados a seguir são de um experimento
 com quatro tipos diferentes de caixas com quatro tipos diferentes de caixas ((““containerscontainers””) em que foram comparadas suas ) em que foram comparadas suas resistências resistências àà compressão (em compressão (em lblb):):
 tipotipo de de caixacaixa forforççaa de de compressãocompressão (lb)(lb) mméédiadia dada
 amostraamostradesviodesvio--padrãopadrão
 dada amostraamostra
 11 655,5655,5 788,3788,3 734,3734,3 721,4721,4 679,1679,1 699,4699,4 713,00713,00 46,5546,55
 22 788,3788,3 772,5772,5 786,9786,9 686,1686,1 732,1732,1 774,8774,8 756,78756,78 40,1940,19
 33 734,3734,3 639,0639,0 696,3696,3 671,7671,7 717,2717,2 727,1727,1 697,60697,60 36,6236,62
 44 721,4721,4 628,7628,7 542,4542,4 559,0559,0 586,9586,9 520,0520,0 593,07593,07 73,2773,27
 grandegrande mméédiadia 690,11690,11
 J: quantidade de medidas
 I: f
 ator
 es(o
 utr
 atam
 ento
 s)
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1717/24/24
 VariaVariaçção entre amostras (ão entre amostras (MSMSTratamentosTratamentos))VariaVariaçção dentro das amostras (ão dentro das amostras (MSMSErrosErros))
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1818/24/24
 ANOVA do ExemploANOVA do Exemplo
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1919/24/24
 ANOVAANOVA
 •• A A caractercaracteríísticastica queque diferenciadiferencia as as populapopulaççõesões umasumas das das outrasoutras ééchamadachamada fatorfator ((ouou tratamentotratamento).).
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2020/24/24
 ExemplosExemplos de de experimentosexperimentos
 •• um um estudoestudo dos dos efeitosefeitos de 5 de 5 diferentesdiferentestipostipos de de gasolinagasolina nana eficiênciaeficiência (km/l) (km/l) do motor de um do motor de um automautomóóvelvel
 •• parapara estudarestudar osos efeitosefeitos dada presenpresenççaade de quatroquatro diferentesdiferentes tipostipos de de aaçúçúcarcar((glicoseglicose, , sacarosesacarose, , frutosefrutose e e umaumamisturamistura dos dos trêstrês) no ) no crescimentocrescimento de de bactbactéériasrias
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2121/24/24
 SingleSingle--factor ANOVAfactor ANOVA
 I = o I = o nnúúmeromero de de populapopulaççõesões ououtratamentostratamentos sendosendo comparadoscomparados
 μμ11 = a = a mméédiadia dada populapopulaççãoão 1 1 ouou a a verdadeiraverdadeira respostaresposta mméédiadia quandoquando o o tratamentotratamento 1 1 éé aplicadoaplicado
 ......μμII = a = a mméédiadia dada populapopulaççãoão I I ouou a a
 verdadeiraverdadeira respostaresposta mméédiadia quandoquando o o tratamentotratamento I I éé aplicadoaplicado
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2222/24/24
 SingleSingle--factor ANOVAfactor ANOVA
 •• PortantoPortanto, as , as hiphipóótesesteses de de interesseinteressesãosão::
 HH00: : μμ11 = = μμ22 = ... = = ... = μμII
 versusversusHH11: : pelopelo menosmenos doisdois dos dos μμ sãosão diferentesdiferentes
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2323/24/24
 ExercExercííciocio 4343
 •• A A luminosidadeluminosidade de 3 de 3 tipostipos diferentesdiferentesde de lâmpadaslâmpadas de 60 watts de 60 watts foifoideterminadadeterminada a a partirpartir de de amostrasamostras de 8 de 8 lâmpadaslâmpadas. As somas dos . As somas dos quadradosquadrados foifoicomputadacomputada comocomo SSE = 4.773,3 e SSE = 4.773,3 e SSTrSSTr= 591,2. = 591,2. ProponhaProponha a a hiphipóótesetese de de interesseinteresse e use ANOVA (e use ANOVA (αα = 0,05) = 0,05) paraparadecidirdecidir se se existeexiste diferendiferenççaa nana mméédiadiaverdadeiraverdadeira das das trêstrês marcasmarcas de de lâmpadaslâmpadas..
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2424/24/24
 ExercExercííciocio 4444•• Num Num experimentoexperimento parapara investigarinvestigar a performance a performance
 de 4 de 4 diferentesdiferentes tipostipos de de velasvelas parapara motocicletasmotocicletasde 125cc, 5 de 125cc, 5 velasvelas de de cadacada marcamarca foramforam testadastestadas. . Complete a Complete a tabelatabela ANOVA a ANOVA a seguirseguir e e concluaconclua o o testeteste::
 Source df Sum of Squares Mean Square F
 Brand
 Error 14.713,69
 Total 310.500,76
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