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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 1
 Metody obliczeniowe
 • wykład nr 3– aproksymacja i interpolacja
 – pojęcie modelu regresji

Page 2
						
						

Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 2
 Aproksymacja
 • dana jest funkcja (jednej zmiennej) f(x) określona na przedziale [a,b]
 • funkcja f(x) moŜe być zadana w postaci – dyskretnej (zbioru punktów) {(x i ,f(x i ))} i=1,...,n
 – wzoru analitycznego
 ( )xF( )xF
 ( )xf
 • naleŜy dobrać taką funkcję F(x) aby w sensie przyjętego kryterium funkcja F(x) moŜliwie dokładnie przybliŜała przebieg funkcji f(x)w określonym przedziale
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 3
 Aproksymacja - zadanie aproksymacji liniowej
 { }φk kn
 =0
 • f - funkcja aproksymowana, określona na pewnym przedziale• dobieramy zbiór n+1 funkcji – tzw. funkcji
 bazowych

Page 4
						
						

Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 4
 Aproksymacja - zadanie aproksymacji liniowej
 Przykład: {1,x,x 2,...,x n} – funkcje bazowe, przybliŜenie wielomianem
 { }φk kn
 =0
 ( ) ( )ϕ φx c c c xn k kk
 n
 , ,...,00
 ==∑
 ( ) ∑=
 =n
 k
 kk xcx
 0
 ϕ
 • f - funkcja aproksymowana, określona na pewnym przedziale• dobieramy zbiór n+1 funkcji – tzw. funkcji
 bazowych
 • poszukiwana funkcja aproksymującapostaci:
 (kombinacja liniowa funkcji bazowych)
 • zadaniem wyznaczenie wartości współczynników c0,...,cn
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 5
 Aproksymacja - zadanie aproksymacji liniowej
 • zadanie: wyznaczenie wartości współczynników c0,...,c n dla wyraŜenia
 – funkcja aproksymowana dana w postaci dyskretnej(dane są wartości funkcji w punktach siatki x0,...,x m)
 – tworzymy układ równań: ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
 ( ) ( ) ( )
 =+++
 =+++=+++
 )(
 )(
 )(
 1100
 11111010
 00101000
 mnmnmm
 nn
 nn
 xfcxcxcx
 xfcxcxcx
 xfcxcxcx
 φφφ
 φφφφφφ
 L
 L
 L
 L
 ( ) ( )ϕ φx c c c xn k kk
 n
 , ,...,00
 ==∑
 – jeśli m > n (liczba punktów siatki większa od liczby poszukiwanych współczynników np. n=2, m =20 ) to jedynie w szczególnych przypadkach moŜe być spełniona równość φ(x)=f(x) we wszystkich punktach siatki, układ równańnazywamy wówczas nadokreślonym. Otrzymujemy przybli Ŝone spełnienie równań
 – jeśli m = n to układ ma zwykle dokładnie jedno rozwiązanie (przypadek interpolacji )
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 6
 Aproksymacja - nadokreśloność
 poprzez uŜycie nadokreśloności doprowadzamy do tzw. wygładzaniafunkcji– nadanie krzywej gładszego kształtu między punktami
 – zredukowanie skutków błędów losowych (błędów pomiaru – jeśli dane są wynikami pomiarów)
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 7
 Aproksymacja średniokwadratowa funkcji
 Zadanie aproksymacji średniokwadratowej PrzybliŜamy
 funkcję f(x) funkcją aproksymującą postaci
 • Określamy współczynniki c0,...,c n tak aby wyraŜenie:– przypadek ciągły:
 – przypadek dyskretny:
 było jak najmniejsze
 [ ]f C a b∈ ,
 ( ) ( )ϕ φx c c c xn k kk
 n
 , ,...,00
 ==∑
 ( ) ( )∫ −=−b
 a
 dxxxff22 ϕϕ
 ( ) ( )∑=
 −=−m
 iii xxff
 0
 22 ϕϕ( )( ){ }x f xi i i
 m,
 =0
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 8
 Aproksymacja średniokwadratowa funkcjiinterpretacja geometryczna
 • przypadek dyskretny
 x0 x1 x2 x3 x4
 minimalizacja sumy kwadratów tych
 odległości
 ( )f x0
 ( )f x1
 ( )f x2
 ( )f x3
 ( )f x4
 Aproksymacja średniokwadratowa funkcjiinterpretacja geometryczna
 ( ) ( )∑=
 −=−m
 iii xxff
 0
 22 ϕϕ
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 9
 • przypadek ciągły
 minimalizacja kwadratów pól
 powierzchni pomiędzy funkcjami
 ( )f x
 ( )xϕ
 Aproksymacja średniokwadratowa funkcjiinterpretacja geometryczna
 ( ) ( )∫ −=−b
 a
 dxxxff22 ϕϕ
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 10
 Aproksymacja średniokwadratowa funkcjirozwiązanie zadania (przypadek dyskretny) –metoda najmniejszych
 kwadratów (Gauss – Legendre 1806)
 Oznaczeniasiatka węzłówdane: punkty węzłowe
 funkcje bazowe
 )x(ff,m,...,i,x iii ======== 0m,...,i)f,x( ii 0====
 n,...,i)x(i 0====ϕϕϕϕ
 )()(:,0
 i
 m
 ii xgxfgf ∑
 =
 =
 Aproksymacja średniokwadratowa funkcji
 • jeśli <f,g>=0 to funkcje f(x),g(x) nazywamy ortogonalnymi.
 • jeŜeli <f i ,f j >=0 dla i ≠≠≠≠j (i,j ∈∈∈∈{1,...,n}) i <f i ,f i >≠≠≠≠0 (i ∈∈∈∈{1,...,n}) to funkcje {f i } nazywamy układem (rodziną) funkcji ortogonalnych.
 Iloczyn skalarny: dla dowolnych funkcji f(x),g(x) przy danej siatce węzłów iloczynem skalarnym nazywać będziemy wyraŜenie
 ( ) ( )ϕ φx c c c xn k kk
 n
 , ,...,00
 ==∑
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 11
 Aproksymacja średniokwadratowa funkcji
 • JeŜeli funkcje bazowe są liniowo niezaleŜne to zadanie aproksymacji liniowej średniokwadratowej ma jedyne rozwiązanie. Rozwiązanie to spełnia układ równań:
 =
 nnnnnn
 n
 n
 f
 f
 f
 c
 c
 c
 ϕ
 ϕϕ
 ϕϕϕϕϕϕ
 ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ
 ,
 ,
 ,
 ,,,
 ,,,
 ,,,
 1
 0
 1
 0
 10
 11110
 00100
 LM
 L
 LLLL
 L
 L
 n,...,i,,
 ,fc
 ii
 ii 0========
 ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ
 Zadanie: zapisz kod programu realizujący metodę najmiejszych kwadratów dla bazy {1, x, x2}
 Aproksymacja średniokwadratowa funkcji
 • JeŜeli funkcje bazowe są rodziną funkcji ortogonalnych to rozwiązanie upraszcza się do (współczynniki c i nazywamy wówczas współczynnikami ortogonalnymi):
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 12
 Metoda najmniejszych kwadratów - przykład
 • dane są wyniki pomiarów:
 • naleŜy znaleźć funkcję aproksymującą postaci: f(x)= c 0 + c 1x ( funkcje bazowe:{1,x})
 x 1 3 4 6 7
 f(x) -2.1 -0.9 -0.6 0.6 0.9
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 13
 Metoda najmniejszych kwadratów - przykład
 • dane są wyniki pomiarów:
 • naleŜy znaleźć funkcję aproksymującą postaci: f(x)= c 0 + c 1x ( funkcje bazowe:{1,x})
 <f, φφφφ0>=-2.1-0.9-0.6+0.6+0.9= -2.1
 <f, φφφφ1>=-2.1-0.9*3-0.6*4+0.6*6+0.9*7= 2.7
 <φφφφ0, φφφφ0>= 5, < φφφφ0, φφφφ1>= 1+3+4+6+7= 21, < φφφφ1, φφφφ1>= 1 2+32+42+62+72= 111
 x 1 3 4 6 7
 f(x) -2.1 -0.9 -0.6 0.6 0.9
 x 1 3 4 6 7
 f(x) -2.1 -0.9 -0.6 0.6 0.9
 φφφφ0(x) 1 1 1 1 1
 φφφφ1(x) 1 3 4 6 7
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 14
 Metoda najmniejszych kwadratów - przykład
 • dane są wyniki pomiarów:
 • naleŜy znaleźć funkcję aproksymującą postaci: f(x)= c 0 + c 1x ( funkcje bazowe:{1,x})
 <f, φφφφ0>=-2.1-0.9-0.6+0.6+0.9= -2.1
 <f, φφφφ1>=-2.1-0.9*3-0.6*4+0.6*6+0.9*7= 2.7
 <φφφφ0, φφφφ0>= 5, < φφφφ0, φφφφ1>= 1+3+4+6+7= 21, < φφφφ1, φφφφ1>= 1 2+32+42+62+72= 111
 • otrzymujemy układ równań:
 x 1 3 4 6 7
 f(x) -2.1 -0.9 -0.6 0.6 0.9
 x 1 3 4 6 7
 f(x) -2.1 -0.9 -0.6 0.6 0.9
 φφφφ0(x) 1 1 1 1 1
 φφφφ1(x) 1 3 4 6 7
 5053.0
 5421.2
 7.2
 1.2
 11121
 215
 1
 0
 1
 0
 =−=
 ⇒
 −=
 ⋅
 c
 c
 c
 c
 y = 0,5053x - 2,5421
 -2,5-2
 -1,5-1
 -0,50
 0,51
 1,5
 0 2 4 6 8
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 15
 Postać funkcji aproksymującej
 problem doboru funkcji do zestawu danych:– naturalnym sposobem uŜycie wielomianu– postać wielomianu nie nadaje się gdy wykres
 funkcji ma • ostre załamania, osobliwości, przypadki
 nieciągłości, jest okresowy• aproksymacja funkcją złoŜoną z „kawałków”
 funkcji prostej postaci, funkcją okresową, funkcją wykładniczą
 • przekształcenie zmiennych – np. f(log(x),log(f(x) nadają się lepiej do aproksymacji niŜ sama funkcja f(x),
 • zamiana zmiennych, zamiana współrzędnych –moŜe zmniejszyć istotnie koszt obliczeń
 – dobór stopnia wielomianu – wykorzystanie eksperymentalnych zaburzeń
 x f(x )1 22 23 2.1
 3.01 24 1.85 2
 -8
 -6
 -4
 -2
 0
 2
 4
 6
 8
 10
 12
 0 1 2 3 4 5 6
 punkty w ie lomian 2 s topmia w ie lomian 6 s topnia
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 16
 Interpolacja
 xx0 x1 x2 x3 x4
 f(x0)
 f(x1)
 f(x2)
 f(x3)
 f(x4)f(x)
 Dana jest pewna funkcja f(x)oraz n+1 punktów węzłowych
 poszukujemy takiej funkcji g(x) spośród wszystkich funkcji pewnej klasy aby
 Klasy funkcji interpolujących:• wielomiany• funkcje wymierne• wielomiany trygonometryczne• funkcje sklejane
 ( )( ){ }x f xi i i
 n,
 =0
 ( ) ( ) nixfxg ii ,...,1,0==

Page 17
						
						

Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 17
 Interpolacja wielomianowa
 • funkcja przybliŜana f(x),
 • siatka węzłów
 • Dla dowolnych, róŜnych n+1 punktów węzłowych istnieje dokładnie jeden wielomian interpolacyjnyP(x) stopnia co najwyŜej n taki, Ŝe
 dla i=0,1,...,n
 Sposoby wyznaczania współczynników wielomianu interpolacyjnego:P(x) = a 0+a1x+...+a nxn
 – rozwiązanie układu równań liniowych
 )x(ff,n,...,i,x iii ======== 0
 ii f)x(P ====
 =+++
 =+++=+++
 nn
 nnn
 nn
 nn
 fxaxaa
 fxaxaa
 fxaxaa
 L
 L
 L
 L
 10
 11110
 00010
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 18
 Interpolacja wielomianowawzór Lagrange’a, macierz Lagrange’a
 Dla dowolnych, róŜnych n+1 punktów węzłowychwyznaczamy
 dla kaŜdego i=0,...,n wyraŜenie to jest wielomianem co najwyŜej n-tego stopnia. Oznaczmy:
 Zapisując w postaci macierzowej otrzymujemy (macierz L nazywamy macierzą Lagrange’a):
 ( )( ){ }x f xi i i
 n,
 =0∏
 ≠= −
 −=n
 ikk ki
 ki xx
 xxx
 0
 )(δ
 jn
 jjii xax ∑
 =
 =0
 )(δ
 [ ]
 =⋅⋅=)(
 ...
 )(
 ...
 ......
 ...
 ...1)(1
 1
 111
 11
 nnnn
 nn
 nnnn
 xf
 xf
 aa
 aa
 xxFLXxL
 wzór Lagrange’a∏∑∏∑
 ≠==
 ≠== −
 −==−−=
 n
 ikk ki
 ki
 n
 iii
 n
 ikk ki
 kn
 ii xx
 xxxf
 xx
 xxfxL
 0000
 )(,)( δδ ( )
 ≠=
 =ki
 kixki 0
 1δ
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 19
 Interpolacja wielomianowawzór Lagrange’a dla węzłów równoodległych:
 • h:=x i -x i-1 , i=1,...,n ⇒⇒⇒⇒ x i =x 0+ih
 • s:=(x-x 0)/h ⇒⇒⇒⇒ x=x 0+hs
 )())...(1(
 )!(!)1(
 )(1
 )!()1(!))...(1(
 )()(
 ))...(2)(1)(1)...(2)(1()))...(1())(1()...(1(
 )))...(1())(1()...(1()))...(1())(1()...(1(
 ))...()1()()1()...(())...()1()()1())...((
 ))())...()1(()()1(())...(()(())())...()1(())()1(())...(()((
 ))...()()...()(())...()()...()((
 )(
 00
 0
 0
 0
 0000000000
 0000000000
 0
 1110
 1110
 000
 is
 nsss
 inif
 isini
 nsssf
 is
 is
 niiii
 nsisisssf
 niiiiiiih
 nsisissshf
 nhihhiihhiihhihih
 nhhshihshihshhshsf
 nhxihxhixihxhixihxhxihxxihx
 nhxhsxhixhsxhixhsxhxhsxxhsxf
 xxxxxxxxxx
 xxxxxxxxxxf
 xx
 xxfxL
 inn
 iiin
 n
 ii
 n
 ii
 n
 nn
 ii
 n
 ii
 n
 ii
 niiiiiii
 niin
 ii
 n
 ikk ki
 kn
 ii
 −−−⋅
 −−=
 −⋅
 −−−−=
 −−⋅
 −−−+−−−+−−−−=
 −+−−−−−+−−−−=
 −+−−−−−+−−−−=
 +−+++−+−+−++−+−++−+++−+−+−++−+−+=
 −−−−−−−−−−=
 −−=
 −
 =−
 =
 =
 =
 =
 =
 +−
 +−
 =≠==
 ∑∑
 ∑
 ∑
 ∑
 ∑
 ∑∏∑
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 20
 Funkcje sklejane
 określenie funkcji sklejanych 3 stopnia (cubic spline)
 xx0 x1 x2 x3 x4
 f(x0)
 f(x1)
 f(x2)
 f(x3)
 f(x4)f(x)
 wykresy wielomianów stopnia co najwy Ŝej 3
 zachowana ci ągłość funkcji i jej pochodnych do 2 stopnia wł ącznie
 drugie pochodne równe 0
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 21
 Funkcje sklejane
 • przedział [x 0,x n] dzielimy na podprzedziały, w kaŜdym podprzedziale[x i-1 ,x i ] (i=1,...,n):
 – łącznie 4n współczynników - niewiadomych
 • wartości w węzłach zewnętrznych spełniają warunek interpolacji :
 • wartości drugich pochodnych w węzłach zewnętrznych spełniają warunek naturalności :
 • w węzłach wewnętrznych wartości funkcji, wartości pierwszych pochodnych i wartości drugich pochodnych są równe są równe :
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s x a b x x c x x d x x i ni i i i i i i i= + − + − + − = −2 3 0 1 1, ,...,
 ( ) ( ) ( ) ( )s x f x s x f xn n n0 0 0 1= =−,
 ( ) ( )s x s xn n0 0 1 0,, ,,= =−
 ( ) ( ) ( ) ( )s x s x f x i ni i i i i− = = = −1 1 2 1, ,...,
 ( ) ( ) ( )s x s x i ni i i i− = = −1 1 2 1, , , , ... , ( ) ( ) ( )s x s x i ni i i i− = = −1 1 2 1,, ,, , ,... ,
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 22
 Funkcje sklejane porównanie z interpolacją wielomianową
 0
 0.5
 1
 1.5
 2
 2.5
 0 1 2 3 4 5 6
 funkcja s klejana w ielomian interpolujący
 0
 0.5
 1
 1.5
 2
 2.5
 3
 3.5
 4
 0 1 2 3 4 5 6
 funkcja s klejana w ielomian interpolujący
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 23
 Krzywa Béziera• krzywa wielomianowa (Pierre Bézier 1972) • powszechnie stosowane w programach
 do projektowania inŜynierskiego -programach CAD-owskich
 • Najczęściej uŜywane są krzywe trzeciego stopnialeŜące na płaszczyźnie. • Definiując krzywą trzeciego stopnia określamy 4 punkty (tzw. punkty
 kontrolne) A, B, C i D, których połoŜenie wyznacza przebieg krzywej. – Krzywa ma swój początek w punkcie A i skierowana jest w stronę punktu B. – Następnie zmierza w stronę punktu D dochodząc do niego od strony punktu C. – Odcinek AB jest styczny do krzywej w punkcie A, natomiast odcinek CD jest
 styczny w punkcie D
 • Krzywą Béziera trzeciego stopnia określa następujące równanie:P( t)= A(1− t) 3 +3Bt(1− t) 2 + 3 Ct2(1− t)+ Dt3 dla 0 ≤ t ≤ 1 .
 • Czyli:Px( t)= Ax(1− t) 3+ 3 Bxt(1− t) 2 + 3 Cxt
 2(1− t) + Dxt3
 Py( t)= Ay(1− t) 3+ 3 Byt(1− t) 2 + 3 Cyt2(1− t) + Dyt
 3
 • Krzywa ma swój początek w punkcie A (t = 0) i koniec w punkcie D (t = 1) .
 Zadanie: zapisz kod programu wyznaczający w oparciu o podane współrzędne punktów kontrolnych, krzywą Béziera. Przebieg krzywej przedstaw na rysunku, umieszczając na nim równieŜ odcinki AB, BC, CD.
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 24
 Powierzchnie sklejane
 • najprostszy sposób: przybliŜanie powierzchni sklejanymi figurami płaskimi
 • wykorzystanie powierzchni 2-go stopnia (kwadryk) i powierzchni bikubicznych
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 25
 Płaty Béziera
 • definiowanie ogranicza się do wskazania siatki punktów kontrolnych
 • KaŜda siatka punktów kontrolnych definiująca płat Bèziera posiada n wierszy i m kolumn.
 • Szczególnym przypadkiem płata Bèziera jest postać bikubiczna (płat jest 3 stopnia w obu kierunkach, mamy 16 punktów kontrolnych).
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 26
 Interpolacja, a aproksymacja
 • proces interpolacji (zwłaszcza interpolacji wielomianowej) jest wraŜliwy na wybór węzłówinterpolacji (zaburzenia wartości funkcji w punktach interpolacji mogą bardzo znacznie zmieniać funkcję interpolującą)
 • jeśli mamy moŜliwość wyboru rozmieszczenia węzłów, najmniejszy błąd interpolacji dostajemy dobierając węzły – miejsca zerowe wielomianu Czebyszewa (przy sprowadzeniu przedziału interpolowanych wartości do przedziału [-1,1])
 • aproksymacja jest mało wraŜliwa na wybór węzłów aproksymacji (jeśli liczba węzłów jest wystarczająco duŜa)
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 27
 Model regresji
 • celem pomiarów wykrycie i opisanie za pomocą funkcji analitycznych zaleŜności y=f(x 1,...,x n) miedzy niezaleŜnymi parametrami x1,...,x n oraz parametrem od nich zaleŜnym y– wykrycie istnienia zaleŜności – korelacja– ustalenie postaci funkcji która ją opisuje –regresja
 • zadanie polega na– wyznaczeniu zaleŜności funkcyjnej np.
 • regresja jednowymiarowa: zaleŜność funkcyjna y=f(x)
 • jednowymiarowa regresja liniowa: zaleŜność funkcyjna y= a 0 +a1x
 – zbadaniu narzędziami rachunku prawdopodobieństwa „jakości” wyznaczonego modelu regresji
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 28
 Regresja liniowa
 • teoretyczna linia regresji(odnosząca się do populacji generalnej):
 • empiryczne równanie regresji(równanie regresji w próbce):
 • aproksymując teoretyczną prostą regresji za pomocą empirycznego równania, rozpatrujemy współczynniki b0,b 1jako realizacje pewnej zmiennej losowej(B 0,B 1),przyjmujące w konkretnej próbie takie lub inne wartości
 xaay 10 +=
 xbby 10 +=
 0,0
 10,0
 20,0
 30,0
 40,0
 50,0
 60,0
 70,0
 80,0
 0 20 40 60 80 100 120 140
 • empiryczna prosta regresji–rodzina prostych, kaŜdą z nich otrzymuje się poprzez konkretną realizację próby
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 29
 Regresja - badanie korelacji
 • współczynnik korelacji (Pearsona) – wyraŜa stopień zaleŜności liniowej między zmiennymi losowymi
 • oszacowanie współczynnika korelacji na podstawie realizacji próby (wartość z przedziału [-1,1] ):
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 30
 Regresja liniowawyznaczenie równania regresji z próby
 • próba n-elementowa (x 1,y 1),...,(x n,y n)
 – Dla kaŜdego i=1,...,n
 • y i – wartość z próby,
 • y(x i )=b 1x i + b 0 – wartość obliczona
 • y i – y(x i ) róŜnica pomiędzy wartościami
 • metoda najmniejszych kwadratów (SSE-suma kwadratów błędów)
 min)(),(1
 21010 →−−=Φ= ∑
 =
 n
 iii xbbybbSSE
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 31
 Regresja liniowawyznaczenie równania regresji z próby
 • próba n-elementowa (x 1,y 1),...,(x n,y n)
 – Dla kaŜdego i=1,...,n
 • y i – wartość z próby,
 • y(x i )=b 1x i + b 0 – wartość obliczona
 • y i – y(x i ) róŜnica pomiędzy wartościami
 • metoda najmniejszych kwadratów (SSE-suma kwadratów błędów)
 • funkcja ΦΦΦΦ(a,b) osiąga najmniejszą wartość dla b0,b 1
 wyznaczonych z układu równań:
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 32
 Regresja liniowawyznaczenie równania regresji z próby
 Rozwiązując układ równań, otrzymujemy:
 xbyb
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 33
 Regresja liniowa - badanie jakości wyznaczonego modelu
 Miary jako ści przyj ętego modelu• współczynnik determinacji
 – przyjmuje wartości z zakresu od 0 do 1, gdy• R2=1 : dane leŜą dokładnie na „linii" regresji (zmienność jest wyjaśniona w 100 %);
 • R2=0 : regresja niczego nie wyjaśnia, dane są nieskorelowane;
 • 0,9 ≤≤≤≤R2<1 : dopasowanie bardzo dobre,
 • 0,8 ≤≤≤≤R2<0,9 : dopasowanie dobre,
 • 0,7 ≤≤≤≤R2<0,8 : dopasowanie zadawalające w niektórych zastosowaniach.
 – zwróćmy takŜe uwagę, ze mówimy, np.: "regresja wyjaśnia 93 % zmienności, gdy”R2=0,93 .
 (SST – całkowita suma kwadratów, SSR – suma kwadratów związana z regresją, SSE – suma kwadratów błędów)
 SST
 SSESST
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 SSRR
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 ˆ,)ˆ()(Zadanie: zapisz funkcję SciLaba obliczającą współczynnik determinacji. Jako dane wejściowe podać: n (liczba prób losowych), X, Y (wektory – współrzędne punktów pomiarowych), f (funkcja regresji). Przetestuj
 na danych odanych na slajdzie nr 85
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 34
 • weryfikacja statystyczna– weryfikacja hipotezy o braku
 zaleŜności w prostej regresji liniowej
 – testy istotności dla parametrów regresji
 – analiza wariancji, test F-Snedecora
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 y=3.1x-0.11-α=0.80
 1-α=0.98
 Y
 X• wyznaczenie obszaru (pasa) ufności
 • przyjmując określony poziom ufności p=1- αααα (np. p=0,95 ) obszarem ufności nazywamy obszar w którym z prawdopodobieństwem równym poziomowi ufności znajduje się nieznana teoretyczna linia regresji dla populacji generalnej
 • wyznaczenie obszaru (pasa) predykcji• przyjmując określony poziom ufności p=1- αααα (np. p=0,95 ) obszarem
 predykcji nazywamy obszar w którym z prawdopodobieństwem równym poziomowi ufności dla konkretnej wartości xp znajduje się wartość zaleŜnego parametru y .
 Regresja liniowa - badanie jakości wyznaczonego modelu
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 35
 Regresja liniowa – przykład 1
 Dokonano analizy próbek gruntu, mierząc na róŜnych głębokościachprocentową zawartość piasku – analiza przy uŜyciu MS Excel
 Nr próbkigłębokość
 (cm)
 % zawartości
 piasku1 0 75.62 15 58.03 30 59.34 45 57.55 60 52.56 75 54.27 90 35.88 105 41.99 120 32.6
 analiza próbek gruntu
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 36
 Regresja liniowa – przykład 1
 Dokonano analizy próbek gruntu, mierząc na róŜnych głębokościachprocentową zawartość piasku – analiza przy uŜyciu MS Excel
 Nr próbkigłębokość
 (cm)
 % zawartości
 piasku1 0 75.62 15 58.03 30 59.34 45 57.55 60 52.56 75 54.27 90 35.88 105 41.99 120 32.6
 analiza próbek gruntu
 y = -0.3007x + 69.973
 R2 = 0.858
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 37
 Regresja liniowa – przykład 2
 Dokonano analizy próbek gruntu, badano zaleŜność dwóch parametrów –stopnia plastyczności i spójności gruntu (zaleŜność wyznaczono w oparciu 72 próby i 12 prób)
 s to pień plas tycznoś c i - s pó jnoś ć
 y = -32.478x + 35.799R2 = 0.825
 y = 32.787x2 - 81.201x + 51.129R2 = 0.8926
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 38
 Regresja liniowa – przykład 2 - cd
 s topień plas tycznoś ci - s pó jnoś ć
 y = -44.623x + 43.103R2 = 0.3408
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 12 prób
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 39
 Regresja liniowa –przykład 2 - wykorzystanie pakietu
 Statistica
 Wy kres rozrzutu - regresja liniowa
 y = 35,7986-32,4779*x; 0,95 Prz.Pred.; 0,95 Prz.Uf n.
 0,27 0,36 0,49 0,57 0,67 0,75 0,85 0,93 1,03 1,16 1,29
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 Wykres rozrzutu - regresja wielomianem kwadratowym
 y = 51,1293-81,2014*x+32,7871*x 2̂; 0,95 Prz.Pred.; 0,95 Prz.Ufn.
 0,27 0,36 0,49 0,57 0,67 0,75 0,85 0,93 1,03 1,16 1,29
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 Wy kres rozrzut u - model liniowy
 y = 43,1029-44,6233* x; 0,95 Prz.U f n.
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 40
 funkcje SciLaba
 • chepol() - obliczanie wartości wielomianów Czebyszewa• cshep2d(), eval_cshep2d() - 2 wymiarowa interpolacja funkcjami sklejanymi
 (dla węzłów nie tworzących siatki prostokątnej)• interp () – obliczenie wartości interpolującej funkcji sklejanej• interp2d(), interp3d() – interpolacja funkcjami sklejanymi • interpln () – rozwiązanie zadania interpolacji liniowej na płaszczyźnie• lsq() – rozwiązanie równania postaci AX=B metodą najmniejszych
 kwadratów• lsq_spline() – aproksymacja średniokwadratowa sześcienną funkcją sklejaną• linear_interpn () – rozwiązanie zadania n-wymiarowej interpolacji liniowej• splin(), splin2d(), splin3d() – obliczenie współczynników funkcji sklejanej,
 interpolującej podane punkty węzłowe • reglin(), regress() – wyznaczenie współczynników regresji liniowej
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 41
 PodsumowanieAproksymacja i interpolacja, poj ęcie modelu regresji
 • Aproksymacja – ogólna postać zadania aproksymacji. • Zadanie aproksymacji liniowej
 – pojęcie funkcji bazowych, – postać rozwiązania– układ równań liniowych nadokreślony– wygładzanie funkcji
 • Zadanie aproksymacji średniokwadratowej:– metoda najmniejszych kwadratów
 • iloczyn skalarny funkcji, • funkcje ortogonalne, • własności wielomianów Czebyszewa.
 • Zadanie aproksymacji jednostajnej:– sformułowanie zadania– Twierdzenie Weierstrassa
 • Zadanie interpolacji– interpolacja wielomianowa
 • wzór Lagrange’a, postać macierzy Lagrange’a,• wzór Lagrange’a dla węzłów równoodległych,• wzór Interpolacyjny Newtona.
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Metody obliczeniowe - Budownictwo semestr 2 - wykład nr 3Nr: 42
 Podsumowanie - cd. Aproksymacja i interpolacja, poj ęcie modelu regresji
 • Funkcje sklejane– własności funkcji sklejanych 3 stopnia (cubic spline)
 • Krzywa Béziera • Model regresji
 – opisanie problemu, – podstawowe pojęcia statystyki: populacja generalna, jednostka statystyczna, cechy
 statystyczne, próbka, badanie częściowe,– pojęcie zmiennej losowej i jej realizacji, – teoretyczna linia regresji, a empiryczne równanie regresji, – badanie korelacji na podstawie realizacji próby,
 • sposób wyznaczenia równania regresji metodą najmniejszych kwadratów • miary jakości przyjętego modelu regresji
 – wariancja resztkowa – współczynnik determinacji
 • weryfikacja statystyczna przyjętego modelu regresji – obszary ufności i predykcji
 • Modele nieliniowe regresji – sprowadzanie do modelu liniowego
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